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Введение 

Предметом теории движения ракет является исследова
ние общих закономерностей полета и его особенностей в 
различных частных случаях. Теория движения занимается 
изучением трех основных задач. Первая из этих задач 
состоит в расчете траекторий полета ракеты по заранее 
известным данным. Для ее решения необходимо правильно 
определить силы, действующие на ракету в полете, и 
знать величины их в каждый момент времени. Далее сле
дует составить дифференциальные уравнения движения с 
учетом всех действующих сил. В результате решения этих 
уравнений получают характеристики движения: скорость 
ракеты, ускорения, перегрузки, время полета и коорди
наты ракеты, по которым может быть построена траекто
рия. " 

При решении этой задачи движение ракеты обычно рас
сматривается как движение управляемой материальной 
точки, масса которой равна массе ракеты и к которой 
приложены силы веса, тяги и аэродинамические силы. 
Схематизируется и работа системы управления ракетой. 

Вторая задача теории движения состоит в исследова
нии устойчивости и управляемости ракеты. Здесь исполь
зуются уравнения движения ракеты, учитывающие ее враще
ние относительно центра масс. Задачей этого исследова
ния является изучение собственных динамических свойств 
ракеты, а также динамических свойств системы "ракета-
автомат стабилизации". В результате исследования уста
навливаются реакции ракеты на воздействие различных 
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внешних возмущений, оценивается возможность стабилиза
ции ракеты на различных этапах полета и определяются 
условия управления ею. 

Третья задача теории полета заключается в изучении 
факторов, влияющих на рассеивание ракет, и в рассмот
рении путей повышения точности стрельбы. Для изучения 
этих вопросов необходимо движение ракеты и процессы в 
ее системе управления описывать достаточно полной 
системой дифференциальных уравнений и, кроме того, 
учитывать случайные возмущения. 

Настоящее пособие посвящено рассмотрению ряда во
просов, относящихся к первым двум задачам теории дви
жения ракет различных типов. 

Теория движения опирается на основные положения 
теоретіческой механики, аэродинамики, теории автомати
ческого регулирования и ряда других дисциплин. В свою 
очередь она должна дать все основные параметры траек
тории, исходя из которых можно было бы судить о необ
ходимых характеристиках ракеты, ее системы управления 
и ракетного комплекса в целом. 



Глава I 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТ 

"> I . Принцип составления уравнений движения 

крайненмя движения тела поохоянного состава состав
ляются с помощью теорем классической динамики об из 
менении количестве, двиявния (К) и кинетического мо
мента (момента количества движения - L ) , в соответст
вии с которыми: 

'dt = t 7 

dt 
где Г V M - соотізстстьчнко главный вектор и глав

ный момент всех внешних сил, дейст
вующих на тело постоянного состава. 

Рак* та - тело переменной массы. Поэтому при состав
лении уразнений ее движения необходимо учитывать и з -
менегия К и Ц , ^буслеяленные непостоянством массы. 

Чтобы свести эг / задачу к задаче классической механики, 
используется принцип затвердевания тела переменного со
става, который формулируется следующим образом. 

Уравнения движения твердой OLелочки ракеты в произ
вольный момент времени могут быть записаны в виде урав
нений движения твердого тела постоянного состава,если 
представить себе, что ракета затвердела в момент времени 
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t и что к полученному таким образом фиктивному телу 
приложены следующие силы: 

- внешние силы, действующие на ракету Б полете 
(кроме сил давления окружающей среда и давления в вы
ходном сечении сопла), т . е . сила веса G и полная 

аэродинамическая сила R 

- сила тяги реактивного двигателя Р > 

- силы Кориолиса Г
к
 -

Тогда теоремы о количестве движения и кинетическом 
моменте тела переменной массы запишутся в следующем 
виде: 

где 

M - главный момент1 всех внешних сил, кроме силы 
атмосферного давления и давления в выходном 
сечении сопла, относительно центра масс раке-
ТЫ J 

/ѵі - главный момент силы тяги, включающий также 
дополнительные моменты, обусловленные атмо
сферным давлением на корпус ракеты, давлением 
в выходном сечении сопла и нестационарностью 
движения газа и жидкого топлива внутри ра
кеты ; 

М„ - главный момент кориолисовых сил. 
ГС 
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Эти уравнения справедливы в неподвижной (инерциаль-
ной) системе координат. В дальнейшем за неподвижную 
будем принимать систему координат, связанную с Землей. 
На практике векторные уравнения заменяют скалярными 
уравнениями, проектируя их на какие-либо подвижные оси 
координат, начало которых совпадает с центром масс 
ракеты. 

§ 2. Системы координат 

При исследовании движения ракет наиболее часто при
меняются земная, связанная и скоростная прямоугольные 
правые системы координат. 

I . Земная система координат °А.х&Уз-г£ 

За начало земной системы прямоугольных координат 
может приниматься центр масс Земли, точка старта или 
другая неподвижная относительно Земли точка ( р и с . І . і ) . 
Ось о^у^ направляется по земному радиусу, другие 

две оси, составляя прямоугольную систему координат, 
могут быть направлены удобным для проведения конкрет
ного исследования образом. Ось обычно направляют 

на цель или по заданному начальному направлению движе
ния, 

2. Связанная система координат 0оСіУіЪ, 

Связанная система координат используется для опре
деления положения ракеты относительно земных осей.На-

7 



чало координат обкчко расколочено в центре масс р-цсеты. 
Ось ох, (рис.Т .2) направлена по продолььой оси ре:о^ы, 

а остальные две ( о^, и ог, ) - перпепдикулячно оси . 

ох, и друг другу так, что составляют птз?вугс слстеиу 

координат. Если ракета выполнена по самолетной охеме, 
то одна из осей связанной системы направлена р/оль 
хорды профиля крыла, а другая ~ перпендикулярно ой з 
плоскости симметрии. Обычно связанные оси близка к 
главным центральным осям инерции ракеты. 

Рие.Г. І 

Ракета, как жесткое тело, имеет шесть степеней 
свободы. Следовательно, ее положение относительно зем
ной системы определяется шестью координатами: 

- тремя координатами х^ , у , начала о свя

занной системы координат ; 
- тремя углами меаду связанной и земной системами 

координат: углом рыскания <р - меаду проекцией про
дольной оси ракеты ох, на горизонтальную плоскость 
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vi ^съч) ; угло*; тэнгавд - между продольной- осью 

раісеты оя-, и ее проекцией на горизонтальную плоскость ; 

углом крена ^ - меаду осью ѵ\ 8ерткка/7бНом 

п/оскостк-ю, проходящей через ось С<2?/ • 

Рис.1 .2 

Таким образом, связанная система координат может 
быть полученѳ из зенной система в результате трех по
воротов против часовой'сірелки на углы ^ , хТ и J"". 
Найдем матрицу С преобразования земной системы в 
связанную (рис. 1.3)', 

I поворот на угол <р . Ъ результате этого поворота 
земной системы координат относительно оси получим 
систему координат ox z • • Матрица Су, преобразова
ния [ Ѵ ? ^ 7 н ' ] = [xßify 7^ ] f y запишется в виде 
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2 поворот на угол & вокруг оси ог' . В резуль

тате этого поворота получим систему координат ох,у'г'. 

№трипа С& преобразования [х, фг'"\=\х'7у^ ,г'] С# 

записывается так: 

cos & - SU 1 

sin & CQS& О 

0 0 1 

(5) 

или 

Перемножая элементарные матрицы (1.4) и (1.5), по
лучим 

cos à' cosf - su* â'cos^ $in<f>\ 

(CyCff)* біпхУ cost? . О 

-cosiTsin^ sin-iïsiny costy 

3 поворот на угол f вокруг оси осе, - , Ъ результа

те этого поворота получим искомую систему ох, у, и,. 

Матрица преобразования \xnynz^= [^"tf'?* ']Cf 

записывается в виде 
{ О О 

О cosj -sinfî 

О sinjf cosfî 

(6) 
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^пкт образом, имеем 

с--

После п^реміттрп^я матри'1, э-ьементарніл. преобразова
ний 5 и 6 получчм 

cos^msіУ -eosfsînifcoçfitsinfsmfî cosfsinüsinj+si^cosf 

S in if cos Ceo$$~ - cos &Sirtf 

-sinfeos^y coafsinT+iïnfsin vrл^Г cosfcosfî-sinfsiiïffsinfî 

Иногда используется w лусвязанная система координа 
" згой системе одна :із опей совпадает с гроегсцией гек 
тора скорости па плоскость симметрии ;)ак?тн, а две 
другие лежат в плоскости, перпендикулярной проекции 
вектора скорости на плоскость симметрии (одна ось па-
правлена по линии пресечения плоскостей, другая .по
полняет систему до правой). 

3. Скоростная (поточная") система координат 
OXVZ 

В скоростной системе координат ось осг совпада
ет с направлением вектора скорости полета - с центра 
масс ракеты, а оси и оі лежат в плоскости, нер-
пендикулярной вектору ÏF , причем ось оу лежит s 
плоскости симметрии ракеты, (рис.. 1.4). 

Положение ракеты относительно земной системы коор
динат определяется тремя координатами центра масс 
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( , , ) и тремя углами между земной и скорост
ной системами координат: углом поворота траектории <j>c 

(угол курса, путевой угол), углом наклона траектории 
Ѳ (угол траектории)? углом крена f , 

Связь между скоростной и земной системами координат 
устанавливается с помощью матрицы В преобразования 

[*,у,*У[^,Ур^]В , где &=3ГсВѳеГс . 

Нетрудно показать, что косинусы углов между скорост
ными и земными осями определяются матрицей (7), если 
в ней вместо углов ^ , m jf подставить углы , 

Z 
Рис. 1.4 
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Наряду со скоростной системой координат часто ис
пользуется п о л у с к о р о с т н а я система, от
личающаяся от первой тем, что в ней ось всегда . 
лежит в вертикальной плоскости, а не в плоскости сим
метрии ракеты. 

4. Определение положения ракеты 
относительно вектора СКОРОСТИ 

Положение ракеты относительно вектора скорости опре
деляется углами атаки d. и скольжения р : 

dL. - угол между проекцией вектора скорости tF 
(проекцией оси ох ) на плоскость симметрии ракеты 

ох, с осью аппарата о ас, '7 

Р - угол между вектором скорости tf (осью Оас) 
и плоскостью симметрии ракеты ох, у, » 

Переход к произвольному положению связанных осей 
координат относительно скоростных осуществляется по
средством двух вращений (рис.1 .5) : поворотом связан
ных осей на угол ß относительно оси оу , а затем 
поворотом на угол оі относительно оси ozl , т . е . 

где 

I п о в о р о т . [*',#,z,]=[x,ylg]Aß ; 

cosß О sinß 
О 1 о' 

р о cosß -sin 



2 п о в о р о ^ Н * ^ , * , ] ^ ; 

Ar 

cosd, -Sinei. О 
sind- cosd- О 
О 0 i 

А АрАл 

COSdCOSß ~$indCO$ß Sinß 

sind. cosd. 0 
-cosd sinß sind Sinß cosß 

(8) 

Рис.1.5 
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5. Связь между углами 

Положение скоростной системы координат относительно 
земной можно определить не только углами Ус , Ѳ , 

^ , но и углами <f> , , / , ß , Ы (углы ^ 
гТ , f определяют положение связанных осей от

носительно земных, а углы ß и oL - положение скорост
ных осей относительно связанных). 

Выразим углы (р , ѳ , ^ через углы ^ , г^. , 

If * Р и d. . Зная направляющие косинусы перехода 

от скоростных осей к связанным и от связанных к земным 
и приравнивая их к направляющим косинусам непосредст
венного перехода от скоростных осей к земным, получим 
следующие связи между углами: 

SinO=Sin^coSdcosß-cast?co$(fsind cosß -

- eosJsin fsin ß ; 

Sin%= —~ ^sin^cosacosd.cosßi-cospsin'fsina. cosßi 

i-SinfStrt&COsfîsindLCOSp-COS^COSlfsinpi- j , 

i-sinpsin.-â'sinf'sinjb^ j 

1 г 
sinjfc= \sin tfcosd. sinß-Costcos fsin±sinß+ 

+cosd'sin']ßcosß~^ -

Из последнего уравнения системы (9) видно, что при 
малых углах Ѳ , & » ot » ß> , (f и ft" углы 
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крена приблизительно равны, т . е . J"« 5*^ . Если полет 

совершается в вертикальной плоскости без крена 
~Р=0) » т 0 и з первого уравнения системы (9) следует 
что 9~x7-d. . Если же полет происходит в горизонталь
ной плоскости без крена ($-0) > то, полагая cosck^i^ 

Smd-^O ,cost?=&l , из второго уравнения системы 

(я) будем иметь (fi. = <f)-ß. 

§ 3. Динамические уравнения 

I . Уравнения поступательного движения 
центра масс ракеты 

Согласно принципу затвердевания (см. § I ) в уравне
нии (2) производную от количества движения К по 
времени для ракеты следует вычислять так же, как в 
случае твердого тела с постоянной массой, т . е . 

Ж-тІ!І, ( ю ) dt dt" 
где ~ ~ - ускорение центра масс тела. 

dt 
Подставляя (ТО) в (2), получим 

Спроектируем векторное уравнение ( I I ) , описывающее 
поступательное движение центра масс ракеты, на оси 
скоростной системы, координат. Так как в этой системе 
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вектор скорости ракеты совпадает с осью ох ( ѵ=х/ , 
<fy=v=0 )» то будем иметь 

dtS do--г о/Г 
<f = o- г — 7 - = —гг г + V dt dt dt 

dT - ^ Но—г—-=<х>х і , где со - вектор угловой ско-
d t 

рости вращения скоростной системы координат относи
тельно земной системы, равный сумме угловых скоростей 
изменения углов ^ > Ѳ » , т . е . 

Я-% + °+Тс ' ( Т 2 ) 

Следовательно, 

Разложим векторы ft и 9 на составляющие по осям 

скоростной системы координат ( р и с . І . б ) : 

ftc=ftc(sin&-zi-cosecosfcJ.-cos&si/7Jfcк )з 

Имея в виду, что 

разложение левой части уравнения ( IT) по осям скорост
ной системы координат запишем так: 

m~ff=m~frT+mv-(ècos§-%cosQsinfc)j. -

-(nV-(èsin$c+fccosecos$c)k~. (дз) 
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Рис. Г. б 
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Далее разложим по тем же осям силы, входящие, в пра
вую часть уравнения ( I I ) . 

Полная аэродинамическая сила. Учитывая, что сила 
лобового сопротивления с[ направлена в сторону, про
тивоположную скорости полета ракеты, будем иметь 

( И ) 

где У - подъемная сила; 

2 - боковая сила. 

Сила тяги. Будем считать, что асимметрия силы тяги 
отсутствует, т . е . вектор/ 3 лежит в плоскости ох,уі 

и составляет с осью ох, некоторый угол <f ^ . Тогда 

P-PçasBg Tf^Psin г^/і . 

Используя матрицу А преобразования скоростной 
системы координат в связанную (8), заппем соотношения 
между ортами этих систем: 

Z,= cos oL COSßi tsindj -COSdL Sinß к 

j t = - Sin ot COSßi+ COScLj i-sind. sinß к \ 

T= SinßTt COSfik . j 
(15) 

Учитывая эти зависимости, получим 

P=Pcos(dL+6ge)cosßT+Psin(dL^g)/-Pcos(di-e^)sinß>к . 

Если сила тяги двигателя направлена точно по про
дольной оси ракеты, ( т . е . й , - = 0) , то в данном случае 

«Г 
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- « Т о . „Г ( К ) 
P=Pcosckcosßi +Psinck£-PcQS<XSmßk . 

Сила веса. Сила веса равна произведению массы тела 
т. на ускорение силы тяжести £* , т . е . 

причем^ , 

где ^ - ускорение силн земного притяжения ; 

Т - центростремительное ускорение, обусловлен-
ное вращением Земли. , 

5 

Рис.1.7 

Если пренебречь сжатием Земли и считать, что она 
имеет форму шара, то величина ускорения силы притяжения 
может быть найдена по формулам: 
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- у поверхности Земли 

о =JL • (17) 
ho R2 •> 

- на некоторой высоте g н а Д поверхностью Земли 

В формулах (Г7) и (18) приняты следующие обозначе
ния: 

R=637ixM - радиус Земли; 

fi = 6 , 6 7 * 1 0 " м 2 / к г » с е к 2 - гравитационная постоян
ная ; 

M^5,9763'i0 кг- масса Земли; 
g - расстояние рассматриваемой 

точки от центра Земли. 

Величина центробежного ускорения у земной поверхнос
ти будет равна 

i4=Q.2Rcos<P , 

где ф - географическая широта; 

Q=7.292j— - угловая скорость вращения Земли. 1 сек 

Составляющая центробежного ускорения вдоль радиуса 
Земли равна ^ созФ и направлена противоположно у с 
корению (£ 7 о . Поэтому полное ускорение силы тяжести 
у поверхности Земли выразится следующим образом: 

22 



Q2Rcos2(p 
(19) 

Максимального значения величина^ достигает на 

полюсах Земли (ф= — , fi=fi7o )» а. минимального - на 

экваторе {(р = О, ß0=ß?-Q2R ) . Зная величину ß0, 

можно ускорение силы тяжести на некоторой высоте g 
над поверхностью Земли вычислить по формуле, аналогич
ной выражению (18): 

В практических расчетах обычно принимают, что у с 
корение £ направлено точно к центру Земли, т . е . 
считают^ что сила веса действует в направлении, об
ратном направлению радиус-вектора ракеты (рис.1.8).Но 

Следовательно, косинусы углов вектора G с осями 

земной системы координат равны — j - ^ - — ; — Е - , 
причем ъ ъ ъ 

Тогда 

так как 
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Используя матрицу ß преобразования земной системы 
координат в скоростную систему, запишем: 

24 
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J=cosfc cosQi + (sin %sin^c- cos%sin 0COSfc)jj.+ 

+ (cosftSin&Sinfc+$in(f>ccosfc)k • 

^sinQT+cosQcosf^-cosOsinfç к j 

Â~= -sinfccosSÏ*{pos%Sinfci-sin%Sin&cosfc)j.-f 
f(cos% cosfe-Sin % Sin Ѳзіп^к. 

(20) 

Следовательно, 

G—G (sin Ѳ+^созрссоаѳ)г-&\cos 9cosfîc+ 

f ^ {sin ft sin fc- sin Qcos %cosfc^ J-

-&[cosGsinfc+^(sinÔcos^c6in^sinfccosfc^. 

(21) 

Если при расчете движения ракеты не учитывать кри
визны земной поверхности, то уравнение (21) упрощается. 
Полагая г = о о f будем иметь 

G--Gsineï-GcosGcos^c^&cosGsinfck • (22) 

Сила Кориолиса. Имеем 

Представим вектор угловой скорости вращения Земли 
в проекциях на оси скоростной системы координат: 
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Учитывал, что ѵ=</г , получим 

Вектор Q в проекциях на оси Земной 

нат записывается так (рис .1 .9 ) : 

1 ft 
3 . ' 

F 

26 
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І2= Q cos fcosflz^ Q sinfj-Clcosfsinflk^ V ( 2 0 

где /7 - пеленг точки , т . е . угол оси о^с^ с 

плоскостью меридиана, проходящего через 
точку ; 

<р - геоцентрическая широта точки , т . е . 

угол оси с плоскостью экватора (в 

северном полушарии +(р , в южном - <р) . 

Подставляя выражения для ^ , , Л~ из формулы 

(20) в (24), получим: 

Q.=Q\sin©sin(Pi-cosôcos^cos(Cfc-nj\ 1 

Qp=Q\cosecosfcsinf+cosp[sinfîcsir2(<fc-fJ)-

-sinQcos$ccos(%-n)^; \ ( 2 5 ) 

Q=Q^cosesin$c sin f+cosf*[costfc sin (%-ПУ 

+sin6sinfccos ( % _ / 7 ) j j • 

i Если воспользоваться выражениями (ІЗ) , (14), ( і б ) , 
(22) и (23), то уравнение ( i l ) в проекциях на оси ско
ростной системы координат можно записать в следующем 
виде :-

ma-=PcosdiCosß-Q-G\smei—^cos&cos%J ; 

m o-=(ècosfîc-%cosQsinf^P$in ck + y-G\cos9-cosfc 
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•f ~ {sin %$in$c -sinQcosfçCosfîç)\ -2™ x/Qz ) 

rr?t/(èsin^ci-fc cos Qcosfîc ) = ~PcoS cksinfi+Z-i-

f G \cos9sin(fc- -^- (sin % cos fc+sinôcos %sinfc^t 

+2m o-Q 
-y-

(26) 

Разрешая второе tи третье уравнения (26) относитель
но функций & и и пренебрегая вращением Земли, 

будем иметь: 

m is =Pcos d cosß -Q-&(sinQ+ -^cos dcos ; 

m ve=P(c(?s]fc£in<*. -i-sinftsinfc coSd) + 

+ycos$c-Zsinfî-G(cQSQ-^sinecosy^) ) 

/77 vcosej>c= -P (sinfcsind-sinß cos$"c cosd)-

-ysinf-ZcosfcG^sin.%. 

(27) 

2. Уравнения вращательного движения ракеты 

Обычно уравнения вращательного движения записывают 
в проекциях на оси связанной системы координат, так 
как любая другая система перемещается относительно 
ракеты, а это приводит к необходимости пользоваться 
при исследовании движения переменными значениями мо-
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ментов инерции, что вносит существенные усложнения.По
лагая, что связанные оси координат совпадают с главны
ми центральными осями инерции ракеты (как правило, 
такое допущение не является грубым), запишем вектор
ное уравнение (3) в проекциях на оси связанной системы 
координат: 

Здесь 

сох ,а) и>г - проекции угловой скорости 
' ' вращения ракеты на главные 

центральные оси инерции 
( т . е . на оси связанной сис
темы координат); 

M .M M*,,M„* - проекции моментов аэродинамике,» Я3-/ Р'і '/ 
ческих сил, силы тяги и силы 
Кориолиса на те же оси; 

/7 О, О* - главные центральные моменты 
* инерции ракеты. 

Из рассмотрения уравнений вращательного движения 
ракеты (28) и движения ее центра масс (26) видно, что 
в состав этих шести уравнений входят девять неизвест
ных функций: 
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Следовательно, чтобы система стала замкнутой, надо 
к шести полученным уравнениям добавить кинематические 
соотношения. 

§ 4. Кинематические соотношения 

I . Кинематические уравнения, описывающие 
вращение ракеты относительно земных 

осей 

Спроектируем векторное равенство 

на оси связанной системы координат (рис.Т.З) : 

- cos -ff sinfî к, +sin ff'i/)tf г i . 

Следовательно, 

cû = -frsinfti- <j>cos xïcosfî ; 

cûg=-d'coslf-<f;cos-d'sinff'7 j 
(29) 

откуда 
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cas-xi <?' *i (30) 

Таким образом, получены кинематические уравнения, 
связывающие производные углов -д" , ^ и "ft по времени 
с проекциями вектора угловой скорости соХі , cû^ ? 

cô?/ . Связь углов , </> и ^ с углами Ѳ , 

9с > > и уЗ была установлена ранее [ с м . 

формулы (о)J 

?. кинематические уравнения для координат , 
центра масс ракеты 

Спроектируем вектор скорости ракеты V- на оси зем
ной системы координат: 

ïïo с другой стороны из рис.Т.б видно, что 

<Л = <scos Ѳсоз i+vsin Ѳі- t/cos &sin У- ka . 
c à- V Ф 

Следовательно, для определения текущих координат 
центра масс ракеты относительно земных осей можно вос
пользоваться такими уравнениями: 

oc^ = i^cos0cos(pc j j 
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= VSin Ѳ 
(31) 

Добавляя кинематические соотношения (9) , ( 3 0 ) , ( 3 і ) 
к шести динамическим уравнениям (26) и (28), получим 
систему, состоящую из 15 уравнений и содержащую 15 не
известных функций: tf(t) , Q(t) t%(t) , ]fc(t) , , 

Wgfit) » a^(t) * fy(t)* Zj(t) . Таким образом,, по
лученная система уравнений в случае неуправляемого по
лета ракеты (полет с зафиксированными органами управле
ния и нерегулируемой тягой) является замкнутой. При 
этом траектория полета полностью определяется началь
ными условиями:v(t 0 ) ,Ѳ(і0) , <ß(t0),..., Z^(t0) • 

В случае управляемого полета к перечисленным выше 
неизвестным необходимо добавить угол отклонения 

устройства, изменяющего режим работы двигателя, и углы 

отклонения органов управления тангажом Sg , рыскани

ем § и креном 8Хі , так как от этих параметров 

зависят силц и моменты, действующие на ракету. Если 
законы изменения величины SQ(t) , S2 (t) , êy,(t) и 

a <; 1 er 
4 с / ^ заданы, то тем самым будет определена единст

венная траектория полета ракеты. Следовательно, к систе
ме уравнений неуправляемого движения необходимо.доба
вить уравнения, описывающие процессы в системе управле
ния. Вид этой системы зависит от типа ракеты.,принятого 
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закона управления, конструктивных особенностей лета
тельного аппарата и от других факторов. Так, система 
управления баллистической ракеты обычно обеспечивает 
программное движение центра масс, стабилизацию ракеты 
при движении в плоскости стрельбы и управление даль
ностью полета. Система управления крылатой ракетой, 
наряду со стабилизацией аппарата по углам тангажа, 
крена и рыскания и удержанием заданной высоты, в об
щем случае призвана обеспечить выполнение команд, по
ступающих с пункта управления, а также обнаружение 
цели и самонаведение ракеты на цель. 

Запишем уравнения управления в следующем виде: 

Следует, однако, иметь в виду, что в общем случае 
в уравнения управления наряду с указанными параметрами 
входят и их производные по времени.. 

Таким образом, если к 15 уравнениям движения ракеты 
добавить уравнения (32), то получим систему из девятнад
цати уравнений с девятнадцатью неизвестными. Следова
тельно, система уравнений движения ракеты замкнется и 
ее траектория, так же как при неуправляемом полете, 
будет зависеть только от начальных условий. 
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§ 5. Полные системы уравнений движения ракеты 

Объединяя полученные выше динамические уравнения 
(27), (28) и добавляя к ним кинематические соотношения 
(9) , (30), (31) и уравнения управления ракетой (32), 
получим следующую систему уравнений для случая, когда 
уравнения сил записываются в с к о р о с т н о й 
системе координат и не учитывается угловая скорость 
вращения Земли: -, 

1 7T7Ù-=Pcosdcosfi-q-G-(sir?e-i-^cos0cos9J
cy:> 

2 m<fè=P(cosfîc Sind. + sinßsinfccos&) + 

+ ycosfîc-l!sin$c-&(со$Ѳ- -^-sinâcosp 

3 mt/cosQfc--P(P*nfîcsino<- sinßcostfccoSd)-

-Usinfc-Zcosfc + G^sinf0 • 

> 

(33) 

8 

9 f=oû#-tgi?(cO cosf-ca^sinff)-



40 öc^i/cos&cos(i)

c -f 

Ii JtfVsine ; 

i z kç—o-cosôsin^ y 

{*> sinG=Sinûcosd. cosfi-cosxïcosfîsind.cosß-

- cos sinfsinß; 

/4 sin (fir * Q {si n <рсоб ïïcosck cosß+cos (pcos fis 2 пек cosß+ 

tsinfsin ecosfsinckcosß-cos<fcosffsinjb'+ 

tsin tpSin tfsinffsinß) j 

І5 Sinjfc= '0qSq (sin d'coscksinß-

-cosd'cos'jj'sin Ы sinß t cos Jsinjfcos 
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В некоторых случаях удобнее пользоваться системой, 
в которой уравнения сил записаны не в скоростной, а в 
с в я з а н н о й системе координат.- Опуская промежу
точные выкладки, запишем эту систему (без учета враще
ния Земли) в окончательном виде, имея при этом в виду, 
что в общем случае сила тяги двигателя может состав
лять с осью ракеты некоторый угол £ -е : 

і m 

2 Ч ѵ ^ Ѵ ^ / ^ ) = А / л Ѵ ^ " ^ * ^ 

5 mfc7œ9fa+&xfy =2, t G- [cos tfsinf-

6

 ^ W t y r ^ ^ T ^ M p z , > 

+-U- (cosfsin^i-sin-d'sinfcos^) j 

36 



9 à = -о-
Д xi cos ûsin (sinfî:o$ y+Sin ûcosfîsin 

г x/g (cosflcosf-sin Jsinjf^іп У) ? 

ІО ^=co^sin]f+cù2cosf ; 

i 2 t=cOxyt^tT(cû^coâ^-cù2sin^)) 

iS Sin fi ̂ —^ 7 

46 tgck=~^- ; 
X, 



20 S ^ ( x y S l r 7 r ^ , ^ , O i 

21 &gr$gfo,b,*r&,<i>,ir9*,t) 

(34) 

Из общей системы (33) нетрудно получить систему 
уравнений, описывающих движение баллистической ракеты 
на п а с с и в н о м у ч а с т к е траектории. Для 
этого следует исключить из рассмотрения уравнения 
управления и положитьР= О , МрХ)sö ^ щ ^ р ^ 0 н ^ р г г 

Тогда, имея в виду, что для баллистической ракеты 
j =£7 =^7 , будем иметь: 
ft ?і 

t>=-Q-&(sin &t cosôsinQ) ; 

2 ті/Ѳ= Ucosfc- 2'sin fc- G (cos Ѳ--%- sin Qcosf^j ; 

• ос 

5

 fyàfi-Myrf-z*,)***,"**, ' 

(35) 

7 xçO-cosQcos^ 'y 

Я8 



8 yçt/еіпѲі 

І2 jà=tùxsind. +tuyÇosdL-êsin$c- <Pcc0S&cosffc ; 

4b 

(35) 

+(àcos jfc- 9C

 c ° s & s i n tc ) tyP > 

-<i>ccosesinfîc ) . 

Данная система полностью описывает движение баллис
тической ракеты на пассивном участке, так как двенад
цать дифференциальных уравнений и два алгебраических 
содержат четырнадцать неизвестных функций. 

§ б. Разделение общих уравнений движения 
на продольное и боковое 

Существенное упрощение системы уравнений движения 
ракеты достигается путем разделения системы на две 
группы.уравнений, описывающих полет ракеты в вертикаль
ной плоскости (продольное движение) и в двух других 
плоскостях, перпендикулярных к ней (боковое движение). 
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1 

Возможность такого разделения обусловлена тем, что 
на большей части траектории полет ракеты происходит с 
малыми углами и угловыми скоростями. При этом силы и 
моменты, действующие, например, в вертикальной плос
кости, практически не зависят от сил и моментов, дей
ствующих в других плоскостях, и наоборот. 

Продольное движение характеризуется тем, что в про
цессе этого движения изменяются лишь параметры xs , 
Ѳ , d , i?}coif *}*<)fy ' кинематические параметры 

продольного движения, а параметры ф ? у}

с , / , /fc , 
ß » cùx » со , і , равны нулю. Следовательно, 
продольное движение ракеты складывается из поступатель
ного движения центра масс вдоль осей ох, и оу, ( т . е . 

в плоскости симметрии ох, g, ) и вращательного двчяз-

ния относительно оси 02, • 

Параметры ß , ^ , £ , (р , % , а)Хі у и>р , 

, равные нулю з продольном движении, называются 

кинематическими параметрами бокового движения пикеты. 
Гокозое движение состоит из поступательного движения 
центра масс ~доль оси ог, и вращгіельного движения 

относительно осей ох, ѵ Cg, , 

- Системы уравнений, описывающих изолированные про
дольное и боковое движения, можно получить з результа
те разделения общих систем (33) или (3<0. Заметим,что 
пги движении ракеты строго в вертикальной плоскости 
такой подход не является приближенным, так как в этом 
случае все параметры бокового движения действительно 
остаются равными нулю. Но для бокового движения паз-
деление вносит определенные погрешности, так как при 
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г том параметры продольного движения не могут не из
меняться, чего уравнения бокового двикения не учитыва
ет . 0°<;зидни, эти погрешности тем меньше, чем меньше 
изм^нь-тие параметров продольного движения за время, в 
течение которого исследуется боковое движение. 

Уравнения продольного движения можно получить из 
оіщэй системы (33), полагая в ней все параметры боково
го движения оавными нулю, т.е.Ф&О , ^ н С , jf=0 , 

L" -c' ?i §- • p 
Если, і:ромо того, поеньЗречь кривизной зсной поверхнос
ти, то будем иметь; 

mù =Pcoscl-Q-О-sin Ѳ j 

тѵѲ =Ps:noL-t-У-&COS9 ; 

Ѳ ; 

( * 0 

Выше отмечалось, что боковое движение существует 
лишь совместно с продольным. Это объясняется тем,что 
в уравнения, описывающие изменение боковых параметров, 
всегда входят многие продольные параметры: xf , д~ 1 Q 
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cL и др. Поэтому для исследования бокового движения 
надо предварительно определить все эти параметры 
путем решения уравнений продольного движения. 

Систему уравнений, описывающих изолированное боко
вое движение, нетрудно получить из общей системы (33), 
если отбросить уравнения сил в проекциях на оси ох 
и и уравнение моментов в проекции на ось ог, и 
исключить уравнение управления по каналу тангажа. 
Тогда, полагая саг = О (так как параметры бокового 

движения слабо зависят от cûg ) и пренебрегая 

кривизной земной поверхности, будем иметь: 

I mt/cos&ftc=(P$inßcosck-2)cos(fc-

2 ^ A r ' V ' V , > 

3 î / V V ' V ' (37) 

cos /Г 

5 #=а) sinfî ; 

7 sc^ifcosfy ) 
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8 i =-tfcosOsin<f>c ; 

? Sin tfr -^—- (sin Vcos rPco&di cos(b + 
c cos9 J 

+cos<f>sinfîS in dL cosß1-sin fäin zTcûsJs/nd. cosß -

- cospcostfsinjb t sin <psin iïsinfîsin(à) 

10 sin(f'c=-^^(sind'cosd.sinJa-cosdrcos'^sif7dLsinß+ |(37) 

•tcos-O'sin/fcosß^ y 

При малых углах А . ß , f , % , , fe Урав

нения (Q) И (IO) МОЖНО упростить, если принять ^Ѳ+а^Ѳ, 

cosck=l » cosß<=l > cos^^i y cos$=i . Тогда 

Частным случаем бокового движения является полет 
ракеты без крена ( ^ = 0) в плоскости, параллельной 

плоскости горизонта (курсовое движение, рис. I .10) . В 

этом случае следует принять равными нулю угловую cjco-

^З 

(38) 



рость вращения ракеты относительно оси ох, (т.е. 0.^=0) 

и угловые отклонения ( т . е . Ѳ^О = ) . Тогда 

Рис.I .10 

система уравнений, описывающих курсовое движение раке
ты, запишется следующим образом: 

rn<S=Pc0SckCOSjà-Q'} 

mV<f=Pcosd.sinß>-?-} 



J 

§ 7. Уравнения движения пвитра масс пакетн 

Обычно на значительной части траектории полет раке
ты происходит с малыми углами и угловыми скоростями. 
Поэтому во многих случаях оказывается возможным рас
сматривать движение ракеты как движение управляемой 
материальной точки, не учитывая колебаний летательно
го аппарата относительно его центра масс. Такая по
становка задачи позволяет сравнительно просто опре
делить возможные траектории полета ракеты и ее основ
ные летные характеристики. 

Рассмотрим систему уравнений продольного движения 
(Зб). Если пренебречь угловой скоростью вращения раке
ты вокруг поперечной оси ( tûg/ = 0); то третье урав
нение этой системы{0 гсЬ в=М г+М^ г = О ? где 

М2 - момент тангажа) будет выражать условие равно
весия сил (балансировки) ракетн. Балансировочные за
висимости используются на начальных этапах проектирова
ния, когда многие характеристики ракетн либо неизвест
ны, либо известны весьма приближенно» Это не позволяет 
рассчитывать траекторию управляемого полета путем ин
тегрирования полной системы уравнений движения. 



Сущность сбалансированного полета заключается в 
том, что в любой момент времени сумма моментов относи
тельно центра масс ракеты равна нулю. Это возможно, 
если момент от управляющих органов равен по величине 
аэродинамическому моменту, а система управления рабо
тает идеально. Последнее допущение основано на пре
небрежении переходными процессами углового движения 
ракеты, возникающими при отклонениях органов управ
ления. Для анализа переходного процесса необходимо 
иметь характеристики системы управления. На начальных 
этапах проектирования этих характеристики обычно не
известны. 

Таким образом, при идеальной работе системы управ
ления любому углу отклонения управляющего органа соот
ветствует вполне определенный угол отклонения оси ра
кеты от вектора скорости. 

Возвращаясь к третьему уравнению системы (36), 
вначале предположим, что реактивный момент отсутствует 
(м =о) • Тогда это уравнение запишется так: 

M =0 и л и 

где - коэффициент момента тангажа при 
' о>=о), = 6і=с51 =0 »Для симметрич-

ных ракет тѵ =0 \ 
S ' 

пт^,гп*'- производные от коэффициента момента 
' ' по соответствующим углам и угловым 

скоростям. 
Но саг**0 ,сК^О » следовательно, 
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ы. 1 - 0 . M, "X/ 
(41) 

Отсюда легко найти угол отклонения руля высоты,не
обходимый для балансировки ракеты, совершающей полет 
с заданным углом атаки d : 

где 

ы. 
, mz, п тг,о 

(42) 

/77 /77 
угол отклонения руля 
высоты при oL = О. 

143) 

Для осесимметричных ракет т£ о = 0 , т . е . 

Графики зависимости ê = él (л?/'-ск ) приведены 
р и с . I . I I . 

на 

Рис .І . І І 
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Балансировочные кривые показывают, каким должен 
быть угол отклонения руля высоты при заданном угле 

атаки и при mt < О . 

Аналогичные зависимости имеют место и при боковом 
движении ракеты. Так, при курсовом движении, т . е . 
при полете ракеты в горизонтальной плоскости без крена, 
будем иметь 

Но ^ ~ О » следовательно ; 

ß 

Я /я У' 

Балансировочные зависимости могут выражаться и в 
функции других параметров движения, например в функции 
коэффициента подъемной силы Ss=SB/(c^) . Поскольку 

то 

eres с* at. , г .в . = "> 

О- OL 
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где 
ы. 

Таким образом, балансировочные зависимости позволя
ют определить величины углов отклонения органов управ
ления ракеты в зависимости от каких-либо параметров 
движения; эти соотношения находятся из условия равенст
ва нулю соответствующих моментов (тангажа, рыскания и 
крена). 

Возвращаясь к продольному движению и полагая, что 
закон управления ракетой имеет вид 

получим следующую систему уравнений, описывающих дви
жение центра масс ракеты в вертикальной плоскости: 

4 , = Ѵ ^ - « V ; (47) 

mv-=Pco$dL-Q-Gsind'? 

х = if cos Ѳ ; 

уз = if sin Ѳ j 

i?=9 + dL ; 

(48) 

OL 
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Если управление полетом ракеты осуществляется за 
счет изменения вектора тяги основного или управляющих 
(поворотных) двигателей, то уравнение балансировки 
запишется так; 

г, р?і г, рг, <?/ ' 

г . е . сГ = - / с Ы , г д е к = + J— •> 
г1 7 аз, 

или, используя закон управления (1.47) и уравнение 
д"=Ѳі-& , получим 

Выражение (49) заменяет два последние уравнения в 
системе (48). Кроме того, в первые два уравнения этой 
системы необходимо ввести составляющие управляющей 
силы и (рис . I . 12 ) . Тогда с учетом кривизны 

земной поверхности будем иметь: 

mu-=(P-Qip)coscL-Q-&(sinQ+-^-cosG)-

- Цр sir? 6L ; 

/77 t/è=(P-Q1p)sinc±i-y-G [cose-~sгп($)+Црсовск, 

(50) 



T 



Но из условия равновесия ракеты имеем (рис . I .12) 

т . е . 

где 

Подставляя выражения (51) во второе уравнение систе
мы (50) и из-за малости угла атаки принимая cosdi^i у 

smcL^cL » VpSi/zdL**О » окончательно получим: 

-&(cos6-^-sin<9^-7 

ce2= <scos Ѳ ; 

= </sin Ѳ j 

7 

V 
Система уравнений, описывающих движение центра масс 

ракеты в вертикальной плоскости, еще больше упростится, 



если предположить, что полет происходит при нулевом 
угле атаки ( т . е . d=0 и Ѳ=т?лр ) , и не учитывать 
кривизну земной поверхности. В этом случае отпадает 
необходимость во втором уравнении системы (52).Тогда, 

х-пренебрегая членом &^-cos$ можем записать: 

mV"*P-Qt/rQ-О-sin Ѳ ; 

xç о-с os Ѳ ; (53) 

(/^= tfsin в . 

Система (53) часто используется при проектировочных 
расчетах баллистических ракет на начальных этапах их 
разработки. 
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Глава П 

СВОБОДНЫЙ ПОЛЕТ БАЛЛИСТИЧЕСКИХ РАКЕТ 
В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ ТЯГОТЕНИЯ 

(ЗЛЛИПТШЕСКАЯ ТЕОРЩ) 

§ I . Уравнения движения 

Движение баллистической ракеты или ее боевой части 
на больших высотах ( у 80 км) происходит под дей
ствием единственной силы - силы тяжести. Если считать 
Землю шаром, а поле силы тяжести центральным, то сила 
тяжести во всех точках траектории будет направлена 
точно к центру Земли. В этом случае сила притяжения 
ракеты к Земле определяется по закону всемирного тяго-

f - гравитационная постоянная ; 
Д7 и m - масса Земли и ракеты; 

_ ускорение силы земного притяжения у по 
верхности Земли ; 

тения: 

( I ) 

где 
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V - расстояние между центром Земли и центром масс 
ракеты. 

При указанных выше условиях движение ракеты можно 
рассматривать как движение материальной точки, траек
тория которой не выходит из плоскости, проходящей 
через центр Земли. Поэтому для описания движения 
центра масс ракеты вместо трех уравнений достаточно 
двух. Эти уравнения удобно записывать в полярных коор
динатах ( 7 , ß ) (рис.2.1) . Переход от декартовых 
координат к полярным выполняется по следующим форму
лам: 

= 7 sin ß ; 

%3 = ? cos ß-R 
(2) 

Рис. 2.1 55 



Составим уравнения движения ракеты с помощью урав
нений Лагранжа второго рода 

d дТ дТ 

dt д Ь 

(3) 

принимая полярные координаты за обобщенные ( £ , = z ; 

Обобщенные силы будут соответственно равны: 

а кинетическая энергия тела массы m записывается в 
обобщенных координатах в виде 

m / .2 . 2À2< 

Следовательно, 

дТ . дТ .2 дТ 2- дТ _ п , 

г-г • C7Z ; 7 др др 

Подставляя эти выражения в формулу (3) , получим 
уравнения движения ракеты на свободном участке полета 
(без учета вращения Земли): 

d (Spho. 
dt 

0 0 
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Интегрируя эти уравнения, можно по заданным пара
метрам конца активного участка ( , ѲА , хА , %А) 
определить текущие значения параметров движения ракеты 
( V » Ѳ > t и др . ) и получить уравнение траектории 

ее свободного полета. В частности, из второго уравне
ния системы (4) имеем 

Но -zß^tfcos9 , следовательно, 

с, = і^гсээѲ = с^ *гАcos9A . ^ 

Первое уравнение системы (4) с учетом выражения (5) 
запишется следующим образом: 

сіі с? = эе 
dt~ г 3 -г2 

или, переходя от переменной t к переменной г 
di di d? 1 did2) 
oit " dz dt 2 d-z 

получим 

откуда 

Подставляя с, из уравнения (5), будем иметь 

^лАг_2Ц-с (7) 
* + ? ft 7 ~°2 ' 

Далее, дифференцируя уравнения (2) 
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öc^-isinß+zßcosß ; 
t 

^= icosß-vß sin ß 

запишем и имея в виду, что </=х^+^= i2+-z2ß2 

2 2дв 2 2де 
? А 7А 2 

Следовательно, текущая скорость полета ракеты на 
эллиптическом участке траектории связана с исходными 
параметрами движения t/j и такой зависимостью: 

где 

А А * fco** 

(8) 

(9) 

Подставляя скорость V из формулы (8) в выражение 
(б) , получим 

созѲ-
7Acos0A 

(10) 

§ 2.. Уравнение траектории, 

Уравнение траектории ракеты в центральном поле тя
готения получим из уравнений движения (4), исключая 
из них параметр времени. Подставляя ß из формулы 
(5) в выражение (7) и имея в виду, что 
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dß _ _Cj_ dt 
dß dt ? 2 dß 

получим 

или 

откуда 

; Г dz V ^ 2X 
7«\dßJ гг f—, = Сл 

2 
£l_db_ ЯК-Ii-
72 dß 'Г** -г 7 2 

I* 7 " г2 

Произведя интегрирование, получим уравнение траек
тории полета ракеты, являющееся уравнением конического 
сечения, записанным в полярных координатах: 

Р (12) 

где 

J-ecos{ßß-ß) ? 

ßß - центральный угол, определяющий полояение 
вершины траектории относительно начального 

радиуса-вектора 7А ( р и с . 2 . 4 ) ; 
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jà - угол, определяющий положение ракеты в любой 
момент времени относительно начального радиу
са-вектора гА ; 

р - параметр сечения; 
е - эксцентриситет сечения. 
Зависимости (12) - (14) позволяют исследовать кос

мические траектории и скорости движения ракет. 
Поскольку (12) является уравнением конического сече
ния, то траекторией полета может быты окруж
ность (при е = 0 ) , эллипс {дщО^-е^і ) , парабола 
(при е = 1 ) и гипербола (при е>{ ) . Рассмотрим эти 

возможные случаи. Предварительно заметим, что при 
ѲА=0 формула (14) приводится к следующему виду: 

<Л ^ (,_*,). to) 

1. При е = 0, s I , Уравнение эллиптической 

траектории (12) переходит в уравнение окружности в по
лярных координатах (і=р) • Скорость ^<=^Ж называется 

круговой или первой космической скоростью, достаточной 
для вывода на круговую орбиту искусственного спутника 
Земли. При ?=R эта скорость равна = 7,906 км/сек. 

С увеличением высоты конца активного участка скорость 
уменьшается. 

2. При 0^e<ï і 0А<2 имеют место эллиптиче

ские траектории^которые либо пересекаются с Землей -

при <ss= ^-(і-е) » л и б ° н е пересекаются - при 

* , 
V 

z 
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3. При (р = у , \).= 2 траектория является параболой 
(рис .2 .2 ) . С энергетической точки зрения, при придании 
ракете параболической (второй космической) скорости 
она. преодолеет силу земного притяжения. Из уравнения 

Рис. 2.2 

' • I . Тіще>1 1 ѵ^>2 траектория является гиперболой. 
При достижении соответствующей (третьей космической) 
скорости ( и-- = Г6,7 км/сек) ракета способна выйти 

ы 
за пределы солнечной системы. 
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§ 3. Некоторые практические приложения 
эллиптической теории 

Б рамках эллиптической теорий могут быть получены 
приближенные решения ряда важных для практики задач. 
Ѵ\ их числу относятся: 

1) определение дальности пассивного участка х„ по 

заданным параметрам конца активного участка траектории 

2) определение максимальной дальности x n r n a j l по 
известным скорости tïA и высоте уА -? 

3) определение требуемой скорости tsA по знданн''м 

полной дальности пассивного участка хп , высоте gA 

и углу ѲА ? 
И) определение параметров движения баллистической 

ракеты в любой точке эллиптической траектории и др. 
Прежде чем перейти к рассмотрению перечисленных 

задач, заметим, что приведенные в предыдущей главе 
уравнения движения ракеты в ряде случаев записывались 
без учета кривизны земной поверхности, что вносит опре
деленные погрешности в значения параметров ѲА , t^A f 

хА . Уточненные значения этих параметров могут быть 

найдены по следующим зависимостям (рис .2 .3 ) : 
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3- R + 
У* 

( іб ) 

т 
I 

1 i ^ 

1 / Горизонт сторта 

1 У 

Рис.Я.Ô 

I . Дальность полета баллистической пакеты 

Полная дальность полета баллистической ракеты X 
измеряется длиной дуги (рис.2 .4) , отсчитываемом по 
земной поверхности, и ѵотвт быть представлена ь Риде 
суммы трех составляющих: 



Х = ХА+ХЭЛ+ХК 9 
(17) 

В 

Рис.2.4 

где X. - протяженность активного участка траектории • 
хэл - протяженность эллиптического, участка траек

тории. Будем считать, что эллиптический 
участок заканчивается на высоте 



7 равной высоіе коьца активного участка, т . е . 

г ^ _ п;отялвлнос7ь конечногс участка траектории. 
Поскоіыгу полет ракеты на этом участке про
исходит г плотных слоях атмосферы, то точный 
pac-tOT челичины ( так же как и лА ) 

требует решения пространственной системы 
уравнений движения Г например, системы 
(1.35)] -

Дальность полета ракеты на эллиптическом участке 
характеризуется центральна углом, образованным радиу
сами 7А и • Вследствие симметричности траектории 

для определения х достаточно найти половину этого 

угла - угол рА . Тогда 

Выразим угол ßB через параметры конца активного 

участка , ѲА , уА . Используя уравнение траекто-

рии (12) я подставляя в него координаты точки.4( ? л ^ 
0,= О ) , Зудем иметь: 

р 
А J-ecosß>ß 

или, с учетом выражения (13): 

(19) 

Далее, 
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sinßB^-cos% = L ^еЧ^Асоі'ѲА)2\ 

Ho e2=i-2\)Acos2QA + \)*cos2&A , поэтому 

sinßg= у l/i-2 \>A cos26A + \>Acos2&A-(l-2 \>Acos2QA+$cos *0A)> 

т . е . 

sinfi6—é-sinOAcos9A . (20) 

Следовательно, 

ЧРв" J-0Acos2QA 

\sinQAcosQA 

или 

Подставляя выражение (21) в формулу (18), получим 

Если не учитывать действия аэродинамических сил и 
моментов на конечном участке траектории, то весь пас
сивный участок можно принять за эллиптический. Это не 
внесет большой ошибки в определение дальности хк 
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так как сопротивление воздуха на атмосферном участке 
слабо отражается на эллиптической форме траектории. 
Подобное допущение часто используется при проектировоч
ных расчетах баллистических ракет. Однако в исследова
ниях, связанных с определением скорости и времени по
лета ракеты на конечном участке, неучет наличия атмо
сферы приводит к значительным погрешностям. 

При принятом допущении полная дальность полета бал
листической ракеты на пассивном участке будет равна 

мояно прийти к следугаей схеме расчета дальности зсп 

(23) 

Выражая угол ßc с помощью уравнения траектории (12) 

через параметры конца активного участка <fA , ѲА t y A ) 

[ 2 ] : 

ъ ~ de 7 

> (24) 

J 
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2. Максимальна.-! дальность полета 

Из формул (21) и (9) видно, что эллиптическая даль
ность определяется значениями параметров ^ , 7А и 

ѲА . Если х/д и 7А заданы, то, дифференцируя вы

ражение (21) по tß ѲА и прир&внивгя производную нулю, 

нетрудно найти оптимальное зпаченис угла ѲА , отвечаю

щее наибольшей эллиптической дал^ио?ти: 

H^opt^A- ( 2 5 ) 

Подставляя это выражение в Ф^руулу (20), получим 

\ - г ¥ ' ( 2 б ) 

Если пренебречь ьысотой акт^гѵ ого участка, т . е . при-

пять 7^R и \>А

=~—Т~ , то последняя формула 

может быть приведена к следующему виду: 

«а* 

где tfA - скорость, км/сек. 

Аналогичным образом решаеіч- задача по отысканию 
приближенного значения оптимального угла ѲА 0pt , 

обеспечивающего максимальную дальность всего пассивно
го участка. В этом случае имеем 
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3. Определение требуемой СКОРОСТИ ^ 

Если заданы дальность хп и высота ^ , то, ис
пользуя уравнение траектории свободного полета ракеты 
(12), можно найти такой оптимальный угол ѲАор£ при 

котором для достижения заданной дальности хп потре

буется наименьшая скорость t£ m i f l , или, что то же 

самое, минимальная величина параметра \/ =——— • 

Данная задача сводится к исследованию на экстремум з а 
висимости Ц=/(ѲА) • Опуская промежуточные выкладки 

(см. , например, [ 2 J ) , приведем окончательные расчет
ные выражения: 
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^mirrijTj-^-f^fAopt ' (31) 

Полагая ^ = 0, будем иметь: 

/ Л . . (32) 

A min - « • 4 t ( T - t h ï t ( 3 3 ) 

4. Определение высоты траектории и времени 
полета ракеты 

Высота полета ракеты над поверхностью Земли в любой 
точке траектории легко определяется с помощью формулы 
(12): 

? i-ecos(pB-ß) (30 

Для вершины траектории (ß =ßß) будем иметь 

С85) 
ff в <?іг}(хх 1-е 

Время полета ракеты до любой точки эллиптической 
траектории определяется из уравнения 
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2 dß 
7 ~ d t = C l 9 

откуда ß 

c, t 2dp 

Окончательная расчетная зависимость для времени t 
имеет следующий вид: 

± [ -7Г-агсвгп 4 ~ + ^{2~^)sinG 
2 «. e 

где 

J=2-(2-^j^- i М=3,9862-ІО*/«3/сек2 

(TA 

В формуле (36) знак минус берется для точек, распо
ложенных на восходящей ветви траектории, а знак плюс -
для точек, расположенных на нисходящей ветви траекто
рии. 

Эллиптическая теория является приближенным исследо
ванием полета на основе рассмотрения идеального движе
ния баллистической ракеты относительно неподвижной 
сферической Земли. Такой подход обычно оправдан при 
проведении проектировочных расчетов, но совершенно 
недопустим, «апример, при оценке точности стрельбы, 
при составлении таблиц стрельбы и т . п . В этих случаях 

71 



необходимо учитывать не только действительную форму 
Земли и ее вращение, но и влияние на траекторию свобод
ного полета возможного разброса значений параметров 
движения ракеты в конце активного участка. Кроме того, 
надо иметь в виду, что на характер реальной траекто
рии могут оказывать влияние погрешности в определении 
геофизических постоянных (масса Земли, скорость ее 
вращения и Др. ) , а также нецентральность гравитацион
ного поля Земли, наличие притяжения других планет и 
т . д . 
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Глава Ш 

СТАТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ. МАНЕВРЕННОСТЬ И 
ПЕРЕГРУЗКИ РАКЕТ 

§ I . Статическая устойчивость ракеты 

Понятие об устойчивости движения является одним из 
наиболее важных в теории полета ракет. Некоторое пред
ставление об устойчивости можно получить, рассматривая 
полет ракеты с неподвижными органами управления при 
малых отклонениях параметров движения от их значений 
в равновесном состоянии, т . е . когда сумма моментов 
сил, действующих на ракету, равна нулю. Характер равно
весного состояния ракеты с закрепленными рулями опре
деляется в значительной мере наличием или отсутствием 
статической устойчивости. 

Ракета называется с т а т и ч е с к и у с т о й 
ч и в о й , если момент аэродинамических сил, возникаю
щий при угловом отклонении от положения равновесия, 
стремится вернуть ракету в исходное состояние.в против
ном случае ракета является статически неустойчивой.Ус
тойчивость ракеты может рассматриваться относительно 
трех координатных осей:продольной,вертикальной и попере 
ной. В соответствии с этим различают продольную,путе
вую и поперечную статическую устойчивость. Ввиду тоге, 
что поперечная и путевая устойчивость взаимосвязаны 
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(например, наличие крена вызывает поворот ракеты от
носительно вертикальной оси), их иногда объединяют в 
единую боковую устойчивость. 

Рис.3.1 

Наличие или отсутствие статической устойчивости 
определяется характером моментных характеристик 
( р и с . З . І ) . В случае а ) увеличение или уменьшение угла 
атаки Ad- по сравнению с балансировочным ckßay} при
водит к возникновению восстанавливающего аэродинамиче
ского момента, стремящегося возвратить ракету в состоя
ние равновесия. При этом 

<=—-2-<0. ' ( I ) 
' dot 

В случае б) когда m > о і возникает опрокидываю-

щий аэродинамический момент, стремящийся отклонить 
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ракету от равновесного состояния, а при ти=0 раке-

та является нейтральной в отношении статической устой
чивости. 

Производная (т"1 ) , , от которой зависит 

абсолютная величина восстанавливающего или опрокидываю
щего момента, называется степенью продольной статиче
ской устойчивости. Величина коэффициента mt » а 

•с/ 
следовательно, и степень статической устойчивости,за
висят от взаимного положения центра давления и центра 
масс ракеты. Покажем это на примере баллистической 
ракеты (рис .3 .2 ) . 

Рис.3.2 
Очевидно, что 

или 
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Pv2 • pv2 . . 

откуда 

тгГ~% L 9 (2) 

где £ - длина ракеты. 

Но для осесишетричных ракет си *к et а. ; m_-mt-cL . 

Следовательно, 

Наряду с коэффициентом тг , для характеристики 

статической устойчивости баллистической ракеты в раз 
личных точках траектории используется динамический 
коэффициент , равный (см. гл . ІУ) 

oL .2 

c*+~ a. = m* 2 

Этот коэффициент представляет собой ііриращение 
s углового ускорения ракеты при изменении угла атаки на 

единицу. Если ракета статически устойчива, то c&d>0 

а если неустойчива, то с^^О ; для нейтральной раке

ты = 0. Величина коэффициента существенно 

76 



меняется за время полета баллистической ракеты,причем 
|,л I имеет место в районе максимальных зна-
/ Vet I mot* р^і 

чений скоростного напора 2 = ^ — . Заметим, что при 
отсутствии стабилизаторов х^<хт , т . е . неоперенная 

баллистическая ракета всегда статически неустойчива. 
Для крылатой ракеты можно получить зависимость, 

аналогичную выражении (3) : 

где %А - средняя аэродинамическая хорда крыла; 

Хг, - координата фокуса ракеты. 

Напомним, что фокусом называется точка приложения 
той части подъемной силы, которая обусловлена наличи
ем угла атаки .В общем случае фокус не совпадает 
с центром давления, являющимся ТОЧКОЙ приложения всей 
подъемной силы. Только в случае полной симметрии раке
ты и при нулевых углах отклонения органов управления 
координаты ас и совпадают. Характерно также,что 

если координата центра давления зависит от углов c?ß 
и д р . , то к о о р д и н а т а ^ от них не зависит .Be личина 

может быть найдена по формуле 

X -= -г -> 
г у" 

где tj. - подъемная сила, создаваемая той или иной 
частью ракеты; 

л^- - координата точки приложения этой силы. 
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Таким образом, условие статической устойчивости 
крылатой ракеты заключается в том, что ее фокус должен 
находиться за центром масс, чему и соответствует не-

равенство тг <• и • 

Следует иметь в виду, что в полете центр масс 
смещается из-за выгорания топлива. Это может привести 
к тому, что ракета станет статически неустойчивой или 
будет обладать малым запасом устойчивости. С другой 
стороны, слишком большая степень статической устойчи
вости отрицательно отражается на управляемости ракеты, 
т . е . на ее способности реагировать на отклонения ор
ганов управления путем изменения параметров движения 
( t/- , OL , ß и д р . ) . 

Боковая статическая устойчивость также определяется 
характером соответствующих моментных характеристик 
ракеты. Запишем выражения для стабилизирующих моментов 
рыскания и крена: 

ß ß 
причем для осесимметричной ракеты m , = / 7 7 ' , а 

у/ X/ 
если центр масс ракеты лежит на ее продольной оси, то 

<Г0' 

Условия боковой статической устойчивости записывают
ся в таком виде: 
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- условие путевой устойчивости ; 

- условие поперечной устойчивости. 

Следует подчеркнуть, что понятие статической устой
чивости нельзя отождествлять с понятием устойчивости 
движения ракеты, так как, во-первых, наличие статиче
ской устойчивости свидетельствует лишь о том, что в 
данный момент времени на ракету действуют силы,стре
мящиеся вернуть ее в положение равновесия. Однако это 
не исключает возможности колебаний ракеты относительно 
положения равновесия, причем амплитуда колебаний может 
с течением времени увеличиваться, т . е . статически у с 
тойчивая ракета может быть динамически неустойчивой. 
Во-вторых, статическая устойчивость является харак
теристикой ракеты с закрепленными органами управления. 
Наличие же управления движением коренным образом и з 
меняет динамические свойства ракеты. Благодаря системе 
управления ракета, даже статически неустойчивая,может 
совершать движение, близкое к заданному. 

§ 2. Маневренность и перегрузки ракет 

П о д м а н е в р е н н о с т ь ю ракеты понимают 
быстроту изменения ее скорости полета по величине и 
направлению. Понятие маневренности вводится в теорию 
движения ракет для сравнения и оценки эффективности 
органов управления, а также способности ракеты выпол
нять те или иные маневры в полете. 

Маневренность ракеты оценивается с помощью п е р е 
г р у з о к . Перегрузка - величина векторная (п ) . 
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Под вектором перегрузки понимают отношение равнодейст
вующей всех аэродинамических и газодинамических сил, 
действующих на ракету, к силе веса, т . е . 

_ R+Rr 

п = =ï 7 

где R - равнодействующая всех аэродинамических 

Rr - равнодействующая всех газодинамических 
сил, включая силу тяги. 

При анализе управляемого полета ракеты вектор пере
грузки определяют его проекциями на оси какой-либо 
системы координат. В соответствии с этим различают 
продольные ( nXi t пх ) и нормальные (поперечные 

, пи и боковые п?і , пг ) перегрузки. Про
дольная перегрузка характеризует изменение скорости по 
величине, а нормальные - изменение направления вектора 
зкорости ( т . е . маневр скоростью). 

Выражения для перегрузок в проекциях на оси скорост-
юй системы координат легко получить из рассмотрения 
сравнений движения ракет* (1.33) (при ^с~Оу г =<*=>) • 

п. 

PcosA-Q _ P-Q . 
G ~ & ' 

PsincktU Р+Ус 

•а ; 

-PcosdL sinß 1- 2 (2 -Р) 
п = ~ 

г a G ß, 

(7) 
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В прочностных расчетах ракеты обычно используются 
проекции вектора перегрузок на оси связанной системы. 
Используя матрицу А преобразования скоростной системы 
в связанную (1.8), можем записать: 

(8) 

пхГпх caS(^C0Sfi+nySindL-n2cos&Sinfi^nx+nyck-

-пгр; 

п^ = -nxsin oL cosß +n^coSdL +пг sin cL sinß^n^, - n^pi \ 

§ 3. Связь между перегрузками и кинематическими 
элементами траектории 

Пользуясь понятием перегрузки, динамические уравне
ния системы (1.33) запишем в безразмерной форме (при 
1=0 ?= ос) : 

і dv-

о- d<pc со$Ѳ=па 

(9) 

ß dt 

Эти уравнения устанавливают связь между величинами 
относительных ускорений центра масс ракеты и перегруз
ками. Но входящие в данные уравнения параметры <f f Ѳ 

ірс определяют величину и направление вектора скорос
ти ракеты. Поэтому с помощью системы (9) можно также 
установить связь между величинами перегрузок и харак-
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тером траектории полета. Например, при nx*=sind 

полет ракеты будет равномерным, при пх>зі/7Ѳ 

ускоренным, а при nx<sinG - заме дленным. При пг=0 

ракета движется в вертикальной плоскости, а при 0=0 

и пѵ= і - в горизонтальной. Если п =cos& , то имеем 

место прямолинейный полет, а при Ѳ=0 ; пуг^ и 

п=п2

 = 0 - горизонтальное прямолинейное равномер

ное движение ракеты. 
Величины нормальных перегрузок определяют характер 

криволинейного полета. Действительно, из выражений 
(9) следует, что с увеличением и пх растут соот
ветствующие им угловые скорости: 

dt cose <f 2 

(10) 

Но чем выше скорость разворота ракеты, тем более 
крутой маневр она может осуществить. Допустим, что 
маневр совершается в вертик? .ной плоскости ох3^3 

при <s=const ( рис .3 .3 ) . Кі {ематической характерис
тикой маневра является радиу кривизны траектории tg 
Очевидно, что 

ds dt 

или, используя чыратение (10) для угловой скорости 

•dß- , получим dt 
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Соответственно для маневра в горизонтальной плоскос
ти будем иметь 

Рис.3.3 

Из этих формул видно, что величины нормальных пере
грузок определяют радиус кривизны траектории - с уве 

личением гг^ и пг радиусы и ^_ уменьшаются. 

§ 4. Потребные и располагаемые перевозки, 

Из рассмотрения выражений ( I I ) и (12) следует,что 
при а-= const ракета может выполнить маневр,харак-
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геризувдийся определенным радиусом кривизны ? ,только 
при условии, что будут созданы необходимые (потребные) 
нормальные перегрузки. Потребные перегрузки устанав
ливаются по известным элементам траектории (например, 
по vit), Q(t) , fc(t) ) на основе исследования 

кинематики ракеты - например, в процессе анализа мето
дов наведения. 

Оценим возможности ракет по реализации потребных 
перегрузок. Из формулы (7) видно, что при прочих равных 
условиях вектор перегрузки п изменится только в том 
случае, если ракета изменит ориентацию относительно 
направления движения ее центра масс, т . е . получит 
новые значения угла атаки оі или угла скольжения ß . 

Поворот ракеты относительно центра масс вызывается 
управляющими моментами, возникающими при отклонениях 
органов управления. Как известно, в установившемся 
режиме полета углы d и ß связаны с углами отклоне
ния органов управления балансировочными соотношениями. 
Б частности, используя соотношения, полученные в гла
ве I (§ 7 ) , можно балансировочные зависимости для осе-
слмметричных ракет записать в следующем виде: 

'Sou? 

> (13) 

m 



I 

(14) 

Для сбалансированной ракеты нетрудно установив 
связь между нормальными перегрузками и необходимыми 
для их получения углами d S a j ? % fi$a/} • Подставляя 

значения э т и углов в выражения (7 ) , будем жметь: 

пг.аал Q. 

Зависимости (14) показывают, что получаемые раке
той нормальные перегрузки пропорциональны балансиро
вочным углам атаки o L ^ ^ и скольжения р $ а л .Но макси
мально допустимые значения этих углов ограничены, так 
как при их увеличении снижается степень статической 
устойчивости и ракета даже может стать статически не
устойчивой. Кроме того, при больших углах и 

ßffatjz м о м е н т н ы е характеристики mgi(cL) ж ^/(ß) 

становятся нелинейными, что усложняет создание системы 
управления. Все это заставляет ограничивать величины 

^Saj? и ß<Fas> п Р в Д е л ь н ° допустимый значениями, обычно 
не превосходящими 10 - 12°. По тем же причинам ограни
чиваются и углы поворота аэродинамических и газодина
мических органов управления. 

Поскольку углы атаки ot и скольжения ß являются 
производными по отношению к углам поворота органов 
управления, то вместо двух ограничений по величинам 
перегрузок можно рассматривать только одно ограниче
ние - по предельно допустимым углам S , имея в виду, 
что они будут найдены с учетом всех отмеченных вше 
соображений. При этом целесообразно для расчета пере 
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грузок брать соотношения, в которых отражается явная 
зависимость перегрузок от углов поворота органов управ
ления. 

Используя выражения (13), (ТЧ) и имея в виду то, 
что для осесимметричных ракет 

\ 
ч 

получим: 

* і7 -

_ S a \ (15) 

где 

S 
(16) 

Иа основании сказанного можно заключить, что сбалан
сированные ракеты могут создавать только ограниченные 
нормальные перегрузки. Величины этих перегрузок, от
вечающие максимально допустимым отклонениям органов 
управления, называют р а с п о л а г а е м ы м и 
перегрузками. 

Используя выражения (15), можно для располагаемых 
перегрузок написать следующие соотношения: 
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I 
I 

п. 
> (17) 

где 
у, max - соответственно максимально 

допустимые значения углов 
отклонения рулей высоты и 
направления. 

Располагаемая перегрузка характеризует важнейшие 
маневренные качества ракеты - ее способность создавать 
нормальную к траектории силу, управляющую полетом. В 
этой связи следует иметь в виду, что увеличение степени 
статической устойчивости приводит к снижению распо
лагаемой перегрузки и к ухудшению маневренности ракеты. 

Таким образом, если потребная перегрузка характери
зует траекторию полета, то располагаемая перегрузка 
характеризует свойства ракеты в рассматриваемой точке 
траектории. Сравнивая потребную перегрузку с распо
лагаемой, можно установить возможность наведения ракеты 
на цель. 

Поскольку располагаемая перегрузка - это максималь
но возможная перегрузка сбалансированной ракеты, то в 
идеальном случае можно было бы осуществить полет по 
заданной траектории, исходя из условия равенства рас
полагаемых и потребных перегрузок. Но в реальных у с 
ловиях необходимо предусматривать некоторый запас нор
мальных перегрузок Дп^ и Лпг для обеспечения воз 
можности компенсации случайных возмущений, которые 
отклоняют ракету от расчетной траектории, т . е . 
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На основании формул (18) эти условия могут быть за 
менены следующими соотношениями между углами отклоне
ния органов управления: 

Обязательное выполнение равенств (18) и (19) являет
ся необходимым условием, которое следует учитывать при 
проектировании ракеты (например, при выборе размеров 
крыльев, оперения, параметров органов управления і 
т . п . ) . Надо также иметь в виду, что в приведенных выше 
соотношениях отражены только чисто аэродинамические 
факторы, ограничивающие перегрузки. В общем случае 
при определении предельно допустимых перегрузок, как 
нормальных, так и осевых, следует также учитывать их 
влияние на работу бортовой аппаратуры, на прочность 
корпуса и агрегатов ракеты и т . д . 
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Глава 17 

ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ И УПРАВЛЯЕЮОТЬ РАКЕТ 

§ I . Невозмѵшенное и возмущенное движение 
ракеты 

Как уже отмечалось, решение полной системы дифферен
циальных уравнений, описывающих пространственное дви
жение ракеты, сопряжено со значительными трудностями 
даже при использовании цифровых или моделирующих ЭВМ. 
Поэтому в заключительных параграфах первой главы были 
рассмотрены некоторые пути упрощения данной задачи. 
Так, учитывая наличие у ракет плоскости симметрии,дей
ствительное движение было разделено на два изолирован
ных - продольное и боковое, что позволило сократить 
число дифференциальных уравнений и количество неза
висимых переменных в каждой из полученных систем. Но 
и после разделения уравнения, описывающие продольное 
и боковое движения, остаются весьма сложными. 

дальнейшие упрощения, позволяющие получить достаточ
но простое, хотя и приближенное аналитическое описание 
движения ракеты, могут бнть достигнуты за счет л и 
н е а р и з а ц и и исходных систем уравнений* При 
этом нелинейные дифференциальные уравнения заменяются 
линейными дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами, поддающимися пряному интегрированию в 
квадратурах. 
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Метод линеаризации (или метод малых отклонений) ос
нован на разделении реального движения ракеты на не-
возмущенное и возмущенное. Н е в о з ы у щ е н н ы м 
называют такое движение, которое ракета совершала бы 
в стандартной атмосфере или в безвоздушном пространст
ве под действием заранее предусмотренных закономерных 
сил. Траекторию, соответствующую такому движению,также 
называют невозыущенной или программной (номинальной) 
траекторией. 

Реальный полет ракеты происходит под воздействием 
дополнительных случайных факторов, которые при расчете 
программных траекторий обычно во внимание не принимают 
(отклонения параметров атмосферы от стандартных,дейст
вие порывов ветра, пульсация тяги двигателя и т . п . ) . 
Действие этих возмущающих факторов приводит к тому, 
что полет ракеты происходит не по программной траек
тории, а отклоняясь от нее более или менее значительно 
в зависимости от величины и направления возмущений. 
Движение ракеты, отравающее воздействие этих случайных 
факторов, называют в о з м у щ е н н ы м движением, 
а соответствующую ему траекторию центра масс - воз 
мущенной траекторией. 

Б принципе за невозьущевяое движение может быть при
нят любой интересующий нас режим полета. Однако свести 
задачу исследования динамики ракеты к решению системы 
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф
фициентами, не вводя при этом дополнительных допущений, 
оказывается возможным только при условии, что началь
ный режим полета является установившимся. В случае не
установившегося режима (старт ракеты, набор высоты или 
скорости, пикирование и др . ) анализ линеаризованных 
систем дифференциальных уравнений затруднен наличием в 
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них переменных во времени коэффициентов. Как правило, 
для решения подобных задач прибегают к помощи электрон
но-вычислительных машин. 

Для приближенного (качественного) анализа динамиче
ских характеристик ракеты и ее системы управления часто 
пользуются приемом "замораживания коэффициентов", с 
помощью которого можно получить хотя и грубые, но 
обозримые результаты. Сущность данного приема заклю
чается в том, что на рассматриваемой траектории выбира
ют несколько характерных точек и вместо системы урав
нений с переменными коэффициентами исследуют совокуп
ность аналогичных систем с постоянными коэффициентами. 
Зти постоянные представляют собой значения коэффициен
тов уравнений возмущенного движения в фиксированные 
моменты времени tK . Другими словами, время полета 

разбивают на небольшие промежутки, включающие точки 
tk , и в этих промежутках считают коэффициенты урав

нений неизменными. 

Линеаризация уравнений движения основана на предпо-
лонении о том, что действующие на ракету возмущения 
настолько малы, что членами уравнений, зависящими от 
квадратов и произведений возмущений, можно пренебречь, 
оставив в уравнениях только члены первого порядка 
малости. Например скорость ракеты, угол атаки и угол 
тангажа в возмущенном движении представляются следую
щим образом: 

§ 2. Линеаризация уравнений движения 
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dL(t)=dL0(t)+âdL(t); J 

где u-0(t) , d0(t) i <T0(t) - значения кинематических 
параметров в невозмущен
ном движении; 

ùxs(t), AcL(t), Aâ~(t) - приращения (вариации) 
кинематических параметров; 
они представляют собой 
разности между значениями 
кинематических параметров 
в возмущенном и невоз
мущенном движениях и от
ражают действие возмущений 
на летательный аппарат. 

Математический смысл линеаризации заключается в том, 
что искомая вариация элемента находится посредством 
разложения соответствующей ему функции в ряд Тейлора 
по степеням малых приращений л</ , Ad. , А<? 

ограничиваясь, ввиду их малости, только членами, со
держащими вариации в первой степени. 

Проведем линеаризацию систем дифференциальных 
уравнений, описывающих продольное и боковое движения 
ракеты. Для упрощения задачи введем слелующие допуще
ния: 

- ускорение силы тяжести ß - величина постоянная; 
- влиянием приращения высоты на аэродинамические 

силы и моменты, а также на силу тяги пренебрегаем,так 
как это влияние за небольшой промежуток времени не
значите лью: 
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Кроме того, не будем учитывать приращения конструк
тивных параметров Am , AU* і Д&</, » ^ с Х ' , так 

<х/ pi е/ 
как эти вариации не оказывают существенного влияния 
на возмущенное движение ракеты. 

I . Линеаризация уравнений продольного 
движения 

Введем в систему уравнений продольного движения воз
мущающие силы Xg » Щ и момент МГ<$ и, вследст
вие сделанных выше допущений, исключим из рассмотрения 
кинематические соотношения для центра масс ракеты. 
Тогда уравнения возмущенного движения ракеты в верти
кальной плоскости (без уравнения управления) запишутся 
в следующем виде; 

m О- =Рсо$ cL-Q-G-sind +Хg ; 

mtfè=Psinà.+y-&cosOi-lJg f 

или, исключая из системы (4.2) два последние уравнения, 
получим: 
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Разложим члены, входящие в правые части этих урав
нений, в ряд Тейлора по степеням малых приращений, 
ограничиваясь величинами первого порядка малости: 

Sind = sind.0+ coS&çAcL ? Sinô=sin&0+COSѲ0ДѲj 

cosdL=co$dL-S7/?<±0âci. \ C0S&=cos9o-sin&0A&) 

S) £/ г, et 

Здесь соотношения для аэродинамического MZj и 

реактивного Мргі моментов записаны для случая,когда 
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ракета имеет как аэродинамические рули, так и повоі. 
ные камеры сгорания. 

Б дальнейшем будем полагать, что на ракете установ 
иены только аэродинамические органы управления. Б при 
веденных соотношениях индекс 0 означает, что данная 
величина определяется по значениям параметров невоз
мущенного движения, а верхний индекс указывае'т, по 
какому из параметров берется данная производная. 

Напомним выражения для производных 0, , У , М2і-У 

известные из курса аэродинамики: 

Подставляя эти соотношения в уравнения системы (3) 
и имея в виду, что 

получим с точностью до малых величин второго порядка: 
if cL tf 

mA</=-PosincL0AcL+P0cosdL0Aiï-QAcL-QAt/--

HT О dt 

-£0cos&0(At?-Ac*.)+Xg ; 

95 



m'S0(û &-Û öO =Pocosd0 Л с* +P^$in <*.0ACf ^Доі. +&*AtS + 

+ G0sin Ѳ0 (д tT-A&.)+; 

3 S A MLÙ V М^А А + М^АЯ+М/Д^ + М-* 

?/ *i 2i ci si ZtB 
или, учитывая малость углов атаки, будем иметь: 

л 

0 0 
•гг)<;0(й à"-A à) -PjdL0A tr-pAtf -/^Ad-S^Ack -

-G0sine0(aJ-Ad.)=&r, 

J,A^-^At/-M^Aö.-M^Ad,-М?гЪе-А1?г'ДС)=Л1? s г/ •?/ г, г/ г/ г, е, г/о 

Для конкретных типов ракет эта система будет из 
меняться. Так, для баллистических ракет следует по-

дожить р = 0 ,Ad.= 0 и в м е с т оMJ ' ввести M г> . 

При наличии эксцентриситета силы тяги в последнее 
. г/ 

уравнение системы (4) следует ввести члены М„-Дх/ 

а. рг> 

Обозначим: 
Q~p° л P0dL0f(3 

96 



-0 7 ~ûeL ^ ^—o: 

M; M. M SI M 
С a.= -

1* 
'g, 

. Тогда уравнения продольного возмущенного движения 
ракеты запишутся в виде: 

Ad'-Ao.+cei,uV- + cegAd'+C&d_Aà.=fs(t); ï (5) 

Коэффициенты с-- , входящие в систему уравнений 

(г 
(5 ) , характеризуют важные динамические свойства ракеты. и). 'г, 
Так, коэффициент с?ь = характеризует аэро-

динамическое демпфированиеj коэффициент = -

степень статической устойчивости | коэффициент 
M 

О л л — -эффективность руля высоты и т . д . 
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2. Линеаризация уравнений бокового движения 

При исследовании бокового возмущенного движения 
обычно пользуются системой уравнений, записанных в 
связанной системе координат: 

cos-о 

+(cospcosfî-sin psinfîsin , 

где 

t^O-cosd-cosß} Vy~-0-$ind.cosß> • t£. = v-sinß • 

Пусть параметры бокового движения получили малые 
приращения 4 1 / ^ , сбсоХ; , ,4^ , 4у2 , 4 ^ , 
4 % . В действительности при случайных воздействиях 

параметры продольного движения также получают свои 
вариации. Однако их влиянием на боковые силы и моменты 
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обычно пренебрегают. Тогда, учитывая, что при малых 

углах крена (fl1) и скольжения (ß) sinfî=tf' ? cosfî^i , 

Sinß=ß ? COSß=l и О- COSdL f tfy = V-Sind- » 

tf^cssinß'&fß » систему уравнений (б) можно привес

ти к виду: 

- if 9-Aß = —L— Aß+cosdL„Au>., + sinскпАСО„ +~Г costf^ût* 
J mtSg

 J 0 &i о X, ou 

fi can. 
Mx Mx" M f 

M5"' л M * 

К M7' M7' * ï с v 

Aar<Souß-t/0cosAoA<j>-t/0sinck0A$. 

или 

Aß + eßßAß + €ß^A с у и)х + €fif *t-€jtf& fa] 
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(8) 

где t.. 
V 

- динамические коэффициенты. Выражения для 
них нетрудно получить, сопоставляя системы 
уравнений (7) и (8 ) . 

§ 3. Собственная динамическая устойчивость 
ракеты 

Исследование динамических характеристик имеет важное 
значение при выборе конструктивных параметров ракеты и 
проектировании ее системы управления. В частности,ана
лиз динамических свойств ракеты позволяет установить, 
каким образом те или иные конструктивные изменения от
разятся на устойчивости движения, что помогает сформу
лировать требования к автомату стабилизации. 

Точное решение подобных задач сопряжено с необходи
мостью исследования полной системы нелинейных дифферен
циальных уравнений возмущенного движения ракеты. Хотя 
с помощью ЭВМ такие решения и могут быть получены для 
конкретных числовых параметров ракеты, однако для 
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целей изучения характера движения этот путь обычно це
лесообразен. Поэтому на начальных этапах проектирования 
ограничиваются анализом динамических свойств самой ра
кеты или комплекса "ракета-система управления", исходя 
из уравнений линейного приближения (5) и ( 8 ) . 

Для оценки собственных динамических свойств ракеты 
рассматривают ее неуправляемое движение, полагая,что 
отклонения органов управления являются либо известными 
функциями времени ^(t) , ^,(0 , Sgl(t) , не з а 
висящими от элементов возмущенного движения, либо при
нимают их за постоянные величины, которые в частных 
случаях могут принимать и нулевке значения. При такой 
постановке задачи системы уравнений (5) и (8) становят
ся замкнутыми и не требуют добавления уравнений,описы
вающих работу системы управления. 

Если рассматривается неустановившийся режим полета 
ракеты, то с целью дальнейшего упрощения линейных 
систем (5) и (8), обеспечивающего получение аналитиче
ских решений, используется прием "замораживания" дина
мических коэффициентов. В этом случае системы уравне
ний возмущенного движения в вариациях превращаются в 
линейные однородные дифференциальные уравнения с по
стоянными коэффициентами. 

Методы решений и анализа уравнений продольного и 
бокового движения аналогичны. Поэтому во избежание по
вторений рассмотрим лишь свободное возмущенное движе
ние ракеты в вертикальной плоскости. Для упрощения 
анализа положим, что невозмущенное движение представ
ляло собой прямолинейный горизонтальный полет с постоян
ной скоростью. Тогда, полагая в уравнениях продольного 
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движения (б) отклонение 4 < ^ = # (это соответствует 

закрепленным рулям высоты), и считая, что ракета по
лучает однократное мгновенное возмущение ( т . е . 

fts(t)=f&(t)=/#(t)=°) » получим следующую систему 
однородных линейных дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами: 

àài-c^ûV-i-с^дЬ'+с^да + с^дс*. =0. 

Эта система замкнутая, так как имеем три уравнения 
с тремя неизвестными: д-и- , д-д" и гЗЫ . Общее ее 

ренение находится как сумма частных решений, записы
ваемых в виде показательных функций: 

После подстановки этих выражений в систему (9) и 
At 

сокращения на общий множитель е , получим следую
щую систему алгебраических уравнений: 

(10) 

Так как эта система однородная, то для получения 
ненулевого решения необходимо, чтобы определитель 
системы был равен нулю: 
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Отсюда получаем следущее характеристическое урав
нение: 

где 

+С#ЬІ(СЫ+СѲ#У> \ (12) 

Если значения корней характеристического уравнения 
( I I ) найдены, то общее решение системы (9) можно пред
ставить в виде суммы четырех частных решений: 

АУ**- AJ=£ В / * \ С к е * * . ( і з ) 

При вычислении неизвестных постоянных коэффициентов 
Ак , ßk t Ск (k - I , . . . , 4) следует иметь в виду, 
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что поскольку определитель системы ( I I ) равен нулю,то 
независимыми в ней являются только два уравнения яз 
трех. Недостающие уравнения вытекают из начальных ус
ловий. При t = О имеем: 

ч и м 

Определение коэффициентов Ак , ^ , Сы произ
водится в тех случаях, когда требуется построить графи
ки изменения приращений д</ , , 4oL В функции 

времени. Хотя такие зависимости позволяют получить 
полное представление о характере возмущенного движения, 
надобность в них отпадает, если требуется только от
ветить на вопрос, будет ли движение ракеты устойчивым. 
Для ответа на этот вопрос достаточно составить харак
теристическое уравнение и произвести анализ его корней. 

§ 4. Условия собственной динамической 
устойчивости ракеты 

Характер изменения приращений At/ Ad в 

свободном возмущенном движении ракеты определяется 
корнями характеристического уравнения. При этом воз
можны следующие три случая. N 

I . Все корни характеристического уравнения вещест
венные. Тогда приращение любого параметра 2 С ѵ- , t ^ , 

а. ) при известных Ак записывается в виду суимы (13), 

т . е . 4 г = ^ RK е*** • Следовательно, в этом 
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случае свободное возмущенное движение ракеты склады
вается из четырех апериодических движений, причем если 
хотя бы один из корней А Л положительный, то с течени
ем времени все отклонения дг (аѵ ^лЗ t aöl ) будут 

неограниченно возрастать, что свидетельствует об апе
риодической неустойчивости ракеты. 

2. Два корня характеристического уравнения(Л,Л 2) 

вещественные, а два другие (À3,Â(j) - комплексные со

пряженные, например Л3 = <f ± і £ . Этим корням соот

ветствует частное решение вида 

(15) 

где постоянные R3 и R4 - комплексные сопряженные 
числа: 

R = a-i$ ; R.=a + it>. 3 7 ч 
Пользуясь формулами Эйлера 

или 

(16) 
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(17) 

преобразуем частное решение (15): 

3,4 

где р и <jP - новые произвольные постоянные, равные 

Следовательно, пара комплексных сопряженных корней 

характеризует колебательное движение ракеты с амплиту
ду 

дой , угловой частотой У и фазой Ф .Если 
^>0 » т 0 амплитуда с течением времени не

ограниченно возрастает (колебательная неустойчивость), 
при Ç<0 - убывает. 

В данном случае свободное возмущенное движение раке 
ты представляет собой наложение двух апериодических и 
одного колебательного движения: 

ьЯ=в/'*+5/г*+Ве^з{п&+%)'7 \ ( к ) 

Если хотя йн один из вещественных корней или вещест 
венная часть комплексного корня имеют положительный 
знак, то движение неустойчивое, так как с течением 
времени неограниченно возрастают все приращения ДІ/ , 
bit, ДсЛ * 
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3. Все четыре корня характеристического уравнения 
образуют две пары сопряженных комплексных корней: 

В этой случае свободное возмущенное движение ракеты 
представляет собой наложение двух колебательных движе
ний, затухающих при <f-< <Э ( /=/?£,) 

(Г 

л*-А е % п ) +А"е^sin fat + %2Уч 

AÏ=êe 4,isin {l t B e U8in (?2t t9b2)\ (19) 

Степень' затухания (или нарастания) обычно характери
зуют временем уменьшения (или увеличения) амплитуды 

колебаний вдвое. Это время можно определить из условия 

в *• = 0 , 5 , откуда 
0,693 (20) 

Таким образом, в результате решения характеристиче
ского уравнения можно установить вид возмущенного дви
жения (апериодическое или колебательное), частоту и 
период колебаний, степень затухания процесса. При этом 
ракета будет динамически устойчивой, если все вещест
венные части корней характеристического уравнения о т 
рицательны. Если же среди вещественных частей коркегі 
имеется хотя бы одна положительная, то движение ракеты 
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будет неустойчивым, а наличие хотя бы одной нулевой 
части свидетельствует о том, что ракета является дина
мически нейтральной. 

Для исследования уравнений возмущенного дзижения не 
обязательно определение корней характеристического 
уравнения. Достаточно составить пто уравнение и затем 
воспользоваться каким-нибудь критерием (Гурвица,Найквис-
та и д р . ) , позволяющим по коэффициентам характеристиче
ского уравнения судить о его корнях. 

В общем случае характеристический многочлен записы
вается в виде 

По Гурвицу, условие отрицательности вещественных 
корней характеристического многочлена сводится к тому, 
что при а0>0 должны быть положительными все m 

определителей, получаемых из определителя, составленно
го из коэффициентов характеристического многочлена. В 
частности, при m = Ч эти условия сводятся к следующим 
неравенствам: 

m 

О о 

о 

>0; 3 >0; А=а,>0 7 

а, а, 'з 
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что равносильно следующим условиям: 

ѵ ° і а г > 0 ; а з > 0 > а ч > 0 і 
A=a, ага3-afa^-a^ao>0. (21) 

Критерий Гурвица не только позволяет судить об устой 
чивости движения, не решая характеристического уравне
ния, но и дает возможность установить границы устой
чивости. Среди многих параметров, определяющих величи
ну и знак коэффициентов характеристического уравнения, 
можно выделить несколько параметров, изменение которых 
находится в руках конструктора и тем самым позволяет 
влиять на устойчивость посредством изменения значений 
этих коэффициентов. Например, для продольной устойчи
вости к таким коэффициентам относятся и 

так как они являются функциями коэффициентов демпфиро-

вания /77 и продольной статической устойчивости 

/пр > т . е . величин, зависящих от аэродинамической 

схемы и компоновки ракеты. В этих координатах обычно 
строится и диаграмма устойчивости. 

Для построения границ устойчивости достаточно иметь 
только два уравнения из условий (21): 

Действительно, переход через границу устойчивости 
происходит в случае, когда вещественная часть корней 

2i=^ti2 и з отрицательной становится положительной, 

т . е . проходит через ноль. Это означает, что точкам 
границы устойчивости соответствует мнимое значение Л, 

109 



т . е . Л = 2 ^ (или нулевое значение при вещественных 
корнях). Подставляя А=і" в характеристическое урав
нение (12), получим (а0=і) : 

Приравнивая действительные и мнимые части нулю,со
ставим два уравнения: 

Из второго уравнения имеем: 

Если подставить эти корни в первое уравнение, то 
получим два уравнения границ устойчивости: 

/а3 \ 2 а. 

или 

2 2 
а^= О и Д3

=<х, а2

аз~аі аь~аз > ^ • 

Построенная таким образом диаграмма показана на 
р и с . 4 . 1 . 

Из рассмотрения диаграммы следует, что продольная 

статическая устойчивость (т^"<0) еще не гарантиру

ет динамической устойчивости - при малых значениях 
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коэффициента /77, г ' статически устойчивая ракета 

может быть динамически неустойчивой. 

В заключение напомним, что проведенный анализ от
носится к случаю, когда ракета совершает прямолинейный 
горизонтальный полет с постоянной скоростью. Поскольку 
действительный полет ракеты может протекать в сущест
венно иных условиях, то полученные выше аналитические 
решения используются лишь для приближенной качествен
ной оценки динамических свойств ракеты. В частности, 
результаты проверки устойчивости по корням характерис
тического уравнения обычно используются для предвари
тельного выбора аэродинамических и конструктивных пара
метров на начальных этапах проектирования ракеты и 
требуют в процессе ее дальнейшей разработки подтвержде
ния более точными методами исследования. 

Рис .4 . I 
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§ 5. Анализ ПРОДОЛЬНОГО возмущенного 
движения 

Результаты исследования продольного свободного воз
мущенного движения ракет различных типов показывают, 
что характеристическое уравнение обычно имеет две пары 
комплексных сопряженных корней, причем всегда вещест
венные и мнимые части одной пары корней по абсолютной 
величине существенно превышают вещественные и мнимые 
части другой пары корней. Но вещественная часть комплек
сного корня характеризует степень затухания возмущен
ного движения, а коэффициент при мнимой единице - его 
частоту. Следовательно, паре больших (по модулю) 
комплексных корней соответствует быстро затухающее 
движение, которое называется к о р о т к о п е р и о -
д и ч е с к и м , а паре малых комплексных корней -
медленно затухающее, называемое д л и н н о п е р и о -
д и ч е с к и м или ф у г о и д н ы ы движением. 
Короткопериодические колебания определяют возмущенное 
движение ракеты относительно центра масс, а длинно-
периодические - возмущенное движение самого центра 
масс. 

Характер изменения приращения Ai/ , ûd' и Дек в 
продольном возмущенном движении далеко неодинаков 
(рис.4 .2) . Независимо от типа ракеты изменение при
ращения ДІ? происходит весьма медленно, в то время 
как вариация угла атаки &cL быстро убывает, т . е . из
менение л tf- является длиннопериодическим, а изменение 
Дек. относится к короткопериодическому движению. 

Быстрое уменьшение AdL объясняется тем, что при 
изменении угла атаки статически устойчивой ракеты воз-
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никает значительный стабилизирующий момент, стремящий
ся возвратить ракету в исходное состояние. Поскольку 
при этом ракета разворачивается вокруг своей попереч
ной оси 02, , то в начальный момент также быстро будут 
изменяться параметры Ди)2і и Л тУ . Однако характер 

изменения угла ДхУ , в отличие от изменения угла аск^ 
будет зависеть не только от короткопериодических, но 
и от длиннопериодических колебаний. 

Таким образом, возмущенное движение ракеты можно 
представить состоящим из двух этапов. Первый этап -
короткопериоджческий, состоящий в основном из вращения 
ракеты относительно центра масс и характеризующийся 
быстрым изменением угла атаки. Это изменение происхо
дит таким образом, что статически устойчивая ракета 
стремится принять балансировочный угол атаки (рис.4 .2) , 
соответствующий положению органов управления в данный 
момент времени. Вследствие сильного демпфирования вра-

Ad. 

Рже. 4.2 
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щение ракеты практически заканчивается в первые секунды 
(и даже в доли секунды) возмущенного движения.В конце 
первого этапа момент аэродинамических сил будет уравно
вешен моментом управляющих сил, а угловая скорость 
Ас02) станет близкой к нулю. Однако угол тангажа 

и угол траектории Ѳ в этот момент существенно 

сличаются от своих невозмущенных значений. Силы Р , 
Q , У , G еще неуравновешены. 

Второй этап движения - длиннопериодический,медленно-
затухающий. Он продолжается до тех пор, пока не будет 
достигнуто равновесие сил. В течение этого этапа угло
вая скорость Лсог/ и угол атаки AcL остаются при
мерно постоянными, а изменяются отклонения дс* , д-^ 
ТА A Ѳ . 

При упрощенном анализе системы управления обычно 
схематизируют явления продольного движения ракеты и 
рассматривают только первый его этап, на котором можно 
пренебречь изменениями скорости Atf . Поэтому при ис
следовании короткопериодических колебаний в системе 
(5) первое уравнение, описывающее отклонения AxS , о т 
брасывают, а в оставшихся уравнениях принимают<4сл= 0. 

Кроне того, обычно полагают agj-=0 ввиду слабого 

влияния силы тяжести на характер возмущенного движения. 
При этом система (5) записывается в таком виде: 

* 

At>-AcktceoLéci = 0-7 ( 2 2 ) 

Уравнения (4.22) называют уравнениями возмущенного 
движения в плоскости тангажа. 
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§ б. Анализ бокового возмущенного движения 

Исследование бокового свободного возмущенного движе
ния ракеты производится теми же методами, что и анализ 
продольного движения. Для оценки собственной устойчи
вости ракеты в данном случае следует воспользоваться 
уравнениями (8) , полагая в них отклонения органов 
управления А $ Х / , лер и функции fß(г) tff(t) 

и fiyd) равными нулюв Раскрывая определитель, соот
ветствующий этой системе, получим характеристическое 
уравнение четвертой степени, подобное многочлену ( I I ) î 

л*+£,л3+$гл*+%л+£4-о. • (23) 

Коэффициенты tt , $2 » » &4 з а в и с я т о т коэф
фициентов уравнения (8) , т . е . от величин производных 

г fi ß аэродинамических сил и моментов \тХі >^/7?^/ » 
"fr ß N л „ 

^ ' mxt » » » т$, }* о т 

значений конструктивных параметров ракеты ( G , S , 
/С » üXl » £7^ ) и о т рвтаиа не возмущенном пілета 

При анализе боковой динамической устойчивости ракет 
наиболее частым бывает случай, когда характеристиче
ское уравнение (23) имеет одну пару комплексно-сопря
женных корней и два вещественных корня - боль
шой и малый. При этом общее решение системы дифферен
циальных уравнений, описывающих боковое свободное воз
мущенное движение, записывается в виде: 
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Acü^Af +Аге 2 +Ae sin{4t + f*)? 

Aff = Qe +Я2е téOe sin (yt+fy)-

(24) 

т . е . общее движение складывается из трех частных - двух 
апериодических и одного колебательного. Бее три част
ные движения существует одновременно и, накладывалоь 
друг на друга, дают боковое возмущенное движение. 

Каждое из частных движений затухает в различные 
моменты времени, поэтому свободное боковое движение 
ракеты можно разбить по времени на два этапа. На пер
вом этапе наблюдаются все три типа движения, а на вто
ром остаются одно апериодическое, отвечающее малому 
вещественному корню, и колебательное движения. 

Движение, соответствующее большому вещественному 

корню (в первом приближении' ÄÄ M* 
CÙ. 'X, 

) , называют 

д в и ж е н и е м к р е н а , так как оно заключается, 
в основном, в изменении угла крена f и угловой ско
рости cùXl . Это движение апериодическое и продолжает

ся обычно не более секунды. 
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Движение, отвечающее малому вещественному корню, 
называют с п и р а л ь н ы м . Такое название объяс
няется тем, что при положительном значении этого корня 
крылатая ракета с закрепленными рулями движется по 
спирали с медленным нарастанием всех боковых параметров 
(9* » % » if • Ос, » "^/ ) " спиральная неустой
чивость ракеты. 

Характер свободного возмущенного движения на втором 
этапе определяется соотношением между коэффициентами 

" ^ = _ ^ f ***** *ffi>>€&> 

то колебательное движение быстро затухает и в дальней
шем остается только спиральное движение с параметрами 

cùX) , сО^ , ß , if , которое либо медленно затуха
е т , либо Медленно возрастает (случай спиральной неус
тойчивости). Если же коэффициент имеет сравни
тельно малые значения, то на втором этапе затухает 
спиральное движение, а колебательное движение сохраняет
ся . 

При боковом движении, так же как и при продольном, 
можно построить диаграмму устойчивости. Диаграмма 

Г ß fis 
строится в координатах к m , m , )і е е В И Д п ° -

•*> / / 
казан на р и с . 4 . 3 . 

Уравнения (4.8) обычно используются при исследова
нии собственной динамической устойчивости крылатых 
ракет самолетной системы. Если же ракета осесимметрич-
ная, то возможно их упрощение за счет разделения движе
ний рыскания и крена. Допуская, что углы & , Ѳ и а. 
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достаточно малы, примем cos^=cos&^coScL=J, лсд^=лф'у 

даЭ„=а?Сг оЛи)„ — -CÛSCX=~Ï.Кроме того, можно опустить 

члены 
УХ, 

А? У/ 

фициентов 

со, 
А? ввиду малости ко эф-

X, •у 
V*. 

Тогда получим две независимые системы уравнений: 
- для движения рыскания 

(25) 

где 

Р и с . 4 / 
118 



J> *l . . •£ ЛІ . 

ßß~ ті/0

 7 У* m<S0

 7 

- для движения крена 

где 
ь>х, fi. Sx, 

Входящий в уравнение (26) член ~е^лр можно 

рассматривать в качестве известного возмущающего фак
тора, возникающего при движении рыскания. Если пре
небречь влиянием рыскания на движение крена, то урав
нение (26) примет вид 

Рассмотренное разделение бокового движения на не
зависимые движения рыскания и крена используется при 
исследовании динамики осесимметричных ракет. 

§ 7. Реакция ракеты на ступенчатые отклонения 
органов управления 

I . Передаточные функции ракеты 

Анализ динамических свойств ракеты как объекта уп
равления основан на рассмотрении реакции летательного 
аппарата на входные воздействия двух типов : 
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- ступенчатые отклонения органов управления.Реакция 
ракеты на ступенчатое отклонение органов управления 
описывается передаточными функциями, которые являются 
решениями дифференциальных уравнений при нулевых на
чальных условиях. При этом предполагается-, что воз
мущающие силы отсутствуют, отклонения органов управле
ния ( Д$Х/ , • ) до начального момента t0 

равны нулю, а п р и ^ > ^ 0 имеют постоянные или нулевые 
значения ; 

- гармонические отклонения органов управления ; в 
этом случае реакция ракеты описывается частотными 
характеристиками. Применение частотных методов исследо
вания целесообразно для системы высокого порядка,когда 
решения дифференциальных уравнений и алгебраические 
критерии устойчивости становятся очень громоздкими. 

Б дальнейшем рассматриваются воздействия только 
первого типа. При этом предполагается, что динамические 
свойства ракеты описываются приближенными линейными 
уравнениями (22, 25, 27). Это означав--, что движение 
тангажа, рыскания и крена рассматриваются без учета 
их взаимного влияния. Кроме того, будем считать динами
ческие коэффициенты в указанных уравнениях "заморожен
ными". Такие упрощения резко упрощают задачу анализа 
динамических свойств ракеты и обычно принимаются па 
предварительных этапах проектирования летательного ап
парата и его системы управления. 

При нулевых начальных условиях уравнения возмущён
ного движения ракеты с "замороженными" коэффициентами 
можно записать в операторной форме следующим образом: 
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где Q(p)7R(p) - операторные полиномы; 

а?/(р)=Дс)І(р) - изображение входной величины; 
х2(р) ~ изображение выходной величины; 

ею может быть любой из интересую
щих нас параметров движения* 
Û T ? \ Ат?,Др Alf л т .д.В даль
не йіі/з.м для упрощения записи уравне 
ний возмущенного движенкя знак 
припадания А бужей опускать. 

Как известно, отношение изображения выходной вели
чины к изображению входной величины, составленное при 
нулевых начальных условиях, называется п е р е д а -

т о ч н е й ф у н к ц и е й 2(р)) . Следова

тельно, 

Зная передаточную функцию WX) (р) и производя 

обратное преобразование Лапласа, можно определить от-

ношение ——— , которое представляет собой закон и з -

менения величины хг(£) при ступенчатом отклонении 

органов управления. 
Для получения передаточных функций ракеты запишем 

системы уравнений (22), (25) и (27) в операторной 
форме: 
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m 

(30) 

Передаточные ФУНКЦИИ ракеты по крену 

Из уравнения . (30)'имеем: 

где A^«= - передаточный коэффициент по 
ѵглу крена ; 

_ У. 
=- ми)Хі - постоянная времени, характери-

°fu>x яр/ зующая запаздывание ракеты на 
отклонение органов управления 
креном. 
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Передаточные функции ракеты по тангажу 

Разрешим систему (28) относительно ^ и л . По-
чучиы-: 

vor; • 

(S5) 

*p(T2pz+2ÇTfti)y 

где /Г 

і 

сѳл°&^ ~ п еР°латочный коэф
фициент ракеты по" 
углу тангажа ; 

- постоянная, времени ракеты ; 

Г - относительный коэффициент 

демпфирования 

т..:: 



В некоторых случаях за выходные величины принимают 
не угловые отклонения, а нормальные перегрузки. Напри-

Пц(-Р) 
мер, чтобы составить передаточную функцию * -— 7 

достаточно установить связь меаду изображениями ^(f) 

и &(f) . Из первого уравнения системы (22) имеем: 

è=î?-o~ = -c*.^cL , где ca=w— .Следовал а ш т.ѵ 
тельно.б>= °f CL или « = • - £ - s . Далее, 

рассматривая как число {t/0=const ; ß_=const )» по
лучим * 

y(f)'ff*(p) 

W W ' - ^ ' ^ - ^ T l - 1 (37) 
6 %(f) туг+цтрн 

Аналогично определяются передаточные функции для 
движения рыскания. 

Напомним, что полученные выражения справедливы при 
следующих условиях; 

- скорость полета ракеты известна и неизменна,т.е. 
рассматривается короткопериодическое движение ; 

- влияние силы тяжести на возмущенное движение мало 

- ракета осесимметрична и стабилизирована по крену 
дли по угловой скорости крена, что позволяет движения 
зыскания и крена рассматривать раздельно. 
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2. Переходные продессы при ступенчатом 
отклонении органов управления 

Реакции ракеты на ступенчатое отклонение органов 
управления характеризуют ее устойчивость и качество пе
реходного процесса при быстрых отклонениях управляющих 
органов. Для исследования подобных реакций будем рас
сматривать переход ракеты из установившегося режима 
криволинейного движения в другой режим полета, исполь
зуя при этом прием замораживания динамических коэффици
ентов. 

Переходный процесс ПРИ отклонении органов 
управления креном 

Рассмотрим вращение ракеты вокруг ее продольной оси 
oxt при ступенчатом отклонении органов управления 
креном на угол <§'Х/ . Используя выражение 

{Trp+{)Hf)-KrixJLf>) , 
которое представляет собой дифференциальное уравнение 
апериодического звена, определим характеристики этого 
звена, т . е . найдем переходную характеристику реакции 
звена на ступенчатый сигнал Я . 

Х\ 

Напомним, что если изображение представляется дроб
но-рациональной фукцией вида 

причем степеиь многочлена ß(-p) ниже степени многочлена 

Q(f) , то, используя теорему разложения, можно получить 

125 



следующее сражение для определения оригинала опера
торной функции Х(р) ' 

где Р- - корни многочлена Q(f) 
Поскольку в нашем случае 

и, следовательно, 

X, 

4 , Р{тгрн) 
то, переходя от изображения к оригиналу, получим 

1 \ ~Т/гн 

интегрируя, будем иметь 

(S9) 

Из формулы (3.8) видно, что с увеличением времени f 
угловая скорость fr , изменяясь апериодически, стремит
ся к значению / С JL , имеющему место в установив-

шемся режиме полета. Постоянная времени Тр характери

зует скорость протекания этого процесса, т . е . степень 
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инерционности ракеты в движении крена. Так как для 
любого типа ракет Т^УО , то свободное движение в рас-
скатриваемом переходном режиме всегда затухающее. 

Переходные процессы пои отклонении роганоь 
управления тангажоы и рысканием 

Ограничимся рассмотрением реакций ракеты в ее про
дольном движении, так как аналогичные выражения можно 
получить и при отклонении органов управления рыскаяиеѵ 
путем замены на f , с* на ß , Ѳ на и 
т . д . 

Выражения (34) - (37) иокаэыв*жг, что по отношению 
к выходным величинам д* » oL * Ѳ , ракета я в 
ляется звеном второго порядка с передаточной функцией 

X х(р) _ J 
Ws (^)=Щ~^1уЩт^Т 7 Сад) 

где ж - любая из величин & , § , ос » или 

9 » % » Р • пв ', 
К - соответствующий передаточный коэффициент 

А- - ^ - • А' Г 

Ç - относительный коэффициент демпфирования 
С Çj. или , 

7" - постоянная времени ( или 7^,) j 
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Характер переходного процесса определяется корнями 
характеристического уравнения 

Тг/>г+2$Тр+1=0 (41) 

или 

Корни этого уравнения равны 

2 1~ѵ (с*уъ-ъП 
т . е . характер корней р z зависит от знака коэффи-

(42) 

циента с , равного 

ci Л tà3 

(43) 

Здесь возможны следующие три случая: 
l ) c < ö • Оба корня вещественные - один положитель

ный и один отрицательный. Если в выражении (40) перей
ти от изображения к оригиналу, то получим 

Поскольку переходная функция (44) определяет закон 
возмущения x{t) при ступенчатом отклонении органов 

управления, причем Р>0 , Pz^0 • то первая ее со-
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ставлящая с течением времени возрастает, а вторая 
убывает, стремясь к нулю. Следовательно, в данном слу
чае ракета будет неустойчивой; 

2) с = 0. Это случай нейтральной ракеты - один 
корень нулевой(р=0) , а второй вещественный. Поэтому 

J К К 

но р = 0, следовательно, 

L J? в__ С 

*{f)~~р2(р-р2) р У +р-р2 '> 
переходя к оригиналу, будем иметь: 

К 

(45) 

К 

или, подставляя выражения для коэффициентов А , ß 
С , получим: 

X (О е -У t 
1Т2Рг Т%2 

(4<0 

т . е . в данном случае переходная функция имеет состав
ляющую, возрастающую по модулю с течением времени.Но 
здесь этот процесс идет по линейному закону; 

3) о 0. Ракета устойчива, причем возможны сле

дующие варианты: £ > / . 

£ > ^ . Корни рі и -р2 отрицательны и различны 
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по величине . Переходная функция —g— вновь п р е д с т а в 
ляется формулой ( 4 4 ) , но теперь вторая и третья ее с о -
с т а в я я щ и е являются по модуле убывающими функциями, 
т . е . с увеличением t нозмущениеx(t) стремится к у с 
тановившемуся значению, равному К$, ; 

t=i Из (42) имеем 

Л-А—Г^о. 
Переходная функция записывается в виде 

т . е . и в этом случае переходный процесс апериодический. 
Свободное дв п е н и е с течением времени затухает 

t<i . Корни -pf и р2 комплексные сопряженные: 

Подставжяя fi ж р2 в формулу (44) и используя 
формулы Эйлера для комплексных чисел, после некоторых 
преобразований получим 

Т 

ИЛИ г 

ко 
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где со^ — - частота собственных колебаний ракеты. 

Из выражения (50) видно, что переходный процесс яв
ляется колебательным, причем колебания затухают, так 

как - -у- < О • Чем больше коэффициент демпфирования 

, тем быстрее затухают свободные колебания. 

Таким образом, характер переходного процесса для 
статически устойчивой ракеты определяется только от
носительным коэффициентом демпфирования Ç , При 
Ç>1 максимальное отклонение параметра х ( т . е . 

угла атаки, коэффициента перегрузки и т . д . ) равно у с 
тановившемуся его значению: 

При 1 максимальное значение х в переходном 

процессе будет достигнуто в момент времени tm ,опре
деляемый условием x(t) = О . Используя выражение 

- i t , Г " И / t \ 
1-е \coscûti-~sirtcût) 

нетрудно определить, что ст=~ф * ммссмальное 

отклонение х , будет равно 

X - * 0+е T £ û ) . ( 5 2 ) 

Увеличение параметра движения (перегрузки, угла 
атаки и т . д . ) по сравнению с его установившимся значе
нием называют забросом, 
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Xjaf xtnax xycm •> 

a отношение Q- — - относительным забросом, 
откуда ? 

(53) 

Следовательно, при ступенчатом отклонении органов 
управления относительный заброс будет равен 

Т и) J7I72 (54) 

т . е . (э=(э(£) • Для ракет коэффициент обычно мал. 

Поэтому относительный заброс <з оказывается значитель
ным, особенно при полете на больших высотах. 

Формулы (51), (53) и (54) позволяют найти максималь-
ные значения параметров ы. , /г^ , Ѳ , % iß •> nz? 
которые будет иметь данная ракета в рассматриваемой 
точке траектории после мгновенного отклонения органов 
управления на угол с?, • 

Напомним, что в приведенных выше выражениях всюду 
опущен знак отклонения 4 , т . е . вместоx(jt) и ді 
следовало бы писать Ax(t) и ASI . Если учесть это 

обстоятельство, то, например, формула для расчета пол-
ной нормальной перегрузки пи/т}ах запишется так: 
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I 

где riyo - значение перегрузки в невозмущенном режиме 
полета. 

Рис.4.4 

Наиболее тяжелым будет случай, когда невозмущенный 
полет происходит с п0=-Прасп , а органы управления 

мгновенно перекладываются на угол 2$,тах

 т»е» 

А"рт~2*р«е* • П Р І ! Э Т 0 М 

1̂ 3 



т . е . максимальная перегрузка монет значительно пре
вышать располагаемую, что надо учитывать при проекти
ровочных расчетах ракеты (например, в прочностных рас
четах) и ее системы управления. 

Однако надо иметь в виду, что в общем случае величи
на с? , а следовательно, и п т а х зависят не только 
от коэффициента Ç , но и от закона отклонения органов 

ния: при уменьшении скорости перегрузка также умень
шается (рис .4 .4 ) , но при этом ухудшается точность уп
равления ракетой. 

§ 8ч Устойчивость системы' "ракета-автомат 
стабилизации" 

В предыдущих параграфах при исследовании возмущен
ного движения ракеты предполагалось,что отклонения 
органов управления являются либо известными функциями 
времени Sit) , независящими от элементов возмущенного 
движения, либо воооще остаются величинами постоян
ными, которые в частных случаях могут принимать 
и нулевые значения. Подчеркивалось также, что резуль
таты подобных исследований характеризуют лишь собствен
ные динамические свойства ракеты как неуправляемого 
объекта. При этом оказывается, что ракета без приборов 
управления является в отношении большинства элементов 
возмущенного движения нейтральной динамической систе
мой. (Исключение составляют отклонения углов атаки и 
скольжения для статически устойчивых аппаратов). 

Вопрос об устойчивости движения управляемого объ
екта может быть решен путем исследования динамических 

частности от скорости их отклоне-
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свойств комплекса "ракета - система управления". Такие 
исследования основываются на совместном рассмотрении 
уравнений собственного возмущенного движения ракеты и 
уравнений, описывающих работу ее органов управления. 
При этом отклонения органов управления выражаются уже 
не в виде заранее известных функций времени, а в з а 
висимости от самих элементов возмущенного движения 
рассматриваемой ракеты. 

Как известно, в функции управления ракетой входят 
предотвращение случайного отклонения ракеты от задан
ной программной траектории и наведение ракеты на цель. 
Первая из этих задач решается с помощью автомата ста
билизации, вторая - с помощью аппаратуры наведения. 

Система стабилизации предназначена для обеспечения 
устойчивого углового движения корпуса ракеты и сведе
ния к минимуму отклонений центра масс ракеты от рас
четной траектории. Эта задача решается при помощи 
автомата угловой стабилизации и автомата стабилизации 
центра масс, причем угловая стабилизация обычно осу
ществляется раздельно в каждой из трех плоскостей -
тангажа, рыскания и крена. 

Рассмотрим методику исследования динамических 
свойств ракеты как звена системы автоматического регу
лирования на примере анализа продольной устойчивости 
ракеты с управлением только по каналу тангажа. 
Типичная структурная схема канала стабилизации 
баллистической ракеты в плоскости тангажа приведе
на на рис .4 .5 . Здесь приняты следующие обозначения: 
ИЭ - чувствительный (измерительный) элемент, измеряю
щий отклонение оси ракеты от заданного направления 
( т . е . угол тТ ) и вырабатывающий напряжение,пропорцио
нальное этому отклонению. Угловые перемещения ракеты 

60 135 



фиксируются специальными гироскопами, а их преобразо
вание в напряжение постоянного тока и^. может осу
ществляться, например, при помощи потенциометрических 
датчиков. Такие датчики позволяют получить зависимость 

х/^и^С^) » близкую к линейной (с/^.= К#•а') , т . е . 
передаточная функция данного звена автомата стабилиза
ции выражается в виде 

• 1 
! Ракета \SL US 

IL» 
H И У 

i V *4 
РМ US H И У 

V *4 
РМ 

ОС 

РИС.4 .5 

КК - корректирующий контур, осуществляющий требуе
мое преобразование напряжения и^. . Допустим, что в 

качестве такого контура используется дифференцирующее 
звено первого порядка с омической нагрузкой "Z) 
( р и с . 4 . 6 ) . Входное напряжение создает ток, кото
рый после прохождения через сопротивления і 0 развет
вляется в точке 0 на токи г и і" . Ток і ' , 
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проходящий через сопротивление г , создает на сопро
тивлении ъ, напряжение, пропорциональное входному 

напряжению t/j. , а ток г" , проходящий через конден

сатор С I создает на сопротивлении напряжение,про

порциональное производной от входного напряжения 

(~~ff~) • Следовательно, результирующее напряжение 

на сопротивлении іі будет равно 

а передаточная функция, выражающая зависимость выход
ного тока / от напряжения и^. , запишется так: 

К' 
где £ - к 

(58) 

г. 

1£ 
У 

- постоянная времени дифференцирующего 
контура. 

- усилитель. 
о с' *L 

В нем сигнал усиливается по муишисти и далее поступает 
на вход силового элемента (рулевой машины). Силовой 
элемент в соответствии с поданным сигналом поворачива-
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ет на некоторый угол fi, органы управления (руль, по
воротные камеры, сопла и т . п . ) . В итоге создается не
обходимый управляющий момент, заставляющий ракету от 
клоняться в сторону уменьшения угла . Если обозна
чить через К» - коэффициент усиления и через Ту 

постоянную времени усилителя, то передаточную функцию 
данного звена автомата стабилизации можно привести к 
виду 

і(р) ки 

РМ - рулевая машина. Обычно в теоретических исследо
ваниях рулевые привода описывают дифференциальным урав
нением первого порядка: 

Полагая коэффициенты этого уравнения величинами по
стоянными, получим следующую передаточную функцию: 

ОС - обратная связь . Ток обратной связи і о С пропор
ционален углу отклонения органов управления {^of^oc^i^'^ 
поэтому 

W s W s l W = K < * ' ( б І ) 

Используя выражения (57) - ( б і ) , нетрудно получить 
передаточную функцию всего канала стабилизации ракеты 
в плоскости тангажа: 
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W ; ~ #(f) /+Щ(р)Щ(р)Щр) 
или 

Из последнего выражения видно, что если пренебречь 
инерционностью рулевой машины и усилителя, т . е . считать 
постоянные времени 7ji и 71 величинами достаточно 

малыми, то получим следующее дифференциальное уравнение, 
описывающее работу безынерционного автомата стабилиза-

ц и и : S,-(K,+W)*- (б3> 
Для выявления влияния передаточных чисел К, и Kz 

на характер возмущенного движения управляемой пакеты 
следует рассмотреть уравнения замкнутой системы, со
стоящей из объекта регулирования (ракеты) и регулятора 
(автомата стабилизации). Если, например, воспользовать
ся выражениями (22) и (63), то получим такую систему 
уравнений: 

(64) 

Нетрудно показать, что коэффициенты характеристиче
ского уравнения системы (64) 

(65) 
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выражаются следующим образом: • 

аз~ к^Че-
шъ формул (бб) видно, что в каждый из коэффициентов 

aril = 1,2,3) в той или иной комбинации входят пере-

даточные числа Kf и , что позволяет посредством 

их изменения влиять на корни характеристического урав
нения и получать такие их значения, при которых обе
спечивается устойчивость движения ракеты. Именно здесь 
проявляется непосредственная зависимость между весовыми, 
механическими и аэродинамическими характеристиками 
ракеты, представленными в виде динамических коэффициен
тов, и параметрами системы управления. Анализ этих з а 
висимостей дает необходимые сведения для синтеза сис
темы автоматического управления и для выработки реко
мендаций по выбору указанных характеристик такими,что
бы они содействовали системе управления в обеспечении 
устойчивого движения. 

Например, если уравнение управления для баллистиче
ской ракеты выбрано в виде </ =КтТ » то при дви-

жении на больших высотах, где роль аэродинамических 
моментов ничтожна (С^А

=С^= с^ = 0) ? нз все у с 
ловия устойчивости по критерию Гурвица ( а, > О, а > О, 
& 3 > 0, а,а2-а3>0 ) будут удовлетворены. Действи

тельно, поскольку в данном случае at=-~cQdL , a

2

=~cû^7 
a3=Kc&Acg.£ , то величина ata2-a3 оказывавт-
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ся равной нулю. Следовательно, система находится на 
границе устойчивости и ракета будет совершать неза
тухающие колебания. Причиной этому явился неправиль
ный закон регулирования, в соответствии с которым на 
органы управления подается сигнал, пропорциональный 
только углу 

Для устранения этого недостатка в уравнение управ
ления вводят члены, пропорциональные первой (fr) , а 
иногда и второй ( & ) производной регулируемой величины, 
и некоторые другие составляющие - в зависимости от 
того, по каким из параметров движения осуществляется 
управление ракетой. Так, если автомат стабилизации 
реагирует на изменение высоты полета ( £ ) , то в правую 
часть уравнения (бЗ) следует ввести член Kg , а об
щую систему (64) - дополнить уравнением для отклонений 
по высоте. 

Уравнение (63) справедливо для безынерционного авто
мата стабилизации. Если же учесть инерционность руле
вой машины, то уравнение управления в случае регулиро
вания по отклонениям # , fr , и ^ запишется 
так: 

і 
причем метод исследования динамической устойчивости 
системы "ракета - автомат стабилизации " остается 
прежним. Только угол ег следует принять за новую 

неизвестную, а характеристическое уравнение будет 
иметь вместо третьего шестой порядок. 

Аналогично решается задача исследования устойчивос
ти бокового движения управляемой ракеты. 
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§ 9. Эффективность и предельно доруструне 
отклонения органов управления 

Эффективность и предельно допустимые углы отклоне
ния являются основными показателями органов управления. 
Под эффективностью органов управления понимается от
ношение управляющего момента, возникающего при отклоне
ниях органов управления, к соответствующему моменту 
инерции ракеты. Так, эффективность органов управления 

тангажом характеризуется коэффициентом ? 

рысканием - коэффициентом о^=—iJ— » креном -

g A l f ? 

r r - з й " 

Эффективность и предельно допустимые отклонения 
органов управления определяют максимальные управляющие 
моменты, которые могут быть созданы органами управле
ния. Максимальные моменты управления тангахом, рыска
нием и креном, отнесенные к соответствующим моментам 
инерции ракеты,будут равны: 

Очевидно, одни и те же управляющие моменты могут 
быть созданы при различных сочетаниях значений коэф
фициентов » $р§ * £р§ и предельных углов от
клонения органов управления §^ , § Ѵ і , §^ . За-
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дача конструктора - определить оптимальные соотношения 
между этими характеристиками. 

Существование указанных оптимальных соотношений 
обусловливается следующими причинами. При прочих рав
ных условиях эффективность органов управления прямо 
пропорциональна площади воздушных или газовых рулей, 
тяге управляющих двигателей и т .п . Поэтому с точки 
зрения весовых характеристик ракеты естественно стрем
ление конструктора к снижению эффективности органов 
управления. Однако уменьшение размеров и веса органов 
управления не обязательно сопровождается уменьшением 
веса всей конструкции ракеты,так как при этом необходи
мо увеличивать предельные углы отклонения органов упраі 
ления, что может привести к дальнейшему снижению их 
эффективности, росту аэродинамического сопротивления 
и потерь тяги управляющих двигателей. Кроме того,пре
дельные отклонения органов управления ограничиваются 
различными конструктивными соображениями. 

Таким образом, задачи по определению потребной эф
фективности и предельных отклонений органов управления 
находятся в тесной взаимосвязи и должны рассматривать
ся совместно для отыскания оптимальных решений. Эти 
задачи удобно решать путем сравнения нескольких вариан
тов, отличающихся различными значениями предельных 
углов отклонения органов управления. Расчет каждого 
варианта сводится к определению потребной эффективнос
ти органов управления при заданных значениях углов 
А . Кроме того, на решение задачи могут наклады-/ max 
ваться ограничения, обусловленные максимально допусти
мыми возмущениями параметров движения ракеты в харак
терных точках ее траектории полета (например, в конце 
активного участка траектории баллистической ракеты). 
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В такой постановке задачи для определения потребной 
эффективности необходимо знать, как изменяются пара
метры возмущенного движения ракеты при наличии ограни
чений на углы отклонения органов управления, т . е . при 
условии 

Учитывая, что Sfö^S (t)+A$(t) , где S (О -

отклонение органа управления, потребное для полета по 
программной траектории, будем иметь 

В тех случаях, когда потребные отклонения органов 
управления при полете по программной траектории малы 
(например, для баллистической ракеты), вместо формулы 
(68) можно воспользоваться приближенным условием 

В качестве примера рассмотрим методику расчета эф
фективности органов управления тэнгажом. Заметим, что 
поскольку движение ракеты в плоскостях тангажа и рыска
ния описывается подобными уравнениями, то исследование 
эффективности и выбор оптимальных параметров органов 
управления рысканием может быть проведен по аналогич
ной методике. 

Возмущенное движение ракеты в плоскости тангажа 
описывается системой уравнений (5 ) . Включая в нее з а 
кон управления, например в виде 

(68) 

(69) 

(70) 
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будем иметь: 
) 

Чтобы эта система продольного возмущенно» о движения 
ракеты была замкнутой, в нее необходимо добавить еыэ 

управления надо знать, как изменяются эти ^/нкции на 
траектории при заданных начальных значениях ѵ. воздей
ствии на ракету различных возмущающих факторов. 

Таким образом, задача исследования управляемости 
ракеты в плоскости тангажа связана * необходимостью 
интегрирования уравнений движения при заданных началь
ных условиях 

Ограничение (73) вносит в задачу нелинейность. Зто 
затруднение можно преодолеть следующим путем. Допустим, 

и ограничении 

(73) 
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что л^г~ A&z^t) есть решение системы (71) при 

начальных условиях (72) без учета ограничения (73). 
Такое решение остается справедливым до тех пор, пока 

М У / ^ і ^ / У Т И И Г » а т а к « при \âS2i(t)\^max 

при условии, что \8^(t)\ - невозрастащая функция. 

В противном случае, т . е . если A<$^(t) - возрастающая 

функция, следует рассмотреть движение ракеты как не
управляемого объекта с предельно отклоненными органами 
управления. 

Пусть в некоторый момент времени £ отклонение 
органов управления достигло своего предельного значе
ния и при этом \&Sg(t) I - возрастающая функция. 
Тогда, начиная с этого момента, возмущенное движение 
ракеты будет описываться системой, несколько отличной 
от системы (71), из состава которой надо исключить за
кон управления, а третье уравнение записать в виде 

Полученную таким образом систему следует решать до 
момента £ 2 , когда 

^+К^+К^+кМ-йг,»™ У ( 7 5 ) 

причем левая часть равенства (75) в момент £^ - убы

вающая функция. Система решается при начальных услови

ях , At% , Дт% » т . е . при значениях в 

момент времени t, соответствующих функций, представ

ляющих решение системы (71) при начальных условиях (72). 
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Перед коэффициентом следует принимать знак + , 

если й$ (t)>09 и знак - , если А^(і,)<0. 

Начиная с момента времени t£ > возмущенное движение 

вновь описывается системой (71) и т . д . 
Если кроме ограничения (73) заданы из тех или иных 

соображений предельно допустимые значения возмущений 
до- » Ду. * Дт? *ДІ? н а в с е й траектории или на от
дельных ее участках, то, решая систему уравнений воз 
мущенного движения при различных фиксированных пара
метрах органов управления, можно определить рациональ
ные величины этих параметров при условии, что все 
ограничения, накладываемые на параметры движения, не 
нарушаются. 

В общем случае системы уравнений возмущенного дви
жения могут быть проинтегрированы лишь численными ме
тодами. Однако при некоторых дополнительных упрощениях 
(например, в случае медленного изменения возмущающего 
воздействия) возможно построение решений этих систем 
в квадратурах. 

147 



I 

Глава У 

УРАВНЕНИЯ ДВИ'ШИЯ РАОТТ В üOrTF 

Р I . Общее, понятие г гидродинамических 
силах,, действующих на тела пои их 
неустановившемся движении в воде 

Гидродинамические силы, действующие на тела : рк их 
движении в жидкости и га зе , делятся на две гг.уплы: 

- силы, обусловленные вихреобразоваяием и Р А Д О С Т Ь Ю ; 

- силы, связанные с инерционными свойствами среды, 
величина которых определяется интенсивностью изменения 
суѵма^чой кинетической энергии жидкости в процессе н з -
усіановившегося двизения тел* 

^сли при движении в воздухе силы второй группы обычно 
несущественно по сравнению с силами первой группы и 
ими, следовательно, в расчетах ѵокно пренебр&чь, то 
при движении в воде ніуче"- ее инерционности приводит 
к значительным ошибкам в результатах прогнозирования 
суммарных гидродинамических нагрузок, 

Нзобходимссть учета инерционных свойств среды при 
расчета сил, действущгх на тела при их неустановившем
ся движении в зоде, отличает гидродинамический расчет 
от аэродинамического. 

Для расчета гидродинамических сил инерционного про
исхождения обычно используется механическая модель, в 
рамках которой принимается, что тело обтекается потен-
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циальным потоком идеальной несжимаемой жидкости. С по
тенциальным течением иметь дело сравнительно просто 
вследствие легко доказуемого его свойства, что все 
поле скоростей при потенциальном течении зависит лишь 
от движения границ потока в данный момент времени и со 
вершенно не зависит от предшествующей истории этого 
движения. 

Если подвижные границы потока образуются лишь по
верхностью тела, движение которого мы изучаем, то, 
следовательно, поле скоростей в разбираемом случае з а 
висит лишь от движения тела в данный момент. 

При учете в модели неустановившегося обтекания в я з 
кости и вызванного ею вихреобразования мы уже не на
ходим той привлекательной однозначной связи между 
картиной течения и граничными условиями в данный мо
мент времени, которая была описана выше. Наличие вихре
вых областей в окрестности тела наделяет течение жидкос
т и , а следовательно, и нагружение тела "памятью",таз 
что его характеристики в данный момент времени оказы
ваются зависящими от предыдущей истории движения. Это 
явление аналогично влиянию истории деформации пласти
ческого тела под действием нагрузки на распределение 
напряжений в данный момент времени. 

Учет влияния истории движения на напружение тела в 
данный момент представляет чрезвычайно сложную задачу. 
Поэтому при проведении практических расчетов обе группы 
гидродинамических сил обычно определяются по гипотезе 
стационарности, в основу которой положено, что при не 
установившемся движении тела в воде действующие на 
тело силы зависят от времени только через кинематиче
ские параметры и, таким образом, не зависят явно от 
времени. 
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Первую группу сил (силы, обусловленные вихреобразо-
занием и вязкостью) определяют обычно в аэродинамиче
ских трубах или в опытовых бассейнах, в которых опре
деляется зависимость сил от угла атаки, угловых ско
ростей и поступательных скоростей движения. 

Вторую группу сил, связанную с инерционными свойства
ми жидкости, определяют, пользуясь потенциальной теори
ей безотрывного обтекания тела идеальной жидкостью, 
предполагая, что наличие вихреобразования за телом не 
влияет существенно на ту часть давления в каждой точке 
поверхности тела, которая определяется нестационарно
стью движения. 

§ 2. Общая постановка задачи о расчете 
гидродинамических сил инерционной 

ПРИРОДЫ 

Вначале мы изучим гидродинамические силы второй 
группы, т . е . силы инерционной природы, пользуясь теори
ей безотрывного обтекания тела потенциальным потоком 
идеальной жидкости. 

Эти силы пригодятся к силам давления, приложенным 
к элементам поверхности тела S . Если 7г- орт внеш
ней нормали к поверхности S , то на элемент cl S по
верхности S будет действовать сила давления -pndS. 

Для главного вектора этих сил /С и для главного 

момента их относительно начала координат/W мы получим 
выражения 

( I ) 

150 
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где ъ - есть радиус-вектор точки поверхности S 
относительно начала координат. 

Давление р легко определить, если известно решение 
для потенциала скоростей 

Функции <р и р связаны между собой интегралом 
Коши-Лагранжа 

Здесь if - скорость границ жидкости, возмущенной 

движением тела (xs =£ъасІ ̂  ) j 

t - текущее время ; 

- ускорение силы тяжести; 

+ =f<t) • ( 2 ) 

р - массовая плотность воды. Ось я направлена 
вертикально вверх; 

p(t)- Функция, вид которой определится, если 
будет наперед задана зависимость р от 
времени в одной точке поля. 

Так, если известно давление в невозмущенной среде 
(вдали от движущегося тела) в точке с координатой г 
(обозначим его ро ) , то из выражения (2) найдем 

Подставляя это значение р в формулы ( і ) , мы опре

делим R и AI . 
Обратимся к граничным условиям для <р . Условия на 

поверхности перемещающегося тела просто состоят в том, 
что всюду на ней составляющая скорости жидкости д^/дп7 

перпендикулярная к этой поверхности, определяется дви-
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I 

жениеы самого тела. Частицы, соприкасающиеся с телом, 
должны участвовать в его движении по направлению нор
мали, поскольку внутри течения, если исключить неэа-
трагиваемые здесь случаи кавитации, не должно обрао -
вываться каверн. На неподвижных стенках 

df/dn=0 . 

Если жидкость снаружи не ограничена, требуется,что
бы в отдаленных точках она находилась в состоянии по 
коя. Это требование выполняется, в частности, если 
положить, что на бесконечном удалении от тела 

f=0. 
Таким образом, для расчета гидродинамических сил 

инерционной природы следует предварительно вычислить 
потенциал скоростей, т . е . решить уравнение Лапласа при 
соответствующих граничных условиях. 

§ 3. Пример использования общей теории 

В качестве примера расчета гидродинамических реак
ций жидкости исследуем силовое взаимодействие бесконеч
но длинного кругового цилиндра с цилиндрическим слоем 
жидкости, ограниченным снарузги жесткой стенкой при по 
ступательном перемещении цилиндра в направлении, нор
мальном к его оси. В рассматриваемый момент времени 
ось цилиндра совпадает с осью цилиндрической стенки. 

Введем цилиндрические координаты х> , ? , Q 
( р и с . 5 . 1 ) . Пусть ось я* совпадает с осью цилиндра.Так 
как изучаемая система является бесконечно длинной, то 
картина течения не зависит от координаты ос . Такое 
течение называется плоским. 
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ïTvcr;. î/=tr0(t) - вектор скорости оси цилиндра, 

легаши Б ПЛОСКОСТИ Ѳ= —— ( рис .5 .1 ) , , ? г -

радиуси нормальных сечений цилиндра и цилиндрической 
стенки . 

Р и с .5.1 
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Задачу расчета гидродинамических сил начнем с опре
деления потенциала скоростей f , соответствующего 
заданному закону движения цилиндра. Решение для <р 
должно удовлетворять уравнению Лапласа 

д*г % дг S дѲ2 ° 

и граничным условиям: 
- на поверхности цилиндра 

dz 
на цилиндрической стенке 

i df 
dt 

(5) 

(б) =0. 

При решении уравнения (4) воспользуемся методом раз
деления переменных (методом Фурье). Согласно этому 
методу представим искомый потенциал Р=СР ( ? , 0 , 
і ) в виде произведения трех функций, каждая из кото

рых зависит лишь от одной переменной г , Ѳ и t і 

f{t,Q,t)=Qb)6(ß)T(t)- (7) 

Подстановка (7) в граничные условия (5) дает 

Q'MS(B)T(t)-<t0sinQ , (8) 

где штрихом обозначена производная по t . Устранив из 

(7) и (З) произведение S(ß)T(t) » найдем 
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Далее, подставим выражение (9) в уравнзние Лапласа 

(4 ) . После сокращения на i/ôsir7 Ѳ / , ) получим 

Ql'+Lq'-^q-o. с ю ) 

Решение однородного обыкновенного уравнения ( i l ) 
представим в виде 

(&г)~ік . ( ï i ) 

Уравнение для к имезт вид 

т . е . 
к = ±І > 

Общее решение для функции Q ' 

« - * , ( - £ « ) • ( и ) 

Постоянную интегрирования сг найдем после подста

новки решения (12) в граничное условие ( б ) : 

Таким образом, 

+1)- (13) 

Используя только что полученный результат, найдем 
из (9) 

f = -<S0SinôZ ' : 
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Из выражения ( 1 4 ) , как частный случай, вытекает р е 
шение для <р , соответствующее движению цилиндра в 
безграничной среде. Для этого следует положить п (14 ) 

. После вычисления получим 
2 

(Т5) 

Скорость частиц жидкости 

- Ш И Ш -
Подстановка ( 14 ) в ( і б ) позволяет сделать вывод о 

том, что скорость V- в любой точке"жидкости прямо 
пропорциональна скорости тела xSQ . Что же касается 

коэффициента пропорциональности, то он является функци
ей координат тела : 

В случае движения цилиндра в безграничной среде 

Давление в жидкости определяется формулой (3 ) .Равно
действующая гидродинамической нагрузки лежит в плос
кости действия вектора скорости t£ . Выражение для 

погонной гидродинамической нагрузки имеет вид 

= -е dec 
—» ô „ 

где е - орт вектора скорости t/0 

Так как Ѳ гг =sin Ѳ и 
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23Г 

ТО 

о 

Z7 / 2 / 

Второй интеграл, как легко проверить, равняется 
нулю. Следовательно, выражение для погонной гидродина
мическое силы имеет вид 

н ^ Ш ^ ^ е . а в ) 
dt 

Подстановка (14) в ( і я ) А ает 

где точка ( • ) означает дифференцирование по зремени^ 

На рис.5 .2 приведен график функции Ç . При ^ 2 ~ ^ ° < > ' > 

т . е . при движении цилиндра в безграничной среде, £ = / j 

при * г / Г / — / ~ -
Таким образом, силовое взаимодействие тела с жид

костью увеличивается по мере уменьшения толщины коль
цевого слоя жидкости. 
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Величина 

имеет размерность массы, отнесенной к единице длины. 
По величине она равна массе жидкости в объеме цилиндра 
единичной длины, умноженной на коэффициент . 

J « 1 1 1 I 1 / 

& з a s & г Q rç/r; 

Рис.5.2 

В безграничной среде величина m просто равна массе 
жидкости, вытесненной цилиндрическим телом,отнесенной 
к единице длины тела. Масса m называется присоединен
ной массой или, в данном случае, точнее, погонной при
соединенной массой тела. 

Таким образом, гидродинамическая реакция идеальной 
жидкости при ее потенциальном безотрывном обтекании 
тела в разбираемом случае равна произведению присоеди
ненной массы /77 на ускорение тела xJ-0 и направлена в 
сторону, противоположную ускорению: 



§ 4. Гидродинамические реакции, действующие 
на тело, движущееся прямолинейно 

£ переменной СКОРОСТЬЮ 

Подход к определению гидродинамических реакций,дей-
ствующих на тела при их неустановившемся движении#в 
жидкости, рассмотренный в предыдущем параграфе,являет
ся общим. Однако часто удобнее поступать иначе, а 
именно - исходить из закона количества движения. 

При неустановившемся движении тела обращение движе
ния не приводит к упрощению задачи, поскольку ускорения, 
а следовательно, и силы, действующие в жидкости в аб 
солютном и обращенном движении, различны. В связи с 
этим задачи, связанные с неустановившимся движением 
тел в жидкости, рассматриваются в системе координат, 
движущейся вместе с телом. Здесь и ниже при обозначе
нии этих координат опускается индекс I . 

Рассмотрим простейший случай прямолинейного движе
ния твердого тела с переменной во времени скоростью. 
Будем считать, что направление движения совпадает с 
осью х . Скорость в произвольной точке жидкости 

* = г,t) . 
На большом расстоянии от тела жидкость находится в 

покое (if—-О).• 
Вычислим кинетическую энергию жидкости, вызванную 

движением тела. Выделим элементарный жидкий объем du/-
с м а с с о й ß d u t • Ег° кинетическая энергия равна 

Кинетическую энергию безграничного объема жидкости 
и/оо , внешнего по отношению к телу, получим интегри
рованием Jçjg 



- Г Р»г j С и ) . 

•** сто 
Согласно фчэінескам соображениям, несобственный ин

теграл (19), распространенный по бесконечному внешнему 
объему, конечеч, ХеЛствителъно, тело конечных размеров 
при конечное времени своего движения, очевидно, мода т. 
сообщить жидкости лишь конечную кинетическую энергию. 

Бели движение жидкости потенциально, то по аналогии 
с результатом, полученным в предыдущем параграфе,можно 
записать 

т . е . отношение скорости в любой точке потока к скорости 
тела является лишь функцией координат точек и не за 
висят от времени: 

Имея это А виду, преобразуем выражение (19): 

ff\x,yj)du/. (20) 

Интеграл в (20) 

имеет размерность массы и называется, как мы уже знаем, 
присоединенной массой,•соответствующей движению тела 
в данном направлении.' Таким образом, 
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Отсюда вытекает следующее определение: присоединен
ной называется такая фиктивная масса жидкости, кинети
ческая энергия которой при ее. движении со скоростью 
тела, равна кинетической энергии окружающей тело жид
кости. Присоединенная масса зависит от формы тела и 
направления его движения, что существенно отличает ее 
от обычной массы. 

Обозначим через Rx проекцию на ось х силы, дей
ствующей со стороны жидкости на тело. Следовательно, 
со стороны тела на жидкость будет действовать сила -

Rx . Для ее определения применим к жидкости закон 
количества движения: изменение количества движения 
частиц жидкости в направлении оси х в течение проме
жутка времени dt(dQx) равно импульсу силы - Rx за 

тот же промежуток времени: 

откуда . 

С другой стороны, для определения силы - Rx может 

быть применен к жидкости закон об изменении кинетиче
ской энергии: изменение кинетической энергии системы 
за промежуток времени dt равно работе приложенных к 
системе сил. 

Обозначив через dx—O-0dt перемещение, тела за 

время dt и учитывая, что работа при перемещении 
тела затрачивается на изменение кинетической энергии 
жидкости, будем иметь 
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откуда 

i dT3fC_ { djKVb/2) (24) 
* "о dt ц, c/zf 

Сопоставление (23) и (24) позволяет сделать вывод 
о том, что проекция количества движения жидкости на 
ось ж равна произведению присоединенной массы, соот
ветствующей движению в заданном направлении, на ско
рость тела ѵ-0 : 

Из выражения (24) следует, что сила воздействия со 
стороны жидкости на тело при ускоренном движении чис
ленно равна присоединенной массе, умноженной на ускоре
ние тела. Эта сила пропорциональна ускорению и в соот
ветствии с известной терминологией теоретической ме
ханики называется инерционной силой. 

В случае прямолинейного движения тела с постоянной 
скоростью ( Ù-Q = 0 ) отсутствует и инерционная гидро
динамическая сила. Поскольку А >0 » знак инерционной 
силы определяется знаком ускорения. При положительном 
ускорении Rx отрицательна, т . е . играет роль силы со
противления. С этим результатом на частном примере мы 
уже познакомились в предыдущем параграфе. Выясним про
исхождение термина "присоединенная масса". 

Составим уравнение движения тела в реальной жидкос
ти для случая поступательного движения тела. Кроме при-

(25) 

либо 

(26) 
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нятых, введем следующие обозначения: М0 - масса т е л а ; 

р - движущая сила (тяга двигателя и д р . ) ; Л Г - сила 
лобового сопротивления при движении в режиме -o-0=const. 

Согласно второму закону Ньютона уравнение движения 
тела в жидкости примет вид 

или 

Мы видим, что влияние жидкости на движущееся в ней 
с ускорением тело приводит как бы к увеличению массы 
тела на величину Л . Ввиду этого величина Д и на
зывается присоединенной массой. Заметим, что подобная 
трактовка применима лишь к простейшим случаям движения. 

В таких, например, случаях, как движение деформируе
мого тела, движение тела, происходящее с резким измене
нием формы погруженного объема, присоединенные массы 
могут зависеть от времени t . Тогда согласно (23) по
лучаем выражение 

. d-U-Q dX 

из которого следует, что в данном случае инерционная 
сила складывается из двух компонентов. Один пропорцио
нален скорости движения, другой - ускорению. 

§ 5. Кинетическая энергия жидкости в обшей, 
случае движения тела. Обобщенные 

присоединенные массы 

В предыдущем параграфе в ходе определения гидро
динамической реакции жидкости было получено выражение 
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для ее кинетической энергии при прямолинейном движении 
тела. Б этом.параграфе рассмотрим кинетическую энергию 
безграничной жидкости в общем случае движения тела. 

Можно показать (см., например, [(7J ) , что энергия 
безграничной жидкости выражается через потенциал ско
рости <р формулой 

где интеграл берется по поверхности тела £ . Здесь 
формула (27) приводится без вывода. Функция <jp должна 
удовлетворять уравнению Лапласа. На бесконечности вне 
тела ^Р-О . На поверхности тела должно выполняться 
условие непротекания через эту поверхность: 

дп 
где < / п Т - нормальная скорость точки поверхности 

тела, df/дп/g - нормальная скорость частиц жидкости, 

прилегающей к нему. Представим <snT в развернутом виде, 

Пусть 
Цг^ох+Т^о^Чж' С К ° Р ° С Т Ь полюса, 

uJ= Tcoj-jcù^tkct>ä - угловая скорость. 

Скорость произвольной точки тела 

V- = if0 + üQX'Z 

где ~ъ=~гсс+£-у+кг ~ радиус-вектор этой точки. 

Нормальная составляющая скорости точки поверхности 
тела 
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+(cûgz-oogg)cos (nfx)+(согх-сох2) cos (nry)+ 

l-(<àx%-oùyx)cos(n,z) . 

После перегруппировки членов, содержащих угловые 
скорости, получим 

дп / 

f tf02cos(fitg)+cûx Уcos (n,z) -zcos(n t 

i-cû^cos (n}x) -xcos (n, z)j + собесов -

-ycos(nfccj\. (20) 

Координаты X , y. , z и косинусы направлящих 
углов в связанной с телом системе координат не зависят 
от времени. Функциями от времени являются лишь проек
ции поступательных и угловых скоростей тела (tt 

Граничное условие на поверхности тела в виде суммы 
шести членов (линейность граничного условия) и линей
ность уравнения Лапласа позволяют искать общее выраже
ние для потенциала также в форме вести слагаемых: 

?=^х?^о^^?з^х%^^?5

+^ж?б 9 (29) 
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где <р. - так называемые единичные потенциалы,удов-
г летворящие уравнению Лапласа А^=0 

и условиям на бесконечности ^ = 0 . 

Продифференцировав <р по нормали, получим 

(30) 
df д%, д% 
дп о х дп 0$ дп 

9% д3і + СО, 

'/2 

'* дп 
Сравнение этого выражения с (28) показывает, что 

единичные потенциалы должны удовлетворять на поверхнос
ти тела граничным условиям: 

д?. > д<Рг , , д% , \ 

ön 

on c 

on 
д^6- ^хссз (n,v)-ucos (n,x) . 

(31) 

дп 'f 
Правая часть равенств (31) не зависит от времени. 

Отсюда следует, что единичные потенциалы в системе 

координат, связанно?; с телом, зависят только от коор
динат. В выражение для <Р функциями времени, не з а 
висящими от координат, являются проекции скорости.Для 
упрощения последующих выкладок целесообразно изменить 
обозначения, вводя обобщенные скорости: 
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Тогда выражение для потенциала f будет 

f - t ^ K ' ( 3 3 ) 

г'=/ 
Установим размерность единичных потенциалов . 

Поскольку V ; W\=£T~' и [о;] = 7-"'', 
из сравнения размерностей левой л право? частей (29) 
устанавливаем, что 

Положим,для примера, что тело движется без вращения 
в направлении оси ас (t^.= с^г = щс==а)^==и>г= О) • 

Находим согласно (29), что 

Отсюда видно, что ^ характеризует возмущение 

жидкости, обусловленное движением тела только в на
правлении оси х . Аналогично единичный потенциал ^ 

характеризует возмущение жидкости, происходящее от 
вращения тела относительно оси JC 

Как следует из (34), чтобы найти единичный потен
циал, нужно в выражении для потенциала скоростей вы
делить член, являющийся множителем при соответствую
щей составляющей скорости тела. 

Перейдем к выражению для кинетической энергии жид
кости. Бзяв ^ в форме (33), определив 

д<р £ . д% 

и подставив эти значения в (27), будем иметь 
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В этой формуле , как не зависящие от координат, 

вынесены на знак интеграла и, кроме того, изменен по
рядок суммирования и интегрирования. 

Введя обозначения 

ѵ - Ь і £ < * . ( 3 6 ) 

s 
придадим выражению для вид 

V j Е Е ( 3 7 ) 

г=1 к-і 
Формула (37) аналогична известной из теоретической 

механики зависимости для кинетической энергии твердого 
тела. Величины называются обобщенными присоединен
ными массами. 

Поскольку Cf. являются функциями только координат, 
обобщенные присоединенные массы согласно (36) не з а 
висят от времени. 

Все присоединенные массы А; можно представить в 

виде матрицы, содержащей 36 членов: 

(38) 
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В курсах теоретической гидромеханики доказывается, 
что в случае безграничной жидкости матрица | сим
метрична относительно главной диагонали 

в силу чего число обобщенных присоединенных масс со
кращается до 21. 

Установим размерность обобщенных присоединенных 
масс. 

1. Присоединенные массы с индексами 
лі = I , 2, 3 и к = I , 2, 3. 

Поскольку 

а 

Таким образом, размерность присоединенных масс 

Так как £ имеет размерность объема, то 

имеет размерность массы. Отметим, что при г=к величи
ны присоединенных масс Л / ; » Л22 » Л ^ в направле
нии соответствующих осей всегда положительны. 

2. Присоединенные массы с индексами 

г = I , 2, 3 ; Х- = 4, 5, б. 
Имеем 
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Аналогично предыдущему устанавливаем 

Таким образок, в рассматриваемом случае присоединен
ные массы имеют размерность статических моментов. 

3. Присоединенные массы с индексами 

і = 4, 5, б ; к = 4, 5, б. 

В этом слѵчае 

Присоединенные массы имеют размерность моментов 
инерции. При і=к величины А^ , A£S , А66 , пред
ставляющие присоединенные моменты инерции относительно 
осей, связанных с телом, положительны. Знаки А^К 

при іф к могут быть различными. 
В практических расчетах пользуются безразмерными 

коэффициентами присоединенных масс у^-д- • 

а ) Для А- с размерностью массы ( г , к = 1,2,3) 

J t k fQ 
где JOQ - масса жидкости в объеме тела Q . 

б) Для À с размерностью статического момента 

( і = I , 2, 3; £ = 4, 5, б) 

/ ^ - = - : ^ % ? (41) 

где - характерный линейный размер. 

в ) Для À£k с размерностью момента инерции (ifk = 4, 
5, 6) 
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В случае присоединенных моментов инерции с одинако
выми индексами (і=к) под £ f обычно понимают радиус 
инерции масс жидкости в объеме тела. Можно показать, 
что у тела с одной плоскостью симметрии число различ
ных обобщенных присоединенных масс сокращается до 12. 
Так, если плоскостью симметрии служит диаметральная 
плоскость , то 

Рассмотрим принцип доказательства равенства (43) на 
примере вычисления 2іі3 • Обозначим через S, и S£ 

(рис.5 .3) верхнюю и нижнюю части поверхности тела ,ко
торые, по предположению, симметричны относительно 
диаметральной плоскости . Используя (Зб) и (31), 
получим 

Г' 

*7+h 

Очевидно, в сходстзенных точках А, и А2 поверхнос
тей S, и S2 единичный потенциал <fl , характеризую
щий возмущение при движении в направлении оси х ,имеет 
одинаковые значения: 
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Из рис. 5.3 cos(n,z)=coS(X для точки At и 

co$(n,2) = cos({JF-A)*-cosd. для точки Ag . 

Рис.5.3 

На основании этого замечаем, что в соответствующих 
точках А, и А2 функция <Pfcos(n ,z) одинакова по 

величине и противоположна по знаку; интегралы от этой 
функции по поверхностям S, и Sz взаимно сократятся. 

Таким образом, 2lf3 = 0. 

У тела, симметричного относительно двух плоскостей 
(например, тела с плоскостями симметрии ху_ и хг) ? 

остается восемь присоединенных масс: 

Л / 1 ̂ 22 •> ^33 » ^44 ) ^55 •> ^66 ? ^26 7 4?5 • 
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Примером тела, симметричного относительно двух плос
костей, может служить оперенная баллистическая ракета. 

Если тело является телом вращения с продольной 
осью X , то вследствие симметрии 

У тела, симметричного относительно трех плоскостей 
симметрии (трехосный эллипсоид), А26=Л35=0 и, 

следовательно, остаются шесть присоединенных масс: 

Если плоскость сСу является плоскостью симметрии 
тела и, кроме того, tt- ѵ-. = xj%-0 (случай продоль-

3 т 5 

ного движения тела) , то выражение для кинетической 
энергии жидкости определяется лишь шестью членами: 

1Л4) 
Для вычисления обобщенных присоединенных масс со

гласно зависимости (36) 

S 
необходимо знать значения единичных потенциалов ^ ? 
характеризующих возмущения, вносимые телом в жидкость 
при поступательных и вращательных движениях. 

В общем случае движения тела произвольной формы 
определение ^ связано с большими трудностями. Рас 
смотрим примеры определения присоединенных масс для 
тел простейшей фермы. 
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Вычислим А„ для кругового цилиндра радиуса t, . 

Решение этой задачи уже было рассмотрено в § 3 (в § 3 
для погонной присоединенной массы было принято обо
значение /77 ) . В отличие от приема, использованного 
ранее, здесь мы при вычислении Ац воспользуемся 
зависимостью (Зб) . 

Потенциал вызванного течения от кругового цилиндра,-

движущегося со скоростью xf=t£3Ci в направлении,харак
теризующемся углом Ѳ = 90° (см. рис .5 .1 ) , выражается 
формулой (15), в которую вместо і/0 следует подставить 

Сравнивая (45) с выражением для единичного потен
циала (34), получим 

1 ? 

Нормальную производную от единичного потенциала, 
учитывая, что направления радиуса и нормали совпадают, 
представим в виде 

д?< эср, _ j 
дп ох t 

На контуре х=?, имеем fl = -z,sinO, dff/dz=cos&. 
Поскольку площадь элемента поверхности кругового 

цилиндра, соответствующего центральному углу сіѳ и 
заключенного между двумя плоскостями, перпендикулярны
ми продольной оси и удаленными на расстояние, равное 
единице, равняется 
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находим для погонной присоединенной массы 

S о 
Таким образом, присоединенная масса цилиндра при 

его двихении в безграничной среде равна массе жидкости 
в объеме цилиндра. Мы пришли к уже известному резуль
тату. Как видно, коэффициент присое дине иней массы ßf„ 
в разбираемом случае равен единице. 

Очевидно, что присоединенная масса кругового цилиндр 
не зависит от направления его поступательного движения 
в плоскости, перпендикулярной продольной оси (плоскость 

г , Ѳ ) . Ясно также, что вращение кругового цилиндра 

относительно оси в невязкой жидкости не. вызывает в о з 
мущения жидкости, т . е . Л^^=0. 

Приведем без вывода данные о коэффициентах присо
единенных масс эллипсоида вращения( JX„ , JH-2z~ßt33i 
JKSS = JKgg ) ' в Функции относительной толщины эллип

соида ê/a . Графики коэффициентов JK для этого слу
чая показаны на рис.5.4. Из них можно видеть, что при 
а/£—-оо , т . е . по мере роста удлинения тела, зна
чения f*22=/Кзз и ß^ss'^se стремятся к едини
це, a f<„ - к нулю. 

Последнее обстоятельство позволяет не учитывать при 
расчете движения тел большого удлинения присоединенную 
массу Л,) . Для приближенного определения присоединен 
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ных масс удлиненных тел в гидродинамике широко исполь
зуется так называемая гипотеза плоских сечений (ГПС). 
Этой гипотезе соответствует модель течения, в которой 
не учитывается растекание жидкости вдоль тела.Векторы 
скорости частиц жидкости в данный момент времени по
лагают лежащими в плоскостях, перпендикулярных оси 
тела. Таким образом, при использовании ГПС пространствен
ная задача гидродинамики сводится к плоской. 

Рис.5.4 

Гидродинамическая реакция жидкости, действующая на 
участок тела протяженностью dx , заключенный между 
двумя сечениями, перпендикулярными продольной оси х 
U paw«ад ГПС определится формулой 

olR = ~ù- (x)m(x)otx у 
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î 

где tf-ipc) - функция, характеризующая закон распре
деления нормальной составляющей ускоре
ний точек на оси т е л а ; 

т(х) - погонная присоединенная масса, являющая
ся функцией осевой координаты х. 

Погонная масса т(х) рассчитывается исходя из реше
ния плоской задачи гидродинамики. Так, для тела враще
ния с радиусом сечения tt = t,(x) 

Это следует из ранее полученного результата для бес
конечно длинного кругового цилиндра. Присоединенная 
масса ЛРР и X . тела вращения 

тела ; 
Q - объем тела. 

Таким образом, в рамках ГПС присоединенная масса 
тела вращения, соответствующая его боковому движению, 
равна массе жидкости в объеме тела и, следовательно, 
в этом случае /н

гг

=/нзз1='* * 0 в е л и ч и н е ошибок, к 
которым приводит применение ГПС при определении присо
единенных масс, можно судить, сравнивая найденные зна
чения ß*s2 и /и33 с точными для эллипсоида вращения 

(рис .5 .4 ) . Как видно, при большом удлинении тела (по
рядка 10) ошибка оказывается равной нескольким процен
там. Она уменьшается с увеличением удлинения эллипсоида. 
Для учета растекания жидкости в продольном направлении 
при определении Л22 можно воспользоваться соотношением 

m(x)=f<P??(x) . 

г д е î ~ ~ а б с п - и с с ы носка и кормового сечения 
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где "22 - присоединенная масса, определенная по 
гипотезе плоских сечений; 

- поправка на растекание, определяемая по 
теоретико-экспериментальной формуле 
Пабста, 

(47) 

где £ - длина тела; 
ß - его ширина. 

Применение ГПС позволяет без труда рассчитать ста 
тические моменты 2іг , Ji и моменты инерции присо
единенных масс À s s , Леб . 

Для тела вращения 

2і26=Х36= I m(x)xdx=pS Xz,(x)c/x '•, 

- 4 •к 

2i5fÀ66= {rrf(x)x2dx =ffr[x%?(x) äx , 

(ад) 

(49.) 

- 4 
Точка на оси тела вращения, относительно которой 

статические моменты присоединенных масс равны нулю, 
называется центром присоединенных масс. В исходной 
системе координат центр присоединенных масс определяет
ся соотношением 
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I 

m(pc)xdoc 
Л 26 
Л (50) 

22 

При проведении практических расчетов гипотеза плос
ких сечений используется и для расчета присоединенных 
масс оперенных тел вращения. 

Присоединенная масса на единицу длины цилиндра с 
выступами (рис.5.5) при движении в направлении, перпен
дикулярном плоскости, в которой лежат выступы, может 
быть вычислена по формуле 

где с - длина выступа, s = с/г, -

+ 

Рис.5 .5 
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При крестокрылой схеме оперения зависимостью (5Т) 
можно пользоваться как при + - образной, так и при 

X - образной схемах (рис .5 . 6 ) . 

Рис.5.6 

§ 6. Уравнешг. неустановившегося движения 
тела в яидкости 

В этом параграфе рассмотрим общий метод составления 
уравнений неустановившегося движения тела в безгранич
ной жидкой среде. Пользуясь принципом Даламбера, при
дадим уравнениям динамики форму уравнений статики.Для 
этого следует к задаваемым внешним силам присоединить 
силы инерции как тела, так (в нашем случае) и жидкости. 

К задаваемой нагрузке помимо тяги двигателя, сил 
веса и Архимеда отнесем силы, обусловленные вихреоб-
разованием и вязкостью (первую группу сил по классифи
кации § I ) , Эти последние силы, как уже отмечалось, 
обычно определяются в аэродинамических трубах и опыто-
вых бассейнах. Эксперименты позволяют установить их 
зависимость от угла атаки, скольжения, угловых и по
ступательных скоростей движения. 
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Задаваемая нагрузка находится в динамическом равно
весии с силами инерционного происхождения. Введем обо
значения: 

R + [А+ - главный вектор и главный момент, задавае-
„ . мых сил; 

jç~7 М~ - главный вектор и главный момент сил инер
ционного происхождения. 

Уравнения метода Даламбера: 
~7 ~ „ (51) 
R++ R-=0 ; 

, А ? + • ( 5 2 ) 

Для вычисления инерционных силы R и момента AI 

воспользуемся законами количества движения и момента 
качества движения. 

Пусть Q , QT - количество движения жидкости и 

тела, К ж , Кт - моменты количества движения. Имеем: 

TT- d - ч (53) 

м-=--а-г7+~к (54) 

В этих формулах производные по времени берутся в 
предположении, что векторы Q и /С вычисляются для 
неподвижной системы координат. Бели же мы берем произ
водные по времени для величин, вычисляемых в подвиж
ной системе координат, связанной с телом, то будем 
пользоваться знаком частной производной d/dt * 

Отложим вектор Q= QM+ QT от начала 0 непод

вижной системы координат. Тогда dG(/dt представляет 
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скорость конца вектора Q , a dQ/dt - очевидно, 
относительная скорость конца вектора, рассматри
вая по отношению к системе координат с началом в точке 

О , оси которой параллельны осям подвижной системы. 
Но абсолютная скорость точки равна геометрической 
сумме относительной скорости и переносной скорости, 

а последней является в данном случае coxQ , ибо под 
переносным движением мы должны понимать вращение систе
мы координат с угловой скоростью cû • 

Таким образом, 

g - j f . s * • 

d~K d(K+~KT) 
При вычислении —т— = дело обстоит не-

dt dt 
сколько сложнее. Вектор /с есть главный момент ко
личества движения жидкости и тела относительно начала 
О неподвижной системы координат. Но когда мы вычис
ляем дКfdt » т о сравниваем значения в два последова
тельных момента времени t vit*dt главных моментов 
количества движения системы относительно двух различных 
точек, а именно относительно начала координат подвиж
ной системы в эти два последовательных момента времени. 
Поэтому dK/dt будет отличаться от 

дК ~ - г 
+ CÙXK 

dt 
еще добавочным членом, а именно - скоростью измене

ния момента К. , взятого около перемещающегося начала 
координат. Как известно, главный момент системы относи-

182 



тельно одной точки равен главному моменту той se систе
мы сил относительно другой точки плюс момент главного 
вектора системы сил, приложенного во второй точке от 
носительно первой точки. Так как радиус-вектор положе
ния начала координат подвижной системы в момент t+ dt 

относительно положения того же начала в момент t есть 

ttclt , то добавочное изменение момента будет 

tfdtxQ » а С К ° Р 0 С Т Ь е г о изменения tFxQ .Мы, 

таким образом, получаем вторую основную формулу: 

dK 

dt ' ~ ' ( 5 б ) 

С учетом зависимостей (55) и (56) выражения (53) и 
(5ч) преобразуются к виду: 

fi~-£-(Q*<)-àx(&$r) > ( 5 7 ) 

*^(ОКУ^<К^ЯУ^<^г>(58) 

Проектируя R~ и М~ на оси координат, связанные 
с телом, получим: 

Q 

g 

g 
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(59) 

Как известно из теоретической механики, проекции 
количества движения и момента количества движения на 
оси координат можно выразить через кинетическую энер
гию Т как производные по соответствующим скоростям: 

ВТ 

дТ 
Q^* QTf - щ '•> 

°>тг* -Щ 7 

к + к - - i L . 

'S 
дТ 

"гГ dite 

(60) 

Кинетическая энергия системы равна сумме кинетиче
ских энергий тела JT и жидкости Тж . Рассмотрим 

случай, когда плоскость х% является плоскостью сим
метрии тела и, кроме того, 

im 



г . е . тело совершает продольное движение. 
Пусть начало связанной системы координат совпадает 

с центром тяжести тела. Кинетическая энергия тела, 
имеющего массу Ма и момент инерции относительно оси 
Е , проходящей через центр тяжести fJg , 

T T - J & A + " O » S w I ) • ( Б І ) 

Кинетическая энергия жидкости определяется вы
ражением (44). Положим, что ось X является осью сим
метрии тела, имеющего большое удлинение. В этом случае 
Af2=À/6=0 и, кроме того, можно принять А„ = О. 
Далее, если при вычислении совместить начало ко
ординат с центром присоединенных масс (точка О1 на 
рис .5 .7) и обозначить через проекцию скорости 

Л 

00 

Рис.5.7 
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точки ö' на ось у1 , параллельную оси у , то в 

выражении для кинетической энергии жидкости сохранятся 
лишь два члена: 

(62) 

где 

Здесь Леб - момент инерции присоединенных масс 

относительно оси г' , проходящей 

через полюс О . При переходе к систе
ме координат ху_ с началом в центре 
тяжести О в выражении (62) следует 
сделать подстановку 

хп - абсцисса центра присоединенных масс. 

В результате подстановки получим 

T-L 
'ж 2 

Здесь вместо <f6 принято обозначение Cûg 

зуя выражения (бО), найдем: 

(63) 

йсполь-

^ КтН^Л66+А224Н+Лг2Х,,^г . J 

Наконец, используя (64), (59), (51), (52) (при 

(64) 
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продольного движения твердого тела в связанной системе 
координат : 

(65) 

+ А 2 2 х № г К • 

При использовании уравнений (65) для анализа про
дольного движания ракеты в воде в процессе подводного 
старта обычно полагают, что величины о-2 и сОг являют
ся мрлыги в том смысле, что можно пренебречь членами 
в уравнениях (65), содержащими квадраты и произведения 
этих величин, т . е . комплексами 

Далее, из третьего уравнения системы (65) следует 
удалить члены À22<s.v2 и Аггхп^и>г , т а к ю к о н и 

соответствуют гидродинамическим реакциям, завися
щим только от линейных и угловых скоростей, которые 
уже учтены в величине заданного момента М*. 

С учетом перечисленных обстоятельств уравнения про
дольного движения ракеты принимают вид: 

(66) 
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Р. уравнениях Сбб) опущены индексы г при и) . 
При интегрировании уравнения (66) следует дополнить 
уравнением кинематической связи 

j=tü, (б?) 

где хТ - угол тангажа ракеты. 

Рис. 5.8 

Рассмотрим составляющие сил и момента , R+ 

и Мг I входящие в правую часть уравнений (66). Угол 

тангажа тТ будем отсчитывать от вертикали (рис .5 .8 ) . 
Введем обозначения: 
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осевая и нормальная составляющие гидро
динамической реакции, обусловленной 
вязісостьго и вихреобразованием; 

/W - момент гидродинамических сил,обуслов
ленных вязкостью и вихреобразованием 
относительно центра тяжести ракеты; 

А - Архимедова'сила ; 

Q -g - вес и длина ракеты; 

р - тяга двигателя ; 

§ - характерная площадь ; 

X - абсцисса центра величины. 
Имеем: 

M+j=-M°-Axnsiniï' . 

Здесь 

0 ? уу сдѵ 2 г< Z 
Р</2 

. Это позволяет в форму

лах ( 6 9 ) заменить г/ 2 на </ . Для с. 
' й 

пользуемся линейными зависимостями: 

7' 
И Т - п о с -

С70) 
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Произведем заменV : 

из й) „, 

Cà СО л , 

Здесь cû= - . - безразмерная угловая скорость. 

Учитывая отмеченные преобразования, получим: 

pqf2S dJW&$f_ 
/?=-с 
У У* 2 

PWS-e CD pqooSf2
 л . 

p +mE, — Ö Ax8sinJ. A), ——/77, - _ 
гі s, 2 *' 2 

(71) 

CL <*> 

§ 7, Расчет коэффициентов cxi . . 

mzi . т г / для тел вращения 

большого удлинения 

Для приближенного определения коэффициентов , 
й> ы. со 

Cg, , т г і , mgl тел вращения большого удлине

ния, имеющих плоский кормовой срез, могут быть исполь-190 



эованы теоретические формулы, полученные в рамках гипо
тезы плоских сечений. При этом делается предположение, 
что вся поверхность тела, за исключением кормового 
среза, обтекается безотрывно потенциальным потоком.На 
кромке кормового среза происходит отрыв стуй жидкости. 
Оторвавшиеся струи ограничивают область, занятую вих
ревым следом (рис .5 .9 ) . 

С i г,е С с 

Рис.5.9 

Введем в рассмотрение оси координат (рис .5 .10) : 

Ofx, - ось т е л а ; 
Qx - неподвижная в пространстве ось, составляющая 

в данный момент времени-малый угол f с 
осью Ofx, * 

Ox - подвижная ось, параллельная оси Ох . 

Начало отсчета 0(0/) совмещено с центром тяжести 

тела. В рассматриваемый момент времени совпадают 
абсциссы точек пространства от и х . Смещение у 
текущей точки на оси тела с абсциссой х от неподвиж
ной оси X складывается из смещения центра тяжести у . т 

и дополнительнее смещения за счет поворота тела xf 
(рис .5 . Ю ) : 

f-fr+ï*- (72) 
Теперь получим выражение для погонной гидродинамиче

ской нагрузки на тело, используя гипотезу плоских сече-
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ний, то есть будем полагать, что отсутствуют перемеще
ния частиц воды в направлении оси х . Если S - пло
щадь поперечного сечения тела, то количество движения 
слоя жидкости единичной толщины, ограниченного плоскос
тями, перпендикулярными оси х , в рамках гипотезы 
плоских сечений определится следующим выражением: 

іХ 4 X 
1 
j 

* 11 
4 

1* 1 

Рис. 5 .10 

X 

О 

Интенсивность нормальной силы, действующей со сторо
ны тела на жидкость в сечении х 
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df „ d fn dy. 
dz dt V dt 

(73) 

Производная d/dt , рассчитываемая при фиксирован
ном значении X , монет быть представлена т а к : 

d Э д dx + ( 7 4 ) 

dt dt ' дх dt dt "x дх 

Производная d/Q£ рассчитывается при фиксированно! 

значенги х ; д/дх - при фиксироранном t * tSx -

составляющая скорости центра тянести тела в направле
нии сек X . 

M 

dt2 * дх dt 2à"* dxdt 

Здесь точкой обозначена полная производная по z f . 
Используя ( 7 2 ) , находим 

д2и 
dt 
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I 

дх 

дх2 

)2, 

- Г * I 

(76) 

где - проекция скорости центра тяаести тела на 
направление нормали к оси х . 

Погонная сила, действующая на тело в направлении, 
перпендикулярном оси х 7 

Л df Г_. dS dS , 

-Sûc^Scôx] . (77; 
Далее положим, что в данный момент времени оси х 

и X, совпадают и, следовательно, ff" = 0. Тогда 

? = A S T % W f 2 S < * * + s * * \ • ( 7 8 ) 

Используя только что полученный результат, рассчиты
ваем нормальную составляющую вектора гидродинамических 
сил Ц и момент гидродинамических сил Mz- -

Положим сначала, что обтекание тела является безот
рывным. Это можно учесть тем, что для концевых сечений 
ракеты (носового и кормового) принять 

b-b'SA-*«-0 * С 7 9 ) 

Имеем 
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Ц= ^dx = pQù^t2fQt^.cûtfc^<^^ dS/âxdx-t 
~t/t -fit 

+fttxoo J dS/дх oc dx -jOQ cû xn • C 8 0 ^ 

В выражении (80) 

PQ=À22\ \ dS/dxax = 0 (в силу условия 
-4 80) , 

\dS/dxxdx=Sx - Sdsc = -Q . 

С учетом только что написанного 

Абсолютное ускорение в направлении оси у. (в непод
вижной системе координат) tS^ может быть выражено 

через проекцию ускорения на связанную с телом ось ù2 , 

угловую скорость со и скорость xSx , для которой, 

как и в предыдущем параграфе, примем обозначение О-, •> 
следующим образом: 

Получим 

Ц~-Л2г<>2-Л2гх„сЬ . 
Вязкость жидкости приводит к отрыву струй от корпу

са в районе кормового среза. Для учета реального харак
тера обтекания следует при выводе выражения для V, 
положить 
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Здесь SK - площадь кормового о ye за . 

Тогда 

Б связанной системе (после перехода к "Поз;'аченкяь 

yr-K^-Ä^w-pS^x/^fS^^cv . (84) 

Присоединяя к силе У, со';таьллющие архимедово» 

силь; V силы веса в направлении оси у , г чязанной с 

телом, составим уравнение движения тела в проекции на 
оту ось: 

М0&2+са</,)= -K27v-2-A„xnd)-pSK цо-г + 

+fiSK€KGüQ; -(A-G)sin & у (85) 

где г? - угол между осью тела и вертикалью. 

Сравним уравнения (85) с уравнением движения тела в 
проекции на ту же ось, выведенным в предыдущем пара
графе, 

(М0+Л2г) 4 +Л22х„сЬ +М0со ts, = 

=-Су/ ' 2

г ч-с^—2 (A-G)szntT • (86) 
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Уравнения (85) и (86) отличаются подчеркнутыми 
членами. Приравнивая их между собой, получим: 

(88) 

Теперь составим выражение для момента гидродинами
ческих сил МЯі . Имеем 

После интегрирования получим 

- ^ y f ^ A ^ y • ( 8 9 ) 

Переход к системе координат, связанной с телом, и 
обозначениям = , <А= <Л, дает / яг г р 

-fS^cüv-rK^^i-pS^, Vz . (90) 

Подставим (90) в уравнение вращательного движения 
тела 

Подстановка дает 

(?г+л66+л224)<ъ+лгг*л «2=-psHSKu>«r (Ä22-fsKeK)w-
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-Ä22xncüO} -AxBsin-â'.. (92) 

В предыдущем параграфе уравнение вращательного дви
жения тела было выведено в виде 

2< 

— +mz> 2 —тг = p + m 2 , о AxgStrtxJ - ч93; 

Уравнения (92) и (93) отличаются подчеркнутыми 
членами. Приравнивая их, получим с учетом, что 

2 
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/77 , для тел вращения большого удлине-
г і 190 ния 

Л и т е р а т у р а *99 
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