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w MONOGRAFII DAETSQ PODROBNYJ ANALIZ TRUDNOSTEJ PRI OPI-

SANII SISTEM OTS^ETA W TEORII OTNOSITELXNOSTI. nA OSNOWANII

O^EWIDNOGO UTWERVDENIQ, ^TO PRI DWIVENII RELQTIWISTSKIVEST-

KOGO TELA W ODNORODNOM SILOWOM POLE BEZ NA^ALXNOJ SKOROSTI NI-

KAKIH DEFORMACIJ I NAPRQVENIJ W TELE NE DOLVNO WOZNIKATX, AW-

TOR PRIHODIT K DOKAZATELXSTWU TOGO, ^TO SWOJSTWA PROSTRANSTWA-

WREMENI DLQ NABL@DATELEJ, DWIVU]IHSQ WMESTE S TELOM, IZME-

NQ@TSQ. pROSTRANSTWO-WREMQ DLQ \TIH NABL@DATELEJ STANOWIT-

SQ RIMANOWYM. iZ WYWEDENNYH W KNIGE URAWNENIJ STRUKTURY

SLEDUET, ^TO NE TOLXKO TEORIQ TQGOTENIQ |JN[TEJNA QWLQETSQ

BAZISOM DLQ PONIMANIQ STRUKTURY PROSTRANSTWENNO-WREMENNYH

SWQZEJ. pREDLAGAEMAQ MONOGRAFIQ UKAZALA I NA DRUGIE PRI^I-

NY WOZNIKNOWENIQ KRIWIZNY PROSTRANSTWA-WREMENI, NE IME@]IE

NIKAKOGO OTNO[ENIQ K OB]EJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (oto).

pOKAZANO, ^TO L@BOE SILOWOE POLE (NAPRIMER, REAKTIWNAQ SILA

DWIGATELQ KOSMI^ESKOGO KORABLQ) MOVET PRIWESTI K ISKRIWLENI@

PROSTRANSTWA-WREMENI.

w KNIGE RASSMATRIWAETSQ NOWOE NAPRAWLENIE ISSLEDOWANIQ SI-

LOWYH POLEJ, NE OBSUVDAW[EESQ W DRUGIH TEORIQH RANEE. nAPRAW-

LENIE OSNOWANO NA SFORMULIROWANNOM AWTOROM POSTULATE \K-

WIWALENTNYH SITUACIJ. wYWODY IZ NOWOGO NAPRAWLENIQ POZ-

WOLILI PERESMOTRETX NEKOTORYE POLOVENIQ KLASSI^ESKOJ TEORII

POLQ, USTRANIW OSNOWNOE PROTIWORE^IE MEVDU PREDPOLOVENIEM O

TO^E^NOSTI \ARQVENNYH ^ASTIC I POLU^A@]EJSQ PRI \TOM IH BES-

KONE^NOJ SOBSTWENNOJ \NERGIEJ. mONOGRAFIQ, PREDPOLAGAET ZNA-

NIE OSNOW SPECIALXNOJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (sto), oto I

KLASSI^ESKOJ TEORII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ.
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pREDNAZNA^ENA DLQ NAU^NYH SOTRUDNIKOW, PREPODAWATELEJ,

ASPIRANTOW I STUDENTOW STAR[IH KURSOW, SPECIALIZIRU@]IHSQ

PO \LEKTRODINAMIKE, MEHANIKE SPLO[NYH SRED, sto, oto I DRU-

GIM SMEVNYM WOPROSAM FIZIKI I MATEMATIKI.
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predislowie

o KRIWIZNE PROSTRANSTWA-WREMENI W SOWREMENNYH FIZI^ESKIH

TEORIQH GOWORQT W TEH SLU^AQH, KOGDA IME@T DELO S TEORIEJ TQGO-

TENIQ |JN[TEJNA. aWTOR PREDLAGAEMOJ KNIGI UKAZAL I NA DRUGIE

PRI^INY WOZNIKNOWENIQ KRIWIZNY PROSTRANSTWA-WREMENI, NIKAK

NE SWQZANNYE S OB]EJ TEORIEJ OTNOSITELXNOSTI (oto).

oSNOWNOJ TRUDNOSTX@ KLASSI^ESKOJ (I KWANTOWOJ) TEORII

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ QWLQETSQ PROTIWORE^IE MEVDU PREDPO-

LOVENIEM O TO^E^NOSTI ZARQVENNYH ^ASTIC I POLU^A@]EJSQ PRI

\TOM IH BESKONE^NOJ SOBSTWENNOJ \NERGIEJ. pOPYTKI USTRANE-

NIQ \TOJ TRUDNOSTI, A TAKVE SDELANNOE dIRAKOM TEORETI^ESKOE

OTKRYTIE POZITRONA I OBRAZOWANIE PAR POD DEJSTWIEM VESTKIH


 - LU^EJ BYLI SWQZANY S RAZWITIEM NELINEJNYH TEORIJ g. mI

(1912 G.), m. bORNA I l. iNFELXDA (1934 G). lINEJNYE TEORII

NE MOGLI OB_QSNITX RASSEQNIE SWETA NA SWETE, IZ NIH SLEDOWALA

BY OBY^NAQ SUPERPOZICIQ POLEJ \LEKTROMAGNITNYH WOLN. oDNA-

KO OSNOWANIQ PERE^ISLENNYH NELINEJNYH TEORIJ BAZIRU@TSQ NA

PROIZWOLXNOM WYBORE LAGRANVIANA I NE OBOSNOWANY \KSPERIMEN-

TOM. oNI MOGUT PRETENDOWATX LI[X NA \WRISTI^ESKOE ZNA^ENIE.

|TO QWLQETSQ GLAWNYM POROKOM DANNYH TEORIJ.

aWTOR NASTOQ]EJ KNIGI QWLQETSQ PERWOPROHODCEM W NOWOM NA-

PRAWLENII ISSLEDOWANIQ SILOWYH POLEJ, NE OBSUVDAW[EMSQ RA-

NEE W NAU^NYH TEORIQH. nAPRAWLENIE OSNOWANO NA SFORMULIRO-

WANNOM IM POSTULATE \KWIWALENTNYH SITUACIJ. w REZULX-

TATE POKAZANO, ^TO ISKRIWLENIE PROSTRANSTWA-WREMENI - \TO NE

PRIWILEGIQ TOLXKO GRAWITACIONNOGO POLQ. wYWODY IZ NOWOGO NA-

PRAWLENIQ USTRANILI GLAWNOE PROTIWORE^IE TEORII POLQ, SWQ-

ZANNOE S TO^E^NOSTX@ ZARQVENNYH ^ASTIC I IH RASHODQ]EJSQ

SOBSTWENNOJ \NERGIEJ. pREDLAGAEMAQ W KNIGE NOWAQ MODELX NE-

LINEJNOJ TEORII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ OSNOWYWAETSQ NA U^E-

TE WZAIMODEJSTWIQ ZARQDOW, SOZDA@]IH POLE, S SOZDANNYM ZARQ-

DAMI POLEM. oDNAKO PREDLAGAEMYJ PODHOD TREBUET WYHODA ZA

RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI. iSHODNYMI URAWNENIQMI

TEORII QWLQ@TSQ URAWNENIQ mAKSWELLA, ZAPISANNYE W ^ETYREH-

MERNOJ FORME, TO^NO TAKIE VE, KAK I URAWNENIQ \LEKTRODINA-

MIKI PRI NALI^II GRAWITACIONNOGO POLQ. oDNAKO \TA SHODST-

WO QWLQETSQ ^ISTO WNE[NIM, POSKOLXKU METRI^ESKIJ TENZOR NE

OPREDELQETSQ IZ RE[ENIJ URAWNENIJ |JN[TEJNA I |JN[TEJNA{

mAKSWELLA I GRAWITACIONNYM WZAIMODEJSTWIEM PRENEBREGAETSQ

PO SRAWNENI@ S \LEKTROMAGNITNYM. wMESTO URAWNENIJ |JN[TEJ-
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NA DLQ NAHOVDENIQ METRIKI ISPOLXZU@TSQ WYWEDENNYE AWTOROM

URAWNENIQ STRUKTURY, USTANAWLIWA@]IE SWQZX MEVDU KINEMATI-

^ESKIMI HARAKTERISTIKAMI SISTEMY OTS^ETA (so), TAKIMI KAK

TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ, TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]E-

NIQ, 4-USKORENIQ S METRI^ESKIM TENZOROM so. fAKTI^ESKI URAW-

NENIQ STRUKTURY - \TO URAWNENIQ SOWMESTNOSTI DLQ SU]ESTWOWA-

NIQ POLQ 4-SKOROSTI PRI ZADANNYH TENZORAH SKOROSTEJ DEFORMA-

CIJ, UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ I WEKTOROW PERWOJ KRIWIZNY MI-

ROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA so. kRIWIZNA PROSTRANSTWA{WREMENI

PRI \TOM NE SWQZYWAETSQ, KAK \TO DELA@T OBY^NO, S RE[ENIQMI

URAWNENIJ |JN[TEJNA PRI RAZNYH TENZORAH \NERGII-IMPULXSA

MATERII.pOLU^ENNYE SISTEMY INTEGRO-DIFFERENCIALXNYH I IN-

TEGRALXNYH URAWNENIJ DLQ PLOTNOSTEJ ZARQDOW I TOKOW DLQ ZA-

RQVENNYH METALLI^ESKIH TEL S U^ETOM WZAIMODEJSTWIQ S POLEM

SWQZANNYH ZARQDOW, POZWOLILI, W PRINCIPE, SOWMESTNO S URAWNENI-

QMI STRUKTURY NAHODITX GEOMETRI@ PROSTRANSTWA-WREMENI WNE

I WNUTRI POLYH ZARQVENNYH OBOLO^EK I PROWODOW. nAJDENNYE

NOWYE PREDPOLAGAEMYE \FFEKTY PRI RAS^ETE \LEKTROMAGNITNYH

POLEJ DOPUSKA@T \KSPERIMENTALXNU@ PROWERKU PRI NASTOQ]EM

UROWNE RAZWITIQ NAUKI I TEHNIKI.

mONOGRAFIQ OHWATYWAET TRIDCATILETNIJ PERIOD ISSLEDOWA-

NIJ AWTORA PO WOPROSAM RELQTIWISTSKIH SISTEM OTS^ETA I SI-

LOWYH POLEJ. ~ASTX WOPROSOW NA[LA SWOE OTRAVENIE W STATXQH,

OPUBLIKOWANNYH W rOSSII I ZA RUBEVOM. bOLX[U@ ^ASTX ISSLE-

DOWANIJ AWTOR PRINCIPIALXNO NE PUBLIKOWAL DO OKON^ATELXNOGO

OSMYSLIWANIQ REZULXTATOW. mONOGRAFIQ WYGODNO OTLI^AETSQ OT

MNOGIH KURSOW PO oto I sto, UKLONQ@]IHSQ OBY^NO OT ANALI-

ZA OSTRYH KORENNYH PROBLEM. oNA PREDSTAWLQET NEPOSREDSTWEN-

NYJ INTERES DLQ SPECIALISTOW, ZANIMA@]IHSQ WOPROSAMI SPECI-

ALXNOJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (sto), oto, \LEKTRODINAMIKOJ,

MEHANIKOJ SPLO[NYH SRED, NEEWKLIDOWYMI GEOMETRIQMI I KOSMO-

NAWTIKOJ.

q DUMA@, ^TO KNIGA WEDU]EGO NAU^NOGO SOTRUDNIKA wSEROS-

SIJSKOGO nAU^NO iSSLEDOWATELXSKOGO iNSTITUTA oPTIKO-fIZI-

^ESKIH iZMERENIJ (wniiofi), DEJSTWITELXNOGO ^LENA nX@-

jORKSKOJ aKADEMII nAUK, ^LENA the Institute of Electrical and

Electronic Engineers (IEEE) s.a. pODOSENOWA DOLVNA ZANQTX DO-

STOJNOE MESTO SREDI KNIG PO RELQTIWISTSKOJ TEORII SISTEM OT-

S^ETA I NELINEJNOJ \LEKTRODINAMIKE.

dEJSTWITELXNYJ ^LEN raen, DF-MN, PROF. w.w. aLEKSEEW
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ot awtora

|TA KNIGA PREDLAGAETSQ DLQ ^ITATELEJ, KOTORYM BYLO BY IN-

TERESNO POZNAKOMITXSQ KAK S ALXTERNATIWNYM PODHODOM K SISTE-

MAM OTS^ETA W TEORII OTNOSITELXNOSTI, TAK I S NEOVIDANNYM WY-

WODOM IZ \TOGO PODHODA, POZWOLQ@]IM PERESMOTRETX NEKOTORYE

POLOVENIQ KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ, USTRANIW OSNOWNOE PROTI-

WORE^IE MEVDU PREDPOLOVENIEM O TO^E^NOSTI \ARQVENNYH ^AS-

TIC I POLU^A@]EJSQ PRI \TOM IH BESKONE^NOJ SOBSTWENNOJ \NER-

GIEJ.

pO SISTEMAM OTS^ETA W OB]EJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (oto)

IZDANA IS^ERPYWA@]AQ MONOGRAFIQ PROF. mgu `.s. wLADIMI-

ROWA [23], W KOTOROJ AWTOR UTWERVDAET, ^TO WOPROS O SISTEMAH

OTS^ETA I IH ROLI W SOWREMENNOJ TEORII GRAWITACII W PRINCI-

PE RE[EN. oDNAKO DAVE W SPECIALXNOJ TEORII OTNOSITELXNOSTI

(sto) SU]ESTWU@T "TEMNYE PQTNA", NA KOTORYE W SOWREMENNOJ

TEORII PREDPO^ITA@T NE OBRA]ATX WNIMANIQ. iMENNO RAZBORU

TRUDNOSTEJ I KONSTRUKTIWNOMU WYHODU IZ NIH I POSWQ]ENA DAN-

NAQ KNIGA. oSNOWNOE DOSTIVENIE KNIGI, NA WZGLQD AWTORA, \TO

SOZDANIE NA OSNOWE, PREDLOVENNOGO AWTOROM POSTULATA \KWIWA-

LENTNYH SITUACIJ, NOWOJ OBLASTI ISSLEDOWANIJ - USTANOWLENIE

SWQZI MEVDU GEOMETRIEJ PROSTRANSTWA-WREMENI I KLASSI^ESKIMI

POLQMI SWQZANNYH STRUKTUR. pROWEDENNYE ISSLEDOWANIQ POKAZA-

LI, ^TO KRIWIZNA PROSTRANSTWA-WREMENI NE QWLQETSQ PREROGATI-

WOJ oto |JN[TEJNA, I L@BYE SILOWYE POLQ MOGUT PRIWODITX K

NEEWKLIDOWYM GEOMETRIQM. nA[LI W KNIGE OTRAVENIE TAKVE WO-

PROSY, PREDSTAWLQ@]IE INTERES DLQ SPECIALISTOW PO PRIKLAD-

NOJ \LEKTRODINAMIKE I RELQTIWISTSKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED.

q ISKRENNE PRIZNATELEN SWOIM KOLLEGAM `. aNDREEWU I m.

fILX^ENKOWU ZA POSTOQNNYJ INTERES K RABOTE I POLEZNYE DIS-

KUSSII.q BLAGODAR@ SWOIH SOTRUDNIKOW IZ LABORATORII "gENERI-

ROWANIQ I IZMERENIQ PARAMETROW \LEKTROMAGNITNYH IMPULXSOW"

wniiofi s. aLXBETKOWA,m. dENISOWA, a. dUBROWINA, s.mILQ-

KOWA, e.mENXKOWU, o.mIHEEWA, w. sABELXNIKOWA, k. sAHAROWA, q.

sWEKISA, w. tURKINA, w. uGOLEWA, s. fROLOWA, t. hARITONOWU ZA

BLAGOVELATELXNOSTX I PODDERVKU I OSOBENNO DIREKTORA wniio-

fi D.T.N. w.s. iWANOWA, ZAW. LAB. PROF. a.a. sOKOLOWA, n.f. sO-

KOLOWU I q.m. sPEKTORA, BEZ AKTIWNOJ POMO]I KOTORYH WYPUSK

KNIGI BYL BY WESXMA PROBLEMATI^EN.

s. pODOSENOW
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wwedenie

BOPROSY INERCIALXNOJ NAWIGACII S U^ETOM RELQTIWISTSKIH

POPRAWOK DLQ RE[ENIQ TREBU@T PRIWLE^ENIQ ANALITI^ESKOGO AP-

PARATA RELQTIWISTSKIH NEINERCIALXNYH SISTEM OTS^ETA (nso).

oDNAKO W RELQTIWISTSKOJ TEORII NE SU]ESTWUET EDINOGO ANALI-

TI^ESKOGO OPREDELENIQ KAK SISTEM OTS^ETA, TAK I PRAWIL, USTA-

NAWLIWA@]IH PEREHOD MEVDU NIMI [1]. dAVE PRI RASSMOTRENII

PROSTEJ[IH nso W SPECIALXNOJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (sto)

TAKIH KAK RAWNOUSKORENNAQ I RAWNOMERNO WRA]A@]AQSQ, PRIHO-

DITSQ STALKIWATXSQ S LOGI^ESKIMI TRUDNOSTQMI, KOTORYM UDELQ-

ETSQ MALO WNIMANIQ W RABOTAH PO SISTEMAM OTS^ETA. oSTANOWIM-

SQ BOLEE PODROBNO NA SUTI WOZNIKA@]IH TRUDNOSTEJ NA PRIMERE

RAWNOUSKORENNOJ nso.

pRINQTO S^ITATX [3], ^TO PEREHOD W VESTKU@ RAWNOUSKOREN-

NU@ nso OSU]ESTWLQETSQ PRI POMO]I IZWESTNOGO PREOBRAZOWA-

NIQ mELLERA. oDNAKO [4], W sto NE MOVET BYTX TAKOJ SITUA-

CII, KOGDA USKORENIE WSEH ^ASTIC SREDY W SOPUTSTWU@]EJ SISTE-

ME OTS^ETA POSTOQNNO I ODINAKOWO I KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ

VESTKAQ W SMYSLE bORNA. aNALIZ PREOBRAZOWANIQ mELLERA POKA-

ZAL, ^TO W BAZISE fERMI{uOLKERA, K KOTOROMU I OTNOSQTSQ POKAZA-

NIQ AKSELEROMETROW [5], USKORENIQ RAZLI^NYH ^ASTIC NE QWLQ@TSQ

ODINAKOWYMI, A WY^ISLQ@TSQ PO FORMULE a(y) = a0=(1 + a0y=c
2),

GDE a0 | USKORENIE ^ASTICY WDOLX OSI y, NAHODQ]EJSQ W NA^A-

LE LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEMY KOORDINAT, c| SKORSTX

SWETA W WAKUUME. tAKIM OBRAZOM, PREOBRAZOWANIE mELLERA NE OPI-

SYWA@T PEREHODA K GLOBALXNO RAWNOUSKORENNOJ nso. kAVDAQ IZ

LAGRANVEWYH ^ASTIC DWIVETSQ S POSTOQNNYM USKORENIEM, NO \TI

USKORENIQ NE RAWNY DRUG DRUGU [2].

aLXTERNATIWOJ PREOBRAZOWANIQ mELLERA QWLQETSQ PREOBRAZO-

WANIE lOGUNOWA [6], OPISYWA@]EE PEREHOD OT INERCIALXNOJ SIS-

TEMY OTS^ETA (iso) K RELQTIWISTSKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso, W

KOTOROJ KAVDAQ IZ LAGRANVEWYH ^ASTIC BAZISA DWIVETSQ S POSTO-

QNNYM USKORENIEM. tAKAQ SISTEMA OTS^ETA MOVET BYTX REALIZO-

WANA PRI RASSMOTRENII ZARQVENNOJ NEWZAIMODEJSTWU@]EJ ODNA

S DRUGOJ ODINAKOWYMI ^ASTICAMI PYLI, DWIVU]EJSQ S NULEWOJ

NA^ALXNOJ SKOROSTX@ W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM POLE. oDNAKO,

ESLI S POMO]X@ STANDARTNOJ PROCEDURY [7] WY^ISLITX TREHMER-

NYJ METRI^ESKIJ TENZOR, ZADANNYJ NA GIPERPOWERHNOSTI ORTO-

GONALXNOJ MIROWYM LINIQM ^ASTIC BAZISA, TO MOVNO UBEDITXSQ,
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^TO "FIZI^ESKOE" PROSTRANSTWENNOE RASSTOQNIE MEVDU SOSEDNI-

MI MIROWYMI LINIQMI BUDET UWELI^IWATXSQ S TE^ENIEM WREMENI.

tAKIM OBRAZOM, GLOBALXNO RAWNOUSKORENNAQ SISTEMA lOGUNOWA NE

QWLQETSQ RELQTIWISTSKI (W SMYSLE bORNA) VESTKOJ.

pOLU^ILI PARADOKSALXNYJ REZULXTAT. oDINAKOWAQ DLQ WSEH

^ASTIC FIZI^ESKAQ SITUACIQ PRIWELA K DWIVENI@ ^ASTIC OTNO-

SITELXNO DRUG DRUGA (SISTEMA lOGUNOWA). dLQ TOGO ^TOBY \TI

^ASTICY BYLI WZAIMNO NEPODWIVNY, NEOBHODIMO K NIM PRIKLA-

DYWATX RAZNYE SILY (SISTEMA mELLERA).

pARADOKSALXNOSTX TAKOJ SITUACII MOVNO RAZOBRATX E]E NA

ODNOM NAGLQDNOM PRIMERE, NE SWQZANNOM S \LEKTRODINAMIKOJ.

pUSTX WDOLX OSI x ODNOWREMENNO STARTU@T DWA ODINAKOWYH

AWTOMOBILQ, SWQZANNYH HRUPKIM NEWESOMYM STERVNEM, KOTORYJ

LOMAETSQ, ESLI W SISTEME OTS^ETA, SWQZANNOJ SO STERVNEM, RAS-

STOQNIE MEVDU AWTOMOBILQMI IZMENQETSQ W TU ILI INU@ STORO-

NU.oKAZYWAETSQ, ^TO STERVENX LOMAETSQ, ESLI NA U^ASTKE RAZGONA

DWIGATELI MA[IN RAZWIWA@T ODINAKOWU@ TQGU (SISTEMA lOGUNO-

WA) I NE LOMAETSQ, ESLI WTOROJ AWTOMOBILX RAZWIWAET BOLX[U@

MO]NOSTX, ^EM PERWYJ (SISTEMA mELLERA).

tAKIM OBRAZOM, W RAMKAH sto NELXZQ POSTROITX LOGI^ESKI

STROJNU@ TEORI@ UPRUGOSTI, OSNOWANNU@ NA OTSUTSTWII W TWER-

DOM TELE DEFORMACIJ I NAPRQVENIJ, ESLI \TO TELO DWIVETSQ SWO-

BODNO W ODNORODNOM SILOWOM POLE. oDINAKOWYE STACIONARNYE FI-

ZI^ESKIE USLOWIQ DLQ KAVDOJ IZ ^ASTIC SREDY PRIWODQT K NESTA-

CIONARNOJ METRIKE.

s MATEMATI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ POLU^ENNYJ REZULXTAT PO-

NQTEN. eSLI IZMERQTX RASSTOQNIE MEVDU SOSEDNIMI MIROWYMI

LINIQMI W GIPERPLOSKOSTI t = const W ISHODNOJ iso, TO EGO PO-

STOQNSTWO W DRUGIH GIPERPOWERHNOSTQH PARALLELXNYH ISHODNOJ

OZNA^AET, ^TO RASSTOQNIE MEVDU \TIMI VE MIROWYMI LINIQMI

W GIPERPOWERHNOSTQH ORTOGONALXNYH \TIM LINIQM, BUDET WOOB-

]E GOWORQ, IZMENQTXSQ. iSKL@^ENIE PREDSTAWLQET SLU^AJ, KOGDA

MIROWYE LINII PARALLELXNYE PRQMYE. dLQ \TOGO SLU^AQ RAWNO-

MERNOGO DWIVENIQ TWERDOGO TELA W OTSUTSTWII SILOWOGO POLQ RAS-

STOQNIE L MEVDU MIROWYMI LINIQMI W GIPERPLOSKOSTI t = const

SWQZANO S RASSTOQNIEM L0 MEVDU MIROWYMI LINIQMI NA ORTO-

GONALXNOJ IM GIPERPOWERHNOSTI PO HORO[O IZWESTNOJ FORMULE

L = L0(1 � (v=c)2)1=2. o^EWIDNO, ^TO ESLI v = const, TO POSTO-

QNSTWO L OBESPE^IWAET POSTOQNSTWO L0, T.E. KLASSI^ESKI VESTKOE

DWIVENIE QWLQETSQ I RELQTIWISTSKI VESTKIM. eSLI VE SKOROSTX
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v = v(t), TO POSTOQNSTWO L NE WLE^ET POSTOQNSTWA L0. uSKOREN-

NOE DWIVENIE KLASSI^ESKI TWERDOGO TELA PRIWODIT K ZAWISQ]IM

OT WREMENI DEFORMACIQM, ESLI \TO TELO RASSMATRIWATX S RELQ-

TIWISTSKIH POZICIJ.

mNOGO WNIMANIQ W LITERATURE UDELQETSQ TAKVE RASSMOTRENI@

WRA]ATELXNOGO DWIVENIQ W TEORII OTNOSITELXNOSTI. pRI RAS-

SMOTRENII WRA]A@]EGOSQ DISKA OBY^NO WYBIRA@T NEPODWIVNU@

SISTEMU OTS^ETA, W KOTOROJ WWODQT CILINDRI^ESKIE KOORDINATY

r0, �0, z0, t0 I PEREHODQT K WRA]A@]EJSQ SISTEME OTS^ETA r, �, z,

t SOGLASNO FORMULAM:

r0 = r; �0 = � + !t; z0 = z; t0 = t;

GDE UGLOWAQ SKOROSTX WRA]ENIQ ! OTNOSITELXNO OSI z S^ITAETSQ

POSTOQNNOJ. hILL [8] ( KAK I RANEE lAU\ [9] ) UKAZALI, ^TO WRA]A-

@]EESQ TELO W \TOM SLU^AE DOLVNO IMETX KONE^NYJ RADIUS, T.K.

SKOROSTX, IZMENQ@]AQSQ PO LINEJNOMU ZAKONU, MOGLA BY W \TOM

SLU^AE PREWYSITX SKOROSTX SWETA c PRI r > c=!. pO \TOJ PRI^INE

hILL PRI[EL K ZAKL@^ENI@, ^TO ZAKON RASPREDELENIQ SKOROSTEJ

S RASSTOQNIEM DOLVEN BYTX NELINEJNYM. s WOZRAVENIQMI PRO-

TIW hILLA WYSTUPIL rOZEN [10], [11], KOTORYJ UKAZAL, ^TO ZAKON

RASPREDELENIQ SKOROSTEJ W ZAWISIMOSTI OT RADIUSA PROTIWORE^IT

KRITERI@ VESTKOGO DWIVENIQ W SMYSLE bORNA, A PO\TOMU \TOT ZA-

KON NE GODITSQ DLQ TWERDOGO TELA, A GODITSQ LI[X DLQ VIDKOSTI.

kRITERIJ VESTKOSTI PO bORNU PRIWODIT K LINEJNOMU ZAKONU RAS-

PREDELENIQ SKOROSTEJ W ZAWISIMOSTI OT RADIUSA. tAKIM OBRAZOM,

W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NE SU]ESTWUET VESTKOJ RAWNOMERNO

WRA]A@]EJSQ SISTEMY OTS^ETA PRIGODNOJ DLQ L@BYH RASSTOQNIJ

OT OSI WRA]ENIQ.

pRI OPREDELENII FIZI^ESKOGO SODERVANIQ PONQTIQ SISTEMY

OTS^ETA SU]ESTWUET W OTLI^IE OT ANALITI^ESKOGO POLNOE EDIN-

STWO WZGLQDOW. pOD SISTEMOJ OTS^ETA PONIMAETSQ LIBO NEKOTOROE

TELO OTS^ETA, LIBO SOWOKUPNOSTX BESKONE^NOGO ^ISLA TEL, ZAPOL-

NQ@]IH PROSTRANSTWO, SNABVENNYH MAS[TABAMI I ^ASAMI. iNAQ

KARTINA IMEET MESTO PRI RASSMOTRENII GEOMETRI^ESKOGO OTOBRA-

VENIQ SISTEMY OTS^ETA I USTANOWLENII PRAWIL PEREHODA MEVDU

RAZLI^NYMI SISTEMAMI. dISKUSSII PO \TIM WOPROSAM PODROBNO

OBSUVDALISX W RABOTAH w.i. rODI^EWA [1], [12{14], W KOTORYH DAN

POLNYJ ANALIZ TRUDNOSTEJ, SWQZANNYH S OPISANIEM SISTEM OTS^E-

TA. w WY[ED[EJ OBZORNOJ RABOTE [15] RABOTY rODI^EWA TRAKTU-

@TSQ KAK PREVDEWREMENNYE, ODNAKO POQWIW[IESQ W ZARUBEVNOJ
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PE^ATI STATXI [16, 17] POKAZYWA@T, ^TO NETRADICIONNYJ PODHOD

K nso POSTEPENNO NA^INAET PRIWLEKATX WNIMANIE. w ^ASTNOS-

TI METRIKA RAWNOUSKORENNOJ nso, PREDLAGAEMAQ W [16, 17], BYLA

NAJDENA AWTOROM NASTOQ]EJ RABOTY (RAZDEL I) NA SEMX LET RANEE

[18].

iZ RAZOBRANNYH PRIMEROW WYTEKAET, ^TO OPISANIE VESTKIH

nso W RAMKAH sto PRIWODIT K LOGI^ESKIM TRUDNOSTQM, KOTO-

RYE, KAK BUDET POKAZANO NIVE, MOVNO PREODOLETX PUTEM WYHODA

ZA RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA{WREMENI. pODOBNYE IDEI WYSKA-

ZYWALISX w.i. rODI^EWYM, NO NE POLU^ILI PRI EGO VIZNI OKON-

^ATELXNOGO ZAWER[ENIQ I PRIZNANIQ.

oDNIM IZ CENTRALXNYH WOPROSOW, RASSMATRIWAEMYH W RABOTE,

QWLQETSQ USTANOWLENIQ PRAWIL PEREHODA OT nso K iso I NAOBO-

ROT. |TIM WOPROSAM W RABOTE UDELQETSQ MNOGO WNIMANIQ.

wSE nso MY PODRAZDELQEM NA 2 KLASSA:

1. nso S ZADANNYM ZAKONOM DWIVENIQ.

2. nso S ZADANNOJ STRUKTUROJ.

nAIBOLEE RASPROSTRANENNYJ SPOSOB PEREHODA OT iso K nso,

WOSHODQ]IJ K RABOTAM |JN[TEJNA [48], SWQZYWAETSQ S PREOBRAZO-

WANIEM KOORDINAT NELINEJNYM OBRAZOM SODERVA]IM WREMQ (T.E S

ZAKONOM DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH lAGRANVA, KO-

TORYJ POLU^AETSQ, NAPRIMER, S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ URAW-

NENIJ DWIVENIQ W PEREMENNYH |JLERA). tAKOJ SPOSOB PEREHODA

W nso I RAZLI^NYE MODIFIKACII NA[LI OTRAVENIE W RABOTAH

zELXMANOWA, iWANICKOJ, mICKEWI^A, wLADIMIROWA I DR. qSNO,

^TO ESLI URAWNENIQ DWIVENIQ BYLI ZADANY W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO, TO NIKAKIMI PREOBRAZOWANIQMI KOORDINAT, KAK SODER-

VA]IMI, TAK I NE SODERVA]IMI WREMQ NELXZQ WYJTI ZA RAMKI

PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI, T.K. NELXZQ POLU^ITX OTLI^NYJ

OT NULQ TENZOR rIMANA-kRISTOFFELQ, ESLI W iso ON OTSUTSTWO-

WAL. nso S TAKIMI SWOJSTWAMI MY OTNOSIM K nso 1-GO KLASSA.

w nso 2-GO KLASSA TREBUETSQ NE TOLXKO ZNANIE ZAKONA DWI-

VENIQ SPLO[NOJ SREDY, NO I ZARANEE ZADA@TSQ SWOJSTWA Co,

OPREDELQEMYE TENZORAMI SKOROSTEJ DEFORMACIJ, TENZORAMI UG-

LOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ

pRI \TOM OKAZYWAETSQ, ^TO PROSTRANSTWO mINKOWSKOGO, NA-

PRIMER, QWLQETSQ "TESNYM", ^TOBY UDOWLETWORITX ODNOWREMENNO

DAVE PROSTEJ[IM TREBOWANIQM: VESTKOSTI (W SMYSLE bORNA) I

RAWNOUSKORENNOSTI.

nAPRIMER, W PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI NEWOZMOVNO
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TWERDOTELXNOE DWIVENIE RAKETY S POSTOQNNYM USKORENIEM. w

SOGLASII S POSTULATOM, ^TO SWOJSTWA PROSTRANSTWA-WREMENI

W KOSMI^ESKOM KORABLE DO I POSLE WKL@^ENIQ DWIGATELEJ DOLV-

NY OSTATXSQ NEIZMENNYMI, MY BUDEM WYNUVDENY KONSTATIRO-

WATX:

A). ~TO PRI RAWNOUSKORENNOM DWIVENII RAKETA LIBO RAS-

SYPLETSQ (POTERQET VESTKOSTX), LIBO RAZNYE ^ASTI RAKETY

DOLVNY DWIGATXSQ S RAZNYM USKORENIEM.

B). eSLI VE PRINQTX, ^TO WSE ^ASTI RAKETY DWIVUTSQ S

ODINAKOWYM USKORENIEM I RAKETA PRI \TOM SOHRANQET VEST-

KOSTX, TO MY S NEOBHODIMOSTX@ DOLVNY WYJTI ZA RAMKI PRO-

STRANSTWA mINKOWSKOGO.

pRI PEREHODE W nso 1-GO KLASSA NEQWNO ISPOLXZUETSQ SLE-

DU@]IJ POSTULAT: wKL@^ENIE SILOWOGO POLQ OSTAWLQET PROS-

TRANSTWO{WREMQ PLOSKIM. mY, W DUHE IDEJ oto, SOMNEWAEMSQ,

^TO \TOT POSTULAT NOSIT UNIWERSALXNYJ HARAKTER I DOPUSKA-

EM, ^TO WKL@^ENIE SILOWOGO POLQ MOVET IZMENITX STRUKTURU

PROSTRANSTWA{WREMENI. pRI \TOM PROSTRANSTWO{WREMQ BUDET

ISKRIWLENNYM TOLXKO DLQ NABL@DATELEJ W nso, KOTORYE ISPY-

TYWA@T DEJSTWIE SIL POLQ I SIL INERCII. nABL@DATELI, OPI-

SYWA@]IE DWIVENIE SREDY, NAHODQSX W iso, NE PODWERVENY DEJ-

STWI@ SIL POLQ I SIL INERCII, I DLQ NIH PROSTRANSTWO{WREMQ

OSTAETSQ PLOSKIM.

t.K. METRIKA nso 2-GO KLASSA { RIMANOWA, TO QSNO, ^TO NIKA-

KIMI KOORDINATNYMI PREOBRAZOWANIQMI, W TOM ^ISLE I SODERVA-

]IMI WREMQ, NELXZQ PEREJTI OT iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO

K nso PROSTRANSTWU rIMANA.

w RABOTE RASSMOTRENO PREOBRAZOWANIE OT nso K KWAZI{iso,

KOTORAQ PREDSTAWLQETSQ W WIDE KONGRUENCII GEODEZI^ESKIH LINIJ

^ASTIC, SWOBODNO PADA@]IH S NULEWOJ NA^ALXNOJ SKOROSTX@ OT-

NOSITELXNO nso. kONGRUENCIQ GEODEZI^ESKIH LINIJ NE QWLQETSQ

VESTKOJ I PROSTRANSTWENNAQ METRIKA SODERVIT W QWNOM WIDE LO-

RENCEWY SOKRA]ENIQ. pO\TOMU WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS:

" pO^EMU PRI PREOBRAZOWANIQH mELLERA I PRI PEREHODAH MEVDU

DWUMQ iso, OTOBRAVAEMYH PREOBRAZOWANIQMI lORENCA, NIKAKIH

LORENCEWYH SOKRA]ENIJ NE PROISHODIT? "

dLQ OTWETA NA \TOT WOPROS, OPISAN NA QZYKE MEHANIKI SPLO[-

NOJ SREDY PEREHOD MEVDU PROIZWOLXNYMI VESTKIMI iso I PO-

LU^ENY PREOBRAZOWANIQ lORENCA OB]EGO WIDA.

rASSMOTRENA GRUPPA KWAZI{iso W ODNORODNOM POLE.
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nso mELLERA POROVDAETSQ NEODNORODNYM SILOWYM POLEM,

NO OSTAWLQET VESTKIM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO KAK KARKAS

nso, TAK I KARKAS iso. rAWNOUSKORENNAQ nso POROVDAETSQ OD-

NORODNYM SILOWYM POLEM I IMEET VESTKIJ KARKAS, ODNAKO KARKAS

KWAZI{iso DEFORMIRUETSQ S TE^ENIEM WREMENI WDOLX NAPRAWLE-

NIQ POLQ I EGO PROSTRANSTWENNO{WREMENNAQ GEOMETRIQ QWLQET-

SQ RIMANOWOJ. wOZNIKAET WOPROS O NAHOVDENII PREOBRAZOWANIJ

MEVDU RAZLI^NYMI KWAZI{iso, DWIVU]IMISQ ODNA OTNOSITELX-

NO DRUGOJ W ZADANNOM SILOWOM POLE, \KWIWALENTNYH PREOBRAZO-

WANI@ lORENCA DLQ iso. pOLU^ENY PREOBRAZOWANIQ, SOHRANQ@-

]IE METRIKU KWAZI{iso FORMINWARIANTNOJ, ^TO OZNA^AET RAW-

NOPRAWNOSTX RASSMOTRENNYH KWAZI{iso. pOLU^EN ZAKON DWIVE-

NIQ DLQ RAZLI^NYH KWAZI{iso, KOTORYJ QWLQETSQ ANALOGOM PRE-

OBRAZOWANIQ lORENCA DLQ iso I PRI RAWNOM NUL@ USKORENII

SOWPADAET S PREOBRAZOWANIQMI lORENCA.

rASSMOTRENY WOPROSY, SWQZANNYE S IZMERENIQMI FIZI^ESKIH

WELI^IN W KWAZI{iso I nso. tAK KAK METRIKA KWAZI{iso W OD-

NORODNOM POLE OKAZALASX RIMANOWOJ, TO PRIHODITSQ STALKIWATX-

SQ S OPREDELENNYMI TRUDNOSTQMI PRI INTERPRETACII IZMERENIJ

KAKIH{LIBO FIZI^ESKIH WELI^IN, WYRAVAEMYH ^EREZ GEOMETRI-

^ESKIE OB_EKTY. w PROSTRANSTWE rIMANA OTSUTSTWUET PONQTIE

RADIUSA{WEKTORA, A WREMENNAQ KOORDINATA NE QWLQETSQ WREMENEM,

KAK \TO IMEET MESTO W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W GALILEEWYH

KOORDINATAH. gALILEEWY KOORDINATY QWLQ@TSQ \TALONNYMI, ^E-

REZ KOTORYE WSEGDA MOVNO WYRAZITX FIZI^ESKIE WELI^INY, ZA-

DANNYE W PROIZWOLXNYH PROSTRANSTWENNO{WREMENNYH KOORDINA-

TAH. tAKAQ WOZMOVNOSTX OBUSLOWLENA TOVDESTWENNYM RAWENST-

WOM NUL@ TENZORA rIMANA{kRISTOFFELQ W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO, ^TO DOPUSKAET SWEDENIE PROIZWOLXNOJ METRIKI K GA-

LILEEWOJ WO WSEJ OBLASTI PROSTRANSTWA{WREMENI. w RIMANOWOM

PROSTRANSTWE TAKOJ OPORNOJ \TALONNOJ METRIKI NE SU]ESTWUET.

iSPOLXZOWANIE TETRADNOGO FORMALIZMA NE SNIMAET WSEH TRUDNOS-

TEJ PRI INTERPRETACII IZMERENIJ. hOTQ TETRADNYE KOMPONENTY

TENZOROW I QWLQ@TSQ "FIZI^ESKIMI", ODNAKO ONI SUTX FUNKCII

PROSTRANSTWENNO{WREMENNYH TO^EK, KOTORYE NE IME@T METRI^ES-

KOGO SMYSLA. tAKIM OBRAZOM, WOZNIKAET WOPROS OB OTYSKANII \TA-

LONNYH "ZATRAWO^NYH" KOORDINAT. oPIRAQSX NA "ZATRAWO^NYE"

KOORDINATY PLOSKOGO PROSTRANSTWA{WREMENI, MY POSTROILI MET-

ROLOGI@ nso W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI, ^TO POZWOLI-

LO WYQSNITX METRI^ESKIJ SMYSL IZMERQEMYH FIZI^ESKIH WELI-

14



^IN.

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRENO RAWNOUSKORENNOE DWIVENIE

KOSMI^ESKOGO KORABLQ S "KOMFORTNYM" USKORENIEM A0 = 10 M=S2.

sOBSTWENNOE WREMQ KOSMONAWTOW � SWQZANO SO WREMENEM NABL@DA-

TELEJ W iso T I WREMENEM KWAZI{iso t SOOTNO[ENIEM

� =
c

a0

s�
1 � exp

�
2(1 � (1 + �2)1=2)

��
=

c

a0
sin(a0t=c);

KOTOROE SILXNO OTLI^AETSQ OT SOBSTWENNOGO WREMENI

�m = (c=a0) ln (� + (1 + �2)1=2)

[7] PRI RASSMOTRENII RAWNOUSKORENNOGO DWIVENIQ W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO DLQ BOLX[IH ZNA^ENIJ � = (A0t=S). rELQTIWISTS-

KIJ \FFEKT SOKRA]ENIQ SOBSTWENNOGO WREMENI ZNA^ITELXNO BOLEE

WYRAVEN, ^EM W sto. nAJDENNAQ FORMULA BOLEE PRIWLEKATELXNA,

^EM W sto, DLQ DALXNIH MEVZWEZDNYH PUTE[ESTWIJ. nAPRIMER,

PRI t ! 1, � = c=a0 = 347:22 SUTOK. |TO OZNA^AET, ^TO ZA

GOD VIZNI KOSMONAWTA, DWIVU]EGOSQ RAWNOUSKORENNO S USKORENI-

EM SWOBODNOGO PADENIQ, PO ^ASAM iso PROJDET BESKONE^NO BOLX-

[OJ PROMEVUTOK WREMENI. iZ PRIWEDENNYH FORMUL SLEDUET, ^TO

PRI t ! 1 W KWAZI{iso PROHODIT WREMQ t = �c=(2a). iZ ZAKO-

NOW DWIVENIQ SLEDUET, ^TO DWIGAQSX S USKORENIEM A0 = 10 M=S2 ZA

WREMQ (PO ^ASAM KOSMONAWTA ) MENX[EE 348 SUTOK MOVNO POPASTX

W L@BU@ UDALENNU@ TO^KU wSELENNOJ, ESLI POSLEDN@@, WOPREKI

RELQTIWISTSKOJ KOSMOLOGII, OTNESTI K PROSTRANSTWU mINKOWSKO-

GO. bLIZKIE REZULXTATY BYLI POLU^ENY W [16], [17], ISPOLXZUQ (BEZ

SSYLKI) METRIKU, POLU^ENNU@ NAMI RANEE [18].

sLEDUET OTMETITX, ^TO HOTQ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO ZA

WREMQ t = c=(2a0) KOSMONAWT PROLETAET BESKONE^NO BOLX[OE RAS-

STOQNIE, ODNAKO OTNOSITELXNO KWAZI{iso DLINA PUTI l OSTAETSQ

KONE^NOJ I WY^ISLQETSQ PO FORMULE

l =
Z t

0

vuut��g11@x
1

@t

@x1

@t

�
dt =

c2

a0
(1� cos(a0t=c)):

pRI t = �S=2A0 POLU^AEM l = c2=a0. fIZI^ESKIJ SMYSL KONE^NOS-

TI RASSTOQNIQ l OTNOSITELXNO KWAZI{iso SWQZAN S PREDSTAWLE-

NIEM METRIKI, U^ITYWA@]EJ LORENCEWO SOKRA]ENIE KWAZI{iso

OTNOSITELXNO nso. nAJDENNYE NAMI \TALONNYE KOORDINATY I

WREMQ, SOWPADA@]IE S GALILEEWYMI KOORDINATAMI I WREMENEM
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PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, POZWOLILI WWESTI W RIMANOWOM PRO-

STRANSTWE PREIMU]ESTWENNU@ SISTEMU KOORDINAT, POSTROITX W

\TOJ SISTEME POLE TETRAD I SFORMULIROWATX PRAWILA PREOBRAZO-

WANIQ GEOMETRI^ESKIH OB_EKTOW OT RAWNOUSKORENNOJ nso K iso.

rASSMOTRENA TAKVE VESTKAQ RAWNOMERNO WRA]A@]EESQ SIS-

TEMA OTS^ETA, REALIZUEMAQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI.

pOLU^ENA SISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ KOMPONENT

METRI^ESKOGO TENZORA. sISTEMA URAWNENIJ RE[AETSQ ^ISLENNO.

rE[ENIE PRIMENIMO DLQ L@BOGO RASSTOQNIQ OT CENTRA.

iZ RASSMOTRENNYH W RABOTE ZADA^ WIDNO, ^TO PROSTEJ[IE

nso MOVNO REALIZOWATX W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI, OD-

NAKO NE ISKL@^ENA WOZMOVNOSTX, ^TO I RIMANOWO PROSTRANSTWO{

WREMQ, KAK I EWKLIDOWO, MOVET OKAZATXSQ "TESNYM", ^TOBY OPI-

SATX SWOJSTWA PROIZWOLXNYH nso.

dAETSQ ODNO IZ PROSTEJ[IH OBOB]ENIJ RIMANOWA PROSTRAN-

STWA, NAZYWAEMOGO PROSTRANSTWOM METRI^ESKOJ SWQZNOSTI [50]. w

\TOM PROSTRANSTWE WYWEDENY URAWNENIQ STRUKTURY, KOTORYE QW-

LQ@TSQ BOLEE OB]IMI, ^EM W RIMANOWOM.

cELX@ PREDLAGAEMOJ RABOTY QWLQETSQ KAK DALXNEJ[EE RAZWI-

TIE NETRADICIONNOGO PODHODA K nso, TAK I MODERNIZACIQ TRA-

DICIONNOGO.

dLQ \TOGO BYL RAZWIT NEGOLONOMNYJ MATEMATI^ESKIJ APPA-

RAT PEREHODA IZ iso K nso 1-GO KLASSA. nEOBHODIMOSTX NEGOLO-

NOMNYH PREOBRAZOWANIJ WYZWANA W OB]EM SLU^AE NESOWPADENIEM

GIPERPOWERHNOSTEJ, ORTOGONALXNYH MIROWYM LINIQM (T.E. "FIZI-

^ESKIH" PROSTRANSTW NABL@DATELEJ), S GIPERPOWERHNOSTQMI OD-

NOWREMENNYH OTNOSITELXNO nso SOBYTIJ. pO\TOMU, NESMOTRQ NA

GOLONOMNOSTX ZAKONA DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY, WOZNIKLI NEGO-

LONOMNYE REPERY, SWQZYWA@]IE SOSEDNIE MIROWYE LINII BAZISA

W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE. oTS@DA WOZNIKNOWENIE OTLI^NOGO

OT NULQ OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI. rAZWITYJ APPARAT, NESMOTRQ NA

WNE[NEE RAZLI^IE, OKAZALSQ PO SU]ESTWU \KWIWALENTNYM TEORII

HRONOMETRI^ESKIH INWARIANTOW zELXMANOWA I MONADNOMU OBOB-

]ENI@ wLADIMIROWA.

rAZRABOTANNYJ MATEMATI^ESKIJ APPARAT DLQ SISTEM 1-GO I

2-GO KLASSA BYL ISPOLXZOWAN DLQ POSTROENIQ \LEKTRODINAMIKI W

nso.

w RABOTE PRIWEDENY PRIMERY RAS^ETA \LEKTROMAGNITNYH PO-

LEJ W RAWNOUSKORENNOJ nso. sFORMULIROWAN KRITERIJ OTSUT-

STWIQ IZLU^ENIQ DWIVU]IMSQ ZARQDOM ILI SISTEMOJ ZARQDOW. pO-
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KAZANO, ^TO ZARQD, SOWER[A@]IJ GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE DO-

STATO^NO DOLGO NE IZLU^AET \LEKTROMAGNITNOJ \NERGII, ^TO SO-

GLASUETSQ S TO^KOJ ZRENIQ m. bORNA, w. pAULI I w. gINZBURGA.

nAJDENNOE NAMI RE[ENIE W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI QW-

LQETSQ ANALOGOM RE[ENIQ m. bORNA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

w OTLI^IE OT RE[ENIQ bORNA NAJDENNOE NAMI RE[ENIE NE IMEET

"GORIZONTA", ZA KOTORYM OBRAZUETSQ WOLNOWAQ ZONA, PO\TOMU IZLU-

^ENIE OTSUTSTWUET WO WSEJ OBLASTI PROSTRANSTWA{WREMENI iso.

w POSTROENNOJ AWTOROM [18] VESTKOJ RAWNOMERNO WRA]A@-

]EJSQ SISTEME OTS^ETA, REALIZUEMOJ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{

WREMENI, DLQ ZARQVENNYH ^ASTIC, "WMOROVENNYH" WO WRA]A@-

]IJSQ DISK, TAKVE WYPOLNQETSQ KRITERIJ OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ.

rE[ENA ZADA^A O RASPROSTRANENII \LEKTROMAGNITNYH WOLN

W RAWNOUSKORENNOJ nso I PROIZWEDENO PREOBRAZOWANIE POLEJ IZ

nso W iso. nA OSNOWANII POLU^ENNOGO RE[ENIQ PROIZWEDEN RAS-

^ET PRODOLXNOGO \FFEKTA dOPPLERA I PROWEDENO SRAWNENIE RE-

ZULXTATOW, POLU^AEMYH PRI RAS^ETE \TOGO VE \FFEKTA S POMO]X@

PREOBRAZOWANIQ mELLERA. sRAWNENIE PRIWODIT K OTLI^NYM DRUG

OT DRUGA REZULXTATAM, I TOLXKO \KSPERIMENT MOVET USTANOWITX

KAKOJ IZ \TIH PODHODOW PRAWOMEREN.

nETRADICIONNYJ PODHOD POZWOLIL RASSMATRIWATX ZADA^I, KO-

TORYE NA PERWYJ WZGLQD NE IME@T NIKAKOGO OTNO[ENIQ K nso,

NO NA SAMOM DELE OKAZALISX S NIMI TESNO SWQZANNYMI.

wOZNIKLA NOWAQ OBLASTX PROBLEM, NAZWANNAQ AWTOROM KAK

"gEOMETRIQ PROSTRANSTWA{WREMENI I KLASSI^ESKIE POLQ SWQZAN-

NYH STRUKTUR". rASSMOTRIM WKRATCE SUTX PROBLEMY.

w KLASSI^ESKOJ \LEKTRODINAMIKE S^ITAETSQ, ^TO POLE POKOQ-

]EGOSQ W iso TO^E^NOGO ZARQDA QWLQETSQ KULONOWYM WNE ZAWISI-

MOSTI OT TOGO QWLQETSQ LI ZARQD SWOBODNYM ILI SUMMA SIL, DEJ-

STWU@]IH NA ZARQD, RAWNA NUL@. nAPRIMER, POLE OT TO^E^NOGO ZA-

RQDA, PODWE[ENNOGO NA NITI MEVDU OBKLADKAMI ZARQVENNOGO KON-

DENSATORA, S^ITAETSQ NEZAWISQ]IM OT NAPRQVENIQ NA OBKLADKAH

I PRINIMAETSQ RAWNYM POL@ OT SWOBODNOGO ZARQDA, T.E. S^ITAETSQ

SFERI^ESKI{SIMMETRI^NYM. s DRUGOJ STORONY POLE OT \TOGO VE

ZARQDA, PODWE[ENNOGO NA NITI MEVDU OBKLADKAMI NEZARQVENNOGO

KONDENSATORA, NO DWIVU]EGOSQ RAWNOUSKORENNO, TAK ^TOBY NATQ-

VENIQ NITEJ W PERWOM I WTOROM SLU^AE BYLI RAWNY, DLQ NABL@-

DATELQ W nso BUDET AKSIALXNO{SIMMETRI^NYM WNE ZAWISIMOSTI

OT TOGO ILI INOGO METODA PEREHODA W nso. iTAK, ODINAKOWAQ FI-

ZI^ESKAQ SITUACIQ, W KOTOROJ NAHODQTSQ ZARQDY (ODINAKOWYE NA-
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TQVENIQ NITI) PRIWODIT K POLQM S RAZNOJ SIMMETRIEJ! zARQD

"ZNAET" O PRI^INE, WYZYWA@]EJ NATQVENIE. nALICO PARADOKS,

KOTORYJ TREBUET RAZRE[ENIQ.

w PREDLAGAEMOJ RABOTE NAJDENO TO^NOE RE[ENIE DLQ POLQ ZA-

RQDA W RAWNOUSKORENNOJ nso, REALIZUEMOE W RIMANOWOM PRO-

STRANSTWE{WREMENI, ^TO POZWOLQET OTYSKIWATX GEOMETRII I PO-

LQ OT ZARQVENNYH PROWODNIKOW PROIZWOLXNOJ FORMY. pRI \TOM

OKAZALOSX, ^TO DLQ TEL, ZARQVENNYH POLOVITELXNO, "RELQTIWIST-

SKIE POPRAWKI" MALY I SPRAWEDLIWA OBY^NAQ \LEKTROSTATIKA W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. iNAQ SITUACIQ WOZNIKAET DLQ PRO-

WODNIKOW, ZARQVENNYH OTRICATELXNO ILI NAHODQ]IHSQ WO WNE[-

NEM \LEKTRI^ESKOM POLE. pRI^INA \TOGO LEVIT W TOM, ^TO ZARQDY

NA POWERHNOSTI PROWODNIKOW ISPYTYWA@T SILY OTRICATELXNOGO

DAWLENIQ SO STORONY SOZDAWAEMOGO IMI POLQ. sILY SO STORONY RE-

[ETKI PREPQTSTWU@T WYLETU \LEKTRONOW S POWERHNOSTI METALLA.

dLQ KAVDOGO IZ \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI PROWODNIKA WOZNI-

KAET SITUACIQ ANALOGI^NAQ IH "RAZME]ENIQM" W NEKOTORYH RAW-

NOUSKORENNYH nso. dLQ KAVDOGO IZ \LEKTRONOW "USKORENIE" BU-

DET O^EWIDNO NORMALXNO POWERHNOSTI I NAPRAWLENO NARUVU PRO-

WODNIKA. rOLX NATQVENIQ NITI, PREPQDSTWU@]EJ "USKORENI@,"

BUDET IGRATX SILA SO STORONY RE[ETKI. wELI^INA "USKORENIQ"

a0 = eE=2m, GDE E | NAPRQVENNOSTX POLQ W DANNOJ TO^KE POWERH-

NOSTI, e | ZARQD \LEKTRONA, m | MASSA \LEKTRONA. kAVDYJ IZ

\LEKTRONOW POWERHNOSTI NAHODITSQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{

WREMENI, NO PROSTRANSTWENNYE TREHMERNYE SE^ENIQ PRI \TOM QW-

LQ@TSQ PLOSKIMI. |TO POZWOLQET NAJTI POTENCIAL OT SISTEMY

ZARQDOW WNE PROWODNIKA, INTEGRIRUQ PO POWERHNOSTI PROWODNIKA

W PLOSKOM PROSTRANSTWE. tEM SAMYM POZWOLQET NAJTI WYRAVENIE

DLQ TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ. uRAWNENIQ \LEKTRODINA-

MIKI SOWMESTNO S POLU^ENNYMI URAWNENIQMI STRUKTURY, SWQZY-

WA@]IMI KINEMATI^ESKIE HARAKTERISTIKI KONTINUUMA S TENZO-

ROM KRIWIZNY, POZWOLQ@T W PRINCIPE, NE OBRA]AQSX K URAWNENI-

QM |JN[TEJNA, NAHODITX GEOMETRI@ PROSTRANSTWA{WREMENI, OBU-

SLOWLENNU@ \LEKTROMAGNITNYM POLEM SWQZANNYH ZARQDOW.

tAKAQ PROGRAMMA BYLA REALIZOWANA AWTOROM PRI RE[ENII

"[KOLXNYH" ZADA^:

1. pOLE ZARQVENNOJ BESKONE^NOJ TONKOJ PLASTINY.

2. pOLE ZARQVENNOGO METALLI^ESKOGO [ARA.

3. pOLE ZARQVENNOJ NITI I BESKONE^NOGO CILINDRA KONE^NOGO

RADIUSA.
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pRI \TOM OKAZALOSX, ^TO POLE ZARQVENNOJ PLASTINY REALIZU-

ETSQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI POSTOQNNOJ KRIWIZNY S

METRIKOJ PODOBNOJ METRIKE POLU^ENNOJ AWTOROM DLQ RAWNOUSKO-

RENNOGO DWIVENIQ.

|NERGIQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ WNUTRI BESKONE^NO DLINNOGO

CILINDRA PERPENDIKULQRNOGO PLOSKOSTI OKAZALASX RAWNOJ \NER-

GII POKOQN \LEKTRONOW, RASPOLOVENNYH NA ZARQVENNOJ POWERH-

NOSTI PLO]ADI S WNUTRI CILINDRA. w \TU \NERGI@ NE WHODIT

WELI^INA ZARQDA Q \LEMENTA PLO]ADI.

|TO OSTAETSQ W SILE I DLQ PLOSKOSTI, ZARQVENNOJ POLOVI-

TELXNO, w \TOM SLU^AE ROLX MASSY (T.K. POZITRONY NE QWLQ@TSQ

USTOJ^IWYMI) IGRAET MASSA ATOMA PROWODNIKA, POTERQW[EGO ODIN

\LEKTRON.

tAKIM OBRAZOM, SOBSTWENNAQ \NERGIQ ZARQDOW NA PLOSKOSTI

OKAZALASX RAWNOJ IH \NERGII POKOQ!

nAJDENO TO^NOE WYRAVENIE DLQ POLQ I GEOMETRII PROSTRAN-

STWA{WREMENI WNE ZARQVENNOGO METALLI^ESKOGO [ARA. l@BOPYT-

NO OTMETITX, ^TO ESLI MEVDU POLNYM ZARQDOM NA [ARE Q I

MASSOJ \TOGO ZARQDA M SU]ESTWUET SOOTNO[ENIE Q2=M 2 = k

I PROBNYMI ZARQDAMI WNE [ARA q S MASSAMI m IMEETSQ ANALO-

GI^NAQ ZAWISIMOSTX (k | GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ, A FORMU-

LY PRIWODQTSQ W SISTEME sgse), TO IZ NA[EGO RE[ENIQ S BOLX-

[OJ STEPENX@ PRIBLIVENIQ WYTEKAET IZWESTNOE TO^NOE RE[ENIE

rAJSNERA{nORDSTREMA, HARAKTERIZU@]EE \LEKTROWAKUUMNOE STA-

TI^ESKOE SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOE SOWMESTNOE RE[ENIE URAWNE-

NIJ |JN[TEJNA I mAKSWELLA DLQ POLQ \LEKTRI^ESKI ZARQVENNOJ

TO^E^NOJ MASSY.

eSLI RADIUS ZARQVENNOGO [ARA USTREMITX K NUL@, TO POLU-

^IM POLE TO^E^NOGO ZARQDA. w RABOTE NAJDENO TO^NOE WYRAVE-

NIE DLQ \NERGII POLQ TO^E^NOGO ZARQDA W , KOTOROE RAWNQETSQ

W = Mc2 . |TO WYRAVENIE USTRANQET IZWESTNU@ GLAWNU@ TRUD-

NOSTX KLASSI^ESKOJ I KWANTOWOJ \LEKTRODINAMIKI, PRIWODQ]EJ K

BESKONE^NOJ SOBSTWENNOJ \NERGII TO^E^NOGO ZARQDA.

tAKIM OBRAZOM NA[ PODHOD DELAET KLASSI^ESKU@ \LEKTRODI-

NAMIKU WNUTRENNE{NEPROTIWORE^IWOJ PRI PEREHODE K L@BYM DO-

STATO^NO MALYM RASSTOQNIQM.

aNALOGI^NAQ SITUACIQ WOZNIKAET I PRI RASSMOTRENII POLQ

ZARQVENNOJ NITI. |NERGIQ POLQ OTRICATELXNO ZARQVENNOJ NITI

NA EDINICU DLINY PRI PLOTNOJ UPAKOWKE ZARQDA OKAZALASX RAWNOJ

NE BESKONE^NOSTI, KAK PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII, A \NERGII
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POKOQ N \LEKTRONNYH MASS, RASPOLOVENNYH NA EDINICE DLINY

NITI.

w RASSMATRIWAEMOJ RABOTE PREDLAGA@TSQ PROSTEJ[IE \KSPE-

RIMENTY , KOTORYE MOGLI BY PODTWERDITX ILI OPROWERGNUTX DAN-

NYJ METOD.nAPRIMER, EMKOSTX ZARQVENNOGO OTRICATELXNO METAL-

LI^ESKOGO [ARA PRI PODA^E K NEMU NAPRQVENIQ (�50Kw) DOLVNA
WOZRASTI NA 0:8%, DLQ [ARA ZARQVENNOGO POLOVITELXNO EMKOSTX

PRAKTI^ESKI NE DOLVNA IZMENITXSQ. tAKOJ VE PREDPOLAGAEMYJ

\FFEKT DOLVEN IMETX MESTO I DLQ EMKOSTI PLOSKOGO KONDENSATO-

RA.

nA OSNOWE VESTKOJ SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOJ nso, BAZISOM

KOTOROJ QWLQETSQ RELQTIWISTSKI VESTKOE TELO, GDE SKOROSTX ZWU-

KA RAWNA SKOROSTI SWETA, A USKORENIE (W TETRADAH) SOOTWETSTWUET

NX@TONOWSKOMU, NAJDENA METRIKA PROSTRANSTWA{WREMENI, KOTO-

RAQ LI[X NEZNA^ITELXNO OTLI^AETSQ OT METRIKI {WARC[ILXDA.

rAS^ET IZWESTNYH \FFEKTOW oto PO NAJDENNOJ METRIKE BLIZOK

K KLASSI^ESKIM. oTLI^IE PROQWLQETSQ LI[X W RAS^ETE SME]E-

NIQ PERICENTRA, KOTORYJ SOSTAWLQET 5/6 OT [WARC[ILXDOWSKO-

GO. iZMENENIE NAPRAWLENIQ LU^A SWETA PRI PROHOVDENII WBLIZI

CENTRALXNOGO TELA SOWPADAET S ]WARC[ILXDOWSKIM. pRI WYWODE

METRIKI URAWNENIQ |JN[TEJNA NE ISPOLXZOWALISX.

eSLI W KA^ESTWE SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOJ nso WYBRATX

VESTKOE TELO W KLASSI^ESKOM SMYSLE \TOGO SLOWA, A ZAKON WSE-

MIRNOGO TQGOTENIQ nX@TONA S^ITATX TO^NYM, TO PROSTRANSTWO{

WREMQ W TAKOJ MODELI OKAVETSQ RIMANOWYM S PLOSKIM PROSTRAN-

STWENNYM SE^ENIEM. pOSLEDNQQ MODELX MENEE TO^NO U^ITYWAET

\FFEKTY oto, DAWAQ DLQ SME]ENIQ PERIGELIQ PLANET WELI^INU

W 3 RAZA MENX[U@, A DLQ OTKLONENIQ SWETA | WELI^INU W 2 RAZA

MENX[U@, ^EM RAS^ET PO METRIKE {WARC[ILXDA.

oTMETIM, ^TO PREDLAGAEMAQ METRIKA NE PRETENDUET NA RE-

WIZI@ oto, A LI[X USTANAWLIWAET BOLEE TESNU@ SWQZX MEV-

DU ZAKONAMI nX@TONA, gUKA, |JN[TEJNA I WYWEDENNYMI AWTO-

ROM URAWNENIQMI STRUKTURY, KOTORYE SWQZYWA@T KINEMATI^ES-

KIE HARAKTERISTIKI KONTINUUMA TAKIE, KAK TENZOR SKOROSTEJ DE-

FORMACIJ, TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ, I WEKTORY PER-

WOJ KRIWIZNY MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY S TENZOROM KRIWIZ-

NY PROSTRANSTWA{WREMENI. pRI \TOM GEOMETRIQ PROSTRANSTWA{

WREMENI NE TREBUET W OB]EM WIDE SWQZI S URAWNENIQMI |JN[TEJ-

NA.

hOTQ POSTROENNAQ TEORIQ RELQTIWISTSKOJ VESTKOJ RAWNOUSKO-
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RENNOJ nso I REALIZUETSQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE POSTOQN-

NOJ KRIWIZNY, ONA NE SWQZANA NEPOSREDSTWENNO oto. pODHOD PRI

POSTROENII nso BAZIROWALSQ NA O^EWIDNOM TREBOWANII OTSUT-

STWIQ DEFORMACIJ I NAPRQVENIJ W TWERDOM TELE PRI EGO POSTU-

PATELXNOM DWIVENII W ODNORODNOM SILOWOM POLE.

oDNAKO NALI^IE KRIWIZNY PROSTRANSTWA{WREMENI STIMULIRU-

ET K POISKU SWQZI ( ESLI \TO WOZMOVNO ) S URAWNENIQMI |JN[TEJ-

NA. mETRIKA NAJDENNOJ nso SRAWNIWAETSQ S POLU^ENNYM AWTO-

ROM TO^NYM RE[ENIEM SISTEMY URAWNENIJ |JN[TEJNA{mAKSWEL-

LA, GDE W KA^ESTWE ISTO^NIKA W URAWNENIQH |JN[TEJNA S "KOSMO-

LOGI^ESKOJ POSTOQNNOJ" ISPOLXZUETSQ TENZOR \NERGII{IMPULXSA

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ. rOLX "KOSMOLOGI^ESKOJ POSTOQNNOJ"

PRI \TOM WYPOLNQET WELI^INA � = a0
2=(2c4), GDE a0 | USKORE-

NIE, c | SKOROSTX SWETA. nAJDENNOE RE[ENIE OPISYWAET nso,

PREDSTAWLQ@]U@ SOBOJ NEWZAIMODEJSTWU@]U@ PYLX, NAHODQ]U-

@SQ W RAWNOWESII W "PARALLELXNYH" ODNORODNYH \LEKTRI^ESKOM

I GRAWITACIONNOM POLQH. l@BOPYTNO, ^TO MEVDU MASSAMI m I

ZARQDAMI e DOLVNA SU]ESTWOWATX ZAWISIMOSTX e2=m2 = 2k, SO-

GLASNO KOTOROJ ^ASTICY, OBLADA@]IE ZARQDOM PROTONA, DOLVNY

IMETX MASSU PORQDKA 10�6g , ^TO W 21=2 MENX[E, ^EM U STABILXNYH

\LEMENTARNYH ^ERNYH DYR "MAKSIMONOW" [21].

oDIN IZ RAZDELOW POSWQ]EN WOPROSAM METROLOGII W SFERI^ES-

KI{SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE, RASSMOTRENNOJ WKRATCE

AWTOROM W [59].cENTRALXNOMU SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOMU GRAWI-

TACIONNOMU POL@ W PUSTOTE, OPREDELQEMOMU IZ URAWNENIJ |JN-

[TEJNA, UDALOSX SOPOSTAWITX NEKOTOROE \KWIWALENTNOE SILOWOE

POLE W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO I OTOBRAZITX DWIVENIE PO GEO-

DEZI^ESKIM LINIQM ^ASTIC BAZISA lEMETRA W PROSTRANSTWE |JN-

[TEJNA NA DWIVENIE \TOGO BAZISA PO MIROWYM LINIQM W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. nAJDENO WYRAVENIE DLQ NAPRQVENNOSTI

POLQ, W KOTOROM DWIVETSQ \TOT BAZIS, I POLU^ENO WYRAVENIE DLQ

\NERGII POLQ. nE WYHODQ ZA RAMKI oto, NAJDENA PREIMU]EST-

WENNAQ SISTEMA KOORDINAT, KOORDINATY I WREMQ KOTOROJ SOWPALI

S KOORDINATAMI I WREMENEM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. oKAZA-

LOSX, ^TO RADIALXNAQ KOORDINATA {WARC[ILXDA r \KWIWALENTNA

WELI^INE RADIUSA WEKTORA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, A WRE-

MENNAQ KOORDINATA {WARC[ILXDA t NE SOWPADAET SO WREMENEM

PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO T . oTS@DA NA[EL OB_QSNENIE IZWEST-

NYJ PARADOKS oto, SOGLASNO KOTOROMU "KOORDINATNAQ" SKOROSTX

^ASTIC BAZISA lEMETRA STREMITSQ K NUL@ PRI PRIBLIVENII K
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GRAWITACIONNOMU RADIUSU, W TO WREMQ KAK SILA, DEJSTWU@]AQ NA

^ASTICY PRI \TOM (S TO^KI ZRENIQ oto) STREMITSQ K BESKONE^-

NOSTI.

nA OSNOWE NAJDENNYH FORMUL PREDSKAZAN SLEDU@]IJ \FFEKT:

SKOROSTX SWETA, ISPUSKAEMOGO S POWERHNOSTI ZEMLI PERPEN-

DIKULQRNO POWERHNOSTI, DOLVNA BYTX MENX[E SKOROSTI SWETA,

PADA@]EGO IZ BESKONE^NOSTI PERPENDIKULQRNO POWERHNOSTI NA

11.2 KM/SEK.

rASSMOTRENO OTOBRAVENIE NA PROSTRANSTWO mINKOWSKOGO IZ-

WESTNOGO RE[ENIQ tOLMANA, IZ KOTOROGO W ^ASTNOSTI WYTEKAET,

^TO PRI PLOTNOSTI WE]ESTWA BLIZKOJ K KRITI^ESKOJ, wSELENNAQ

PO ^ASAM "MODELI" IMEET ZNA^ITELXNO BOLX[IJ "WOZRAST", ^EM PO

^ASAM "ORIGINALA". iZWESTNO, ^TO PONQTIE "RASSTOQNIQ" W KOS-

MOLOGII NE IMEET ODNOZNA^NOGO SMYSLA I NE IMEETSQ NI ODNO-

GO "RASSTOQNIQ", KOTOROE MOVNO BYLO BY NAZWATX "PRAWILXNYM"

[49]. pREDLAGAEMYJ W RABOTE METOD POZWOLQET S^ITATX "PRAWILX-

NYMI" EWKLIDOWY RASSTOQNIQ DLQ ZAKRYTOJ I OTKRYTOJ MODE-

LEJ. iSSLEDOWANIQ POKAZALI, ^TO SWQZX MEVDU oto, sto I ZAKO-

NOM WSEMIRNOGO TQGOTENIQ nX@TONA OKAZALOSX BOLEE TESNOJ, ^EM

OBY^NO PREDPOLAGAETSQ.

tAKIM OBRAZOM, NASTOQ]AQ RABOTA QWLQETSQ S ODNOJ STORONY

POPYTKOJ RAZWITIQ NETRADICIONNOGO PODHODA K nso, A S DRU-

GOJ STORONY NA BAZE nso WOZNIKLA SOWER[ENNO NOWAQ OBLASTX

PROBLEM, KOTORAQ PRIWODIT K PERESMOTRU NEKOTORYH POLOVENIJ

KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ. w SOGLASII S WY[E IZLOVENNYM, DA-

VE PROSTEJ[IE \LEKTROSTATI^ESKIE POLQ ISKRIWLQ@T GEOMETRI@

PROSTRANSTWA{WREMENI.

pREDLAGAEMAQ RABOTA QWLQETSQ POPYTKOJ USTANOWLENIQ SWQZEJ

MEVDU GEOMETRIEJ PROSTRANSTWA{WREMENI I KLASSI^ESKIMI POLQ-

MI SWQZANNYH STRUKTUR.
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gLAWA 1

nso C zadannoj strukturoj

iZLOVENIE MATERIALA NA^NEM S RASSMOTRENIQ so S NETRADICI-

ONNYH POZICIJ, AKCENTIRUQ OSNOWNOE WNIMANIE NA PRI^INE WOZ-

NIKNOWENIQ KRIWIZNY PROSTRANSTWA-WREMENI nso.

1. uRAWNENIQ STRUKTURY nso

oBY^NO PRI OPISANII SWOJSTW PROIZWOLXNYH DEFORMIRUEMYH

SISTEM OTS^ETA W WIDE SPLO[NOJ SREDY S^ITAETSQ ZADANNYM LIBO

POLE 4-SKOROSTEJ ( TO^KA ZRENIQ |JLERA ), LIBO ZAKON DWIVENIQ

SPLO[NOJ SREDY, USTANAWLIWA@]IJ SWQZX MEVDU PEREMENNYMI

|JLERA I lAGRANVA. pROSTRANSTWO - WREMQ S^ITAETSQ LIBO PLOS-

KIM - W SLU^AE sto, LIBO RIMANOWYM - W SLU^AE OB]EJ TEORII

OTNOSITELXNOSTI (oto ). eSLI GRAWITACIONNYM WZAIMODEJSTWI-

EM MEVDU ^ASTICAMI MOVNO PRENEBRE^X, A WNE[NQQ SILA, DEJ-

STWU@]AQ NA TELO, NE QWLQETSQ GRAWITACIONNOJ, TO DLQ OPISA-

NIQ DWIVENIQ TELA PRIMENQETSQ RELQTIWISTSKAQ MEHANIKA sto.

iNYMI SLOWAMI, PRINQTO S^ITATX, ^TO L@BYE WNE[NIE NEGRAWI-

TACIONNYE POLQ NE ISKRIWLQ@T PROSTRANSTWA - WREMENI nso,

OSTAWLQQ EE PROSTRANSTWENNO - WREMENNU@ GEOMETRI@ PLOSKOJ.

iSKRIWLQ@TSQ, BYTX MOVET, TOLXKO " PROSTRANSTWENNYE SE^ENIQ

", GEOMETRIQ KOTORYH W OB]EM SLU^AE PERESTAET BYTX EWKLIDO-

WOJ. tAKAQ TO^KA ZRENIQ QWLQETSQ NAIBOLEE RASPROSTRANENNOJ W

NAU^NOJ LITERATURE PO TEORII OTNOSITELXNOSTI I RAZDELQETSQ

BOLX[INSTWOM ISSLEDOWATELEJ.

nESKOLXKO W STORONE OT STANDARTNOJ TRAKTOWKI STOQT UKAZAN-

NYE WO WWEDENII RABOTY w.i. rODI^EWA I RABOTA a.a. wLASOWA

[19]. w [19], RASSMATRIWAQ TEORI@ ROSTA KRISTALLI^ESKIH, PLAZ-

MENNYH I BIOLOGI^ESKIH STRUKTUR S SOHRANENIEM IH PODOBIQ, AW-

TOR PRI[EL K REZULXTATU, ^TO ROST TAKIH STRUKTUR WOZMOVEN W

NEEWKLIDOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI.

nA[ PODHOD BAZIRUETSQ NA RAZWITII I MODERNIZACII IDEJ rO-

DI^EWA I wLASOWA I SOSTOIT W SLEDU@]EM:

pUSTX W PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI mINKOWSKOGO S SIG-

NATUROJ (+���) POKOITSQ SPLO[NAQ SREDA. w NEKOTORYJ MOMENT
WREMENI t = t0 WKL@^AETSQ SILOWOE POLE L@BOJ PRIRODY (KROME
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GRAWITACIONNOGO) I SPLO[NAQ SREDA PRIHODIT W DWIVENIE. kAKO-

WY BUDUT SWOJSTWA PROSTRANSTWA - WREMENI POSLE WKL@^ENIQ SI-

LOWOGO POLQ? sOGLASNO ORTODOKSALXNOJ TRAKTOWKE SWOJSTWA PRO-

STRANSTWA - WREMENI OSTANUTSQ NEIZMENNYMI [48].

nA[ OTWET NA \TOT WOPROS BUDET NE STOLX KATEGORI^EN I ZA-

WISIT OT MESTONAHOVDENIQ NABL@DATELQ. eSLI NABL@DATELX RAS-

SMATRIWAET DWIVENIE SREDY IZ iso, TO DLQ NEGO SWOJSTWA PRO-

STRANSTWA - WREMENI OSTANUTSQ NEIZMENNYMI. dLQ NABL@DATELQ,

SWQZANNOGO S DWIVU]EJSQ SREDOJ, T.E. NAHODQ]EGOSQ W nso, SWOJ-

STWA PROSTRANSTWA - WREMENI MOGUT W OB]EM SLU^AE IZMENQTXSQ .

mY DOPUSKAEM, ^TO WKL@^ENIE SILOWOGO POLQ DLQ NABL@DATELQ W

nso MOVET IZMENITX SWOJSTWO PROSTRANSTWA - WREMENI, PREWRA-

TIW EGO W ISKRIWLENNOE W PREDELAH MIROWOJ TRUBKI.

iTAK, DLQ NABL@DATELQ IZ nso POSLE WKL@^ENIQ SILOWOGO

POLQ SPLO[NAQ SREDA BUDET DWIGATXSQ W NEKOTOROM PROSTRANSTWE

- WREMENI, STRUKTURU KOTOROGO MY HOTIM OPREDELITX PO ZADAN-

NOJ STRUKTURE SILOWOGO POLQ, A TAKVE PO TAKIM HARAKTERISTIKAM

KONTINUUMA KAK TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ ���, TENZOR UGLO-

WOJ SKOROSTI WRA]ENIQ , 
�� WEKTORAM PERWOJ KRIWIZNY MIROWYH

LINIJ ^ASTIC SREDY F� .

pEREHODIM K MATEMATI^ESKOJ POSTANOWKE ZADA^I. dLQ DWIVU-

]EJSQ SPLO[NOJ SREDY W ^ETYREHMERNOM PROSTRANSTWE - WREMENI

S SIGNATUROJ (+ ���) SPRAWEDLIWO RAZLOVENIE

r�V� = ��� + 
�� + V�F�; (1:1)

GDE V� - POLE 4 - SKOROSTI, UDOWLETWORQ@]EE USLOWI@ NORMIROWKI

g��V
�V � = 1; (1:2)

g�� - METRI^ESKIJ TENZOR W SISTEME OTS^ETA |JLERA,

��� = r(�V�) � V(�F�); (1:3)


�� = r[�V�] � V[�F�]; (1:4)

F� = V �r�V�: (1:5)

kRUGLYE SKOBKI, OKRUVA@]IE INDEKSY, SLUVAT ZNAKOM SIM-

METRIROWANIQ, A KWADRATNYE - ZNAKOM ALXTERNIROWANIQ. gRE^ES-

KIE INDEKSY MOGUT PRINIMATX ZNA^ENIQ OT NULQ DO TREH, LATIN-

SKIE OT EDINICY DO TREH.

rAZLOVENIE (1.1) MOVNO TRAKTOWATX S DWUH TO^EK ZRENIQ :
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1. s^ITATX, ^TO POLE 4 - SKOROSTI V� IZWESTNO, NAPRIMER, W

REZULXTATE INTEGRIROWANIQ RELQTIWISTSKOGO URAWNENIQ |JLERA

ILI nAWXE - sTOKSA PRI ZADANNOJ PLOSKOJ METRIKE. w \TOM SLU-

^AE HARAKTERISTIKI KONTINUUMA ���, 
��, F� MOGUT BYTX POLU-

^ENY PO FORMULAM (1.3-1.5), A RAZLOVENIE (1.1) WYSTUPAET KAK

MATEMATI^ESKOE TOVDESTWO.

2. s^ITATX ZADANNYMI FUNKCIQMI ���, 
��, F�. w \TOM SLU-

^AE RAZLOVENIE (1.1) PREWRA]AETSQ W SISTEMU DIFFERENCIALX-

NYH URAWNENIJ OTNOSITELXNO V� I g��. tAK KAK ^ISLO URAWNENIJ

SISTEMY (1.1) I (1.2) PREWOSHODIT ^ISLO NEIZWESTNYH FUNKCIJ,

TO TO DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI. uSLOWIEM

INTEGRIRUEMOSTI DLQ KOMPONENT 4 - SKOROSTEJ BUDET SOOTNO[ENIE

@2V�
@x�@x�

=
@2V�
@x�@x�

: (1:6)

dLQ NAHOVDENIQ SWQZI MEVDU GEOMETRI^ESKIMI I KINEMATI^ES-

KIMI HARAKTERISTIKAMI KONTINUUMA WY^ISLIM W QWNOM WIDE WY-

RAVENIE

2r[�r�]V� = 2@[�@�]V� +

 
@����
@x�

� @����
@x�

+ �����
�
�� � �����

�
��

!
V�;

IZ KOTOROGO SLEDUET c U^ETOM (1.1-1.6), ^TO

R�
��;�V� = 2r[���]� + 2r[�
�]� + 2r[�(V�]F�): (1:7)

iNTEGRIROWANIE SISTEMY (1.1), (1.7), GDE R�
��;� - TENZOR KRI-

WIZNY, WYRAVAEMYJ ^EREZ METRI^ESKIJ TENZOR OBY^NYM OBRA-

ZOM, DAET RE[ENIE ZADA^I O GEOMETRII PROSTRANSTWA - WREMENI,

W KOTOROJ REALIZUETSQ nso S ZADANNOJ STRUKTUROJ. uRAWNENIQ

(1.7) NAZOWEM URAWNENIQMI STRUKTURY nso [18].

2. rELQTIWISTSKAQ VESTKAQ RAWNOUSKORENNAQ nso

w KA^ESTWE nso W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE nX@TONA ^ASTO IS-

POLXZU@TSQ RAWNOUSKORENNYE SISTEMY OTS^ETA. rASSMOTRIM TA-

KIE SISTEMY S RELQTIWISTSKIH POZICIJ.

oPISANIE VESTKIH RAWNOUSKORENNYH nso W KLASSI^ESKOJ ME-

HANIKE NE WYZYWAET NIKAKIH ZATRUDNENIJ. pOLE SKOROSTEJ va TA-

KOJ SISTEMY MOVNO OPREDELITX IZ URAWNENIJ W DEKARTOWYH KOOR-

DINATAH

@va
@xb

+
@vb
@xa

= 0
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@va
@xb

� @vb
@xa

= 0

dva
dt

=
@va
@t

+ vb
@va
@xb

= aa = const: (2:1)

pERWOE URAWNENIE (2.1) OZNA^AET RAWENSTWO NUL@ TENZORA SKO-

ROSTEJ DEFORMACIJ, T.E. SOOTWETSTWUETVESTKOMU DWIVENI@. wTO-

ROE OTRAVAET OTSUTSTWIE WRA]ENIJ, T.E. RAWENSTWO NUL@ TENZORA

UGLOWOJ SKOROSTI, A TRETXE OTRAVAET POSTOQNSTWO USKORENIQ. rE-

[ENIE (2.1) IMEET WID

va = aat+ v0a; (2:2)

GDE v0a - NA^ALXNAQ SKOROSTX. eSLI USKORENIE POSTOQNNO PO NA-

PRAWLENI@, A PO WELI^INE ZAWISIT OT WREMENI, TO RE[ENIE (2.1)

POLU^AETSQ W FORME

va =
Z t
0
aa(� )d � + v0a: (2:3)

iTAK, KLASSI^ESKAQ NX@TONOWA MEHANIKA DOPUSKAET POSTUPA-

TELXNOE TWERDOTELXNOE DWIVENIE S PROIZWOLXNYM ZAWISQ]IM OT

WREMENI USKORENIEM. eSLI TWERDOE TELO POMESTITX W ODNORODNOE

PEREMENNOE SILOWOE POLE, TO W PROCESSE EGO DWIVENIQ NIKAKIH

DEFORMACIJ ( A, SLEDOWATELXNO, I NAPRQVENIJ) NE WOZNIKAET. nE-

WZAIMODEJSTWU@]IE DRUG S DRUGOM ODINAKOWYE ^ASTICY PYLI,

POME]ENNYE W TAKOE POLE, PRI RAWNYH NA^ALXNYH SKOROSTQH DWI-

VUTSQ TAK VE, KAK I TWERDOE TELO.

~TOBY OBOB]ITX KLASSI^ESKU@ KONCEPCI@ VESTKOGO DWIVE-

NIQ, bORN WWEL OPREDELENIE, SOGLASU@]EESQ SO sto I oto.

sOGLASNO \TOMU OPREDELENI@, DWIVENIE KONTINUUMA NAZYWAET-

SQ VESTKIM (W SMYSLE bORNA), ESLI DLQ L@BOJ PARY ^ASTIC TE-

LA ORTOGONALXNYJ INTERWAL MEVDU SOOTWETSTWU@]IMI PARAMI

MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY OSTAETSQ POSTOQNNYM W TE^ENIE

DWIVENIQ. pRI \TOM, ORTOGONALXNYJ INTERWAL ESTX RASSTOQNIE

MEVDU DWUMQ MIROWYMI LINIQMI ^ASTIC, IZMERENNOE WDOLX BES-

KONE^NO MALOJ GIPERPOWERHNOSTI, ORTOGONALXNOJ K OBEIM MIRO-

WYM LINIQM ^ASTIC. rAZNICA MEVDU KLASSI^ESKIM I RELQTIWIST-

SKIM USLOWIQMI VESTKOSTI SOSTOIT W WYBORE PROSTRANSTWENNYH

GIPERPOWERHNOSTEJ, WDOLX KOTORYH IZMERQ@TSQ RASSTOQNIQ MEV-

DU MIROWYMI LINIQMI ^ASTIC TELA. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOT-

RENII W KA^ESTWE GIPERPOWERHNOSTEJ WYSTUPA@T GIPERPLOSKOSTI
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ODNOWREMENNYH SOBYTIJ. nEDOSTATKOM KLASSI^ESKOGO RASSMOTRE-

NIQ VESTKOSTI QWLQETSQ NEKOWARIANTNOSTX \TOGO USLOWIQ OTNOSI-

TELXNO PREOBRAZOWANIJ lORENCA, SWQZYWA@]EGO RAZLI^NYE iso

DRUG S DRUGOM. o^EWIDNO, ^TO GIPERPLOSKOSTI ODNOWREMENNOSTI

W ODNOJ IZ iso NE QWLQ@TSQ GIPERPLOSKOSTQMI ODNOWREMENNOSTI

W DRUGOJ. w TO WREMQ KAK BORNOWSKOE USLOWIE VESTKOSTI LI[ENO

\TOGO NEDOSTATKA. oRTOGONALXNOSTX GIPERPOWERHNOSTI MIROWYM

LINIQM ^ASTIC W ODNOJ IZ iso AWTOMATI^ESKI WYPOLNQETSQ I W

L@BYH DRUGIH iso. oTS@DA PONQTNO, ^TO KLASSI^ESKI VESTKOE

DWIVENIE W OB]EM SLU^AE NE SOWPADAET S DWIVENIEM VESTKIM W

SMYSLE bORNA.mATEMATI^ESKI USLOWIE VESTKOSTI PO bORNU \KWI-

WALENTNO OBRA]ENI@ W NULX RELQTIWISTSKOGO TENZORA SKOROSTEJ

DEFORMACIJ ���. pO\TOMU SLEDOWALO OVIDATX, ^TO PRI RELQTI-

WISTSKOM RASSMOTRENII, ESLI POLOVITX ��� = 
�� = 0 I OPREDE-

LITX W SOGLASII S [7] " RELQTIWISTSKOE RAWNOUSKORENNOE DWIVE-

NIE, KAK PRQMOLINEJNOE DWIVENIE, PRI KOTOROM OSTAETSQ POSTO-

QNNOJ WELI^INA USKORENIQ F W SOBSTWENNOJ ( W KAVDYJ DANNYJ

MOMENT WREMENI ) SISTEME OTS^ETA ", TO TO MY POLU^IM W REZULX-

TATE POLE 4 - SKOROSTI V� RELQTIWISTSKOJ VESTKOJ nso W sto.

tAKAQ PROGRAMMA BYLA REALIZOWANA AWTOROM W RABOTE [4]. w

KA^ESTWE SOBSTWENNOJ SISTEMY OTS^ETA ISPOLXZOWALASX SISTEMA

TETRAD UDOWLETWORQ@]AQ PERENOSU fERMI - uOLKERA [20], W BAZISE

KOTOROGO ZADAWALOSX POSTOQNNOE USKORENIE. pRI \TOM OKAZALOSX,

^TO TAKOE DWIVENIE NE MOVET BYTX REALIZOWANO W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO, T.K. POLU^ENNAQ SISTEMA URAWNENIJ OKAZALASX NE-

SOWMESTNOJ.

tAKIM OBRAZOM, W OTLI^IE OT KLASSI^ESKOJ, W RELQTIWISTSKOJ

MEHANIKE KONTINUUMA NE MOVET BYTX TAKOJ SITUACII, KOGDA USKO-

RENIE WSEH ^ASTIC W SOPUTSTWU@]EJ SISTEME POSTOQNNO I ODI-

NAKOWO I KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY VESTKAQ W

SMYSLE bORNA. mATEMATI^ESKI \TO OZNA^AET , ^TO ESLI W PRAWOJ

^ASTI (1.7) POLOVITX ��� = 
�� = 0, A WELI^INU g��F
�F � = const,

TO LEWAQ ^ASTX NE OBRATITSQ W NULX. sLEDOWATELXNO, W PROSTRANST-

WE mINKOWSKOGO, GDE TENZOR KRIWIZNY TOVDESTWENNO RAWEN NUL@,

NE SU]ESTWUET VESTKOJ GLOBALXNO RAWNOUSKORENNOJ nso.

rAWNOUSKORENNAQ SISTEMA mELLERA MOVET BYTX REALIZOWANA

PO SHEME [4], ESLI S^ITATX, ^TO ODNA IZ LAGRANVEWYH ^ASTIC,

NAHODQ]AQSQ W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI W NA^ALE \JLEROWOJ

SISTEMY KOORDINAT, DWIVETSQ S POSTOQNNYM USKORENIEM W SOPUT-

STWU@]EJ TETRADE, A OSTALXNYE LAGRANVEWY ^ASTICY DWIVUTSQ
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TAKIM OBRAZOM, ^TOBY KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ WSEH ^ASTIC

OSTAETSQ VESTKOJ PO bORNU . oDNAKO, KAK BYLO OTME^ENO WO WWEDE-

NII, KAVDAQ IZ LAGRANVEWYH ^ASTIC DWIVETSQ HOTQ I S POSTOQN-

NYM USKORENIEM, NO \TI USKORENIQ NE RAWNY DRUG DRUGU. (bOLEE

PODROBNO \TI WOPROSY BUDUT OBSUVDATXSQ DALEE PRI RASSMOTRE-

NII RELQTIWISTSKOJ TEORII UPRUGOSTI.)

sLEDOWATELXNO , PROSTRANSTWO mINKOWSKOGO OKAZYWAETSQ "

TESNYM", ^TOBY UDOWLETWORITX ODNOWREMENNO KRITERIQM VEST-

KOSTI I RAWNOUSKORENNOSTI.

w SWQZI S \TIM OBSTOQTELXSTWOM WOZNIKAET WOPROS. kAK BUDET

DWIGATXSQ SOWOKUPNOSTX ODINAKOWYH NEWZAIMODEJSTWU@]IH DRUG

S DRUGOM ^ASTIC, ESLI IH POMESTITX W POSTOQNNOE ODNORODNOE SI-

LOWOE POLE, KOGDA NA^ALXNYE SKOROSTI WSEH ^ASTIC RAWNY NUL@?

dLQ KONKRETNOSTI RASSMOTRIM DWIVENIE ZARQVENNOJ NEWZAI-

MODEJSTWU@]EJ PYLI W POSTOQNNOM ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM

POLE.

tAKAQ ZADA^A RE[ENA W [6]. w OTLI^IE OT SISTEMY mELLERA,

KAVDAQ IZ ^ASTIC DWIVETSQ S POSTOQNNYM W SOBSTWENNOJ SISTEME

OTS^ETA USKORENIEM [7] I IH SOWOKUPNOSTX OBRAZUET BAZIS RELQ-

TIWISTSKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso [6]. oDNAKO TAKAQ nso NE QW-

LQETSQ RELQTIWISTSKI VESTKOJ. fAKT WOZNIKNOWENIQ ZAWISQ]IH

OT WREMENI DEFORMACIJ PRI DWIVENII W ODNORODNOM POLE NA NA[

WZGLQD O^ENX TRUDNO OSMYSLITX, T.K. ODINAKOWYE DLQ L@BYH ^AS-

TIC BAZISA FIZI^ESKIE USLOWIQ PRIWELI K DWIVENI@ ^ASTIC DRUG

OTNOSITELXNO DRUGA.

dLQ NAHOVDENIQ METRIKI lOGUNOWA ILI METRIKI mELLERA,

RASSMOTRENNYH WY[E, ISHODQT IZ PSEWDOEWKLIDOWA INTERWALA, ZA-

DANNOGO W PEREMENNYH |JLERA W WIDE

dS2 = (dx0)2 � (dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2; (2:4)

GDE x0 = ct , x1 , x2 , x3 - DEKARTOWY KOORDINATY, A ZAKON DWIVENIQ

SPLO[NOJ SREDY DAETSQ DLQ METRIK lOGUNOWA KAK:

x1(y1; t) = y1 + (c2=a0)[
q
1 + a02t2=c2 � 1];

x2 = y2; x3 = y3; x0 = y0 (2:5)

ILI

x1(y1; � ) = y1 + c2=a0[cosh(a0�=c)� 1];

x2 = y2; x3 = y3; t = (c=a0) sinh(a0�=c); (2:6)
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GDE W (2.5) W KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA ISPOLXZUETSQ WREMQ

W iso , A W (2.6) � - SOBSTWENNOE WREMQ. pODSTANOWKA (2.5) I (2.6)

W (2.4) DAET SOOTWETSTWENNO [6]

dS2 =
c2dt2

1 + a02t2=c2
� 2

a0tdtdy
1

(1 + a02t2=c2)1=2

�(dy1)2 � (dy2)2 � (dy3)2; (2:7)

dS2 = c2(d� )2�2 sinh(a0�=c)cd�dy1� (dy1)2� (dy2)2� (dy3)2; (2:8)
eSLI IZ METRIK (2.7), (2.8) SOGLASNO RABOTE [7] POSTROITX TREH-

MERNYJ METRI^ESKIJ TENZOR 
kl = �gkl + g0kg0l=g00, TO DLQ KWAD-

RATOW " FIZI^ESKOGO RASSTOQNIQ " POLU^IM SOOTWETSTWENNO

dl2 = (1 + a0
2t2=c2)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2; (2:9)

dl2 = cosh2(a0�=c)(dy
1)2 + (dy2)2 + (dy3)2: (2:10)

iZ POSLEDNIH FORMUL SLEDUET, ^TO METRIKA lOGUNOWA, KAK I

OTME^ALOSX, NE QWLQETSQ VESTKOJ.

dLQ PREOBRAZOWANIQ mELLERA ZAKON DWIVENIQ IMEET WID

x1(y1; T ) = y1 cosh(a0T=c) + c2=a0[cosh(a0T=c)� 1];

x2 = y2; x3 = y3; t = c=a0(1 + a0y
1=c2) sinh(a0T=c); y0 = cT;

(2:11)

A METRIKA mELLERA WYRAVAETSQ \LEMENTOM INTERWALA

dS2 = (1 + a0y
1=c2)2c2(dT )2 � (dy1)2 � (dy2)2 � (dy3)2: (2:12)

wYRAVAQ W ZAKONAH DWIVENIQ (2.5), (2.6), (2.11) LAGRANVE-

WY KOORDINATY ^EREZ \JLEROWY, PRIHODIM OT METRIK lOGUNOWA

I mELLERA K PSEWDOEWKLIDOWU INTERWALU (2.4).

nA[ PODHOD PRI POSTROENII RELQTIWISTSKOJ VESTKOJ RAWNO-

USKORENNOJ nso BAZIRUETSQ NA TREBOWANII OTSUTSTWIQ DEFORMA-

CIJ W TWERDOM TELE PRI EGO POSTUPATELXNOM DWIVENII W ODNOROD-

NOM POLE. pODHOD OB_EDINQET SWOJSTWA SISTEMY lOGUNOWA ( RAW-

NOUSKORENNOSTX ) I mELLERA ( VESTKOSTX ), NO PRI \TOM WNUTRI

MIROWOJ TRUBKI PROSTRANSTWO - WREMQ PERESTAET BYTX PLOSKIM.

mATEMATI^ESKI ZADA^A SWODITSQ K RE[ENI@ SISTEMY (1.1) PRI

USLOWIQH, ^TO

��� = 
�� = 0; g��V
�V � = 1; g��F

�F � = �a02=c4 (2:13)
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I SISTEMY (1.7) S U^ETOM (1.3) I (1.4) PRI USLOWII, ^TO USKORENIE

A0 I SKOROSTX SWETA c POSTOQNNY. CISTEMA (1.1) W PEREMENNYH

|JLERA SWODITSQ K WIDU

r�V� = V�F� (2:14)

Ee RE[ENIE PRO]E ISKATX W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME

OTS^ETA, W KOTOROJ

Vk = V k = 0; V 0 = g00
�1=2; V0 = g00

1=2: (2:15)

pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI SREDA DWIVETSQ WDOLX \JLEROWOJ

KOORDINATY x1. tOGDA METRIKU nso W KOORDINATAH lAGRANVA

BUDEM ISKATX W WIDE

dS2 = D(X1)(dX0)2 � A(X1)(dX1)2 � (dX2)2 � (dX3)2: (2:16)

nEZAWISIMOSTX KO\FFICIENTA A(X1) METRIKI OT WREMENNOJ KO-

ORDINATY \KWIWALENTNO RAWENSTWU NUL@ TENZORA SKOROSTEJ DE-

FORMACIJ, A OTSUTSTWIE W METRIKE KOMPONENT g0k \KWIWALENTNO

OTSUTSTWI@ WRA]ENIJ [24]. rE[ENIE SISTEMY (2.14) PRIWODIT K

SOOTNO[ENI@

A(X1) =
c4

4a20D
2

� dD
dX1

�2
: (2:17)

pODSTANOWKA (2.17) W URAWNENIQ STRUKTURY (1.7) OBRA]AET IH

W TOVDESTWA. eSLI SDELATX PREOBRAZOWANIE LAGRANVEWYH KOORDI-

NAT X i W DRUGIE LAGRANVEWY KOORDINATY yi PO FORMULAM

dy1 = A1=2dX1=2; X0 = y0; X2 = y2; X3 = y3;

TO NAHODIM DLQ METRIKI RAWNOUSKORENNOJ nso WYRAVENIE

dS2 = exp
�2a0y1

c2

�
(dy0)2 � (dy1)2 � (dy2)2 � (dy3)2: (2:18)

GDE USKORENIE a0 NAPRAWLENO WDOLX OSI y
1 [18]. w RAWNOUSKOREN-

NOSTI nso (2.18) MOVNO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNO

F 1 =
DV 1

dS
=
dV 1

dS
+ �1

00

�
V 0

�2
=

1

g00
�1
00 = �

g11

2g00

@g00
@y1

=
a0
c2
: (2:19)

oSTALXNYE KOMPONENTY 4-USKORENIQ RAWNY NUL@. nAJDEM GEOMET-

RI@ PROSTRANSTWA-WREMENI nso, WOSPOLXZUQSX IZWESTNOJ FORMU-

LOJ DLQ TENZORA KRIWIZNY [7]

R��;
� =
1

2

 
@2g��
@y�@y


+
@2g�

@y�@y�

� @2g�

@y�@y�

� @2g��
@y�@y


!
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+g��

 
���
�

�
�� � �����

�
�


!
= g��R

�
:�;
� ; (2:20)

GDE SIMWOLY kRISTOFFELQ �
�
�� WY^ISLQ@TSQ PO FORMULAM

��;�� =
1

2

�@g��
@y�

+
@g��
@y�

� @g��
@y�

�
; (2:21)

��:�� =
1

2
g�


�@g
�
@y�

+
@g
�
@y�

� @g��
@y


�
; (2:22)

oDNA NEZAWISIMAQ KOMPONENTA TENZORA KRIWIZNY, WY^ISLEN-

NAQ PO METRIKE (2.18), IMEET WID

R10;10 = �1
2

�@2g00
@y12

� 1

2g00

�@g00
@y1

�2�
= �a0

2

c4
exp

�2a0y1
c2

�
: (2:23)

dLQ KOMPONENT TENZORA rI^^I R�
 = g�
R��;
� IMEEM

R00 = �R10;10; R11 = �a0
2

c4
; R10 = 0: (2:24)

dLQ SKALQRNOJ KRIWIZNY POLU^AEM

R = 2
a0

2

c4
: (2:25)

tAKIM OBRAZOM, RELQTIWISTSKU@ VESTKU@ RAWNOUSKORENNU@

nso MOVNO REALIZOWATX W PROSTRANSTWE POSTOQNNOJ KRIWIZNY.

ESLI WMESTO METRIKI (2.18) W PRAWU@ ^ASTX (2.23) PODSTA-

WITX g00 = (1 + a0y
1=c2)2, SOOTWETSTWU@]U@ METRIKE mELLERA,

TO R10;10 = 0, ^TO I SLEDOWALO OVIDATX, TAK KAK METRIKA mELLE-

RA, WYRAVAEMAQ INTERWALOM (2.12), POLU^ENA IZ PSEWDOEWKLIDOWA

INTERWALA (2.4) PUTEM PREOBRAZOWANIQ KOORDINAT (ZAKONA DWIVE-

NIQ W PEREMENNYH lAGRANVA) (2.11). w NA[EM SLU^AE SOWMESTNOE

TREBOWANIE VESTKOSTI I RAWNOUSKORENNOSTI NE OBRATILO W NULX

PRAWOJ ^ASTI URAWNENIJ STRUKTURY (1.7), ^TO I PRIWELO K WOZ-

NIKNOWENI@ OTLI^NOGO OT NULQ TENZORA rIMANA-kRISTOFFELQ.

pRIWEDENNYE ZDESX FORMULY (2.18), (2.23) POLU^ENY AWTOROM W

RABOTE [18] I POWTORENY W [16, 17].

tAK KAK WYWEDENNYE W \TOM PARAGRAFE SOOTNO[ENIQ (2.18 -

2.25) QWLQ@TSQ KL@^EWYMI DLQ DALXNEJ[EGO PONIMANIQ, TO OB-

SUDIM IH BOLEE PODROBNO S POZICIJ "ZDRAWOGO" SMYSLA. rASSMOT-

RIM W KA^ESTWE PRIMERA KOSMI^ESKIJ KORABLX, DWIGATELI KOTO-

ROGO RAZWIWA@T POSTOQNNU@ TQGU. mASSU KORABLQ W SOBSTWENNOJ
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SISTEME DLQ PROSTOTY S^ITAEM NEIZMENNOJ. qSNO, ^TO PRI RABO-

TA@]IH DWIGATELQH KORPUS KORABLQ DEFORMIRUETSQ, NO \TI DE-

FORMACII PRI POSTOQNNOJ REAKTIWNOJ SILE NE BUDUT ZAWISETX OT

WREMENI, ^TO MATEMATI^ESKI \KWIWALENTNO RAWENSTWU NUL@ TEN-

ZORA SKOROSTEJ DEFORMACIJ. mOVNO S^ITATX \KSPERIMENTALXNO

DOKAZANNYM FAKTOM, ^TO PRI POSTOQNNOJ TQGE KOSMI^ESKIJ KO-

RABLX NE RASSYPAETSQ ( T.E. DWIVETSQ KAK VESTKOE W SMYSLE bORNA

TELO). pUSTX WDOLX KORABLQ OT NOSA K KORME ZAKREPLEN NABOR ODI-

NAKOWYH AKSELEROMETROW. zADADIMSQ WOPROSOM O POKAZANIQH \TIH

PRIBOROW. qSNO, ^TO S POZICIJ "ZDRAWOGO" SMYSLA POKAZANIQ AK-

SELEROMETROW PRI RASSMOTRENNYH USLOWIQH DOLVNY SOWPADATX!

tAKIM OBRAZOM, "ZDRAWYJ" SMYSL S NEOBHODIMOSTX@ PRIWODIT K

TOMU, ^TO GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI WNUTRI KORABLQ - RI-

MANOWA I IMEET INTERWAL (2.18)!

rELQTIWIST - ORTODOKS, SWQZYWA@]IJ PEREHOD W RAWNOUSKOREN-

NU@ nso S PREOBRAZOWANIEM mELLERA, DOLVEN UWIDETX, ^TO PO-

KAZANIQ AKSELEROMETROW DOLVNY UMENX[ATXSQ OT KORMY KORABLQ

K NOSU PO ZAKONU

a(y) =
a0

1 + a0y
c2
;

GDE a0 USKORENIE KORMY KOSMI^ESKOGO KORABLQ, A y - KOORDINATA

WDOLX KORABLQ S NA^ALOM KOORDINAT NA KORME. |LEMENT INTERWALA

PRI \TOM DOLVEN WYRAVATXSQ SOOTNO[ENIEM (2.12).

qSNO, ^TO S POZICIJ "ZDRAWOGO" SMYSLA RAZNOSTX USKORENIJ

W RAZNYH TO^KAH TWERDOGO TELA, DWIVU]EGOSQ POSTUPATELXNO, KA-

VETSQ STRANNOJ, NO TOLXKO \KSPERIMENT DOLVEN RE[ITX KAKAQ VE

IZ TO^EK ZRENIQ IMEET PRAWO NA SU]ESTWOWANIE. sSYLKI NA "ZDRA-

WYJ" SMYSL W NAU^NYH ISSLEDOWANIQH NE WSEGDA OPRAWDANY, TAK

KAK NET OPREDELENIQ KAKOJ SMYSL S^ITATX "ZDRAWYM".

3. pEREHOD OT nso K kwazi-iso

mETRIKA (2.18) RAWNOUSKORENNOJ nso W LAGRANVEWYH SOPUT-

STWU@]IH KOORDINATAH REALIZUETSQ W PROSTRANSTWE - WREMENI PO-

STOQNNOJ KRIWIZNY. wSTAET WOPROS, KAKOW DOLVEN BYTX \LEMENT

INTERWALA (2.18) W PEREMENNYH |JLERA x�, I KAKOW DOLVEN BYTX

ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH lAGRANVA

x� = x�(y�); (3:1)

^TOBY INDUCIROWATX METRIKU (2.18)? dLQ NA[EGO SLU^AQ (2.18)

PEREHOD K PEREMENNYM |JLERA NE MOVET PRIWESTI K PSEWDOEWKLI-
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DOWU INTERWALU, POSKOLXKU TENZOR rIMANA - kRISTOFFELQ OTLI-

^EN OT NULQ.

|JLEROWY KOORDINATY (2.4) MOVNO SWQZATX S NEKOTORYM VEST-

KIM TELOM, LINII WREMENI KOTOROGO SOWPADA@T S MIROWYMI LI-

NIQMI ^ASTIC \TOGO TELA. |TI MIROWYE LINII PARALLELXNY I IH

WEKTORY PERWOJ KRIWIZNY ( 4 -USKORENIQ ) RAWNY NUL@. rAWEN-

STWO NUL@ POLQ WEKTOROW PERWOJ KRIWIZNY QWLQETSQ INWARIANT-

NYM FAKTOROM. tAKIM OBRAZOM, RASSMATRIWAEMAQ \JLEROWA iso

OTNOSITELXNO L@BOJ nso IMEET POLE NULEWYH WEKTOROW PERWOJ

KRIWIZNY, T.E. KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ iso OTNOSITELXNO

L@BOJ nso QWLQETSQ GEODEZI^ESKOJ.

tAK KAK WOPROS O PEREHODE OT iso K nso I OBRATNO QWLQETSQ

U NAS ODNIM IZ CENTRALXNYH , TO OBSUDIM EGO BOLEE PODROBNO.

pUSTX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO POKOQTSQ DWA SORTA ^AS-

TIC I PUSTX ^ASTICY ODNOGO SORTA I RAZNYH SORTOW NE WZAIMO-

DEJSTWU@T DRUG S DRUGOM. pRI \TOM, W KAVDOJ FIZI^ESKOJ TO^KE

PROSTRANSTWA NAHODQTSQ PO ODNOJ ^ASTICE RAZNOGO SORTA . pUSTX

W MOMENT WREMENI t = t0 WKL@^AETSQ SILOWOE POLE, KOTOROE DEJ-

STWUET TOLXKO NA ^ASTICY WTOROJ GRUPPY I NE WZAIMODEJSTWUET

S ^ASTICAMI PERWOJ. pOD DEJSTWIEM SILOWOGO POLQ PRIHODQT W

DWIVENIE ^ASTICY WTOROJ GRUPPY I IH MIROWYE LINII ISKRIW-

LQ@TSQ, W TO WREMQ KAK ^ASTICY PERWOJ GRUPPY NE PRIOBRETA@T

USKORENIQ I IH MIROWYE LINII OSTA@TSQ GEODEZI^ESKIMI. w KA-

^ESTWE NAGLQDNOGO PRIMERA S ^ASTICAMI PERWOJ GRUPPY SWQVEM

SISTEMU TONKIH VESTKIH PARALLELXNYH STERVNEJ, POKOQ]IHSQ W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO , A S ^ASTICAMI WTOROJ GRUPPY SISTE-

MU POLYH TRUB, NADETYH NA STERVNI I MOGU]IH PEREME]ATXSQ PO

STERVNQM BEZ TRENIQ. pRI \TOM S WNE[NIM POLEM WZAIMODEJST-

WU@T TOLXKO TRUBY. dO WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ MIROWYE LINII

TRUB I STERVNEJ SOWPADALI I QWLQLISX BAZISOM iso W PROSTRAN-

STWE mINKOWSKOGO . pOSLE WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ MIROWYE LI-

NII OBEIH GRUPP ^ASTIC UVE NE BUDUT SOWPADATX . nAIBOLEE RAS-

PROSTRANENNYJ SPOSOB PEREHODA OT iso K nso, WOSHODQ]IJ K

RABOTAM |JN[TEJNA, SWQZYWAETSQ S PREOBRAZOWANIEM KOORDINAT

NELINEJNYM OBRAZOM SODERVA]IM WREMQ. pRI \TOM NEQWNO IS-

POLXZUETSQ SLEDU@]IJ POSTULAT:

wKL@^ENIE SILOWOGO POLQ OSTAWLQET PROSTRANSTWO - WREMQ

PLOSKIM.

mY, W DUHE IDEJ oto, SOMNEWAEMSQ, ^TO \TOT POSTULAT NOSIT

UNIWERSALXNYJ HARAKTER I DOPUSKAEM, ^TO WKL@^ENIE SILOWOGO
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POLQ MOVET IZMENITX STRUKTURU PROSTRANSTWA - WREMENI. pRI

\TOM PROSTRANSTWO - WREMQ BUDET ISKRIWLENNYM TOLXKO DLQ NA-

BL@DATELEJ W nso, KOTORYE ISPYTYWA@T DEJSTWIE SIL POLQ I

SIL INERCII. nABL@DATELI, OPISYWA@]IE DWIVENIE SREDY, NA-

HODQSX w iso, NE PODWERVENY DEJSTWI@ SIL POLQ I SIL INERCII,

I DLQ NIH PROSTRANSTWO - WREMQ OSTAETSQ PLOSKIM. hOTQ ^ASTI-

CY PERWOJ GRUPPY ( STERVNI ) NE PRIOBRETA@T USKORENIQ POD

DEJSTWIEM SILOWOGO POLQ , OBRAZUQ BAZIS iso, ODNAKO KOSWEN-

NOE WLIQNIE ONI ISPYTYWA@T. mIROWYE LINII \TIH ^ASTIC DLQ

NABL@DATELEJ W iso SOWPADA@T S PARALLELXNYMI LINIQMI WRE-

MENI PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. |TI VE MIROWYE LINII S TO^KI

ZRENIQ NABL@DATELEJ IZ nso WOWSE NE OBQZANY BYTX PARALLELX-

NYMI DRUG DRUGU. wYQSNIM, KAK IZMENQETSQ GEOMETRIQ iso DLQ

NABL@DATELEJ IZ nso POSLE WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ, ESLI GEO-

METRIQ nso ZADAETSQ INTERWALOM (2.18) . iNYMI SLOWAMI, MY

HOTIM NAJTI PREOBRAZOWANIE OT RAWNOUSKORENNOJ nso K iso.

tAK KAK NA STERVNI SILOWOE POLE NE DEJSTWUET TO KAVDAQ IZ ^AS-

TIC IMEET RAWNOE NUL@ 4 - USKORENIE OTNOSITELXNO L@BOJ SIS-

TEMY OTS^ETA, T.E. DWIVETSQ PO GEODEZI^ESKOJ. pO OTNO[ENI@ K

BAZISU nso (2.18) IMEEM DLQ KAVDOJ IZ ^ASTIC iso URAWNENIQ

DWIVENIQ
d2y�

dS2
+ ����

dy�

dS

dy�

dS
= 0; (3:2)

GDE SIMWOLY kRISTOFFELQ ���� WY^ISLQ@TSQ PO METRIKE (2.18)

OBY^NYM SPOSOBOM. s^ITAQ, ^TO ^ASTICY BAZISA iso OTNOSI-

TELXNO nso DWIVUTSQ WDOLX OSI y1, POLU^IM

� d

dS

�dy1
dS

�
=
1

2

@g00
@y1

�dy0
dS

�2
: (3:3)

kROME TOGO IZ (2.18) IMEEM INTEGRAL DWIVENIQ

1 +
�dy1
dS

�2
= g00

�dy0
dS

�2
: (3:4)

sISTEMA URAWNENIJ (3.3) , (3.4) IMEET RE[ENIE

dy1

dS
= � tan(a0S=c

2); y1 = x1 +
c2

a0
ln j cos(a0S=c2) j : (3:5)

dy0

dS
=
exp(�a0x1=c2)
cos2(a0S=c2)

; y0 =
c2

a0
tan(a0S=c

2) exp(�a0x1=c2):
(3:6)
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pRI WYWODE U^LI, ^TO PRI S = 0, dy=dS = 0, A LAGRANVE-

WY KOORDINATY y1 KAVDOJ IZ ^ASTIC BAZISA nso W NA^ALXNYJ

MOMENT SOWPADA@T S \JLEROWYMI x1, KOTORYE PRI INTEGRIROWA-

NII SISTEMY WYSTUPALI KAK POSTOQNNYE INTEGRIROWANIQ. wELI-

^INA S=c = x0=c = t WYSTUPAET W KA^ESTWE KOORDINATNOGO WRE-

MENI iso, RASSMOTRENNOJ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI.

iso W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO IMEET, KAK BUDET POKAZANO NI-

VE, DRUGOE KOORDINATNOE WREMQ.

pODSTANOWKA (3.5) I (3.6) W (2.18) PRI USLOWII, ^TO y2 = x2,

y3 = x3 DAET DLQ \LEMENTA INTERWALA iso

dS2 = c2dt2 � cos2(a0t=c)(dx
1)2 � (dx2)2 � (dx3)2: (3:7)

iTAK, NAJDENNAQ iso SOWPADAET S SINHRONNOJ SISTEMOJ OT-

S^ETA, W KOTOROJ LINII WREMENI SOWPADA@T S GEODEZI^ESKIMI LI-

NIQMI ^ASTIC PERWOJ GRUPPY. sLEDUQ TERMINOLOGII [12-14], NA-

ZOWEM SINHRONNU@ NEVESTKU@ iso, GEODEZI^ESKIE KOTOROJ NE PA-

RALLELXNY, KAK KWAZI - iso, OSTAWLQQ ZA VESTKOJ iso W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO EE PREVNEE NAZWANIE . rAZRE[IW SISTEMU

ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ (3.5), (3.6) OTNOSITELXNO x1, x0, POLU-

^IM ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH lAGRANVA

RAWNOUSKORENNOJ nso OTNOSITELXNO KWAZI - iso, ^TO DAET

x1 = y1 � c2

2a0
ln
����1� a0

2y0
2

c4
exp(2a0y

1=c2)
����;

x0 =
c2

a0
arcsin

�a0y0
c2

exp(a0y
1=c2)

�
: (3:8)

pODSTANOWKA (3.8) W (3.7) SNOWA PRIWODIT K INTERWALU (2.18).

zAKON DWIVENIQ (3.8) MOVNO PREDSTAWITX W DRUGOJ FORME,

PRINQTOJ W NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED

x1 = y1 � c2

a0
ln j cos(a0t=c) j; t = t: (3:9)

dIFFERENCIROWANIE (3.9) PO t DAET SKOROSTX v1 KAVDOJ IZ LA-

GRANVEWYH ^ASTIC

v1 = c tan(a0t=c); v =
q
(�g11v1v1) = c sin(a0t=c): (3:10)

wELI^INA \TOJ SKOROSTI v NE PREWOSHODIT SKOROSTI SWETA I DOSTI-

GAET EE ZA KONE^NYJ PROMEVUTOK WREMENI t1 = c=(2a0). oTLI^NYE
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OT NULQ SIMWOLY kRISTOFFELQ PO METRIKE (3.7) IME@T WID

�0
11 =

1

2c

@

@t
cos2(a0t=c); �1

01 =
1

2c

@

@t
ln cos2(a0t=c): (3:11)

4 - SKOROSTI ^ASTIC V � MOGUT BYTX WY^ISLENY S POMO]X@

ZAKONA DWIVENIQ (3.8) PO FORMULE

V � = �
@x�

@y0
; (3:12)

GDE SKALQRNYJ MNOVITELX� OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKI

4-SKOROSTI. pOLE 4 - SKOROSTI W PEREMENNYH |JLERA SWEDETSQ K

WIDU

V1 = � sin(a0t=c); V 0 = V0 =
1

cos(a0t=c)
; � = exp(�a0y1=c2):

(3:13)

C POMO]X@ FORMUL (3.13) I METRIKI (3.7) MOVNO UBEDITXSQ, ^TO

TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ ��� (1.3) I TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI

WRA]ENIQ 
�� (1.4) OBRA]A@TSQ W NULX, A WELI^INA 4 - USKORENIQ

g��F
�F � = �a20=c4 (1.5) POSTOQNNA.
iTAK, METRIKA (3.7) OPISYWAET KWAZI - iso W RIMANOWOM PRO-

STRANSTWE - WREMENI, A POLE 4 - SKOROSTEJ (3.13) OPISYWAET DWI-

VENIE RAWNOUSKORENNOJ nso W PEREMENNYH |JLERA OTNOSITELXNO

\TOJ KWAZI - iso. iZ FORMUL (3.7) I (3.10) SLEDUET, ^TO WYRAVE-

NIE DLQ \LEMENTA INTERWALA MOVNO PREDSTAWITX W FORME

dS2 = c2dt2 � (1� v2=c2)(dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2: (3:14)

SODERVA]EJ W QWNOM WIDE LORENCEWO SOKRA]ENIE DLINY KWAZI -

iso PO OTNO[ENI@ K NABL@DATEL@ IZ nso. eSLI RE[ATX SIS-

TEMU URAWNENIJ (3.4), (3.5), ISPOLXZUQ METRIKU mELLERA (2.12), A

ZATEM PEREJTI W iso W SOGLASII S RAZWIWAEMOJ ZDESX SHEMOJ, TO

PRIHODIM K INTERWALU (2.4), NE SODERVA]EMU NIKAKIH LORENCE-

WYH SOKRA]ENIJ. pO\TOMU WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS: "pO-

^EMU PRI PREOBRAZOWANIQH mELLERA I PRI PEREHODAH MEVDU DWUMQ

iso, OTOBRAVAEMYH PREOBRAZOWANIQMI lORENCA, NIKAKIH LOREN-

CEWYH SOKRA]ENIJ W OTLI^IE OT (3.14) NE PROISHODIT?" dLQ OT-

WETA NA \TOT WOPROS OPI[EM NA QZYKE MEHANIKI SPLO[NOJ SREDY

PEREHOD MEVDU PROIZWOLXNYMI VESTKIMI iso.

4. pEREHOD MEVDU VESTKIMI iso
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kAK PRINQTO S^ITATX, PEREHOD OT ODNOJ VESTKOJ iso K DRU-

GOJ , DWIVU]EJSQ OTNOSITELXNO PERWOJ RAWNOMERNO I PRQMOLI-

NEJNO, OSU]ESTWLQETSQ S POMO]X@ PREOBRAZOWANIJ lORENCA. pRI

RASSMOTRENII PEREHODA OT nso K KWAZI - iso I OBRATNO MY

S^ITALI DLQ PROSTOTY, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT OBE SISTEMY BY-

LI NEPODWIVNY ODNA OTNOSITELXNO DRUGOJ. dLQ DWUH RAZLI^NYH

iso \TO UTWERVDENIE LI[ENO SODERVANIQ, TAK KAK OTNOSITELX-

NYJ POKOJ W NA^ALXNYJ MOMENT BUDET POKOEM W L@BOJ MOMENT WRE-

MENI. mATEMATI^ESKI, DWIVU]AQSQ VESTKAQ iso OTNOSITELXNO

NEPODWIVNOJ ZADAETSQ (1.1) PRI ��� = 0, 
�� = 0 , F� = 0. rE[E-

NIE IMEET WID V � = (const)�, A W PEREMENNYH lAGRANVA POLU^AEM

ZAKON DWIVENIQ W WIDE

x� = V �S + ~y�; (4:1)

GDE ~y� - POSTOQNNYE, NUMERU@]IE TO^KI SPLO[NOJ SREDY, PERE-

MENNYE lAGRANVA , S = S� , � - SOBSTWENNOE WREMQ. eSLI WYBRATX

WEKTOR ~y�, W NA^ALXNOJ GIPERPLOSKOSTI S = 0 ORTOGONALXNOJ V�,

TO V�~y
� = 0 I IZ (4.1) POLU^IM

xk = V kS + ~yk; x0 = V 0S + Vk~y
k=V0: (4:2)

pODSTANOWKA (4.2) W (2.4) S PEREHODOM K 3 - SKOROSTI vk PRIWODIT

K WYRAVENI@

dS2 = (dy0)2 � (�kl � vkvl=c
2)d~ykd~yl: (4:3)

eSLI W ISHODNOJ iso WYBRATX OSX x1 W NAPRAWLENII SKOROS-

TI DWIVU]EJSQ SISTEMY, TO UBEVDAEMSQ, ^TO W (4.3) , KAK I W

(3.14), PRISUTSTWU@T W QWNOM WIDE LORENCEWO SOKRA]ENIE WDOLX

NAPRAWLENIQ DWIVENIQ. eSLI OT LAGRANVEWYH KOORDINAT ~yk PERE-

JTI K DRUGIM LAGRANVEWYM KOORDINATAM yk S POMO]X@ FORMUL

~y1 = V 0y1 , ~y2 = y2, ~y3 = y3 , TO WMESTO ZAKONA DWIVENIQ (4.2)

POLU^IM PREOBRAZOWANIQ lORENCA, A INTERWAL (4.3) SWODITSQ K

GALILEEWU WIDU (2.4).

iTAK, W SLU^AE iso INTERWAL SWODITSQ K GALILEEWU WIDU

PROSTYM PEREOBOZNA^ENIEM NOMEROW LAGRANVEWYH ^ASTIC, U^I-

TYWA@]IJ LORENCEWO SOKRA]ENIE S POMO]X@ POSTOQNNOGO MNO-

VITELQ V0 = 1=(1 � v2=S2)1=2. dLQ (3.14) \TOGO O^EWIDNO SDELATX

W PRINCIPE NELXZQ, T.K. METRIKA (3.14) - RIMANOWA. iZ FORMUL

(4.2) I IZ FAKTA, ^TO LORENCEWY SOKRA]ENIQ DLIN PROISHODQT

WDOLX NAPRAWLENIJ PARALLELXNYH SKOROSTI ~v DWIVU]EJSQ iso,
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MOVNO POLU^ITX PREOBRAZOWANIQ lORENCA OB]EGO WIDA, KOGDA ~v

NE SOWPADAET S KOORDINATNYMI OSQMI ISHODNOJ iso. dLQ \TOGO

WOSPOLXZUEMSQ O^EWIDNYMI TOVDESTWAMI

~yk = ~ykk + ~yk?; ~ykk = ~ypvkvp=v2; ~yk? = ~yp(�kp � vkvp=v2); (4:4)

GDE ~ykk - WEKTOR PARALLELXNYJ SKOROSTI ~v, A ~y
k
? -WEKTOR PERPENDI-

KULQRNYJ ~v. pO ANALOGII S PRODELANNYM WY[E , PEREHODIM K DRU-

GIM LAGRANVEWYM KOORDINATAM yk S POMO]X@ ZAMENY : ~ykk = V 0ykk ,

~yk? = yk?. w REZULXTATE PRIHODIM K SOOTNO[ENI@

~yk = yk � ypv
kvp

v2
+ yp

vkvp

v2
V 0: (4:5)

iZ (4.5) I (4.2) IMEEM SOOTNO[ENIQ

~r = ~R +
~v�q

1� v2=c2
+
� 1q

1� v2=c2
� 1

�~v(~v�~R)
v2

;

t =
� + (~v�~R)=c2q
1� v2=c2

; (4:6)

SOWPADA@]IE S FORMULAMI lORENCA OB]EGO WIDA [1], [3], A INTER-

WAL (4.3) PREOBRAZUETSQ K GALILEEWU WIDU. tAKIM OBRAZOM, PRI

PEREHODAH MEVDU DWUMQ iso PREOBRAZOWANIQ (4.6) I (4.2) FIZI-

^ESKI \KWIWALENTNY, T.K. SWQZANY ODNO S DRUGIM PROSTOJ ZAMENOJ

NOMEROW U LAGRANVEWYH KOORDINAT. w (3.14) TAKOJ PRIEM NE PRO-

HODIT, T.K. SKOROSTX v QWNO ZAWISIT OT WREMENI. w OTLI^IE OT

PEREHODOW MEVDU DWUMQ iso W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, NE-

^UWSTWITELXNOSTX K LORENCEWU SOKRA]ENI@ PREOBRAZOWANIQ mEL-

LERA SWQZANA S NEODNORODNOSTX@ USKORENIJ ^ASTIC BAZISA. sO-

WOKUPNOSTX DWUH FAKTOROW: LORENCEWA SOKRA]ENIQ iso S TO^KI

ZRENIQ NABL@DATELQ IZ nso I UDLINENIQ RASSTOQNIQ MEVDU MI-

ROWYMI LINIQMI nso W PLOSKOSTI ODNOWREMENNYH SOBYTIJ iso

(NA GIPERPOWERHNOSTI ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM W nso \TI

RASSTOQNIQ SOHRANQ@TSQ) PRIWODIT IH K WZAIMNOJ KOMPENSACII.

hOTQ PEREHOD OT nso mELLERA K iso I SWQZAN S PREOBRAZOWANI-

EM KOORDINAT W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NELINEJNYM OBRAZOM

SODERVA]IM WREMQ, ODNAKO \TA SISTEMA NE QWLQETSQ GLOBALXNO

RAWNOUSKORENNOJ. pO\TOMU WYWOD RABOTY [16], "^TO SREDI VEST-

KIH SISTEM OTS^ETA S ODNIM IZMERENIEM W PLOSKOM PROSTRANSTWE

- WREMENI DOPUSTIMY TOLXKO RAWNOUSKORENNYE I INERCIALXNYE

SISTEMY OTS^ETA" S NA[EJ TO^KI ZRENIQ SPRAWEDLIW LI[X DLQ

INERCIALXNYH.
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5. gRUPPA kwazi-iso W ODNORODNOM POLE

nso mELLERA POROVDAETSQ NEODNORODNYM SILOWYM POLEM,

NO OSTAWLQET VESTKIM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO KAK KARKAS

nso, TAK I KARKAS iso. nso (2.18) POROVDAETSQ ODNORODNYM

SILOWYM POLEM I IMEET VESTKIJ KARKAS, ODNAKO KARKAS KWAZI -

iso DEFORMIRUETSQ S TE^ENIEM WREMENI WDOLX NAPRAWLENIQ POLQ

I EGO PROSTRANSTWENNO - WREMENNAQ GEOMETRIQ QWLQETSQ RIMANO-

WOJ. wOZNIKAET WOPROS O NAHOVDENII PREOBRAZOWANIJ MEVDU RAZ-

LI^NYMI KWAZI - iso, DWIVU]IMISQ ODNA OTNOSITELXNO DRUGOJ

W ZADANNOM SILOWOM POLE, \KWIWALENTNYH PREOBRAZOWANI@ lOREN-

CA DLQ iso.

~TOBY NAJTI ZAKON DWIVENIQ ODNOJ KWAZI - iso OTNOSITELX-

NO DRUGOJ, BUDEM PO-PREVNEMU ISHODITX IZ SISTEMY (3.3) (3.4),

S^ITAQ, ODNAKO, ^TO PRI S = 0 WELI^INY NA^ALXNYH SKOROSTEJ

BAZISA KWAZI - iso ODINAKOWY I OTLI^NY OT NULQ. pOD TREHMER-

NOJ SKOROSTX@ vk ^ASTIC BAZISA KWAZI - iso OTNOSITELXNO nso,

KAK I W STACIONARNOM GRAWITACIONNOM POLE [7], BUDEM PONIMATX

TREHMERNYJ WEKTOR, OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM

vk =
cdyk

(g00)1=2(dy0 + (g0k=g00)dyk)
; (5:1)

WYTEKA@]IM IZ IZMERENIQ SKOROSTI PO SOBSTWENNOMU WREMENI

nso, OPREDELENNOMU PO ^ASAM, KOTORYE SINHRONIZOWANY WDOLX

TRAEKTORIJ ^ASTIC BAZISA KWAZI - iso.

wEKTOR SKOROSTI DLQ METRIKI (2.18) PRIWODITSQ K WIDU

v1 = c exp(�a0y
1

c2
)
dy1

dy0
; v =

q

11v1v1: (5:2)

iNTEGRIROWANIE SISTEMY (3.3), (3.4) DAET

dy1

dS
= � tan(a0S=c

2 + S1); y1 =
c2

a0

�
ln j cos(a0S=c2 + S1) j +c2

�
:

(5:3)

dy0

dS
=

exp(�c2)
cos2(a0S=c2 + c1)

;

y0 =
c2

a0

�
tan(a0S=c

2 + c1) + c3
�
exp(�c2);

y2 = z2; y3 = z3; s = z0; (5:4)
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GDE POSTOQNNYE INTEGRIROWANIQ c1, c2, c3 OPREDELIM IZ NA^ALXNYH

USLOWIJ.

iZ (5.2) - (5.4) SLEDUET, ^TO

v1 = �c sin(a0S=c2 + c1): (5:5)

pUSTX PRI S = 0, v1=c = �� = const. oTKUDA NAHODIM

sin c1 = �: (5:6)

pUSTX DALEE PRI S = 0 LAGRANVEWY KOORDINATY y1 BAZISA nso

SWQZANY S \JLEROWYMI KOORDINATAMI z1 BAZISA KWAZI - iso PO

ZAKONU

y1(0) = f(z1; �); c2 =
af

c2
� ln j cos c1j: (5:7)

oTKUDA

y1 =
c2

a0
ln
����cos(a0S=c

2 + S1)

cos c1

����+ f(z1; �): (5:8)

dLQ NAHOVDENIQ FUNKCII f(z1; �) (PRI INTEGRIROWANII SISTEMY

(3.3) I (3.4) \TA FUNKCIQ WYSTUPAET KAK POSTOQNNAQ INTEGRIROWA-

NIQ) I c3 ISPOLXZUEM IZWESTNYJ FAKT, ^TO METRIKU PROIZWOLXNOJ

KWAZI - iso MOVNO SWESTI K SINHRONNOJ, TAK ^TO:

~g00(z
�) =

@y�

@z0
@y�

@z0
g�� = g00

�@y0
@z0

�2 �
�@y1
@z0

�2
= 1;

~g01(z
�) =

@y0

@z0
@y0

@z1
g00 � @y1

@z0
@y1

@z1
= 0;

~g11(z
�) = g00

�@y0
@z1

�2 �
�@y1
@z1

�2
= �

� @f
@z1

�2
cos2(a0z

0=c2 + c1): (5:9)

iZ RAWENSTWA ~g01 = 0 WYTEKAET SOOTNO[ENIE

S2

a0

@c3
@z1

= c3
@f

@z1
; (5:10)

INTEGRIROWANIE KOTOROGO DAET

c3 = exp
�a0f
c2

�
 (�); (5:11)

GDE  (�) PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ. fUNKCII f(z1; �) I  (�) MOVNO

NAJTI IZ PRINCIPA SOOTWETSTWIQ , T.E. IZ TREBOWANIQ, ^TO PRI

RAWNOM NUL@ USKORENII a0 METRIKI (3.7) I ISKOMAQ BYLI SWQZANY

PREOBRAZOWANIEM lORENCA. w REZULXTATE NAHODIM

 (�) = � tan c1; f(z1; �) =
z1

cos c1
: (5:12)
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zAKON DWIVENIQ BAZISA KWAZI - iso OTNOSITELXNO nso IMEET

WID

y1 =
c2

a0
ln
����cos(a0z

0=c2 + c1)

cos c1

����+ z1

cos c1
;

y0 =
c2

a0
cos c1 exp

�
� a0z

1

c2 cos c1

�
�
tan (a0z

0=c2 + c1)� tan c1 exp
� a0z

1

c2 cos c1

��
;

sin c1 = v0=c = �: (5:13)

eSLI W (5.13) PEREJTI K PREDELU a0 ! 0, TO POLU^IM WYRAVE-

NIE, SOWPADA@]EE S PREOBRAZOWANIEM lORENCA.

y1 =
z1 � �z0p
1 � �2 ; y0 =

z0 � �z1p
1� �2

: (5:14)

pRI c1 = 0, z� = x� POLU^IM (3.5), (3.6). iSPOLXZUQ ZAKON DWI-

VENIQ (5.13) I METRIKU (2.18), NAHODIM DLQ \LEMENTA INTERWALA

WYRAVENIE

dS2 = (dz0)2 � cos2(a0z
0=c2 + c1)

cos2 c1
(dz1)2 � (dz2)2 � (dz3)2: (5:15)

zAKON DWIVENIQ ODNOJ KWAZI - iso OTNOSITELXNO DRUGOJ MOV-

NO NAJTI , ESLI ISKL@^ITX IZ (5.13), (3.5) I (3.6) y1 I y0. w RE-

ZULXTATE POLU^IM

x0 =
c2

a0
arcsin[sin ~z0 � tan c1 cos ~z

0 exp(~z1)];

x1 =
c2

a0

�
~z1 � ln j cos c1U j

�

U =
q
1 + 2 tan ~z0 tan c1 exp(~z1)� tan2 c1 exp(2~z1);

~z0 = a0z
0=c2 + c1; ~z1 =

a0z
1

c2 cos c1
; x2 = z2; x3 = z3: (5:16)

fORMULY (5.16) OTOBRAVA@T PEREHOD MEVDU DWUMQ KWAZI -

iso, ODNA IZ KOTORYH W NA^ALXNYJ MOMENT POKOILOSX OTNOSI-

TELXNO nso, A DRUGAQ IMELA OTLI^NU@ OT NULQ NA^ALXNU@ SKO-

ROSTX. pEREHOD K PREDELU PRI a0 ! 0 SNOWA PRIWODIT K PREOBRA-

ZOWANI@ lORENCA.

x1 =
z1 � �z0p
1 � �2 ; x0 =

z0 � �z1p
1� �2

: (5:17)
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eSLI W ZAKONE DWIVENIQ (5.16) WWESTI PREOBRAZOWANIE KOORDI-

NAT WIDA

z0 + c1c
2=a0 = u0; z1= cos c1 = u1; z2 = u2; z3 = u3;

(5:18)

TOGDA METRIKA (5.15) PRIMET WID

dS2 = (du0)2 � cos2(a0u
0=c2)(du1)2 � (du2)2 � (du3)2: (5:19)

zAMENIW W ZAKONE DWIVENIQ (5.16) BEZRAZMERNYE KOORDINATY

~z0 I ~z1 I WYRAZIW ^EREZ u0 I u1 W WIDE ~z0 = a0u
0=c2, ~z1 = a0u

1=c2,

POLU^AEM PREOBRAZOWANIQ, SOHRANQ@]IE METRIKU (3.7) FORMIN-

WARIANTNOJ, W ^EM MOVNO UBEDITXSQ, SRAWNIW (3.7) I (5.19).

pO\TOMU MOVNO SFORMULIROWATX OBOB]ENNYJ PRINCIP OTNO-

SITELXNOSTI DLQ KWAZI - iso, ANALOGI^NYJ PRINCIPU OTNOSI-

TELXNOSTI DLQ RAWNOUSKORENNYH SISTEM, SFORMULIROWANNOMU lO-

GUNOWYM [6]:

dLQ L@BOJ KWAZI - iso W ODNORODNOM SILOWOM POLE NAJDETSQ

NABOR DRUGIH KWAZI - iso, W KOTORYH METRIKI FORMINWARIANT-

NY. wSLEDSTWIE ^EGO WSE FIZI^ESKIE URAWNENIQ W \TIH KWAZI -

iso IME@T ODIN I TOT VE WID, A POTOMU NIKAKIMI FIZI^ESKI-

MI OPYTAMI NELXZQ USTANOWITX W KAKOJ IZ TAKIH KWAZI - iso

MY NAHODIMSQ.

|TO OZNA^AET RAWNOPRAWNOSTX RASSMOTRENNYH KWAZI - iso.

zAKON DWIVENIQ DWUH RAZLI^NYH KWAZI - iso, OSTAWLQ@]IH

METRIKI FORMINWARIANTNYMI, MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE

x0 =
c2

a0
arcsin

"
sin

�u0a0
c2

�
� tan c1 cos

�u0a0
c2

�
exp

�a0u1
c2

�#
;

x1 = u1 � c2

a0
ln j cos c1P j;

P =

vuut1 + 2 tan
�u0a0
c2

�
tan c1 exp

�a0u1
c2

�
� tan2 c1 exp

�2a0u1
c2

�
:

(5:20)

zAKON DWIVENIQ (5.20) DLQ RAZLI^NYH KWAZI - iso - ANALOG

PREOBRAZOWANIQ lORENCA DLQ iso.

6. |TALONNYE KOORDINATY W KWAZI - iso

tAK KAK METRIKA KWAZI - iso W ODNORODNOM POLE OKAZALASX

RIMANOWOJ, TO PRIHODITSQ STALKIWATXSQ S OPREDELENNYMI TRUD-
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NOSTQMI PRI INTERPRETACII IZMERENIJ KAKIH - LIBO FIZI^ES-

KIH WELI^IN, WYRAVAEMYH ^EREZ GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY. w PRO-

STRANSTWE rIMANA OTSUTSTWUET PONQTIE RADIUSA - WEKTORA, A WRE-

MENNAQ KOORDINATA NE QWLQETSQ WREMENEM, KAK \TO IMEET MESTO

W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W GALILEEWYH KOORDINATAH. gALI-

LEEWY KOORDINATY QWLQ@TSQ \TALONNYMI, ^EREZ KOTORYE WSEGDA

MOVNO WYRAZITX FIZI^ESKIE WELI^INY, ZADANNYE W PROIZWOLX-

NYH PROSTRANSTWENNO - WREMENNYH KOORDINATAH. tAKAQ WOZMOV-

NOSTX OBUSLOWLENA TOVDESTWENNYM RAWENSTWOM NUL@ TENZORA rI-

MANA - kRISTOFFELQ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, ^TO DOPUSKA-

ET SWEDENIE PROIZWOLXNOJ METRIKI K GALILEEWOJ WO WSEJ OBLASTI

PROSTRANSTWA - WREMENI. w RIMANOWOM PROSTRANSTWE TAKOJ OPOR-

NOJ \TALONNOJ METRIKI NE SU]ESTWUET. iSPOLXZOWANIE TETRADNO-

GO FORMALIZMA NE SNIMAET WSEH TRUDNOSTEJ PRI INTERPRETACII

IZMERENIJ. hOTQ TETRADNYE KOMPONENTY TENZOROW I QWLQ@TSQ "

FIZI^ESKIMI", ODNAKO ONI SUTX FUNKCII PROSTRANSTWENNO - WRE-

MENNYH TO^EK, KOTORYE NE IME@T METRI^ESKOGO SMYSLA.

rASSMATRIWAQ METRIKU KWAZI - iso (3.7), MOVNO UBEDITXSQ,

^TO PRI a0 = 0 ONA PEREHODIT W METRIKU PROSTRANSTWA mINKOW-

SKOGO , ZADANNU@ W GALILEEWYH KOORDINATAH. oDNAKO OTS@DA NE

SLEDUET, ^TO xk I t \TALONNYE KOORDINATY I WREMQ ZADANNOJ KWA-

ZI - iso. oSTAWAQSX W RAMKAH KWAZI - iso, MOVNO I PRI TOM

BES^ISLENNYM SPOSOBOM TAK "PERENUMEROWATX" PROSTRANSTWENNO

- WREMENNYE KOORDINATY t = f(zk; T ) , xK = �(zr) ( W SOGLASII S

a.l.zELXMANOWYM [24] UKAZANNYE PREOBRAZOWANIQ NE WYWODQT ZA

RAMKI KWAZI - iso ), ^TO NOWAQ METRIKA TAKVE BUDET SOWPADATX

S GALILEEWOJ PRI A0 = 0.

tAKIM OBRAZOM, WOZNIKAET WOPROS OB OTYSKANII \TALONNYH

"ZATRAWO^NYH" KOORDINAT DLQ METRIKI (3.7). w RAZDELE 3 DLQ

USTANOWLENIQ SOOTWETSTWIQ MEVDU nso I KWAZI - iso MY RAS-

SMOTRELI DWE GRUPPY ^ASTIC : ODNA IZ KOTORYH ( PERWAQ ) NE POD-

WERVENA DEJSTWI@ SILOWOGO POLQ ( SISTEMA PARALLELXNYH VEST-

KIH STERVNEJ ). s \TOJ SISTEMOJ MY SWQZALI GALILEEWU SISTE-

MU KOORDINAT W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. dRUGAQ GRUPPA ^AS-

TIC, PODWERVENNAQ DEJSTWI@ SILOWOGO POLQ, KOTORU@ MY SWQZALI

S SISTEMOJ POLYH TRUB, SKOLXZQ]IM PO STERVNQM S POSTOQNNYM

USKORENIEM. pRI \TOM OKAZALOSX, ^TO METRIKA DLQ NABL@DATE-

LEJ W nso RIMANOWA. rASSMATRIWAQ S POZICIJ NABL@DATELEJ IZ

nso DWIVENIE STERVNEJ OTNOSITELXNO TRUB KAK KONGRUENCI@

GEODEZI^ESKIH, MY USTANOWILI, ^TO GEOMETRIQ TAKOJ KWAZI - iso
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TAKVE RIMANOWA. s ORTODOKSALXNOJ TO^KI ZRENIQ ZAKONY DWIVE-

NIQ (3.5), (3.6) MOVNO TRAKTOWATX KAK PEREHOD IZ nso W KWAZI

- iso, A (3.8) KAK PEREHOD IZ KWAZI - iso W nso. iZ RAZWITOJ

NAMI SHEMY \TI SLOWA OZNA^A@T FAKTI^ESKI, ^TO NABL@DATELX,

OSTAWAQSX W nso, PROWODIT SWOI IZMERENIQ W KOORDINATAH KWA-

ZI - iso (3.7). gEOMETRI^ESKIE OB_EKTY, ZADANNYE W AFFINNYH

REPERAH nso, WYRAVA@TSQ ^EREZ AFFINNYE REPERY KWAZI - iso

PRI POMO]I ZAKONOW DWIVENIQ (3.5), (3.6).

dLQ WYQSNENIQ METRI^ESKOGO SMYSLA KOORDINAT (3.7) NUVNO

USTANOWITX SOOTWETSTWIE MEVDU iso (2.4) I KWAZI - iso (3.7).

oTWLEKAQSX OT METRI^ESKIH SWOJSTW, RASSMOTRIM \LEMENTAR-

NOE MNOGOOBRAZIE [25]. kAK IZWESTNO, W \LEMENTARNOM MNOGOOBRA-

ZII MOVNO WWESTI KOORDINATNU@ SETKU, NUMERU@]U@ \LEMENTY

MNOGOOBRAZIQ, ZADAWATX TENZORY, KRIWYE, POWERHNOSTI. nO OTSUT-

STWIE SWQZNOSTI NE POZWOLQET SRAWNIWATX GEOMETRI^ESKIE OB_-

EKTY W RAZLI^NYH TO^KAH, A OTSUTSTWIE METRIKI NE POZWOLQET

OPREDELQTX DLINU DUGI KRIWOJ. dLQ PREWRA]ENIQ MNOGOOBRAZIQ

W PROSTRANSTWO NUVNO ZADATX ILI OB_EKT SWQZNOSTI ( TOGDA MNO-

GOOBRAZIE PREWRA]AETSQ W PROSTRANSTWO AFFINNOJ SWQZNOSTI ),

ILI METRI^ESKIJ TENZOR ( TOGDA MNOGOOBRAZIE PREWRA]AETSQ W

RIMANOWO PROSTRANSTWO ), ILI NEZAWISIMO I TO, I DRUGOE. ~IS-

LO RAZLI^NYH PROSTRANSTW, KOTORYE MOGUT BYTX POSTROENY NA

DANNOM MNOGOOBRAZII, PROIZWOLXNO. oDNAKO NAS INTERESUET SLU-

^AJ, KOGDA MNOGOOBRAZIE SODERVIT DWA PROSTRANSTWA: PROSTRAN-

STWO mINKOWSKOGO, BAZISOM KOTOROGO QWLQ@TSQ ^ASTICY PERWOJ

GRUPPY ( STERVNI ) S METRIKOJ (2.4) I PROSTRANSTWO rIMANA,

BAZISOM KOTOROGO QWLQ@TSQ \TI VE SAMYE ^ASTICY (STERVNI ),

KOTORYE RASSMATRIWA@TSQ DWIVU]EMISQ PO GEODEZI^ESKIM OTNO-

SITELXNO nso, A METRIKA ZADAETSQ SOOTNO[ENIEM (3.7). pRISWO-

IM ^ASTICAM PERWOJ GRUPPY ODINAKOWYE S TO^KI ZRENIQ OBEIH

PROSTRANSTW NOMERA, ^TO MATEMATI^ESKI \KWIWALENTNO WWEDENI@

OB]EJ TREHMERNOJ PROSTRANSTWENNOJ KOORDINACII W PROSTRANST-

WE mINKOWSKOGO I rIMANA. aNALOGI^NYM OBRAZOM ODINAKOWYE NO-

MERA ( LAGRANVEWY KOORDINATY ) PRIPI[EM S TO^KI ZRENIQ DWUH

PROSTRANSTW I ^ASTICAM WTOROJ GRUPPY. sWQZX MEVDU WREMENNY-

MI KOORDINATAMI PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO I rIMANA NAJDEM

IZ SOWPADENIQ ZAKONOW DWIVENIQ ^ASTIC SREDY W PEREMENNYH lA-

GRANVA. fAKTI^ESKI POSLEDNEE OZNA^AET, ^TO DWIVU]IESQ I NE-

PODWIVNYE NABL@DATELI PRI WSTRE^E W L@BYH TO^KAH PROSTRAN-

STWA "UWIDQT" W TO^KAH PERESE^ENIQ ODNU I TU VE " KARTINU ".
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t.E., ESLI S TO^KI ZRENIQ DWIVU]EGOSQ NABL@DATELQ EGO ^ASTICA

S NOMEROM n PERESEKLASX S NEPODWIVNOJ ^ASTICEJ NOMERA m, TO I

NABL@DATELX NA NEPODWIVNOJ ^ASTICE m PRIDET K TAKOMU VE ZA-

KL@^ENI@. mATEMATI^ESKI \TO OZNA^AET, ^TO FAKT PERESE^ENIQ

^ASTIC m I n QWLQETSQ INWARIANTNYM. pRIRAWNIWANIE LAGRAN-

VEWYH I \JLEROWYH KOORDINAT W ZAKONAH DWIVENIQ (2.5) I (3.9),

S PREDWARITELXNOJ ZAMENOJ W (2.5) t NA T , GDE T - MIROWOE WREMQ

W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, PRIWODIT K SOOTNO[ENI@, SWQZYWA-

@]EMU \TALONNOE WREMQ T S MIROWYM WREMENEM t KWAZI - iso.

t =
c

a0
arccos

�
exp

�
1�

vuut1 + a02T 2

c2

��
: (6:1)

pOSLE ^EGO INTERWAL KWAZI - iso (3.7) MOVNO PEREPISATX W \TA-

LONNYH KOORDINATAH PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO

dS2 = g00c
2dT 2 � g11(dx

1)2 � (dx2)2 � (dx3)2;

g00 =
�2 exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

�

(1 + �2)
�
1� exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

��;

g11 = exp
�
2(1� (1 + �2)1=2)

�
; � =

a0T

c
: (6:2)

sOBSTWENNOE WREMQ nso (2.18), KOTOROE OPREDELIM KAK I W

SLU^AE STATI^ESKIH GRAWITACIONNYH POLEJ [7] PO PRAWILU

� =
1

c
(g00)

1=2y0

POLU^AETSQ IZ SOOTNO[ENIJ (3.8), (3.9), (6.1).

� =
c

a0

s�
1� exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

��
=

c

a0
sin(a0t=c): (6:3)

iTAK, OPIRAQSX NA "ZATRAWO^NYE" KOORDINATY PLOSKOGO PRO-

STRANSTWA - WREMENI, MY POSTROILI METROLOGI@ nso W RIMANO-

WOM PROSTRANSTWE - WREMENI, ^TO POZWOLQET WYQSNITX METRI^ES-

KIJ SMYSL IZMERQEMYH FIZI^ESKIH WELI^IN. pRI a0 ! 0 METRIKA

(6.2) ( KAK I (3.7)) PEREHODIT W GALILEEWU, ODNAKO W OTLI^IE OT

(3.7) KOORDINATNAQ SETKA (6.2) QWLQETSQ \TALONNOJ.

pARADOKS ^ASOW I RASSTOQNIJ
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w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM RAWNOUSKORENNOE DWIVENIE

KOSMI^ESKOGO KORABLQ S "KOMFORTNYM" USKORENIEM A0 = 10 M=S2.

sOBSTWENNOE WREMQ KOSMONAWTOW � SWQZANO SO WREMENEM NABL@DA-

TELEJ W iso SOOTNO[ENIEM (6.3), KOTOROE SILXNO OTLI^AETSQ OT

SOBSTWENNOGO WREMENI �m = (c=a0) ln (� + (1 + �2)1=2) [7] PRI RAS-

SMOTRENII RAWNOUSKORENNOGO DWIVENIQ W PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO DLQ BOLX[IH ZNA^ENIJ (A0t=S). w SOGLASII S (6.3) RELQTI-

WISTSKIJ \FFEKT SOKRA]ENIQ SOBSTWENNOGO WREMENI ZNA^ITELXNO

BOLEE WYRAVEN, ^EM W sto. fORMULA (6.3) BOLEE " OPTIMISTI^NA

", ^EM W sto, DLQ DALXNIH MEVZWEZDNYH PUTE[ESTWIJ. nAPRI-

MER, PRI t ! 1, � = c=a0 = 347:22 SUTOK. |TO OZNA^AET, ^TO

MENX[E, ^EM ZA GOD VIZNI KOSMONAWTA, DWIVU]EGOSQ RAWNOUSKO-

RENNO S USKORENIEM RAWNYM USKORENI@ SWOBODNOGO PADENIQ NA

POWERHNOSTI ZEMLI, PO ^ASAM iso PROJDET BESKONE^NO BOLX[OJ

PROMEVUTOK WREMENI. iZ (6.1), (6.3) SLEDUET, ^TO PRI t ! 1 W

KWAZI - iso PROHODIT WREMQ t = �c=(2a0). iZ ZAKONOW DWIVENIQ

(2.5) I (3.9) SLEDUET, ^TO DWIGAQSX S USKORENIEM A0 = 10 M=S2 ZA

WREMQ ( PO ^ASAM ASTRONAWTA ) MENX[EE 348 SUTOK MOVNO POPASTX

W L@BU@ UDALENNU@ TO^KU wSELENNOJ, ESLI POSLEDN@@ , WOPREKI

RELQTIWISTSKOJ KOSMOLOGII, OTNESTI K PROSTRANSTWU mINKOWSKO-

GO.

sLEDUET OTMETITX, ^TO HOTQ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO ZA

WREMQ t = �c=(2a0) KOSMONAWT PROLETAET BESKONE^NO BOLX[OE RAS-

STOQNIE, ODNAKO OTNOSITELXNO KWAZI - iso DLINA PUTI l OSTAETSQ

KONE^NOJ I WY^ISLQETSQ PO FORMULE

l =
Z t

0

vuut��g11@x
1

@t

@x1

@t

�
dt =

c2

a0
(1� cos(a0t=c)): (6:4)

KOTORAQ POLU^ENA IZ METRIKI (3.7) I ZAKONA DWIVENIQ (3.9). pRI

t = �S=2A0 POLU^AEM l = c2=a0. fIZI^ESKIJ SMYSL KONE^NOSTI

RASSTOQNIQ l OTNOSITELXNO KWAZI - iso SWQZAN S PREDSTAWLENIEM

METRIKI (3.7) W FORME (3.14), U^ITYWA@]EJ LORENCEWO SOKRA]E-

NIE KWAZI - iso OTNOSITELXNO nso.

eSLI DLQ RAS^ETA RASSTOQNIQ WOSPOLXZOWATXSQ WOSPOLXZOWATX-

SQ FORMULOJ (6.4) S METRIKOJ (2.4) I ZAKONOM DWIVENIQ (2.5) S

ZAMENOJ t! T , TO POLU^IM

l1 =
Z T

0

vuut��g11@x
1

@T

@x1

@T

�
dT =

c2

a0

 vuut1 + a20T
2

c2
� 1

!
: (6:5)

hOTQ W NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII OBE FORMULY PRIWO-

DQT K ODINAKOWOMU REZULXTATU l = a0t
2=2, l1 = a0T

2=2, ODNAKO DLQ
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BOLX[IH ZNA^ENIJ T ONI SILXNO OTLI^A@TSQ DRUG OT DRUGA.

w SOGLASII S (3.10) SOBSTWENNOE WREMQ KOSMONAWTA, WY^ISLQ-

EMOE PO FORMULE (6.3), S ODNOJ STORONY OGRANI^ENO SKOROSTX@

SWETA c W WAKUUME, A S DRUGOJ - W TO^NOSTI SOWPADAET S KLASSI^ES-

KOJ FORMULOJ NERELQTIWISTSKOJ NX@TONOWSKOJ MEHANIKI

� =
v

a0
: (6:6)

dOSTIVENIE PREDELXNOJ SKOROSTI c, KAK OTME^ENO WY[E, PRO-

ISHODIT ZA KONE^NOE WREMQ PO ^ASAM KOSMONAWTA I ZA BESKONE^NOE

WREMQ PO ^ASAM W iso. pRI WREMENI � > c=a0 POLU^ENNOE RE[E-

NIE PERESTAET BYTX SPRAWEDLIWYM , T.K. WYWODIT KOSMONAWTA ZA

"PREDELY" PROSTRANSTWA - WREMENI mINKOWSKOGO.

sRAWNIM NAJDENNYE NAMI REZULXTATY S TEORIEJ HRONOMETRI-

^ESKIH INWARIANTOW zELXMANOWA [24].

dLQ HRONOMETRI^ESKOGO WEKTORA TREHMERNOJ SKOROSTI u1 IME-

EM [53]

u1 =
cg

1=2
00 dx

1

g0kdxk
=

cdx1

g
1=2
00 dT

= c tan(a0t=c); (6:7)

A EGO WELI^INA DAETSQ FORMULOJ

u =

vuut�gi0gj0
g00

� gij
�
uiuj = c sin(a0t=c); (6:8)

^TO SOWPADAET S (3.10).

w KA^ESTWE KONKRETNOGO PRIMERA RASSMOTRIM POLET KOSMI^ES-

KOGO APPARATA W KAKU@ LIBO IZ ZWEZDNYH SISTEM.pUSTX PUTX RAKE-

TY PROLEGAET WBLIZI ZWEZDNOJ SISTEMY pROKSIMA-cENTAWRA, RAS-

STOQNIE DO KOTOROJ ^ETYRE SWETOWYH GODA. dOPUSTIM, ^TO DWIGA-

TELI RAKETY WO WSE WREMQ POLETA RAZWIWA@T POSTOQNNU@ (W SOBST-

WENNOJ SISTEME OTS^ETA) TQGU I RAKETA DWIVETSQ S KOMFORTNYM

DLQ ASTRONAWTOW USKORENIEM 10 M=c2, SOZDAWAQ TEM SAMYM W RAKE-

TE POLE TQGOTENIQ, ANALOGI^NOE ZEMNOMU. wY^ISLIM, KAKOJ PRO-

MEVUTOK WREMENI PO ZEMNYM ^ASAM I ^ASAM ASTRONAWTOW ZAJMET

POLET DO PROMEVUTO^NOJ ZWEZDNOJ SISTEMY pROKSIMA-cENTAWRA,

MIMO KOTOROJ PROLETA@T KOSMONAWTY, DWIGAQSX RAWNOUSKORENNO.

wY^ISLENIE BUDEM PROWODITX DWUMQ SPOSOBAMI:

1. sTANDARTNYM SPOSOBOM DLQ RELQTIWISTSKOGO RAWNOUSKOREN-

NOGO PRQMOLINEJNOGO DWIVENIQ S POSTOQNNYM USKORENIEM a0 W

SOBSTWENNOJ (W DANNYJ MOMENT WREMENI) SISTEME OTS^ETA [7].

2. sPOSOBOM, PREDLOVENNOM NAMI.
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rASSMOTRIM PERWYJ SPOSOB:

1. dOPUSTIM, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO RAKETA S NULEWOJ NA^ALXNOJ SKOROSTX@ STALA DWI-

GATXSQ RAWNOUSKORENNO WDOLX OSI x IZ NA^ALA KOORDINAT. tOGDA EE

SME]ENIE x(T ) W L@BOJ MOMENT WREMENI T OPREDELQTXSQ HORO[O

IZWESTNOJ FORMULOJ [7], SOWPADA@]EJ S (6.5)

x(T ) = l1 =
Z T
0

vuut��g11@x
1

@T

@x1

@T

�
dT =

c2

a0

 vuut1 + a20T
2

c2
� 1

!
: (6:9)

pUSTX ^EREZ WREMQ T1 PO ^ASAM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO RAKETA

PROLETAET MIMO ZWEZDNOJ SISTEMY pROKSIMA-cENTAWRA (BLIVAJ-

[AQ cENTAWRA). tOGDA IMEET MESTO O^EWIDNOE RAWENSTWO

cT0 = x(T1); T0 = 4 GODA:

rAZRE[IW ALGEBRAI^ESKOE URAWNENIE (6.9), NAHODIM

T1 = T0

vuut1 + 2c

a0T0
= 1:215T0 = 4:86 GODA: (6:10)

sOBSTWENNOE WREMQ ASTRONAWTOW �1, PROLETA@]IH MIMO UKAZAN-

NOJ ZWEZDNOJ SISTEMY, DAETSQ SOOTNO[ENIEM [7]

�1 =
c

a0
arsinh

a0T1
c

= 0:555T0 = 2:22 GODA: (6:11)

wELI^INA SKOROSTI v(T1) PROLETA RAKETY W MOMENT T1

v(T1) =
a0T1r
1 + a20T

2
1

c2

= 0:981c: (6:12)

2. rE[IM \TU VE SAMU@ ZADA^U, ISPOLXZUQ NA[ SPOSOB RAS^E-

TA, S^ITAQ ^TO POSLE WKL@^ENIQ DWIGATELQ RAKETY PROSTRANSTWO-

WREMQ WNUTRI MIROWOJ TRUBKI RAKETY ISKRIWLQETSQ. o^EWIDNO,

^TO PRI L@BOM SPOSOBE RAS^ETA FAKT, ^TO RAKETA "POPALA W CELX"

(NAPRIMER, K NES^ASTX@, STOLKNULASX S METEORITOM), QWLQETSQ

INWARIANTNYM FAKTOM. w PRINCIPE NE MOVET BYTX TAKOJ SI-

TUACII, KOGDA ODNA I TA VE RAKETA PRI ODNOM SPOSOBE RAS^ETA

POTERPELA KRU[ENIE, A PRI DRUGOM - PRODOLVALA BEZAWARIJNYJ

POLET. oDNAKO MOMENT WREMENI STOLKNOWENIQ ZAWISIT OT SPOSO-

BA RAS^ETA. iZ INWARIANTNOSTI FAKTA PERESE^ENIQ DWUH ^ASTIC

WNE ZAWISIMOSTI OT METODA RAS^ETA NAMI BYLA POLU^ENA FORMULA
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(6.1). k S^ASTX@, RAKETA W NA[EJ ZADA^E LETELA BEZ AWARIJ I IZ

FORMULY (6.1), (6.10) NAJDEM SWQZX MEVDU WREMENEM, PRO[ED[IM

W KWAZI { iso t1 I WREMENEM iso T1, SOOTWETSTWU@]IH NAHOVDE-

NI@ KOSMI^ESKOGO KORABLQ W ODNOJ I TOJ VE TO^KE PROSTRANSTWA

t1 =
c

a0
arccos

�
exp

�
1�

vuut1 + a02T
2
1

c2

��
=

=
c

a0
arccos

�
exp

�
�a0T0

c

��
= 0:37T0 = 1:48 GODA: (6:13)

sOBSTWENNOE WREMQ ASTRONAWTOW �2 DLQ NA[EGO SLU^AQ W SOGLASII

S (6.3) IMEET WID

�2 =
c

a0
sin(a0t1=c) = 0:238T0 = 0:952 GODA = 347:17 SUTOK :

(6:14)

pROWEDEM ANALIZ POLU^ENNYH REZULXTATOW.

iZ RASSMOTRENNOGO SLEDUET, ^TO NA[ SPOSOB RAS^ETA PRIWODIT

K ZANIVENNOMU WREMENI PUTE[ESTWIQ ASTRONAWTOW PO SRAWNENI@

S sto. sLEDUET OTMETITX, ^TO POSLE PROHOVDENIQ WREMENI POLE-

TA 347 SUTOK WREMQ DLQ ASTRONAWTA KAK BY OSTANAWLIWAETSQ.eSLI

DLQ PREODOLENIQ DISTANCII W 4 SWETOWYH GODA ASTRONAWTU PONADO-

BILOSX 347.17 SUTOK, TO DLQ PREODOLENIQ MNOGO BOLX[IH RASSTO-

QNIJ EMU TREBUETSQ 347.22 SUTKI. iTAK, ZA POSLEDNIE 72 MINUTY

ASTRONAWT, DWIGAQSX RAWNOUSKORENNO S USKORENIEM 10M=S2, PRE-

ODOLEWAET PRAKTI^ESKI L@BYE RASSTOQNIQ W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO W SOTNI TYSQ^ SWETOWYH LET. mAKSIMALXNAQ DLINA, KO-

TORU@ MOVET PREODOLETX ASTRONAWT OTNOSITELXNO KWAZI - iso,

DWIGAQSX S USKORENIEM 10M=S2 ZA BESKONE^NOE OTNOSITELXNO iso

WREMQ, I ZA RAWNOE OTNOSITELXNO KWAZI - iso 347 SUTOK 1 ^AS I

12 MINUT, RAWNA c2=a0 = 9 � 1012 KM, ^TO ^UTX MENX[E SWETOWOGO
GODA, RAWNOGO 9:46 � 1012 KM. |TO SWQZANO S LORENCEWYMI SOKRA-

]ENIQMI KWAZI - iso OTNOSITELXNO DWIVU]EJSQ RAKETY (3.14).

pROSTRANSTWO KWAZI - iso PRI SKOROSTI RAKETY, STREMQ]EJSQ K

SKOROSTI SWETA, KAK BY SVIMAETSQ (LORENCEWO SOKRA]ENIE) NAWS-

TRE^U KOSMI^ESKOMU KORABL@, ^TO I PRIWODIT K ZAMETNOMU OTLI-

^I@ PROJDENNOGO PUTI W iso I KWAZI - iso. w sto, DWIGAQSX

OTNOSITELXNO iso, ASTRONAWT W L@BOJ MOMENT WREMENI IMEET

TO^NO TAKU@ VE KOORDINATU, ^TO I OTNOSITELXNO KWAZI - iso.

pUTX OTNOSITELXNO iso SOWPADAET S KOORDINATOJ x, WDOLX KOTO-

ROJ DWIVETSQ RAKETA. pUTX c2=a0 = 9 �1012 KM OTNOSITELXNO KWAZI
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- iso NE SOWPADAET S KOORDINATOJ x, A SOOTWETSTWUET BESKONE^NO

BOLX[OMU PUTI OTNOSITELXNO iso.

oTMETIM, ^TO OSNOWNOJ I NEPREODOLIMOJ TRUDNOSTX@ RAS-

SMOTRENIQ RAWNOUSKORENNOGO DWIVENIQ W sto QWLQETSQ NESTA-

CIONARNOSTX PROSTRANSTWENNOJ METRIKI W SOPUTSTWU@]EJ SISTE-

ME OTS^ETA. nAPRIMER, DLQ RASSMOTRENNOGO WY[E SLU^AQ DWIVE-

NIQ KOSMI^ESKOGO KORABLQ, DLINA RAKETY W SISTEME OTS^ETA, SWQ-

ZANNOJ S NEJ, DOLVNA WOZRASTATX, ^TO SLEDUET IZ FORMUL (2.9) I

(2.10). iZ \TIH FORMUL SLEDUET, ^TO PERWONA^ALXNAQ DLINA RAKE-

TY L0 PRI PODLETE RAKETY K SOZWEZDI@ pROKSIMA-cENTAWRA DOLV-

NA WOZRASTI DO WELI^INY L, OPREDELQEMOJ FORMULOJ

L = L0

vuut1 + a20T
2
1

c2
= 5:2L0: (6:15)

wOZRASTANIE DLINY RAKETY W 5.2 RAZA WESXMA TRUDNO OB_QSNIMO.

w NA[EM SLU^AE TAKOGO PARADOKSA NE PROISHODIT, I RAKETA SO-

HRANQET SWO@ DLINU NEIZMENNOJ, DWIGAQSX KAK VESTKOE W SMYSLE

bORNA TELO.

oKON^ATELXNYJ VE OTWET NA WOPROS PRIMENIMOSTI TOJ ILI

INOJ TEORII MOVET DATX TOLXKO OPYT.

7. pEREHOD OT nso K iso I OT nso K nso

nAJDENNYE NAMI \TALONNYE KOORDINATY I WREMQ, SOWPADA@-

]IE S GALILEEWYMI KOORDINATAMI I WREMENEM PROSTRANSTWAmIN-

KOWSKOGO, POZWOLQ@T WWESTI W RIMANOWOM PROSTRANSTWE PREIMU-

]ESTWENNU@ SISTEMU KOORDINAT. t.K. METRIKA (6.2) ORTOGONALX-

NA, TO DLQ POSTROENIQ POLQ TETRAD MOVNO WEKTORY ORTOREPERA ~e�
SOWMESTITX S WEKTORAMI AFFINNOGO REPERA I POLE TETRAD ZAPI-

SATX W WIDE:

e�(�) =
���q
jg��j

; e(�)� = ���
q
jg��j; (7:1)

GDE SUMMIROWANIE PO � OTSUTSTWUET.tETRADNYE KOMPONENTY TEN-

ZOROW SOWPADA@T S "FIZI^ESKIMI". nAPRIMER, DLQ TREHMERNOJ

SKOROSTX@ u(k), RASSMOTRENNOJ W PREDYDU]EM RAZDELE, PRI RAS-

SMOTRENII DWIVENIQ KOSMONAWTA, NAHODIM

u(k) = c
dx(k)

dx(0)
= c

e(k)� dx�

e
(0)
� dx�

: (7:2)
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dLQ RASSMATRIWAEMOGO NAMI SLU^AQ NAHODIM

u(1) = c

q
jg11jdx1q
jg00jdx0

= c sin
�a0t
c

�
(7:3)

iTAK, MOVNO SFORMULIROWATX SLEDU@]IE PRAWILA PREOBRAZO-

WANIQ GEOMETRI^ESKIH OB_EKTOW OT RAWNOUSKORENNOJ nso K \TA-

LONNOJ KWAZI - iso :

1. pUSTX, NAPRIMER, W REZULXTATE RE[ENIQ URAWNENIJ mAKS-

WELLA, ZAPISANNYH, KAK I W oto, S ISPOLXZOWANIEM METRIKI

(2.18), NAJDEN TENZOR POLQ F��(y
�).

2. s POMO]X@ ZAKONA DWIVENIQ (3.5), (3.6) TENZOR POLQ PRE-

OBRAZUETSQ K KWAZI - iso , OPREDELQEMOJ METRIKOJ (3.7).

3. s POMO]X@ PREOBRAZOWANIQ WREMENNOJ KOORDINATY (6.1)

OPREDELQETSQ TENZOR POLQ W \TALONNOJ KWAZI - iso.

4. iSPOLXZUQ POLE TETRAD (7.1), NAHODQTSQ FIZI^ESKIE KOM-

PONENTY TENZORA POLQ F(�)(�)(x
�) W \TALONNYH KOORDINATAH

(6.2).

oDNAKO RASSMOTRENNYE 4 PUNKTA E]E NE IS^ERPYWA@T PRAWIL

PEREHODA OT nso K iso. |TI PRAWILA OTOBRAVA@T LI[X PEREHOD

OT nso K KWAZI - iso. pEREHOD OT KWAZI - iso K iso SWQZAN S

PEREHODOM OT PROSTRANSTWA rIMANA K PROSTRANSTWUmINKOWSKOGO.

dLQ ILL@STRACII SKAZANNOGO RASSMOTRIM DWIVENIE ZARQVEN-

NOJ PYLI W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM POLE, ZADANNOM W KWAZI -

iso (3.7). pOD POSTOQNNYM ODNORODNYM \LEKTRI^ESKIM POLEM

BUDEM PONIMATX POSTOQNSTWO KOMPONENT TENZORA POLQ F��, ZADAN-

NOGO " FIZI^ESKIMI " ILI TETRADNYMI KOMPONENTAMI. w ^AST-

NOSTI, ESLI IMEETSQ TOLXKO \LEKTRI^ESKOE POLE ~e , NAPRAWLENNOE

WDOLX OSI x1, TO OTLI^NYMI OT NULQ BUDUT TOLXKO KOMPONENTY

F(0)(1) = �F(1)(0) = E = const: (7:4)

oTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY TENZORA POLQ W AFFINNOM REPERE

S ISPOLXZOWANIEM (7.1) IME@T WID

F01 = �F10 = E cos(a0x
0=c2); (7:5)

KOTORYE, KAK LEGKO PROWERITX , UDOWLETWORQ@T URAWNENIQM mAKS-

WELLA W PUSTOTE, ZAPISANNYM W OB]EKOWARIANTNOJ FORME DLQ MET-

RIKI (3.7). uRAWNENIQ mAKSWELLA W KWAZI - iso ILI nso S ZA-

DANNYMI METRI^ESKIMI TENZORAMI \KWIWALENTNY PO FORME URAW-

NENIQM mAKSWELLA PRI NALI^II GRAWITACIONNOGO POLQ I IME@T
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WID [7]

@F��
@x"

+
@F"�
@x�

+
@F�"
@x�

= 0;
1p�g

@

@x�

�p�gF ��
�
= �4�

c
j�: (7:6)

iSPOLXZUQ (7.6), POLU^AEM

p�g = cos(a0x
0=c2); F 01 = g00g11F01 = � E

cos(a0x0=c2)
;

1p�g
@(
p�gF 10)

@x0
� 0; (7:7)

^TO I DOKAZYWAET SDELANNOE WY[E UTWERVDENIE.

kAVDAQ IZ ^ASTIC PYLI W \LEKTRI^ESKOM POLE DWIVETSQ PO

ZAKONU

mc
DV �

ds
=
e

c
F �

�V
�: (7:8)

eSLI NA^ALXNYE SKOROSTI WSEH ^ASTIC NULEWYE, TO MOVNO UBE-

DITXSQ, ^TO IZ POLQ 4-SKOROSTEJ (3.13) S POMO]X@ S POMO]X@

SWQZNOSTI (3.11) I FORMUL (1.1) - (1.5) MOGUT BYTX POLU^ENY SO-

OTNO[ENIQ

V �r�V� = F� = V �
�@V�
@x�

� ����V�
�
; F0 =

a0
c2
tan(a0t=c);

F1 = �a0
c2
; ��� = 
�� = 0; g��F

�F � = �a0
2

c4
:

pOLU^ENNYE SOOTNO[ENIQ PRI NAJDENNOM TENZORE POLQ (7.5)

OBRA]A@T W TOVDESTWO (7.8), ESLI SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

a0 =
eE

m
: (7:9)

iTAK, MY DOKAZALI, ^TO NAJDENNAQ NAMI RAWNOUSKORENNAQ VEST-

KAQ nso MOVET SOOTWETSTWOWATX DWIVENI@ ZARQVENNOJ PYLI W

ODNORODNOM POSTOQNNOM \LEKTRI^ESKOM POLE, ZADANNOM W PSEWDO-

RIMANOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI. wYQSNIM STRUKTURU \TOGO

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ, SWQZANNO-

GO S DWIVU]IMISQ ZARQDAMI I ISPOLXZU@]EGO KOORDINATY nso

(2.18). iSPOLXZUQ ZAKON DWIVENIQ (3.8), NAHODIM

~F��(y

) =

@x�

@y�
@x�

@y�
F��:
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tENZOR POLQ W nso IMEET OTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY

~F01 = E exp(a0y
1=c2): (7:10)

wY^ISLQQ "FIZI^ESKIE" TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA POLQ PO

FORMULE
~F(�)(�) = e�(�)e

�
(�)

~F�� (7:11)

, POLU^IM OTLI^NYE OT NULQ ZNA^ENIQ

~F(0)(1) = E = const: (7:12)

sRAWNIWAQ POLU^ENNYE KOMPONENTY S ANALOGI^NYMI W KWAZI -

iso, UBEVDAEMSQ, ^TO \LEKTRI^ESKOE POLE W OBOIH SLU^AQH OSTA-

ETSQ NEIZMENNYM. rASSMOTRENNAQ SITUACIQ ANALOGI^NA TOJ, PRI

KOTOROJ \LEKTRI^ESKOE POLE NE MENQETSQ I PRI PREOBRAZOWANIQH

lORENCA, KOGDA SKOROSTX DWIVU]EJSQ SISTEMY NAPRAWLENA WDOLX

POLQ ~e .

tAKIM OBRAZOM, NA DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI W ODNORODNOM

\LEKTRI^ESKOM POLE MOVNO SMOTRETX S POZICII DWUH NABL@DATE-

LEJ:

1. nABL@DATELX NAHODITSQ W VESTKOJ iso PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO, W KOTOROJ WYBRANY GALILEEWY KOORDINATY. w SO-

GLASII S NAIBOLEE RASPROSTRANENNOJ W NASTOQ]EE WREMQ TRAKTOW-

KOJ DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI DLQ NEGO PROISHODIT PO ZAKONU

(2.5), (2.6) I PRI PEREHODE K nso PRIWODIT K METRIKE (2.7), (2.8).

2. nABL@DATELX NAHODITSQ W nso, A ISPOLXZUET DLQ SWOEGO

DWIVENIQ KOORDINATY KWAZI - iso (3.7) ILI \TALONNYE KOORDI-

NATY (6.2). dWIVENIE PYLI DLQ NEGO PROISHODIT PO ZAKONU (3.8) (

ILI (2.5), ESLI WYBRATX OB]U@ S GALILEEWOJ KOORDINATNU@ SET-

KU ). pEREHOD OT KOORDINAT KWAZI - iso K KOORDINATAM nso

PRIWODIT K METRIKE (2.18).

pOD^ERKNEM, ^TO FRAZA "nABL@DATELX NAHODITSQ W nso, A

ISPOLXZUET DLQ OPISANIQ PROCESSOW KOORDINATY KWAZI - iso" S

ORTODOKSALXNOJ TO^KI ZRENIQ \KWIWALENTNA FRAZE "nABL@DATELX

NAHODITSQ W iso". |TO SWQZANO S TEM OBSTOQTELXSTWOM, ^TO PRI

OBY^NOM PODHODE SWOJSTWA PROSTRANSTWA - WREMENI DO I POSLE

WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ POSTULIRU@TSQ NEIZMENNYMI KAK DLQ

NABL@DATELQ W iso, TAK I DLQ NABL@DATELQ W nso. s NA[EJ TO^-

KI ZRENIQ POD PEREHODOM iso - nso I OBRATNO PODRAZUMEWAETSQ

USTANOWLENIE PRAWIL, SWQZYWA@]IH GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY, ZA-

DANNYE W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO (2.4), S \TIMI VE OB_EKTA-

MI, ZADANNYMI W PROSTRANSTWE rIMANA. kAK OTME^ENO W [1], WRQD
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LI MOVNO ZDESX NAJTI UNIWERSALXNOE PRAWILO, KOTOROE PRIGODNO

DLQ WSEH SLU^AEW. nAPRIMER, W RIMANOWOM PROSTRANSTWE ESTX GEO-

METRI^ESKIJ OB_EKT - TENZOR rIMANA - kRISTOFFELQ, KOTORYJ W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. tAKIM OB-

RAZOM, USTANOWIW WY[E ^ETYRE PRAWILA PEREHODA OT nso K KWAZI

- iso (W RAMKAH RIMANOWA PROSTRANSTWA - WREMENI ), MY NE SDE-

LALI POSLEDNEGO SAMOGO TRUDNOGO [AGA - NE USTANOWILI PRAWILA

PEREHODA IZ KWAZI - iso (6.2) W iso (2.4), ZADANNYH W OB]EJ

KOORDINACII - \TALONNYH ( GALILEEWYH ) KOORDINATAH.

dLQ USTANOWLENIQ POSLEDNEGO SOOTWETSTWIQ GEOMETRIQ NE MO-

VET DATX ODNOZNA^NOJ REKOMENDACII BEZ SWQZI S FIZI^ESKIMI

PREDPOLOVENIQMI [1]. pO\TOMU PRI PREOBRAZOWANIQH FIZI^ESKIH

WELI^IN, SWQZANNYH PEREHODOM iso - nso I OBRATNO, TREBUET-

SQ WYQSNITX QWLQETSQ LI OTOBRAVAEMYJ GEOMETRI^ESKIJ OB_EKT

INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ, LIBO NE QWLQETSQ. |TO ZAWISIT OT EGO

STROENIQ, T.E. OT HARAKTERA ZAWISIMOSTI OB_EKTA OT METRIKI.

kOMPONENTY WEKTORA SME]ENIQ dx� - W OB]EJ KOORDINACII -

INWARIANTY SOOTWETSTWIQ, A IH WELI^INY NE QWLQ@TSQ TAKOWY-

MI, POSKOLXKU METRI^ESKIE TENZORY \LEMENTOW INTERWALOW (6.2)

I (2.4) W OB]EJ KOORDINACII NE RAWNY DRUG DRUGU. oTS@DA SLE-

DUET, ^TO PRI PEREHODE iso - nso \LEMENT INTERWALA W OB]EM

SLU^AE NE SOHRANQETSQ. wYBRAW W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO (2.4)

I PROSTRANSTWE rIMANA (6.2) SOWPADA@]IE INWARIANTNYE TETRA-

DY, OTRAVA@]IE TOT FAKT, ^TO FIZI^ESKIE REPERY PRINADLEVAT

KAK iso, TAK I KWAZI - iso, OPREDELIM NEKOTORYJ WEKTOR ~a

KAK INWARIANTNYJ, ESLI TETRADNYE KOMPONENTY \TOGO WEKTORA

W (2.4) RAWNY TETRADNYM KOMPONENTAM \TOGO WEKTORA W (6.2) [1].

pRI \TOM W (2.4) AFFINNYE REPERY SOWPADA@T S POLEM INWARIANT-

NYH TETRAD . tAKIM OBRAZOM, K ^ETYREM PUNKTAM, OPISYWA@]IM

PEREHOD OT nso K KWAZI - iso, DOBAWLQETSQ "PQTYJ PUNKT"

5. dLQ GEOMETRI^ESKIH OB_EKTOW, QWLQ@]IHSQ INWARIANTOM

SOOTWETSTWIQ, TETRADNYE KOMPONENTY W KWAZI - iso (6.2),

WY^ISLENNYE S POMO]X@ TETRAD (7.1), RAWNY AFFINNYM KOMPO-

NENTAM iso (2.4).

pOSLEDNIJ PUNKT POZWOLQET ZAMKNUTX CEPO^KU PEREHODA nso

- iso. w ^ASTNOSTI, TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W RAZOBRAN-

NOM POSLEDNEM PRIMERE QWLQETSQ INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ, I

ODNORODNOE POSTOQNNOE POLE W TETRADAH KWAZI - iso (7.11) QWLQ-

ETSQ ODNORODNYM I POSTOQNNYM POLEM W AFFINNOM REPERE iso

(2.4).
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sLEDUET OTMETITX, ^TO WY^ISLENIE "FIZI^ESKIH" ILI TETRAD-

NYH KOMPONENT TENZORA \NERGII - IMPULXSA, KOGDA SOPUTSTWU@-

]IE TETRADY SOWPADA@T S SOOTWETSTWU@]IMI KOORDINATNYMI

OSQMI ( KALIBROWKA lAME [22], [23]), PRIWODIT WO WSEH SLU^AQH

K WYRAVENI@, SOWPADA@]EMU S TENZOROM \NERGII - IMPULXSA PO-

STOQNNOGO ODNORODNOGO \LEKTRI^ESKOGO POLQ W iso PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO, GDE ODNA IZ OSEJ WYBRANA W NAPRAWLENII POLQ.

pEREHOD nso ! nso

rASSMOTRIM PEREHOD OT ODNOJ nso K DRUGOJ.

pUSTX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NAPRQVENNOSTX POLQ OT-

RICATELXNO ZARQVENNOJ PLOSKOSTI 2e , A W PROSTRANSTWE rIMA-

NA D1 = e , NO SAMA PLOSKOSTX DWIVETSQ WNIZ S USKORENIEM

A0 = �eE=m. w KA^ESTWE SISTEMY OTS^ETA WYBEREM \LEKTRONNU@

"PYLX", PODWE[ENNU@ K PLOSKOSTI NA NEWESOMYH NITQH. tOGDA

NATQVENIQ NITEJ W OBOIH SLU^AQH ODINAKOWY I RAWNY t = 2eE.

eSLI NITI RAZORWATX , TO ^ASTICY PYLI BUDUT UDALQTXSQ OT PLOS-

KOSTI W SOOTWETSTWII S URAWNENIEM DWIVENIQ (7.8)

mc
DV �

ds
=
e

c
F �

�V
�:

iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ DWIVENIQ DLQ PERWOGO SLU^AQ PRIWO-

DIT K ZAKONU DWIVENIQ (2.6) I METRIKE (2.8) (S ZAMENOJ A0 NA 2a0).

dLQ WTOROGO SLU^AQ NUVNO RASKRYTX ABSOL@TNU@ PROIZWOD-

NU@ S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (2.18) (S OTRICATELXNYM ZNAKOM

W \KSPONENTE) I WOSPOLXZOWATXSQ RE[ENIEM URAWNENIJ mAKSWELLA

(7.6) DLQ METRIKI (2.18) (S U^ETOM ZNAKA).

rE[ENIE URAWNENIJ mAKSWELLA IMEET WID

F01 = E1 = D1 exp
�
�a0y

1

c2

�
= D1

p
g00; D1 = E = const: (7:13)

rASKRYTIE ABSOL@TNOJ PROIZWODNOJ S U^ETOM USLOWIQ NORMI-

ROWKI 4-SKOROSTI (1.2) PRIWODIT K URAWNENI@

dV 1

dS
� a0
c2

�
1 + V 12

�
=

eE

mc2

q
1 + V 12 (7:14)

pOLAGAQ eE=m = a0, a0=c
2 = �, I]EM STACIONARNOE RE[ENIE DLQ

POLQ SKOROSTEJ W PEREMENNYH |JLERA W WIDE

V 1 = tan x(S) (7:15)
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w REZULXTATE POLU^AEM URAWNENIE

dV 1

dS
=

1

cos2 x

dx

dS
= �

� 1

cos2 x
+

1

cosx

�
: (7:16)

rE[ENIE (7.16) PRI USLOWII, ^TO PRI x = 0, S = 0, IMEET WID

tan
�x
2

�
= �S; (7:17)

A DLQ POLQ V 1 NAHODIM

V 1 =
dy1

dS
=

2�S

1 � �2S2
: (7:18)

nULEWU@ KOMPONENTU V 0 4-SKOROSTI OPREDELIM IZ USLOWIQ NORMI-

ROWKI, ^TO S ISPOLXZOWANIEM (7.18) PRIWODIT K URAWNENI@.

V 0 =
dy0

dS
=
1 + �2S2

1� �2S2
exp

�a0y1
c2

�
: (7:19)

rE[ENIE SISTEMY (7.18) I (7.19) PRI USLOWII, ^TO PRI S = 0

NA^ALXNYE KOORDINATY y1 = x1, PRIWODIT K ZAKONU DWIVENIQ W

PEREMENNYH lAGRANVA

y1 = x1 � c2

a0
ln
����1� a0

2S2

c4

����; y0 =
S exp(a0x

1=c2)

1 � a02S2=c4
; (7:20)

GDE x1 - NA^ALXNYE KOORDINATY ^ASTIC PYLI , S=c - SOBSTWENNOE

WREMQ . eSLI POLU^ENNYJ ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PE-

REMENNYH lAGRANVA PODSTAWITX W \LEMENT (2.18) (S OTRICATELX-

NYM ZNAKOM W \KSPONENTE), TO POLU^IM DLQ \LEMENTA INTERWALA

WYRAVENIE

d ~S2 = dS2 � (1 � S2�2)dx1
2 � 2�SdSdx1 � dx2

2 � dx3
2
: (7:21)

oT PEREKRESTNYH ^LENOW W METRIKE (7.21) MOVNO IZBAWITX-

SQ, ESLI ISPOLXZOWATX HRONOMETRI^ESKOE PREOBRAZOWANIE S =

� exp(a0x
1=c2), KOTOROE, KAK IZWESTNO [24], NE WYWODIT ZA RAMKI

RASSMATRIWAEMOJ SISTEMY OTS^ETA. tOGDA POLU^IM S TO^NOSTX@

DO PEREOBOZNA^ENIJ y0 ! � , yk ! xk METRIKU (2.18) S POLOVITELX-

NYM ZNAKOM W \KSPONENTE. |TOT REZULXTAT MOVNO BYLO OVIDATX

I BEZ WY^ISLENIJ, T.K. NAJDENNYJ ZAKON DWIVENIQ W RAMKAH RI-

MANOWA PROSTRANSTWA SOOTWETSTWUET PEREHODU OT nso S OTRICA-

TELXNYM USKORENIEM, NAPRAWLENNYM PO NITI K PLOSKOSTI, K nso

56



S POLOVITELXNYM USKORENIEM, NAPRAWLENNYM PO NAPRAWLENI@ SI-

LY SO STORONY POLQ OT PLOSKOSTI. |TO SLEDUET I NEPOSREDSTWENNO

IZ ZAKONA DWIVENIQ W NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII, PREDSTA-

WIMOM W WIDE

y1 = x1 + a0t
2;

KOTORYJ OPISYWAET KAK MENQETSQ RAZNOSTX KOORDINAT MEVDU DWU-

MQ ^ASTICAMI, ESLI ONI DWIVUTSQ PO ODNOJ PRQMOJ W RAZNYE STO-

RONY S ODINAKOWYM PO WELI^INE NO RAZLI^NYM PO NAPRAWLENI@

USKORENIEM a0.

tAKIM OBRAZOM, "MEHANI^ESKAQ" \KWIWALENTNOSTX W STATIKE NE

PRIWODIT K \KWIWALENTNOSTI W DINAMIKE. iTAK, IZ RAZOBRANNOJ

ZADA^I SLEDUET, ^TO SOWMESTNOE RE[ENIE URAWNENIJ STRUKTURY

(1.7) I URAWNENIJ mAKSWELLA DOPUSKAET DWA RE[ENIQ: ODNO W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO, A DRUGOE - rIMANA. pERWOE RE[ENIE PRI-

WODIT K NARU[ENI@ VESTKOSTI PRI DWIVENII W ODNORODNOM POLE

, A WTOROE - NE PRIWODIT.

8. rELQTIWISTSKAQ, VESTKAQ, RAWNOMERNO WRA]A@]AQSQ

so

pRI RASSMOTRENII WRA]A@]EGOSQ DISKA OBY^NO WYBIRA@T NE-

PODWIVNU@ SISTEMU OTS^ETA, W KOTOROJ WWODQT CILINDRI^ESKIE

KOORDINATY r0, '0, z0, t0 I PEREHODQT K WRA]A@]EJSQ SISTEME

OTS^ETA r, ', z, t SOGLASNO FORMULAM:

r0 = r; '0 = ' + 
t; z0 = z; t0 = t;

GDE UGLOWAQ SKOROSTX WRA]ENIQ 
 OTNOSITELXNO OSI z S^ITAETSQ

POSTOQNNOJ.

|LEMENT INTERWALA IMEET WID

dS2 =
�
1� 
2r2

c2

�
c2dt2 � 2
r2d'dt � dz2 � r2d'2 � dr2: (8:1)

fORMULA SPRAWEDLIWA, ESLI r
=c < 1. w RABOTAH [8], [11], [51] OB-

SUVDA@TSQ DRUGIE RASPREDELENIQ SKOROSTEJ, KOTORYE OGRANI^I-

WA@T LINEJNU@ SKOROSTX WRA]ENIQ DISKA PRI r !1 WELI^INOJ

SKOROSTI SWETA c, A PRI 
r=c � 1 DA@T v = 
r. oDNAKO KRI-

TERI@ VESTKOSTI KAK KLASSI^ESKOMU, TAK I RELQTIWISTSKOMU (W

SMYSLE bORNA) UDOWLETWORQET TOLXKO OBY^NYJ ZAKON RASPREDELE-

NIQ v = 
r, 
 = const, PRIWODQ]IJ K INTERWALU (1). tREBOWA-

NIE SU]ESTWOWANIQ VESTKOGO PO bORNU RE[ENIQ DLQ L@BYH r PRI
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USLOWII, ^TO v(r) < c NE MOVET BYTX WYPOLNENO W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO.

nAJDEM METRIKU VESTKOJ RELQTIWISTSKOJ RAWNOMERNO WRA]A-

@]EJSQ nso S POMO]X@ NA[EGO METODA, POLAGAQ W FORMULAH (1.1)

I (1.7) TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ ��� = 0 I TREBUQ POSTOQN-

STWA INWARIANTA, HARAKTERIZU@]EGO RELQTIWISTSKOE OBOB]ENIE

KWADRATA UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ DISKA !.


��

�� =

2!2

c2
= const: (8:2)

w LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME OTS^ETA, SWQZANNOJ S

WRA]A@]IMSQ DISKOM, IMEEM

V 1 = V 2 = V 3 = 0; V 0 = D�1=2; V1 = V3 = 0; V2 = �PV 0

dS2 = D(r)c2dt2 � 2P (r)cdtd' � dz2 � r2d'2 � dr2;

g00 = D; g02 = �P; g11 = �1; g22 = �r2; g33 = �1;
det k g�� k= g = �P 2 � r2D � �K; g00 =

r2

K
; g02 = �P

K

g11 = �1; g22 = �D
K
; 
12 = �!K

1=2

cD1=2
;

F 1 =
1

2D

dD

dr
; F 2 = F 3 = F 0 = 0: (8:3)

sISTEMA (1.1) SWODITSQ K EDINSTWENNOMU NEZAWISIMOMU URAW-

NENI@
P

D

dD

dr
� dP

dr
= �2!

c

�
Dr2 + P 2

�1=2
: (8:4)

uRAWNENIQ SISTEMY (1.7) POSLE DOWOLXNO GROMOZDKIH WY^IS-

LENIJ SWODQTSQ LIBO K URAWNENI@ (8.4), LIBO UDOWLETWORQ@TSQ

TOVDESTWENNO, LIBO DA@T

dD

dr
� = �2!

c
DP

�
Dr2 + P 2

��1=2
: (8:5)

uSLOWIE (8.2) \KWIWALENTNO POSTOQNSTWU WELI^INY HRONOMET-

RI^ESKI INWARIANTNOGO WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI, KOTORYJ W NA-

[IH OBOZNA^ENIQH OPREDELQETSQ W SOGLASII S [24], KAK

!i = � c


1=2
eijk
jk; e123 = 1; (8:6)

GDE 
 = det k 
kl k, A PROSTRANSTWENNAQ METRIKA 
kl STROITSQ IZ
(8.3) OBY^NYM OBRAZOM [7] PO FORMULE


kl = �gkl + g0kg0l
g00

: (8:7)
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uSLOWIE (8.2) QWLQETSQ TAKVE SLEDSTWIEM POSTOQNSTWA WELI^INY

UGLOWOJ SKOROSTI W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH [51].

wELI^INY RELQTIWISTSKOJ ! I KLASSI^ESKOJ UGLOWOJ SKOROSTI


 SWQZANY SOOTNO[ENIEM

! = 

�
1� 
2r2

c2

��1
:

eSLI OB_QWITX W URAWNENIQH (8.4) I (8.5) POSTOQNNOJ NE !, A 
, TO

RE[ENIE (8.4) I (8.5) PRIWODQT K METRIKE (8.1), REALIZOWANNOJ W

PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI, NO IME@]U@ OGRANI^ENNU@ OB-

LASTX SU]ESTWOWANIQ. eSLI BY MY POPYTALISX W PREOBRAZOWANII

'0 = '+
(r)t WYBRATX TAKOE 
(r), ^TO 
(r)r < c, TO TAKOE RASPRE-

DELENIE SKOROSTEJ PROTIWORE^ILO BY KRITERI@ VESTKOSTI, PRI-

WODQ K NESTACIONARNOJ METRIKE.

w NA[EM SLU^AE DLQ METRIKI (8.3) SU]ESTWUET STACIONARNOE

RE[ENIE, PRIMENIMOE DLQ WSEJ OBLASTI 0 � r � 1, NO REALIZUE-

MOE W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI.

rE[ENIQ SISTEMY (8.4), (8.5) W KWADRATURAH POLU^ITX NE UDA-

LOSX. ~ISLENNYJ ANALIZ POKAZAL, ^TO PRI !r=c� 1 METRIKA (8.3)

SOWPADAET S METRIKOJ (8.1). pRI WELI^INAH !r=c � 1 SISTEMA

(8.4), (8.5) DOPUSKAET ASIMPTOTI^ESKOE RE[ENIE

D = D0 exp
�
�2!r

c

�
; P =

�c

!
: (8:8)

dLQ !r=c > 10 D0 = 5, � = 1:7. dLQ L@BYH KONE^NYH ZNA^ENIJ r

METRIKI (8.3) SPRAWEDLIWY IZWESTNYE SOOTNO[ENIQ, NAKLADYWA-

EMYE NA KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA W SISTEMAH OTS^ETA,

KOTORYE MOGUT BYTX OSU]ESTWLENY S POMO]X@ REALXNYH TEL [7].

w ^ASTNOSTI g00 > 0, OPREDELITELX g, SOSTAWLENNYJ IZ KOMPO-

NENT METRI^ESKOGO TENZORA, OTRICATELEN, A KWADRATI^NAQ FOR-

MA, ZADA@]AQ KWADRAT \LEMENTA PROSTRANSTWENNOGO RASSTOQNIQ

SU]ESTWENNO POLOVITELXNA.

cENTROSTREMITELXNOE USKORENIE WO WRA]A@]EJSQ nso OPRE-

DELQETSQ FORMULOJ

a = c2F 1 = � !cPp
Dr2 + P 2

; (8:9)

KOTORAQ PRI MALYH r PEREHODIT W KLASSI^ESKU@, A PRI r ! 1
DAET a = �!c. wY^ISLENIE NEZAWISIMYH OTLI^NYH OT NULQ KOM-
PONENT TENZORA KRIWIZNY S U^ETOM (8.3), (8.4), (8.5) PRIWODIT K
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SOOTNO[ENIQM

R10;10 = �!
2D

Kc2

"
2P 2 �Dr2 +

DP 2r2

K

#
� !D2Pr

cK3=2
;

R20;20 = � !Dr

cK1=2

"
!Dr3

cK1=2
� P

#
;

R12;10 =
P!Dr

cK

"
P

K1=2
� !r

c

 
2 +

Dr2

K

!#
;

R12;12 =
!2D2r6

K2c2
� 2

!Dr3P

cK3=2
+
P 2

K
: (8:10)

CKALQRNAQ KRIWIZNA R = g��g��R��;�� IMEET WID

R =
2DP 2

K2

(
1� !2r2

c2

"
2 +

Dr2

K

 
1� r2D

P 2

!#

+
!rP

K1=2c

 
1� 2Dr2

P 2

!)
: (8:11)

dLQ \LEMENTA PROSTRANSTWENNOGO RASSTOQNIQ WO WRA]A@]EJ-

SQ SISTEME OTS^ETA IMEEM, ISPOLXZUQ (8.7),

dl2 = dr2 +

 
1 +

P 2

r2D

!
r2d'2 + dz2: (8:12)

rIMANOW TENZOR KRIWIZNY POWERHNOSTI z = const IMEET ODNU

NEZAWISIMU@ KOMPONENTU

r12;12 = �P
2

K
+
!2r2

c2

"
P 2

Dr2
� 2K

r2D
+
P 2 �Dr2

K

 
2� P 2

K

!#

+
!rP

cK3=2

 
2Dr2 � P 2

!
: (8:13)

gAUSSOWA KRIWIZNA POWERHNOSTI � WY^ISLQETSQ PO FORMULE

� =
r12;12


11
22 � 
212
: (8:14)

wY^ISLENIQ DA@T

� = �DP
2

K2
� 2

!2

c2
+
!2P 2

c2K
+
DP!r

K5=2c

 
2Dr2 � P 2

!

+

 
2 � P 2

K

! 
P 2 �Dr2

!
D!2r2

c2K
: (8:15)
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pRI r!1 GAUSSOWA KRIWIZNA � = �!2=c2.

l@BOPYTNO OTMETITX, ^TO DLQ FIKSIROWANNYH ZNA^ENIJ UG-

LOW ' METRIKA NA WRA]A@]EMSQ DISKE SWEDETSQ K WIDU

dS2 = D(r)c2dt2 � dz2 � dr2; (8:16)

KOTORAQ DLQ BOLX[IH RASSTOQNIJ OT OSI WRA]ENIQ PRI ISPOLXZO-

WANII (8.8) I (8.9) SWODITSQ K WIDU (2.18) PRI a0 = �!c.

dS2 = D0 exp
�
�2!r

c

�
c2dt2 � dz2 � dr2; (8:17)

|TO NE QWLQETSQ NEOVIDANNYM, POSKOLXKU ^ASTICY NA WRA]A-

@]EMSQ DISKE NA BOLX[IH RASSTOQNIQH NAHODQTSQ W ODNORODNOM

POLE CENTROBEVNYH SIL INERCII. zNAK MINUS OZNA^AET, ^TO CENT-

ROSTREMITELXNOE USKORENIE PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLENI@ RADI-

USA.nESOWPADENIE METRIKI NA BOLX[IH RASSTOQNIQH W OB]EM SLU-

^AE SWQZANO S TEM, ^TO W PEREMENNYH |JLERA DLQ RAWNOUSKORENNO-

GO DWIVENIQ (2.18) POLE SKOROSTEJ PARALLELXNO POL@ USKORENIJ,

A DLQ WRA]A@]EGO DISKA POLE SKOROSTEJ I USKORENIJ PERPENDI-

KULQRNY DRUG DRUGU.

rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO OTLI^IQ POLU^ENNOGO NAMI RE[E-

NIQ DLQ METRIKI OT PRINQTOGO W ORTODOKSALXNOJ TEORII (8.1).

dLQ \TOGO ISSLEDUEM W DETALQH SISTEMU URAWNENIJ (8.4) I (8.5).

dLQ UDOBSTWA ANALIZA WWEDEM SLEDU@]IE BEZRAZMERNYE PEREMEN-

NYE I FUNKCII:

x � !r

c
; D � Z; Y � Px

r
: (8:18)

w \TIH OBOZNA^ENIQH SISTEMA URAWNENIJ (8.4) I (8.5) PRIMET WID

dY

dx
=

2Zx2p
Zx2 + Y 2

; (8:19)

dZ

dx
= � 2ZYp

Zx2 + Y 2
: (8:20)

pOSLE WWEDENIQ NOWOJ FUNKCII U , OPREDELQEMOJ IZ SOOTNO[ENIQ

U � Y

x
p
Z
; (8:21)

SISTEMA URAWNENIJ RAS]EPLQETSQ I SWODITSQ K WIDU

dU

dx
+
U

x
=

2 + U 2

p
1 + U 2

; (8:22)
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1

Z

dZ

dx
= � 2Up

1 + U 2
: (8:23)

i, NAKONEC, POSLE ZAMENY

v � Up
1 + U 2

(8:24)

SISTEMA PREDSTAWLQETSQ W FORME

dv

dx
+
v

x
(1 � v2) = (2� v2)(1� v2); (8:25)

Z = D = exp
�
�2

Z
vdx

�
: (8:26)

wYQSNIM FIZI^ESKIJ SMYSL FUNKCII v(x). o^EWIDNO, ^TO PRO-

STRANSTWENNYJ \LEMENT INTERWALA (8.12) MOVET BYTX PEREPISAN

W WIDE

dl2 = dr2 +
1

1� v2
r2d'2 + dz2: (8:27)

w ORTODOKSALXNOJ TEORII \TOT VE \LEMENT INTERWALA IMEET WID

dl2 = dr2 +
1

1� 
2r2

c2

r2d'2 + dz2: (8:28)

iZ SOPOSTAWLENIQ WYRAVENIJ (8.27) I (8.28) MOVNO SDELATX WY-

WOD, ^TO W NA[EM SLU^AE v(x) \TO BEZRAZMERNAQ LINEJNAQ SKO-

ROSTX TO^EK VESTKOGO DISKA OTNOSITELXNO NEKOTOROJ KWAZI-iso,

ZADANNOJ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE- WREMENI. zAJMEMSQ ANALI-

ZOM URAWNENIQ (8.25). dLQ MALYH v, PRENEBREGAQ KWADRATOM SKO-

ROSTI PO SRAWNENI@ S EDINICEJ, POLU^AEM v = x, ^TO W TO^NOSTI

SOWPADAET S KLASSI^ESKIM REZULXTATOM ORTODOKSALXNOJ TEORII.

rE[ENIE DLQ D(x) W \TOM SLU^AE SWODITSQ K WIDU

D = exp
�
�2

Z
vdx

�
= exp(�x2) = 1� x2; (8:29)

^TO TAKVE \KWIWALENTNO KLASSI^ESKOMU WYRAVENI@ (8.1).

iZ ANALIZA (8.25) SLEDUET, ^TO DLQ x ! 1 URAWNENIE IMEET

RE[ENIE v = 1. |TO RE[ENIE REZKO OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOGO

VESTKOGO DISKA, GDE POLE SKOROSTEJ NA BESKONE^NOSTI NEOGRANI-

^ENNO WELIKO. gRAFIK ^ISLENNOGO RE[ENIQ (8.25) PO WIDU NAPO-

MINAET GRAFIK GIPERBOLI^ESKOGO TANGENSA ILI DEFORMIROWANNOJ

STUPEN^ATOJ FUNKCII DLQ x > 0. dLQ BOLX[IH x FUNKCI@ v(x)

MOVNO ISKATX W WIDE

v(x) = 1�  (x);  (x)� 1: (8:30)
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pRENEBREGAQ  2 PO SRAWNENI@ S EDINICEJ, POLU^AEM DLQ FUNKCII

 (x) ASIMPTOTI^ESKOE URAWNENIE

d 

dx
= 2 

1� x

x
: (8:31)

rE[ENIE POSLEDNEGO URAWNENIQ IMEET WID

 =  0x
2e�2x; v(x) = 1�  0x

2e�2x; (8:32)

GDE  0 - NEKOTORAQ POSTOQNNAQ.

aSIMPTOTI^ESKOE RE[ENIE DLQ FUNKCII D(x) IMEET WID

D(x) = D0 exp
�
�2x � e�2x(x2 + x + 1=2)

�
; (8:33)

GDE POSTOQNNAQ D0 = 5 OPREDELENA RANNEE (8.8) (W OTLI^IE OT

(8.8) MY UDERVALI W (8.33) SLEDU@]IE ^LENY RAZLOVENIQ). dLQ

FUNKCII P (x) NAHODIM ASIMPTOTI^ESKOE WYRAVENIE

P =

vuutD0

 0

c

!
;  0 = 1:73; (8:34)

GDE DLQ WY^ISLENIQ POSTOQNNOJ  0 ISPOLXZOWALI (8.8).

rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE SWETOWYH LU^EJ PO ZAMKNUTOMU

KONTURU PO OTNO[ENI@ K WRA]A@]EMUSQ DISKU. pUSTX LU^I RAS-

PROSTRANQ@TSQ PO OKRUVNOSTI NAWSTRE^U DRUG DRUGU, A ISTO^NIK

NAHODITSQ NA WRA]A@]EMSQ DISKE. kAK IZWESTNO, [7] NA WRA]A@-

]EMSQ DISKE ^ASY NE MOGUT BYTX ODNOZNA^NO SINHRONIZIROWANY

WO WSEH TO^KAH. pO\TOMU, PROIZWODQ SINHRONIZACI@ WDOLX ZAMK-

NUTOGO KONTURA I WOZWRA]AQSX W ISHODNU@ TO^KU, MY POLU^IM

WREMQ, OTLI^A@]EESQ OT PERWONA^ALXNOGO NA WELI^INU

�t = �1
c

I g02
g00
d' =

2�

c

vrp
1� v2

exp
�Z

vdx
�
: (8:35)

iZWESTNO, ^TO SKOROSTX SWETA WSEGDA RAWNA c, ESLI ISPOLXZOWATX

ESTESTWENNOE WREMQ, SWQZANNOE S ESTESTWENNOJ GEOMETRIEJ NA DIS-

KE [110] (PODROBNEE \TI WOPROSY BUDUT RASSMOTRENY W SLEDU@]EJ

GLAWE). pO\TOMU WSTRE^NYE LU^I SWETA DLQ ISTO^NIKA, RASPOLO-

VENNOGO NA DISKE, WOZWRA]A@TSQ K ISTO^NIKU ODNOWREMENNO PO

ESTESTWENNOMU WREMENI.

o^EWIDNO, ^TO ZA WREMQ PROHOVDENIQ LU^EJ SAM DISK POWER-

NETSQ NA NEKOTORYJ UGOL. pO\TOMU WSTRE^NYJ LU^ PO OTNO[ENI@
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K WRA]A@]EMUSQ DISKU PROHODIT MENX[IJ PUTX DO WSTRE^I S IS-

TO^NIKOM, ^EM LU^, RASPROSTRANQ@]IJSQ WDOLX SKOROSTI WRA]E-

NIQ. rAZNOSTX WREMEN OBHODA �t0 PO OTNO[ENI@ K NEPODWIVNOJ

so BUDET RAWNA UDWOENNOJ WELI^INE �t.

�t0 =
4�

c

vrp
1 � v2 exp

�Z
vdx

�
: (8:36)

w NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII DLQ MALYH SKOROSTEJ DISKA

v = x NAJDENNYJ REZULXTAT SOWPADAET S REZULXTATOM IZWESTNOGO

OPYTA sANXQKA [110].

�t0 =
4!S

c2
; (8:37)

GDE S - PLO]ADX DISKA. w ULXTRARELQTIWISTSKOM SLU^AE IMEEM

�t0 =
4�

!

�

D0

exp (2x): (8:38)

pRI STANDARTNOM RASSMOTRENII ULXTRARELQTIWISTSKOE RASSMOT-

RENIE NEPRIEMLEMO W PRINCIPE.

mOVNO ODNAKO I W PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI ZADATX WRA-

]ATELXNOE DWIVENIE INWARIANTNYM OTNOSITELXNO PREOBRAZOWA-

NIJ lORENCA SPOSOBOM, PRIMENIMYM DLQ L@BOGO RASSTOQNIQ OT

CENTRA. sKOROSTX WRA]ENIQ PRI \TOM OGRANI^ENA NA BESKONE^NOS-

TI SKOROSTX@ SWETA c. pRAWDA W \TOM SLU^AE BUDET NARU[EN RE-

LQTIWISTSKIJ KRITERIJ VESTKOSTI PO bORNU. w RABOTE [51] TAKAQ

PROGRAMMA BYLA REALIZOWANA AWTOROM. dLQ UDOBSTWA SRAWNENIQ

SLEDUEM PRINQTYM W [51] OBOZNA^ENIQM. dLQ OPISANIQ DWIVENIQ

ISPOLXZUEM GALILEEWU KOORDINATNU@ SETKU fx�g, � = 1; 2; 3; 4,

x4 = ict. uSLOWIMSQ, ^TO GRE^ESKIE INDEKSY ZDESX BUDUT IZME-

NQTXSQ OT EDINICY DO ^ETYREH, A LATINSKIE - OT EDINICY DO TREH.

dOPUSKAEM, ^TO OSX WRA]ENIQ SOWPADAET S x3. w KAVDOJ TO^KE PO-

STROIM TETRADU h�(�) TAK, ^TO DLQ KAVDOJ ^ASTICY SREDY ~h(4)

SOWPADAET S WEKTOROM 4 - SKOROSTI V�, T.E.

ih�(4) = V�: (8:39)

iZ RAWENSTWA (8.39) SLEDUET, ^TO

ih�(4)h�(a) = i�(4a) = V (a) = 0; (8:40)

T.E. PO OTNO[ENI@ K LOKALXNOJ TETRADE, ZADANNOJ RAWENSTWOM

(8.39), SREDA POKOITSQ.
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pOLE 4 - SKOROSTI WRA]A@]EGOSQ KONTINUUMA ZADADIM PO ZA-

KONU

Va = V (r)�aknk; V3 = 0; V4 =
iq

1� v2=c2
; V (r) =

1

c
q
1� v2=c2

;

a; k = 1; 2; nk =
xk
r
; r2 = x21 + x22; �ak = ��ka; �12 = 1: (8:40)

zDESX v(r) ISKOMAQ WELI^INA TREHMERNOJ SKOROSTI WRA]ENIQ.

wWIDU WYBRANNOJ W \TOM RAZDELE SIGNATURY, TENZOR UGLOWOJ SKO-

ROSTI WRA]ENIQ !�� OTLI^AETSQ ZNAKOM OT (1.4) I ZAMENOJ KOWA-

RIANTNYH PROIZWODNYH NA ^ASTNYE.

!�� = �@[�V�] � V[�F�]; (8:41)

pEREHODQ K TETRADNOMU PREDSTAWLENI@, IMEEM

!(ab) = �@[�V�]h�(a)h�(b): (8:42)

bUDEM S^ITATX, ^TO ~h(3) SOWPADAET PO NAPRAWLENI@ S OSX@ x3, A

ha(2) S na.

~h(3) �~h� = ��(3); ~h2 � ~ha = ha(2) = na: (8:43)

w SILU WYBORA ~h(3) W ANTISIMMETRI^NOJ MATRICE !(ab) (a; b =

1; 2) IMEETSQ LI[X ODNA NEZAWISIMAQ KOMPONENTA, HARAKTERIZU-

@]AQ UGLOWU@ SKOROSTX WRA]ENIQ WOKRUG OSI ~h(3) W LOKALXNO

SOPUTSTWU@]EJ TETRADE. iSPOLXZUQ PREDYDU]IE SOOTNO[ENIQ I

USLOWIE

h�(�)h�(�) = �(��); (8:44)

POLU^IM

h�(") =

0
BBBBBB@

�iV4n2 iV4n1 0 iV

n1 n2 0 0

0 0 1 0

�iV4n2 iV n1 0 �iV4

1
CCCCCCA ; (8:45)

GDE W (8.45) " - NOMER STROKI, � - NOMER STOLBCA. pOLAGAQ W SOOT-

NO[ENII (8.42)

!(ab) =
!0
c
�(ab); �(ab) = ��(ba); �(12) = 1; (8:46)

POLU^IM FORMULU, KOTORAQ ZADAET WRA]ENIE INWARIANTNYM OT-

NOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ lORENCA SPOSOBOM. w POSLEDNEJ FOR-

MULE !0 HARAKTERIZUET WELI^INU UGLOWOJ SKOROSTI W LOKALXNO
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SOPUTSTWU@]EJ TETRADE. wOZWRA]AQSX OT TETRADNOGO PREDSTAW-

LENIQ K GALILEEWU, IMEEM

!(ab) =
!0
c
[h�(1)h�(2)� h�(2)h�(1)]: (8:47)

zAMETIM, ^TO PRI FIKSIROWANNYH ~h(3) I ~h(4), KOTORYE ZADA@T

WRA]ENIE, WEKTORY ~h(1) I ~h(2) OPREDELENY NEODNOZNA^NO. oDNAKO

MOVNO DOKAZATX, ^TO PRAWAQ ^ASTX RAWENSTWA (8.47) NE ZAWISIT

OT ORIENTACII ~h(1) I ~h(2). pREOBRAZOWANIE, NE IZMENQ@]EE TET-

RADNYH WEKTOROW ~h(3) I ~h(4) ESTX WRA]ENIE TETRADNYH WEKTOROW
~h(1) I vech(2) W PLOSKOSTI x1x2. mATRICEJ �("0") \TOGO PREOB-

RAZOWANIQ QWLQETSQ MATRICA POWOROTA W PLOSKOSTI x1x2 NA UGOL

�

�("0") =

0
BBBBBB@

cos� sin� 0 0

� sin � cos� 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1
CCCCCCA ; (8:48)

h�("
0) = �("0")h�(") =0

BBBBBB@

�iV4n2 cos�+ n1 sin� iV4n1 cos�+ n2 sin� 0 iV cos�

iV4n2 sin �+ n1 cos� �iV4n1 sin�+ n2 cos� 0 �iV sin �

0 0 1 0

�iV n2 iV n1 0 �iV4

1
CCCCCCA :

(8:49)

mOVNO UBEDITXSQ, ^TO PREOBRAZOWANNYE TETRADY h�("
0) NE IZME-

NQ@T PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (8.47). pOLU^ENNYE SOOTNO[ENIQ

IME@T PROSTOJ FIZI^ESKIJ SMYSL. dEJSTWITELXNO, DLQ OPISANIQ

WRA]ENIQ ISPOLXZU@TSQ DWA TETRADNYH WEKTORA: ~h(3), OPREDELQ-

@]IJ NAPRAWLENIE OSI WRA]ENIQ, I ~h(4), SOWPADA@]IJ S NAPRAW-

LENIEM 4-SKOROSTI. nAPRAWLENIE DWUH OSTALXNYH WEKTOROW MOVET

BYTX PROIZWOLXNYM.

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI WRA]ENIQ. oPREDELIM

RELQTIWISTSKOE RAWNOMERNOE WRA]ENIE, PRI KOTOROM OSTAETSQ PO-

STOQNNOJ WELI^INA UGLOWOJ SKOROSTI W LOKALXNO SOPUTSTWU@]EJ

TETRADE. pOLAGAQ W FORMULE (8.46) !0 = const, ISPOLXZUQ PREDY-

DU]IE SOOTNO[ENIQ, NAHODIM

@V

@r
+
V

r
+
V 3

r
= �2i!0V4

c
: (8:50)

dLQ TREHMERNOJ SKOROSTI v POLU^AEM

@v

@r
+
v

r
= 2!0(1 � v2=c2): (8:51)
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aNALOGI^NOE URAWNENIE IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ POLU^ENO W RABO-

TAH [8], [11]. rE[ENIE URAWNENIQ (8.51) PRI USLOWII, ^TO v(0) = 0

IMEET WID

v(r) =
c2

2!0

d

dr
ln
����I0
�2!0r

c

�����; (8:52)

GDE I0(x) - CILINDRI^ESKAQ FUNKCIQ bESSELQ W OB]EPRINQTYH

OBOZNA^ENIQH [82]. dLQ MALYH ZNA^ENIJ ARGUMENTA, WOSPOLXZUQSX

RAZLOVENIEM

I0(x) = 1 +
x2

4
+

1

2!2
x4

24
+ :::

I OGRANI^IWAQSX DWUMQ ^LENAMI RAZLOVENIQ, POLU^IM

v(r) =
!0r

1 + !2
0r

2=c2
� !0r: (8:53)

eSLI !0r=c � 1, TO WOSPOLXZUQSX IZWESTNOJ ASIMPTOTI^ESKOJ

FORMULOJ

I�(x) =

vuut 1

2�x
ex;

POLU^IM

v � c
�
1� c

4!0r

�
< c: (8:54)

tAKIM OBRAZOM, NAJDENNAQ FORMULA (8.52) DAET PRAWILXNOE ZNA-

^ENIE DLQ MALYH SKOROSTEJ, SOWPADA@]EJ S KLASSI^ESKOJ FORMU-

LOJ WRA]ENIQ TWERDOGO TELA. dLQ BOLX[IH RASSTOQNIJ SKOROSTX

WRA]ENIQ NIGDE NE NE PREWOSHODIT SKOROSTI SWETA, STREMQSX K

POSLEDNEJ NA BESKONE^NOSTI.

pREDSTAWLQET INTERES RASSMOTRETX WOPROS O PROSTRANSTWEN-

NOM RASSTOQNII WO WRA]A@]EJSQ SISTEME OTS^ETA. pRIMEM PO

OPREDELENI@, ^TO UGLOWAQ SKOROSTX 
(r) S LINEJNOJ SKOROSTX@

v(r) PO FORMULE


(r) =
v(r)

r
=

c2

2!0r

d

dr
ln
����I0
�2!0r

c

����� (8:55)

wYBIRAQ NEPODWIVNU@ SISTEMU OTS^ETA S CILINDRI^ESKIMI KO-

ORDINATY r0, '0, z0, t0 I PEREHODQ K WRA]A@]EJSQ SISTEME OTS^ETA

r, ', z, t SOGLASNO FORMULAM:

r0 = r; '0 = '+ 
(r)t; z0 = z; t0 = t;

GDE UGLOWAQ SKOROSTX WRA]ENIQ 
(r) OTNOSITELXNO OSI z S^ITA-

ETSQ ZAWISQ]EJ OT r, POLU^IM DLQ \LEMENTA INTERWALA

dS2 =
�
1� 
2r2

c2

�
c2dt2 � 2
r2d'dt� dz2 � r2d'2�
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�2r2td

dr

(d'+ 
dt)� dr2
�
1 + r2t2

�d

dr

�2�
(8:56)

|LEMENT PROSTRANSTWENNOGO INTERWALA dl2 OPREDELIM PO FORMULE

(8.7), ^TO DAET

dl2 = dz2+
r2d'2 + dr2

�
1� 
2r2

c2
+ r2t2

�
d

dr

�2�
+ 2r2drd'td


dr

1� 
2r2

c2

: (8:57)

iZ POSLEDNEJ FORMULY SLEDUET, ^TO RASSTOQNIE MEVDU SOSEDNI-

MI MIROWYMI LINIQMI ^ASTIC SREDY ZAWISIT OT WREMENI, T.E.

NAJDENNAQ KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ WRA]A@]EGO DISKA NE QW-

LQETSQ VESTKOJ W SMYSLE bORNA, ^TO MY I UTWERVDALI RANX[E.

tAKIM OBRAZOM, W PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI PRINCIPIALXNO

NEWOZMOVNO WO WSEJ OBLASTI WWESTI VESTKU@ RAWNOMERNO WRA]A-

@]U@SQ so.

rASSMOTRIM E]E ODIN \KZOTI^ESKIJ SLU^AJ WRA]ENIQ BEZ

"WRA]ENIJ", T.E. SLU^AJ POTENCIALXNOGO W LOKALXNOJ TETRADE

POLQ SKOROSTEJ (8.40), POROVDENNOGO BESKONE^NOJ NITX@ RADIU-

SA r = r0, SOWPADA@]EJ S OSX@ x3. w SILU POTENCIALXNOSTI IZ

SOOTNO[ENIQ (8.46) SLEDUET

!(ab) = 0; r > r0: (8:58)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE W LOKALXNOJ TETRADE ANALOGI^NO KLASSI-

^ESKOMU WYRAVENI@

~! =
1

2
r� ~v = 0; (8:59)

^TO GOWORIT OB OTSUTSTWII WRA]ENIJ W SREDE. iNYMI SLOWAMI,

KAVDYJ \LEMENT SREDY, DWIGAQSX PO OKRUVNOSTI, SOHRANQET ORI-

ENTACI@ W PROSTRANSTWE NEIZMENNOJ.

uRAWNENIE (8.50) SWEDETSQ K WIDU

@V

@r
+
V

r
+
V 3

r
= 0; (8:60)

RE[ENIE KOTOROGO PRI r > r0 IMEET WID

V =
r0

r
q
1� r20=r

2
; (8:61)

OTKUDA SLEDUET ^TO TREHMERNAQ SKOROSTX IMEET WID

v = c
r0
r
; va = v�abnb: (8:62)
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pOSLEDNIJ REZULXTAT SOWPADAET S RE[ENIEM, POLU^ENNYM W [1]

DRUGIM SPOSOBOM.

w ZAKL@^ENIE RAZDELA RASSMOTRIM DWIVENIE PO OKRUVNOS-

TI MATERIALXNOJ TO^KI. 4-SKOROSTX MATERIALXNOJ TO^KI ZADA-

DIM PRI POMO]I SOOTNO[ENIQ (8.40), S^ITAQ, ^TO v = v(r; t). 4-

USKORENIE W sto OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

dV�
dS

= a�; dS = cdt
q
1� v2=c2 (8:63)

pEREHOD K SOPUTSTWU@]IM TETRADAM, ISPOLXZUQ SOOTNO[ENIE

(8.45), DAET

h�(b)
dV�
dS

=
a0(b)

c2
; (8:64)

GDE a0(b) - TREHMERNOE USKORENIE W SOPUTSTWU@]EJ TETRADE, SKLA-

DYWA@]EESQ W OB]EM SLU^AE IZ NORMALXNOGO I TANGENCIALXNOGO

USKORENIQ. rASKRYTIE WYRAVENIQ (8.64) PRIWODIT K SOOTNO[ENI-

QM

�V
2

r
=
a0(2)

c2
; i

@V

@x4
=
a0(1)

c2
: (8:65)

pOLAGAQ W (8.65) NORMALXNOE USKORENIE a0(2) = �!0(r; t)2r, POLU-
^AEM

V =
!0(r; t)r

c
;

@!0
@t

=
a0(1)

r
= �0(r; t): (8:66)

oTKUDA

v(r; t) =
!0rq

1 + o20r
2=c2

; (8:67)

GDE !0 OPREDELQETSQ IZ SOOTNO[ENIQ (8.66), ESLI ZADATX W QW-

NOM WIDE WELI^INU UGLOWOGO USKORENIQ �0(r; t). w ^ASTNOSTI, ESLI

�0 = 0, TO FORMULA (8.67) OPREDELQET WELI^INU SKOROSTI DWIVE-

NIQ MATERIALXNOJ TO^KI PO OKRUVNOSTI RADIUSA r S POSTOQNNOJ

W LOKALXNOJ TETRADE UGLOWOJ SKOROSTX@ !0. eSLI �0 = �0(t) I PRI

t = 0 IMEEM !0 = 0, TO

v(r; t) =
r
R t
0 �0(x)dxs

1 + r2

c2

�R t
0 �0(x)dx

�2 : (8:68)

eSLI RASSMOTRETX W ^ASTNOSTI RAWNOUSKORENNOE W LOKALXNOJ TET-

RADE DWIVENIE S POSTOQNNYM UGLOWYM USKORENIEM �0 = const, TO

POLU^IM

v(r; t) =
�0rtr

1 + �20r
2t2

c2

(8:69)
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iZ ANALIZA POLU^ENNYH FORMUL SLEDUET, ^TO PRI L@BYH RASSTOQ-

NIQH OT OSI WRA]ENIQ SKOROSTX WRA]A@]EGOSQ TELA ILI MATERI-

ALXNOJ TO^KI NE PREWOSHODIT SKOROSTI SWETA W WAKUUME. pRIME-

NENIE LOKALXNO SOPUTSTWU@]IH TETRAD DLQ OPISANIQ DWIVENIQ

KAK SPLO[NOJ SREDY, TAK I MATERIALXNOJ TO^KI POZWOLQET RELQ-

TIWISTSKI INWARIANTNYM SPOSOBOM SWODITX ZADA^I DINAMIKI K

ZADA^AM STATIKI.pRI^EM GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY W LOKALXNO SO-

PUTSTWU@]IH TETRADAH IME@T TAKOJ VE FIZI^ESKIJ SMYSL, ^TO

I GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY, ZADANNYE W GALILEEWOJ KOORDINATNOJ

SISTEME PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII.

9. nso W PROSTRANSTWE METRI^ESKOJ SWQZNOSTI

iZ RASSMOTRENNYH PRIMEROW WIDNO, ^TO PROSTEJ[IE nso MOVNO

REALIZOWATX W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI.oDNAKO SISTEMU

URAWNENIJ (1.1), (1.7) W OB]EM SLU^AE NELXZQ PROINTEGRIROWATX,

TAK KAK ^ISLO NEZAWISIMYH URAWNENIJ BOLX[E ^ISLA NEIZWEST-

NYH FUNKCIJ. sLEDOWATELXNO, NE ISKL@^ENA WOZMOVNOSTX, ^TO I

RIMANOWO PROSTRANSTWO-WREMQ, KAK I EWKLIDOWO, MOVET OKAZATXSQ

"TESNYM" ^TOBY OPISATX SWOJSTWA PROIZWOLXNYH nso.

oDNIM IZ PROSTEJ[IH OBOB]ENIJ RIMANOWA PROSTRANSTWA QW-

LQETSQ PROSTRANSTWO METRI^ESKOJ SWQZNOSTI [50], W KOTOROM SWQZ-

NOSTX I METRI^ESKIJ TENZOR UDOWLETWORQ@T USLOWI@ SOGLASOWA-

NIQ

r�g�� = @�g�� � ����g�� � ����g�� = 0; (9:1)

^TO OZNA^AET, ^TO PRI PARALLELXNOM PERENESENII SOHRANQ@TSQ

DLINY WEKTOROW I UGLY MEVDU NIMI.

iZ (9.1) SLEDUET, ^TO

���� =
~���� + T ::��� ; (9:2)

~���� =
1

2
g��

�
@�g�� + @�g�� � @�g��

�
; (9:3)

T ::��� = S::��� � S:�:�:� + S�:::��; (9:4)

S::��� � ��[��]: (9:5)

o^EWIDNO, ^TO METRI^ESKAQ SWQZNOSTX (9.2) ODNOZNA^NO OPRE-

DELENA ZADANIEM METRIKI I TENZORA KRU^ENIQ S::���. iZ (9.1) - (9.4)

SLEDUET WAVNOE SOOTNO[ENIE

~r�g�� = @�g�� � ~����g�� � ~����g�� = 0: (9:6)

70



zDESX ~r� KOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ, WY^ISLQEMAQ S POMO]X@

SIMWOLOW kRISTOFFELQ (9.3).

w PROSTRANSTWE METRI^ESKOJ SWQZNOSTI USLOWIQ INTEGRIRUE-

MOSTI (1.6) WMESTO SISTEMY (1.7) DA@T

R�
"�;�:V� � 2S�"�:a�� = 2r["a�]�; a�� � r�V�: (9:7)

�R�
"�;�: = 2@["�

�
�]� + 2�

�
["j
j�



�]�: (9:8)

w SOGLASII S RABOTOJ [52], WYRAVENIE (9.8) PREDSTAWIM W WIDE

�R�
"�;�: = � ~R�

"�;�: + 2~r["T
�
�]�

+2T �["j
j:T


�]�: + 2S
"�:T

�

�:: (9:9)

iZ (1.1), (9.7), (9.9) SLEDUET

~R�
"�;�:V� = 2~r["a�]� � 2T �["j�j:a�]�

+2V�( ~r["T
�
�]�: + T �["j
j:T



�]�:S



"�:T

�

�:); (9:10)

GDE ~R�
"�;�: | TENZOR rIMANA- kRISTOFFELQ, WY^ISLQEMYJ OBY^-

NYM OBRAZOM S POMO]X@ KRISTOFFELEWOJ SWQZNOSTI (9.3).

uRAWNENIQ (1.1) W PROSTRANSTWE METRI^ESKOJ SWQZNOSTI IME@T

WID
~r�V� = T "��:V" + ��� + 
�� + V�F�: (9:11)

pOSLEDNIE DWA URAWNENIQ, W KOTORYH ZADANNYMI FUNKCIQMI

QWLQ@TSQ TENZORY SKOROSTEJ DEFORMACIJ, UGLOWOJ SKOROSTI WRA-

]ENIQ I WEKTORY PERWOJ KRIWIZNY MIROWYH LINIJ ^ASTIC SRE-

DY, PREDSTAWLQ@T SOBOJ SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

W ^ASTNYH PROIZWODNYH OTNOSITELXNO NEIZWESTNYH FUNKCIJ g��,

V �, S���.

71



gLAWA 2

nso w zadannom silowom pole

w \TOJ GLAWE, W OTLI^IE OT PREDYDU]EJ, NE ZADAETSQ ZARANEE

STRUKTURA nso, PRIWODQ]AQ W OB]EM SLU^AE K WYHODU ZA RAM-

KI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI, A RASSMATRIWAETSQ DWIVENIE

SPLO[NOJ SREDY (BAZISA nso) W PLOSKOM PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO W ZADANNOM SILOWOM POLE. oDNAKO I W \TOM SLU^AE WOZNIKAET

OTNOSITELXNAQ KRIWIZNA PROSTRANSTWA-WREMENI, OBUSLOWLENNAQ

NESOWPADENIEM GIPERPOWERHNOSTI ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINI-

QM ^ASTIC BAZISA S GIPERPOWERHNOSTX@ ODNOWREMENNOSTI. rAZRA-

BOTKE NEGOLONOMNOGO MATEMATI^ESKOGO APPARATA I EGO PRIMENE-

NI@ POSWQ]ENA \TA GLAWA.

10. oTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY nso W sto W

PEREMENNYH lAGRANVA

w PREDYDU]IH RAZDELAH BYLO POKAZANO, ^TO PEREHOD IZ iso W

nso W SLU^AE ZADANIQ NE TOLXKO SILOWOGO POLQ, DEJSTWU@]EGO

NA ^ASTICY SREDY, NO TAKVE I NALOVENIQ USLOWIJ NA KINEMA-

TI^ESKIE HARAKTERISTIKI KONTINUUMA, TREBUET W OB]EM SLU^AE

WYHODA ZA RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA - WREMENI. oDNAKO, ESLI

NE NAKLADYWATX NA HARAKTERISTIKI KONTINUUMA DOPOLNITELXNYH

USLOWIJ, A OGRANI^ITXSQ LI[X INTEGRIROWANIEM URAWNENIJ DWI-

VENIQ, NAPRIMER, W PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI, TO NIKAKOGO

WYHODA ZA RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA - WREMENI NE PROISHODIT.

pRI ISPOLXZOWANII NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ WOZNIKA@]IJ

W NEGOLONOMNYH KOORDINATAH TENZOR KRIWIZNY W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO TAKVE TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. oDNAKO \TOT NU-

LEWOJ TENZOR MOVET BYTX RAZBIT NA DWE NENULEWYE ^ASTI, ODNA IZ

KOTORYH WYRAVAETSQ ^EREZ SIMWOLY kRISTOFFELQ OBY^NYM OB-

RAZOM, S ISPOLXZOWANIEM WMESTO ^ASTNYH PROIZWODNYH PROIZWOD-

NYH PO NAPRAWLENIQM, A DRUGAQ ZAWISIT OT HARAKTERISTIK DWI-

VU]EJSQ SREDY [38], [39].

CISTEMAM OTS^ETA W TEORII GRAWITACII W NAU^NOJ LITERA-

TURE UDELQETSQ BOLX[OE WNIMANIE. nAIBOLEE POLNO \TI WOPROSY

OBSUVDA@TSQ W MONOGRAFIQH w.i. rODI^EWA [1], o.s. iWANICKOJ

[22] I `.s. wLADIMIROWA [23], GDE PRIWODITSQ I OB[IRNAQ BIB-

LIOGRAFIQ.
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pREDLAGAEMYJ NAMI PODHOD OTOBRAVENIQ nso IZ iso PRI

ZADANNOJ METRIKE I ZADANNOMU ZAKONU DWIVENIQ SPLO[NOJ SRE-

DY BLIZOK K TEORII HRONOMETRI^ESKIH INWARIANTOW (thi) a.l.

zELXMANOWA [24] I EGO MONADNOMU OBOB]ENI@ [23]. sUTX METODA

OTOBRAVENIQ nso IZ iso SOSTOIT W OTYSKANII PRAWIL PREOB-

RAZOWANIQ GEOMETRI^ESKIH OB_EKTOW, ZADANNYH W GALILEEWYH KO-

ORDINATAH PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO (PEREMENNYH |JLERA), ^E-

REZ AFFINNYE REPERY LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ nso. "pRO-

STRANSTWENNYE" REPERY TAKOJ nso LEVAT W GIPERPOWERHNOSTQH,

ORTOGONALXNYH MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY, (NEGOLONOMNYH

PRI NALI^II WRA]ENIJ), A WREMENNYE WEKTORY SOWPADA@T S PO-

LEM 4 - SKOROSTEJ V �, KASATELXNYH MIROWYM LINIQM.

pEREHODIM K MATEMATI^ESKOJ POSTANOWKE ZADA^I.

pUSTX ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PROIZWOLXNOM SILO-

WOM POLE W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO OPREDELQETSQ URAWNENIQMI

x� = 	�(yk̂; �0̂); (10:1)

GDE x� - \JLEROWY KOORDINATY, A yk̂ - LAGRANVEWY KOORDINATY,

POSTOQNNYE WDOLX KAVDOJ FIKSIROWANNOJ MIROWOJ LINII, (1=c)�0̂

- NEKOTORYJ WREMENNOJ PARAMETR, NAPRIMER, SOBSTWENNOE WREMQ.

uSLOWIMSQ, ^TO INDEKSY � PRINADLEVAT \JLEROWYM KOORDINATAM,

A INDEKSY �̂ - LAGRANVEWYM. dIFFERENCIRUQ (10.1) PO yk̂ I �0̂, W

KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA- WREMENI POLU^IM AFFINNYJ REPER.

oTMETIM, ^TO WREMENNOJ @x�=@�0̂ I PROSTRANSTWENNYE @x�=@yk̂

WEKTORY W OB]EM SLU^AE NE ORTOGONALXNY DRUG DRUGU. oDNAKO

IZ SOOTNO[ENIQ (10.1) MOGUT BYTX POSTROENY REPERY, U KOTO-

RYH "WREMENNOJ" I "PROSTRANSTWENNYE" WEKTORY ORTOGONALXNY,

NO \TI REPERY NE QWLQ@TSQ REZULXTATOM DIFFERENCIROWANIQ 4-

RADIUSA WEKTORA PO LAGRANVEWYM KOORDINATAM yk̂ I �0̂. |TI RE-

PERY NEGOLONOMNY, I SOOTWETSTWU@]IE IM KO\FFICIENTY lAME

IME@T WID

h�
k̂
=
�
��" � V �V"

�@	"

@yk̂
; h�

0̂
=
@	�

@�0̂
= V �;

hk̂� =
@yk̂

@x�
; h0̂� = V�: (10:2)

dLQ NEGOLONOMNYH KOORDINAT KO\FFICIENTY SWQZNOSTI ��̂
�̂b̂
W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO MOVNO PREDSTAWITX W WIDE [50]

��̂
�̂b̂
= h�̂"

@̂h"
b̂

@̂y�̂
= �h"

b̂

@̂h�̂"
@̂y�̂

; (10:3)
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GDE WS@DU W DALXNEJ[EM POD SIMWOLOM @̂=@̂y�̂ BUDEM PONIMATX

PROIZWODNYE PO NAPRAWLENIQM, OPREDELQEMYE KAK

@̂

@̂y0̂
=

@̂

@̂�0̂
= V � @

@x�
;

@̂

@̂yk̂
= h�

k̂

@

@x�
(10:4)

w FORMULE (10.3) PREDPOLAGAETSQ, ^TO W PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO WYBRANY GALILEEWY KOORDINATY. dLQ PROIZWOLXNYH KRI-

WOLINEJNYH KOORDINAT FORMULA DLQ SWQZNOSTI PRIMET WID

��̂
�̂b̂
= �h"

b̂

@̂h�̂"

@̂y�̂
+ �

�
��h

�̂
�h

�
b̂
h��̂; (10:3a)

GDE ���� - SWQZNOSTX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. iZ KO\FFICIEN-

TOW lAME OBRAZUEM OB_EKT NEGOLONOMNOSTI C �̂
�̂b̂
.

C �̂
�̂b̂:

= ���̂
[�̂b̂]

=
1

2

�
h"
b̂

@̂h�̂"

@̂y�̂
� h"�̂

@̂h�̂"

@̂yb̂

�
=
1

2
h��̂h

"
b̂

�@h�̂"
@x�

� @h�̂�
@x"

�
: (10:5)

sLEDUQ sHOUTENU [50], DLQ NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ SWQZ-

NOSTX ��̂
�̂b̂
PREDSTAWIM W FORME

��̂
�̂b̂
=

8<
:
�̂

�̂b̂

9=
;+ T �̂

�̂b̂
; T �̂

�̂b̂
= �C �̂

�̂b̂
+ g�̂"̂g

�̂�̂C "̂
b̂�̂:
+ gb̂"̂g

�̂�̂C "̂
�̂�̂:: (10:6)

eSLI WY^ISLITX TENZOR rIMANA-kRISTOFFELQ W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO, TO ON TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. qSNO, ^TO PERE-

HOD W LAGRANVEWU SOPUTSTWU@]U@ nso S POMO]X@ KO\FFICIEN-

TOW lAME (10.2) NE DELAET TENZOR KRIWIZNY OTLI^NYM OT NULQ, A

PRIWODIT K TOVDESTWU [50]

R:::�̂

�̂b̂
̂
= 2@̂[�̂�

�̂

b̂]
̂
+ 2��̂[�̂j"̂j�

"̂
b̂]
̂

+ 2C "̂
�̂b̂
��̂"̂
̂ � 0: (10:7)

iZ (10.6) I (10.7) SLEDUET

R̂:::�̂

�̂b̂
̂
= �2r̂[�̂T

�̂

b̂]
̂
� 2T �̂[�̂j"̂jT

"̂
b̂]
̂
� 2C "̂

�̂b̂
T �̂"̂
̂: (10:8)

w SOOTNO[ENII (10.8) TENZOR KRIWIZNY WY^ISLQETSQ S POMO]X@

SIMWOLOW kRISTOFFELQ
�

�̂

�̂b̂

�
, POLU^ENNYH IZ METRI^ESKIH KO\F-

FICIENTOW

ĝ�̂b̂ = g��h
�
�̂h

�
b̂
; ĝ0̂0̂ = 1; ĝ0̂k̂ = 0; (10:9)

GDE g�� - METRI^ESKIJ TENZOR W \JLEROWYH KOORDINATAH PROSTRAN-

STWA mINKOWSKOGO. sIMWOLY kRISTOFFELQ WY^ISLQ@TSQ OBY^-

NYM SPOSOBOM S ZAMENOJ ^ASTNYH PROIZWODNYH PROIZWODNYMI PO
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NAPRAWLENIQM, A OPERATOR r̂�̂ WY^ISLQETSQ S POMO]X@ KRISTOF-

FELEWOJ SWQZNOSTI.

tAKIM OBRAZOM NEGOLONOMNYE PREOBRAZOWANIQ PRIWELI K OT-

LI^NOMU OT NULQ TENZORU KRIWIZNY, WY^ISLQEMOMU S POMO]X@

KRISTOFFELEWOJ ^ASTI SWQZNOSTI (10.6).

kAK BUDET SLEDOWATX DALEE IZ ANALIZA URAWNENIJ DWIVENIQ,

TENZOR KRIWIZNY R̂:::�̂

�̂b̂
̂
MOVNO NAZWATX OTNOSITELXNYM TENZOROM

KRIWIZNY nso.

dLQ NEGOLONOMNYH KOORDINAT IME@T MESTO SLEDU@]IE KOM-

MUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ [50]

@̂2

@̂yb̂@̂y�̂
� @̂2

@̂y�̂@̂yb̂
= 2C 
̂

�̂b̂

@̂

@̂y
̂
: (10:10)

kONKRETNYJ WID OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI ZAWISIT OT WYBRANNYH

KO\FFICIENTOW lAME, KOTORYE OPREDELQ@TSQ W ZAWISIMOSTI OT

WYBORA WREMENNOGO PARAMETRA WDOLX MIROWYH LINIJ ^ASTIC BA-

ZISA. nAPRIMER, ESLI W KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA WYBRATX

SOBSTWENNOE WREMQ, KAK \TO BYLO SDELANO W (10.2), TO WY^ISLENIE

OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI PRIWODIT K SOOTNO[ENIQM

C 0̂
k̂l̂
= 
k̂l̂; 2C 0̂

0̂k̂
= Fk̂; C k̂

�̂b̂
= 0; (10:11)

GDE


k̂l̂ = 
��h
�

k̂
h�
l̂
; Fk̂ = F�h

�

k̂
: (10:12)

pRI POLU^ENII (10.12) MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO[ENIQMI

(1.4) I (1.5), W KOTORYH TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ I

WEKTOR 4 - USKORENIQ RASSMATRIWA@TSQ W \JLEROWYH KOORDINA-

TAH PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO I PROEKTIRU@TSQ S POMO]X@ PA-

RAMETROW lAME W SOPUTSTWU@]U@ LAGRANVEWU nso. dLQ OB_EK-

TA NEGOLONOMNOSTI (10.11) KOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ (10.10)

SWODQTSQ K WIDU

@̂2

@̂yk̂@̂y l̂
� @̂2

@̂y l̂@̂yk̂
= 2
l̂k̂

@̂

@̂y0̂
;

@̂2

@̂yk̂@̂y0̂
� @̂2

@̂y0̂@̂yk̂
= Fk̂

@̂

@̂y0̂
: (10:13)

kOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ (10.13) \KWIWALENTNY KOMMUTA-

CIONNYM SOOTNO[ENIQM thi zELXMANOWA [54]. iZ WIDA METRIKI

(10.9), RAZLOVENIQ (10.6) I KO\FFICIENTOW lAME (10.2) POLU^AEM
8><
>:

0̂

0̂0̂

9>=
>; =

8><
>:
k̂

0̂0̂

9>=
>; =

8><
>:

0̂

0̂k̂

9>=
>; = 0;

8><
>:

0̂

k̂l̂

9>=
>; = ��k̂l̂;
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8><
>:
k̂

n̂l̂

9>=
>; = �k̂

n̂l̂
;

8><
>:

k̂

0̂n̂

9>=
>; = �k̂

n̂; T 0̂
0̂k̂:

= �Fk̂; T k̂
0̂0̂: = F k̂;

T k̂
m̂l̂:

= Tm̂l̂;k̂ = T 0̂
k̂0̂:

= 0; T k̂
0̂l̂:
= T k̂

l̂0̂
= 
k̂

l̂:
; T 0̂

k̂l̂
= �
k̂l̂: (10:14)

tAK KAK

�k̂l̂ + 
k̂l̂ = h�
k̂
h�
l̂
r�V�; (10:15)

TO MOVNO POKAZATX, DIFFERENCIRUQ PO y0̂, ^TO IMEET MESTO SLE-

DU@]EE KINEMATI^ESKOE TOVDESTWO

@̂

@̂y0̂

�
�k̂l̂+
k̂l̂

�
� ĝm̂n̂

�
�l̂n̂+
l̂n̂

��
�k̂m̂+
k̂m̂

�
+r̂k̂Fl̂�Fk̂Fl̂; (10:16)

OTKUDA, ALXTERNIRUQ, IMEEM

@̂

@̂y0̂

k̂l̂ � r̂[k̂Fl̂]: (10:17)

sIMMETRIROWANIE WYRAVENIQ (10.16) DAET

@̂

@̂y0̂
�k̂l̂ � ĝm̂n̂

�
�l̂n̂ + 
l̂n̂

��
�k̂m̂ + 
k̂m̂

�
+ r̂(k̂Fl̂) � Fk̂Fl̂: (10:18)

hOTQ OTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY nso WY^ISLQETSQ S POMO-

]X@ SIMWOLOW kRISTOFFELQ TAK VE, KAK I OBY^NYJ TENZOR KRI-

WIZNY W RIMANOWOM PROSTRANSTWE, ODNAKO PRI WYRAVENII SWQZ-

NOSTI ^EREZ METRI^ESKIJ TENZOR ISPOLXZU@TSQ NE OBY^NYE ^AST-

NYE PROIZWODNYE, A PROIZWODNYE PO NAPRAWLENIQM. pO\TOMU OT-

NOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY OBLADAET SPECIFI^ESKIMI OSOBEN-

NOSTQMI, KOTORYE WOZNIKA@T IZ-ZA NEKOMMUTATIWNOSTI PROIZWOD-

NYH PO NAPRAWLENIQM. nAPRIMER, IZWESTNOE TOVDESTWO rI^^I BU-

DET IMETX WID

R̂:::�̂

�̂b̂;
̂
+ R̂:::�̂

b̂
̂;�̂
+ R̂:::�̂


̂�̂;b̂

= 2

"
C �̂
�̂b̂:

8<
:
�̂

�̂
̂

9=
;+ C �̂

b̂
̂:

8<
:

�̂

�̂�̂

9=
;+ C �̂


̂�̂:

8<
:
�̂

�̂b̂

9=
;
#

(10:18a)

dLQ TOVDESTWA bIANKI IMEEM WYRAVENIE

r̂"̂R̂
:::�̂

�̂b̂;
̂
+ r̂�̂R̂

:::�̂

b̂"̂;
̂
+ r̂b̂R̂

:::�̂
"̂�̂;
̂

= 2C �̂
"̂�̂:R̂

:::�̂

b̂�̂;
̂
+ 2C �̂

�̂b̂:
R̂:::�̂
"̂�̂;
̂ + 2C �̂

b̂"̂:
R̂:::�̂
�̂�̂;
̂; (10:19)
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DLQ DOKAZATELXSTWA KOTOROGO UDOBNO PEREJTI W LOKALXNO GEODEZI-

^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT.

tENZOR KRIWIZNY (10.8) MOVNO PREDSTAWITX W DRUGOJ \KWIWA-

LENTNOJ FORME

R̂:::�̂

�̂b̂;
̂
= 2@̂[�̂

8><
>:

�̂

b̂]
̂

9>=
>; + 2

8<
:

�̂

[�̂j"̂j

9=
;
8><
>:

"̂

b̂]
̂

9>=
>;+ 2C "̂

�̂b̂:

8<
:
�̂

"̂
̂

9=
;

� K :::�̂

�̂b̂;
̂
+ 2C "̂

�̂b̂:

8<
:
�̂

"̂
̂

9=
; : (10:20)

K :::�̂

�̂b̂;
̂
NE QWLQETSQ TENZOROM OTNOSITELXNO GOLONOMNYH PREOB-

RAZOWANIJ LAGRANVEWYH PEREMENNYH, HOTQ PO WIDU NE OTLI^AETSQ

OT OBY^NOGO TENZORA KRIWIZNY. oDNAKO ZAMENA ^ASTNYH PROIZ-

WODNYH PROIZWODNYMI PO NAPRAWLENIQM PRIWODQT K IZMENENI@

TRANSFORMACIONNYH SWOJSTW.

tAK KAK MY RASSMATRIWAEM DWA RODA KOWARIANTNYH PROIZWOD-

NYH r̂�̂ I ~r�̂, WY^ISLQEMYH SOOTWETSTWENNO S POMO]X@ KRISTOF-

FELEWOJ ^ASTI SWQZNOSTI (10.6) I POLNOJ NEGOLONOMNOJ SWQZNOS-

TI (10.3), TO DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQ SOGLASOWANIQ. mOVNO

DOKAZATX, ^TO TAKIM USLOWIEM SOGLASOWANIQ QWLQETSQ NEPOSRED-

STWENNO PROWERQEMOE SOOTNO[ENIE

~r�̂ĝb̂
̂ = r̂�̂ĝb̂
̂ = 0: (10:21)

pROWEDEM DALXNEJ[IJ ANALIZ OTNOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZNY.

rASSMOTRIM WYRAVENIE

0 = r̂[�̂r̂�̂]ĝ�̂�̂ = C 
̂
�̂�̂:

@̂ĝ�̂�̂
@̂y
̂

�K�̂�̂;(�̂�̂): (10:22)

iSPOLXZUQ (10.20), NAHODIM

R̂�̂b̂;(
̂�̂) = 0: (10:23)

sWERTYWAQ (10.18) PO �̂ I 
̂, POLU^IM

R̂[�̂b̂] = C �̂
�̂b̂:

8<
:

�̂

�̂�̂

9=
;+ C �̂

b̂
̂:

8<
:


̂

�̂�̂

9=
;+ C �̂


̂�̂:

8<
:

̂

�̂b̂

9=
; : (10:24)

iZ (10.25) SLEDUET, ^TO OTNOSITELXNYJ TENZOR rI^^I NE QWLQETSQ

SIMMETRI^NYM. oTSUTSTWIE SIMMETRII TENZORA rI^^I KOSWENNO

SWQZANO S TEM, ^TO

R̂�̂b̂;
̂�̂ 6= R̂
̂�̂;�̂b̂: (10:25)
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oBRAZUEM TENZOR, OBLADA@]IJ TAKIMI VE SWOJSTWAMI SIMMET-

RII, KAK I OBY^NYJ TENZOR rIMANA-kRISTOFFELQ. dLQ \TOGO PO-

STROIM TENZOR

~R�̂b̂;
̂�̂ =
1

2

�
R̂�̂b̂;
̂�̂ + R̂
̂�̂;�̂b̂

�
; (10:26)

OBLADA@]IJ TAKIMI VE SWOJSTWAMI SIMMETRII, KAK I TENZOR

rIMANA-kRISTOFFELQ. wOSPOLXZUQSX PREDYDU]IMI FORMULAMI,

MOVNO POKAZATX, ^TO POSTROENNYJ TENZOR UDOWLETWORQET OBY^NO-

MU TOVDESTWU rI^^I

~R�̂b̂;
̂�̂ +
~Rb̂
̂;�̂�̂ +

~R
̂�̂;b̂�̂ = 0; (10:27)

IZ KOTOROGO WYTEKAET SIMMETRIQ TENZORA rI^^I ~R�̂b̂. oTMETIM

RAWENSTWO

R̂b̂�̂;
̂�̂ � R̂
̂�̂;b̂�̂ = C 0̂

̂b̂:

@̂ĝ�̂�̂

@̂y0̂
+

+C 0̂
b̂�̂:

@̂ĝ
̂�̂

@̂y0̂
+ C 0̂

�̂
̂:

@̂ĝb̂�̂
@̂y0̂

+ C 0̂
�̂�̂:

@̂ĝb̂
̂

@̂y0̂
: (10:28)

wY^ISLENIE KOMPONENT TENZORA KRIWIZNY ~R�̂b̂;
̂�̂ DAET

~Râb̂;ĉq̂ = 
q̂b̂
âĉ � 
q̂â
b̂ĉ � 2
âb̂
ĉq̂;

~Râb̂;ĉ0̂ = 2r̂[â
b̂]ĉ + 2
âb̂Fĉ �
1

2
Fb̂�âĉ +

1

2
Fâ�ĉb̂;

~R0̂b̂;ĉ0̂ = Fb̂Fĉ � r̂(b̂Fĉ) � 2�n̂
(b̂

ĉ)n̂ +
n̂ĉ


n̂
b̂:
: (10:29)

pROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY OTNOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZ-

NY MOGUT BYTX PREDSTAWLENY W FORME

~Râb̂;ĉq̂ =
�Râb̂;ĉq̂ � 2�q̂[â�b̂]ĉ; (10:30)

GDE �Râb̂;ĉq̂ - TREHMERNYJ TENZOR KRIWIZNY NA GIPERPOWERHNOSTI OR-

TOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY. |TA GIPERPOWERH-

NOSTX NEGOLONOMNA PRI NALI^II WRA]ENIJ. iZ (10.29) I (10.30)

NAHODIM

�Râb̂;ĉq̂ = 2�q̂[â�b̂]ĉ + 
q̂b̂
âĉ � 
q̂â
b̂ĉ � 2
âb̂
ĉq̂: (10:31)

pRI OTSUTSTWII WRA]ENIJ (10.31) PEREHODIT W WYRAVENIE POLU-

^ENNOE RANEE AWTOROM IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ [46].
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wWEDEM RQD POLEZNYH W DALXNEJ[EM TOVDESTW

V̂�̂ = h��̂V� = �0̂�̂;
~r[�̂

~rb̂]V̂
̂ = 0 =

= r̂[�̂
~rb̂]V̂
̂ � T �̂

[�̂b̂]:
~r�̂V̂
̂ � T �̂[�̂j
̂j:

~rb̂]V̂�̂;

~rk̂V̂l̂ = �k̂l̂ + 
k̂l̂;
~r0̂V̂l̂ = Fl̂;

~rk̂V̂0̂ =
~r0̂V̂0̂ = 0: (10:32)

iZ (10.32) SLEDUET

r̂[â�b̂]ĉ + r̂[â
b̂]ĉ = �
âb̂Fĉ: (10:33)

pROIZWEDQ CIKLI^ESKU@ PERESTANOWKU INDEKSOW â, b̂, ĉ W (10.33),

POLU^IM DWA DOPOLNITELXNYE TOVDESTWA, SKLADYWAQ KOTORYE S

(10.33), IMEEM TOVDESTWO

r̂â
b̂ĉ + r̂b̂
ĉâ + r̂ĉ
âb̂ + Fâ
b̂ĉ + Fb̂
ĉâ + Fĉ
âb̂ � 0: (10:34)

aNALOGI^NOE TOVDESTWO POLU^ENO W RABOTE [24]. iSPOLXZUQ WYRA-

VENIQ (10.18) I (10.33), ZAPI[EM (10.29) W WIDE

~Râb̂;ĉ0̂ = �r̂[â�b̂]ĉ �
1

2
Fb̂�âĉ +

1

2
Fâ�ĉb̂;

~R0̂b̂;ĉ0̂ = �
@̂�b̂ĉ

@̂y0̂
+ �n̂

ĉ�b̂n̂: (10:35)

iZ (10.29) I (10.35) SLEDUET, ^TO DLQ VESTKIH W SMYSLE bORNA

BEZWIHREWYH nso OTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY RAWEN NUL@.

dLQ KOMPONENT TENZORA rI^^I IMEEM 1

~Rb̂ĉ = �
@̂�b̂ĉ

@̂y0̂
+�n̂

n̂�b̂ĉ + 2�n̂
ĉ�b̂n̂ +

�Rb̂ĉ

� Fb̂Fĉ � r̂(b̂Fĉ) � 2�n̂
(b̂

ĉ)n̂ + 
n̂b̂


n̂
ĉ:;

~Rb̂0̂ = �r̂â

â
b̂:
� 2
âb̂F

â � 1

2
Fâ�âb̂ +

1

2
Fb̂�

ĉ
ĉ

� r̂â�
â
b̂
� r̂b̂�

â
â +

1

2
Fb̂�

â
â �

1

2
F â�âb̂;

1oTMETIM WO IZBEVANIE NEDORAZUMENIJ, ^TO TENZORY KRIWIZNY RAZNYMI AWTORAMI

OPREDELQ@TSQ S TO^NOSTX@ DO ZNAKA. nAPRIMER, W [7] I [25] TENZORY KRIWIZNY SOWPADA-

@T I OTLI^A@TSQ ZNAKOM OT TENZORA KRIWIZNY, ISPOLXZUEMOGO NAMI W \TOM RAZDELE NA

OSNOWE [50]. tENZOR rI^^I W [50], [25] I NA[EM SLU^AE POLU^AETSQ PRI POMO]I SWERTKI

PO PERWOMU I ^ETWERTOMU INDEKSAM, A W [7] PROIZWODITSQ SWERTKA PO PERWOMU I TRETX-

EMU INDEKSAM. pO\TOMU TENZORY rI^^I I SKALQRNAQ KRIWIZNA W [7], [50] I W NA[EM

SLU^AE SOWPADA@T, A OT [25] OTLI^A@TSQ ZNAKOM.
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~R0̂0̂ = �
@̂�b̂

b̂

@̂y0̂
� �n̂ĉ�

n̂ĉ � Fn̂F
n̂ � r̂n̂F

n̂ + 
n̂b̂

b̂n̂: (10:36)

dLQ SKALQRNOJ KRIWIZNY POLU^IM

~R = 2Fn̂F
n̂ � 2r̂n̂F

n̂ � 
n̂b̂

b̂n̂: (10:37)

iZ TOVDESTWA (10.19) NAJDEM UKORO^ENNOE TOVDESTWO bIANKI.

r̂�̂

�
~R�̂�̂ � 1

2
ĝ�̂�̂ ~R

�
= �r̂�̂R̂

[�̂�̂]

+2C �̂
:�̂�̂

�
R̂�̂�̂ + R̂[�̂�̂]

�
+ Cb̂�̂;�̂R̂

�̂�̂;b̂�̂: (10:38)

iZ WYRAVENIQ (10.38) WIDNO, ^TO TENZOR |JN[TEJNA DLQ nso,

STOQ]IJ W KRUGLYH SKOBKAH W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA, SU]EST-

WENNO OTLI^AETSQ OT TENZORA |JN[TEJNA W oto, DLQ KOTOROGO

PRAWAQ ^ASTX RAWENSTWA TOVDESTWENNO RAWNA NUL@.

sRAWNIM POLU^ENNYE REZULXTATY S REZULXTATAMI a.l. zELX-

MANOWA [24], WWEDQ DLQ UDOBSTWA SRAWNENIQ OBOZNA^ENIQ, ISPOLX-

ZUEMYE W [24].

ĝâb̂ = �hab; �âb̂ = �
1

c
Dab; 
ĉ�̂ = �Aca; �â

â =
1

c
D;

�n̂
ĉ =

1

c
Dn
c ; 
�̂

ĉ: =
1

c
Aa
c:; Fb̂ =

1

c2
Fb; F â = � 1

c2
F a;

@̂

@̂yk̂
=

�@

@xk
;

@̂

@̂y0̂
=
1

c

�@

@t
: (10:38a)

iSPOLXZUQ SOOTNO[ENIQ (10.36), POLU^IM SLEDU@]IE TOVDEST-

WA W OBOZNA^ENIQH zELXMANOWA

�@Dik

@t
�
�
Dij + Aij

��
Dj
k + Aj

k:

�
+DDik �DijD

j
k

+3AijA
j
k: + r̂(iFk) �

1

c2
FiFk + c2 �Rik � 0;

r̂j

�
hijD �Dij � Aij

�
+

2

c2
FiA

ij � 0;

�@D

@t
+DjkD

kj + AjkA
kj + r̂jF

j � 1

c2
FjF

j � 0: (10:39)

lEWYE ^ASTI TOVDESTW W (10.39) PREDSTAWLQ@T KOMPONENTY TENZO-

RA rI^^I, ZADA@]IE LEWU@ ^ASTX URAWNENIJ |JN[TEJNA W thi.
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w NA[EM SLU^AE \TI KOMPONENTY RAWNY NUL@. pOLU^ENNYJ RE-

ZULXTAT NE QWLQETSQ NEOVIDANNYM. iSHODNOE PROSTRANSTWO, W KO-

TOROM IZU^ALOSX DWIVENIE SPLO[NOJ SREDY, BYLO PLOSKIM PRO-

STRANSTWOM mINKOWSKOGO. wOZNIKNOWENIE OTLI^NOGO OT NULQ OT-

NOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZNY OBUSLOWLENO RAZDELENIEM NULE-

WOGO NEGOLONOMNOGO TENZORA KRIWIZNY PLOSKOGO PROSTRANSTWA-

WREMENI NA DWE NENULEWYH ^ASTI.

eSLI BY ISHODNOE PROSTRANSTWO BYLO RIMANOWYM, ^TO IMEET

MESTO W oto, TO W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (10.8) DOBAWILSQ BY TEN-

ZOR KRIWIZNY ISHODNOGO PROSTRANSTWA, ZADANNYJ W NEGOLONOMNOJ

SOPUTSTWU@]EJ LAGRANVEWOJ nso. |TO DOLVNO BYLO PRIWESTI I

K IZMENENI@ NEKOTORYH KINEMATI^ESKIH TOVDESTW. w ^ASTNOSTI,

W PRAWOJ ^ASTI TOVDESTWA (10.33) DOBAWITSQ ^LEN

~r[â
~rb̂]V̂ĉ = �

1

2
R0̂
âb̂;ĉ:

:

pROIZWEDQ W NOWOM TOVDESTWE SWERTKU PO â I ĉ, PODNIMAQ INDEKS

b̂, POLU^IM WYRAVENIE Rb̂0̂ KOMPONENTY TENZORA rI^^I W TEORII

zELXMANOWA.

cELX@ PREDLAGAEMOGO W \TOM RAZDELE ISSLEDOWANIQ QWLQET-

SQ WYDELENIE WKLADA W KRIWIZNU PROSTRANSTWA-WREMENI, OBUSLOW-

LENNOGO NEINERCIALXNOSTX@ NABL@DATELEJ, DWIVU]IHSQ WMESTE S

SREDOJ W PROIZWOLXNOM SILOWOM POLE. tAK KAK POLE 4-SKOROSTEJ V�
POQWILOSX, KAK REZULXTAT INTEGRIROWANIQ RELQTIWISTSKOGO URAW-

NENIQ DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PLOSKOM PROSTRANSTWE- WREME-

NI, TO RAZLOVENIE (1.1) WYSTUPAET W KA^ESTWE MATEMATI^ESKOGO

TOVDESTWA. hOTQ ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH

lAGRANVA (10.1) GOLONOMEN, ODNAKO "PROSTRANSTWENNYE" WEKTORY

AFFINNYH REPEROW, SOEDINQ@]IE SOSEDNIE LAGRANVEWY ^ASTICY,

NE MOGUT POQWITXSQ KAK REZULXTAT DIFFERENCIROWANIQ 4-RADIUSA

WEKTORA x� PO LAGRANVEWYM KOORDINATAM yk̂, TAK KAK GIPERPO-

WERHNOSTX ODNOWREMENNYH SOBYTIJ, KOGDA W KA^ESTWE WREMENNOGO

PARAMETRA ISPOLXZUETSQ SOBSTWENNOE WREMQ, NE ORTOGONALXNA MI-

ROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY.pO\TOMU IZ FIZI^ESKOGO TREBOWANIQ

"RAZME]ENIQ" PROSTRANSTWENNYH REPEROW NA ORTOGONALXNOJ MI-

ROWYM LINIQM GIPERPOWERHNOSTI, WOZNIKAET OTLI^NYJ OT NULQ

OB_EKT NEGOLONOMNOSTI.

wID OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI ZAWISIT I OT WYBORA WREMENNOGO

PARAMETRA. dLQ \LEMENTA INTERWALA S POMO]X@ (1.10) I (9.10)
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NAHODIM

dS2 = dy0̂
2
+ g���

@	�

@yn̂
@	�

@yk̂
dyn̂dyk̂; g��� = g�� � V�V�: (10:40)

g��� - PROEKCIONNYJ OPERATOR W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, PRO-

EKTIRU@]IJ TENZORY NA ORTOGONALXNU@ MIROWYM LINIQM ^ASTIC

BAZISA GIPERPOWERHNOSTX.

dy0̂ = d�0̂ + V�
@	�

@yn̂
dyn̂ = V�dx

�: (10:41)

iZ (10.41) WIDNO, ^TO dy0̂ NE QWLQETSQ POLNYM DIFFERENCIALOM,

T.E. y0̂ - NEGOLONOMNAQ KOORDINATA.

|LEMENT INTERWALA (10.40) \KWIWALENTEN RAZBIENI@ W SOPUT-

STWU@]EJ nso ^ETYREHMERNOGO INTERWALA NA DWE ^ASTI, ODNA IZ

KOTORYH dy0̂ = V�dx
� ESTX \LEMENT WREMENI NABL@DATELQ, DWIVU-

]EGOSQ WMESTE S SREDOJ, A DRUGAQ - \LEMENT TREHMERNOGO INTER-

WALA NA ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY GIPERPO-

WERHNOSTI. aNALOGI^NOE RAZBIENIE PRIWODITSQ W [24] I [40]. tAK

KAK W SOPUTSTWU@]EJ nso SPRAWEDLIWY O^EWIDNYE SOOTNO[ENIQ

V k̂ = hk̂�V
� =

dyk̂

d�0̂
= 0;

Vk̂ = V�
@	�

@yk̂
= gk̂�̂V

�̂ = gk̂0̂V
0̂ =

gk̂0̂p
g0̂0̂
; (10:42)

TO \LEMENT PROSTRANSTWENNOGO INTERWALA W LAGRANVEWOJ SOPUT-

STWU@]EJ nso IMEET WID

dl2 =
�gn̂0̂gk̂0̂
g0̂0̂

� gn̂k̂
�
dyn̂dyk̂: (10:43)

|LEMENT INTERWALA (10.43) SOWPADAET S HORO[O IZWESTNYM SOOT-

NO[ENIEM [7]. oTMETIM, ^TO SOOTNO[ENIQ (10.42) I (10.43) QWLQ-

@TSQ OB]IMI I NE ZAWISQT OT KONKRETNOGO WIDA PARAMETROW lAME

(10.2).

pOSTROENNYJ NAMI OTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY QWLQET-

SQ TENZOROM OTNOSITELXNO NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ. pRED-

STAWLQET INTERES POSTROITX OTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY,

KOTORYJ SOOTWETSTWUET OBY^NOMU OB]EKOWARIANTNOMU TENZORU

rIMANA-kRISTOFFELQ OTNOSITELXNO PROIZWOLXNYH GOLONOMNYH

PREOBRAZOWANIJ.
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w SOGLASII S (10.6) NEGOLONOMNAQ SWQZNOSX RASKLADYWAETSQ NA

KRISTOFFELEWU ^ASTX SWQZNOSTI I SUMMU OB_EKTOW NEGOLONOMNOS-

TI. pRI \TOM KRISTOFFELEWA ^ASTX SWQZNOSTI WY^ISLQETSQ ^EREZ

METRI^ESKIJ TENZOR (10.9) PO FORMULE

8<
:
�̂

�̂b̂

9=
; =

1

2
ĝ�̂
̂(@̂�̂ĝb̂
̂ + @̂b̂ĝ
̂�̂ � @̂
̂ĝ�̂b̂);

@̂�̂ � @̂

@̂y�̂
: (10:44)

o^EWIDNO, ^TO SWQZNOSTX (10.44) OTLI^AETSQ OT OBY^NOJ GOLONOM-

NOJ SWQZNOSTI TEM, ^TO W SWQZNOSTI (10.44) WMESTO ^ASTNYH PRO-

IZWODNYH STOQT PROIZWODNYE PO NAPRAWLENIQM. iSHODQ IZ OPRE-

DELENIQ PROIZWODNOJ PO NAPRAWLENIQM, IMEEM c ISPOLXZOWANIEM

(10.2)

@̂�̂ = h��̂
@

@x�
=

@

@y�̂
+ L�̂

@

@s
; L�̂ � V̂�̂ � V�̂;

V̂�̂ = h��̂V� = �0̂�̂; V�̂ = V�
@x�

@y�̂
; (10:45)

GDE DIFFERENCIROWANIE PO y0̂ \KWIWALENTNO DIFFERENCIROWANI@

PO �0̂ ILI PO DLINE s WDOLX MIROWYH LINIJ BAZISA.

iZ (10.45) SLEDUET, ^TO L0̂ = 0.

iZ (10.6) I (10.45) NAHODIM�
�̂b̂; 
̂

�
= ~��̂b̂;
̂ +

~T�̂b̂
̂;
~T�̂b̂
̂ = Lb̂�
̂�̂ + L�̂�
̂ b̂ � L
̂��̂b̂;

�
̂�̂ =
1

2

@ĝ�̂b̂
@s

; �0̂0̂ = �0̂k̂ = 0; (10:46)

GDE ~��̂b̂;
̂ - GOLONOMNAQ KRISTOFFELEWA SWQZNOSTX, WY^ISLQEMAQ PO

METRIKE (10.9). nA OSNOWE PROWEDENNOGO ANALIZA NEGOLONOMNAQ

SWQZNOSTX, OPREDELQEMAQ RAZLOVENIEM (10.6), MOVET BYTX PRED-

STAWLENA W WIDE

��̂
�̂b̂
= ~��̂

�̂b̂
+ ��̂

�̂b̂
; ��̂

�̂b̂
= T �̂

�̂b̂
+ ~T �̂

�̂b̂
: (10:47)

zAMENIW W FORMULE (10.7) NEGOLONOMNU@ SWQZNOSTX ��̂
�̂b̂
NA SUMMU

SWQZNOSTEJ IZ (10.47), POLU^IM S U^ETOM (10.45) I (10.6) RAZLOVE-

NIE

R:::�̂

�̂b̂
̂
= 2@[�̂~�

�̂

b̂]
̂
+ 2@[�̂�

�̂

b̂]
̂
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+2L[�̂

@��̂
b̂]
̂

@s
+ 2��̂[�̂j"̂j�

"̂
b̂]
̂
+ 2C "̂

�̂b̂
��̂"̂
̂ � 0: (10:48)

iZ RAZLOVENIQ (10.48) MOVNO WYDELITX W QWNOM WIDE ^LEN WIDA

~K :::�̂

�̂b̂
̂
= 2@[�̂~�

�̂

b̂]
̂
+ 2~�

�̂
[�̂j"̂j

~�"̂
b̂]
̂
; (10:49)

KOTORYJ SOOTWETSTWUET OBY^NOMU OB]EKOWARIANTNOMU OTNOSI-

TELXNO GOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ TENZORU rIMANA-kRISTOFFE-

LQ. iZ (10.48) I (10.49) IMEEM

� ~K :::�̂

�̂b̂
̂
= 2r[�̂�

�̂

b̂]
̂
+ 2�

�̂
[�̂j"̂j�

"̂
b̂]
̂
+ 2C "̂

�̂b̂
�
�̂
"̂
̂ + 2L[�̂

@��̂
b̂]
̂

@s
: (10:50)

pO POWODU FORMULY (10.50) NEOBHODIMO SDELATX SLEDU@]IE ZAME-

^ANIQ:

1. kOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ W PRAWOJ ^ASTI (10.50) WY^ISLQ-

ETSQ OBY^NYM OBRAZOM (KAK DLQ TENZORA) PO GOLONOMNOJ KRISTOF-

FELEWOJ SWQZNOSTI OT OB_EKTA ��̂
�̂b̂
, KOTORYJ NE QWLQETSQ TENZOROM

OTNOSITELXNO GOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ.

2. wSE WELI^INY, WHODQ]IE W PRAWU@ ^ASTX RAWENSTWA (TOV-

DESTWA) (10.50), TAKVE NE QWLQ@TSQ TENZORAMI OTNOSITELXNO GO-

LONOMNYH PREOBRAZOWANIJ, ODNAKO IH KOMBINACIQ QWLQETSQ OB]E-

KOWARIANTNYM TENZOROM.

tAKIM OBRAZOM, W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME OT-

S^ETA MOVNO WWESTI W OB]EJ KOORDINACII TRI SWQZNOSTI: ABSO-

L@TNU@ NEGOLONOMNU@ SWQZNOSTX ��̂"̂
̂, WY^ISLQEMU@ PO FORMULE

(10.3), OTNOSITELXNU@ NEGOLONOMNU@ SWQZNOSTX
�

�̂

�̂b̂

�
, ZADAWAEMU@

S POMO]X@ RAZLOVENIQ (10.6) I OTNOSITELXNU@ GOLONOMNU@ SWQZ-

NOSTX ~��̂b̂;
̂, POLU^AEMU@ IZ RAZLOVENIQ (10.46).

qSNO, ^TO \TO WOZMOVNO TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI KOWARIANT-

NYE PROIZWODNYE OT METRI^ESKOGO TENZORA (10.9) DLQ KAVDOJ IZ

SWQZNOSTEJ RAWNY NUL@. dOKAVEM, ^TO \TO IMENNO TAK.iSPOLXZUQ

FORMULY (10.3) I (10.9), PODSTAWLQQ IH W WYRAVENIE

~r�̂ĝ�̂b̂ = @̂�̂ĝ�̂b̂ � ��̂�̂�̂ĝ�̂b̂ � ��̂
�̂b̂
ĝ�̂�̂; (10:51)

UBEVDAEMSQ, ^TO ~r�̂ĝ�̂b̂ � 0.

iSPOLXZUQ RAZLOVENIE (10.6) NAHODIM S POMO]X@ (10.51)

r̂�̂ĝ�̂b̂ =
~r�̂ĝ�̂b̂ + T �̂�̂�̂ĝ�̂b̂ + T �̂

�̂b̂
ĝ�̂�̂: (10:52)
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tAK KAK SUMMA DWUH TENZOROW AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI 2

W POSLEDNEJ FORMULE DAET NOLX, TO r̂�̂ĝ�̂b̂ =
~r�̂ĝ�̂b̂ = 0. nAKONEC

IZ RAWENSTWA

r�̂ĝ�̂b̂ = r̂�̂ĝ�̂b̂ + T �
�̂�̂;b̂

+ T �
�̂b̂;�̂

� 2L�̂��̂b̂;

T �
�̂�̂;b̂

= L�̂��̂b̂ + L�̂��̂b̂ � Lb̂��̂�̂ (10:53)

SLEDUET, ^TO

T �
�̂�̂;b̂

+ T �
�̂b̂;�̂

� 2L���̂b̂ = 0: (10:54)

pO\TOMU IMEEM OKON^ATELXNO

~r�̂ĝ�̂b̂ = r̂�̂ĝ�̂b̂ = r�̂ĝ�̂b̂ = 0: (10:55)

rAZWITYJ W \TOM PARAGRAFE MATEMATI^ESKIJ APPARAT, OPISY-

WA@]IJ SWOJSTWA LAGRANVEWYH SOPUTSTWU@]IH SISTEM OTS^ETA

S ZADANNYM ZAKONOM DWIVENIQ (10.1), PREDPOLAGAL, ^TO W (10.1) W

KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA FIGURIROWALO SOBSTWENNOE WRE-

MQ. oDNAKO ^ASTO PRI OPISANII PEREHODA IZ iso W nso ISPOLX-

ZUETSQ DRUGOJ WREMENNOJ PARAMETR, NAPRIMER, WREMQ iso. pO-

\TOMU INTERESNO RAZRABOTATX TAKOJ APPARAT, KOTORYJ BYL BY

PRIGODEN DLQ PROIZWOLXNOGO WREMENNOGO PARAMETRA. bUDEM S^I-

TATX, W (10.1), ^TO �0̂ - PROIZWOLXNYJ WREMENNOJ PARAMETR. dLQ 4

- SKOROSTI V � W PEREMENNYH lAGRANVA SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

V � = �
@	�

@�0̂
; (10:56)

GDE MNOVITELX � OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKI 4 - SKOROS-

TI NA EDINICU.

�2 =
1

g��
@	�

@�0̂
@	�

@�0̂

; (10:57)

COOTWETSTWU@]IE KO\FFICIENTY lAME IME@T WID

h�
k̂
=
�
��" � V �V"

�@	"

@yk̂
; h�

0̂
=
@	�

@�0̂
=
V �

�
;

hk̂� =
@yk̂

@x�
; h0̂� = �V�: (10:58)

2oTMETIM, ^TO W OTLI^IE OT �
�̂

b̂
̂
OB_EKTY T

�̂

b̂
̂
QWLQ@TSQ TENZORAMI OTNOSITELXNO

NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ. dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NO WY^ISLITX KOWARI-

ANTNYE PROIZWODNYE PROIZWOLXNOGO WEKTORA PO SWQZNOSTQM �
�̂

"̂
̂
I
n

�̂

"̂
̂

o
I PROIZWESTI

WY^ITANIE ODNOJ PROIZWODNOJ IZ DRUGOJ.
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dLQ NEGOLONOMNYH KOORDINAT KO\FFICIENTY SWQZNOSTI ��̂
�̂b̂
W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO MOVNO PREDSTAWITX W WIDE (10.3) I RAZLO-

VENIQ (10.6) iZ KO\FFICIENTOW lAME OBRAZUEM OB_EKT NEGOLONOM-

NOSTI C �̂
�̂b̂
(10.5). kONKRETNYJ WID OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI ZAWI-

SIT OT WYBRANNYH KO\FFICIENTOW lAME, KOTORYE OPREDELQ@TSQ

W ZAWISIMOSTI OT WYBORA WREMENNOGO PARAMETRA WDOLX MIROWYH

LINIJ ^ASTIC BAZISA. dLQ SLU^AQ (10.58) NAHODIM

C 0̂
k̂l̂
= �
k̂l̂; 2C 0̂

0̂k̂
= Fk̂ �

@̂ ln �

@̂yk̂
; C k̂

�̂b̂
= 0; (10:59)

GDE


k̂l̂ = 
��h
�

k̂
h�
l̂
; Fk̂ = F�h

�

k̂
: (10:60)

mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY DLQ PARAMETROW lAME (10.58), IME@T

WID

ĝ�̂b̂ = g��h
�
�̂h

�
b̂
; ĝ0̂0̂ =

1

�2
; ĝ0̂k̂ = 0; (10:61)

GDE g�� - METRI^ESKIJ TENZOR W \JLEROWYH KOORDINATAH PROSTRAN-

STWA mINKOWSKOGO. sIMWOLY kRISTOFFELQ WY^ISLQ@TSQ OBY^-

NYM SPOSOBOM S ZAMENOJ ^ASTNYH PROIZWODNYH PROIZWODNYMI PO

NAPRAWLENIQM, A OPERATOR r̂�̂ WY^ISLQETSQ S POMO]X@ KRISTOF-

FELEWOJ SWQZNOSTI. kOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ DLQ PROIZWOD-

NYH PO NAPRAWLENIQM DA@TSQ OB]IMI FORMULAMI, (10.10), KOTO-

RYE DLQ NA[EGO SLU^AQ DA@T

@̂2

@̂yk̂@̂y l̂
� @̂2

@̂y l̂@̂yk̂
= 2�
l̂k̂

@̂

@̂y0̂
= 2
l̂k̂

@

@s
;

@̂2

@̂yk̂@̂y0̂
� @̂2

@̂y0̂@̂yk̂
=
�
Fk̂�

@̂ ln �

@̂yk̂

� @̂

@̂y0̂
=

1

�

�
Fk̂�

@̂ ln �

@̂yk̂

� @
@s
: (10:62)

dLQ KOMPONENT TENZORA AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI NA-

HODIM

T0̂k̂;0̂ = �
�
Fk̂ �

@̂ ln�

@̂yk̂

� 1

�2
; T0̂0̂;k̂ =

�
Fk̂ �

@̂ ln �

@̂yk̂

� 1

�2
;

Tm̂l̂;k̂ = Tk̂0̂;0̂ = 0; T0̂l̂;k̂ = Tl̂0̂;k̂ =
1

�

l̂k̂; Tk̂l̂;0̂ = �

1

�

k̂l̂: (10:63)

pOSTROENIE OTNOSITELXNOGO NEGOLONOMNOGO I GOLONOMNOGO TENZO-

RA KRIWIZNY PROIZWODITSQ PO TEM VE PRAWILAM, ^TO I RANEE. pRO-

IZWODNYE PO NAPRAWLENIQM SWQZANY S ^ASTNYMI PROIZWODNYMI
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FORMULOJ

@̂�̂ = h��̂
@

@x�
=

@

@y�̂
+ L�̂

@

@�0̂
;

L�̂ �
�
�0̂�̂ � �V�̂

�
; V�̂ = V�

@x�

@y�̂
: (10:64)

w SOGLASII S (10.6) NEGOLONOMNAQ SWQZNOSX RASKLADYWAETSQ NA

KRISTOFFELEWU ^ASTX SWQZNOSTI I SUMMU OB_EKTOW NEGOLONOMNOS-

TI. pRI \TOM KRISTOFFELEWA ^ASTX SWQZNOSTI WY^ISLQETSQ ^EREZ

METRI^ESKIJ TENZOR (10.9) PO FORMULE (10.44)o^EWIDNO, ^TO SWQZ-

NOSTX (10.44) OTLI^AETSQ OT OBY^NOJ GOLONOMNOJ SWQZNOSTI TEM,

^TO W SWQZNOSTI (10.44) WMESTO ^ASTNYH PROIZWODNYH STOQT PRO-

IZWODNYE PO NAPRAWLENIQM. iSHODQ IZ OPREDELENIQ PROIZWODNOJ

PO NAPRAWLENIQM, c ISPOLXZOWANIEM (10.2) I (10.64) NAHODIM

�
�̂b̂; 
̂

�
= ~��̂b̂;
̂ +

~T�̂b̂
̂;

~T�̂b̂
̂ =
1

�

�
Lb̂�
̂�̂ + L�̂�
̂ b̂ � L
̂��̂b̂

�
;

�
̂�̂ =
1

2
�
@ĝ�̂b̂
@�0̂

; �0̂0̂ = �0̂k̂ = 0; (10:65)

GDE ~��̂b̂;
̂ - GOLONOMNAQ KRISTOFFELEWA SWQZNOSTX, WY^ISLQEMAQ PO

METRIKE (10.61), DLQ KOTOROJ IMEEM

~�0̂;k̂l̂ = �
1

2

@ĝk̂l̂
@�0̂

; ~�0̂;0̂l̂ =
1

2

@ĝ0̂0̂
@y l̂

; ~�0̂;0̂0̂ =
1

2

@ĝ0̂0̂
@y0̂

;

~�n̂;0̂l̂ =
1

2

@ĝn̂l̂
@y0̂

; ~�n̂;0̂0̂ = �
1

2

@ĝ0̂0̂
@yn̂

; ~�n̂
k̂l̂
= ~�n̂

k̂l̂
; (10:65a)

GDE ~�n̂
k̂l̂
TREHMERNYE SIMWOLY kRISTOFFELQ, OBRAZOWANNYE IZ

TREHMERNOGO TENZORA 
̂k̂l̂ = �ĝk̂l̂.
oTNOSITELXNYJ GOLONOMNYJ TENZOR KRIWIZNY MOVET BYTX

WY^ISLEN PO FORMULAM (10.49) ILI (10.50). rAS^ET PO FORMULE

(10.49) PRIWODIT K SOOTNO[ENIQM

� ~K0̂k̂;l̂m̂ =
q
ĝ0̂0̂(rm̂�k̂l̂ �rl̂�k̂m̂);

~Kîk̂;l̂m̂ = Pîk̂;l̂m̂ � (�k̂l̂�îm̂ � �k̂m̂�îl̂);

� ~K0̂k̂;0̂m̂ = �ĝ0̂0̂
�@�k̂m̂

@s
� ĝq̂r̂�k̂q̂�m̂r̂

�
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�1
2

� @2ĝ0̂0̂
@yk̂@ym̂

� 1

2
ĝ0̂0̂

@ĝ0̂0̂
@y l̂

@ĝ0̂0̂
@ym̂

� �n̂
k̂m̂

@ĝ0̂0̂
@yn̂

�
: (10:65b)

kAK SLEDUET IZ (10.65), DLQ VESTKIH W SMYSLE bORNA DWIVE-

NIJ ( T.E. PRI ��̂b̂ = 0) GOLONOMNYE I NEGOLONOMNYE SIMWOLY

kRISTOFFELQ SOWPADA@T, ODNAKO OTNOSITELXNYE NEGOLONOMNYE I

GOLONOMNYE TENZORY KRIWIZNY OTLI^NY DRUG OT DRUGA ZA S^ET

NEGOLONOMNOJ DOBAWKI (SM. (10.20)).

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM DWIVENIE KLASSI^ESKI VEST-

KOGO TELA S ZAKONOM DWIVENIQ

xa =
Z t

0
v(� ) d� + ya; x0 = ct = �0̂: (10:66)

zDESX W KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA �0̂ WYBRANO WREMQ iso.

|LEMENT OTNOSITELXNOGO INTERWALA MOVET BYTX POSTROEN IZ MET-

RI^ESKIH KO\FFICIENTOW (10.61)

d ~S2 =
1

�2
d�0̂

2
+ g���

@	�

@yn̂
@	�

@yk̂
dyn̂dyk̂; g��� = g�� � V�V�: (10:67)

g��� - PROEKCIONNYJ OPERATOR W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, PRO-

EKTIRU@]IJ TENZORY NA ORTOGONALXNU@ MIROWYM LINIQM ^ASTIC

BAZISA GIPERPOWERHNOSTX.

oTNOSITELXNYJ \LEMENT INTERWALA d ~S2 OTLI^AETSQ OT ABSO-

L@TNOGO \LEMENTA INTERWALA (10.40) NORMIRU@]IM MNOVITELEM

PERED WREMENNYM KO\FFICIENTOM I, ^TO BOLEE SU]ESTWENNO, WMES-

TO NEGOLONOMNOGO \LEMENTA dy0̂, OPREDELQEMOGO IZ (10.41), WHODIT

GOLONOMNYJ \LEMENT d�0̂ = cdt. qSNO, ^TO ABSOL@TNYJ I OTNOSI-

TELXNYJ INTERWALY NE RAWNY PO WELI^INE. iSPOLXZOWANIE MET-

RIKI DLQ ABSOL@TNOGO INTERWALA, POLU^ENNOGO S POMO]X@ NEGO-

LONOMNYH PREOBRAZOWANIJ, PRIWODIT K NULEWOMU NEGOLONOMNOMU

TENZORU KRIWIZNY, IZ KOTOROGO S POMO]X@ PROCEDURY, RAZOBRAN-

NOJ WY[E, POLU^A@TSQ OTLI^NYE OT NULQ NEGOLONOMNYE I GOLO-

NOMNYE TENZORY KRIWIZNY.

nORMIRU@]IJ MNOVITELX 1=�2 MOVNO WY^ISLITX PO FORMULE

(10.57). iSPOLXZOWANIE ZAKONA DWIVENIQ (10.66) PRIWODIT KWAD-

RAT \LEMENTA INTERWALA (10.66) K WIDU

d ~S2 =
1

V 2
0

dx0
2 � (�nk + VnVk)dy

ndyk: (10:68)

COOTNO[ENIE (10.68) IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ BYLO POLU^ENO RANEE

w.i. rODI^EWYM [1], W KOTOROE WMESTO LAGRANVEWYH KOORDINAT
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yk WHODILI \JLEROWY KOORDINATY h k I DWIVENIE NE S^ITALOSX

OBQZATELXNO KLASSI^ESKI VESTKIM.

dLQ ^ASTNOGO SLU^AQ PADENIQ W CENTRALXNO-SIMMETRI^NOM PO-

LE sOLNCA IZ BESKONE^NOSTI VESTKOGO Q]IKA, IME@]EGO NA BESKO-

NE^NOSTI NULEWU@ SKOROSTX, FORMULA DLQ INTERWALA, ANALOGI^-

NAQ (10.68), PRIWEDENA W IZWESTNOJ KNIGE a. zOMMERFELXDA [83]

SO SSYLKOJ NA NEOPUBLIKOWANNU@ RABOTU lENCA. iSHODQ IZ \TOJ

FORMULY, zOMMERFELXD POLU^IL INTERWAL W FORME {WARC[ILX-

DA, ISPOLXZUQ W PERWOM PRIBLIVENII ZAKON nX@TONA.

iNTERWAL (10.68) W FORME rODI^EWA MOVNO POLU^ITX IZ IN-

TERWALA (10.67) I DLQ PROIZWOLXNOGO ZAKONA DWIVENIQ SPLO[NOJ

SREDY WIDA

xa = 	a(yk̂; x0); x0 = ct = �0̂; (10:69)

ESLI WWESTI SLEDU@]EE OBOZNA^ENIE [38]

@	k

@yn̂
dyn̂ = dXk; (10:70)

KOTOROE OZNA^AET, ^TO \LEMENT, SOEDINQ@]IJ DWE BLIZKIE LAGRAN-

VEWY ^ASTICY, RASSMATRIWAETSQ W KOORDINATAH |JLERA W FIKSI-

ROWANNYJ MOMENT WREMENI t. iMENNO TAK POSTUPA@T W KLASSI^ES-

KOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED PRI WYWODE TENZORA DEFORMACIJ W

LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ so.

dLQ PROIZWOLXNOGO DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W WIDE (10.69)

\LEMENT OTNOSITELXNOGO INTERWALA W PEREMENNYH lAGRANVA IME-

ET WID

d ~S2 =
1

V 2
0

d�0̂
2 � (�mn + VmVn)

@	m

@y l̂
@	n

@yk̂
dy l̂dyk̂: (10:71)

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI so, REALIZUEMYH S PO-

MO]X@ ZAKONA DWIVENIQ (10.69) I METRIKI (10.71)

1. rAWNOMERNO WRA]A@]AQSQ so.

w OTLI^IE OT RELQTIWISTSKOJ VESTKOJ nso, RASSMOTRENNOJ W

PREDYDU]EM RAZDELE, I REALIZUEMOJ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-

WREMENI, BUDEM SLEDOWATX STANDARTNOMU METODU PEREHODA [7].

wYBEREM NEPODWIVNU@ SISTEMU OTS^ETA, W KOTOROJ WWEDEM CI-

LINDRI^ESKIE KOORDINATY r0, '0, z0, t0 I PEREJDEM K WRA]A@]EJ-

SQ SISTEME OTS^ETA r, ', z, t SOGLASNO FORMULAM:

r0 = r; '0 = ' + 
t; z0 = z; t0 = t;
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GDE UGLOWAQ SKOROSTX WRA]ENIQ 
 OTNOSITELXNO OSI z S^ITAETSQ

POSTOQNNOJ.

pEREJDQ OT GALILEEWYH KOORDINAT W (10.71) K CILINDRI^ES-

KIM, POLU^IM WYRAVENIE DLQ OTNOSITELXNOGO INTERWALA WO WRA-

]A@]EJSQ nso W WIDE. |LEMENT INTERWALA IMEET WID

d ~S2 =
�
1 � 
2r2

c2

�
c2dt2 � dr2 � r2d'2

1� 
2r2

c2

� dz2: (10:72)

dLQ SRAWNENIQ PRIWODIM WELI^INU INTERWALA PRI STANDARTNOM

RASSMOTRENII

dS2 =
�
1� 
2r2

c2

�
c2dt2 � 2
r2d'dt� dz2 � r2d'2 � dr2: (10:73)

oBE FORMULY SPRAWEDLIWY, ESLI r
=c < 1 I UDOWLETWORQ@T KRI-

TERI@ VESTKOSTI KAK KLASSI^ESKOMU, TAK I RELQTIWISTSKOMU (W

SMYSLE bORNA). oDNAKO MEVDU METRIKAMI IMEETSQ SU]ESTWENNOE

RAZLI^IE: METRIKA (10.72) REALIZUETSQ W RIMANOWOM PROSTRANST-

WE WREMENI, A METRIKA (10.73) - W PLOSKOM PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO.pRI t = const METRIKA (10.72) SOOTWETSTWUET \LEMENTU "FI-

ZI^ESKOGO" PROSTRANSTWENNOGO INTERWALA WO WRA]A@]EJSQ SISTE-

ME OTS^ETA W SOGLASII S FORMULOJ (10.43). w (10.72) W OTLI^IE OT

(10.73) OTSUTSTWU@T g0k KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA, ^TO

OZNA^AET WOZMOVNOSTX SINHRONIZOWATX ^ASY WDOLX L@BOGO ZAMK-

NUTOGO KONTURA [7].

sWQZX MEVDU ISTINNYM � WREMENEM I WREMENEM PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO t U OBEIH METRIK ODINAKOWA.

d� 2 =
�
1� 
2r2

c2

�
dt2 (10:74)

oBE METRIKI, W OTLI^IE OT RELQTIWISTSKOJ VESTKOJ nso, SPRA-

WEDLIWY LI[X DLQ KONE^NYH RASSTOQNIJ OT OSI WRA]ENIQ.

mETRIKA (10.72) DOPUSKAET PROSTOE GEOMETRI^ESKOE TOLKOWA-

NIE.

|LEMENT OTNOSITELXNOGO INTERWALA, TAK VE KAK I W iso W

DEKARTOWYH KOORDINATAH, OPREDELQETSQ PO TEOREME pIFAGORA DLQ

PSEWDORIMANOWA PROSTRANSTWA WREMENI: IZ KWADRATA SOBSTWENNOGO

WREMENI (UMNOVENNOGO NA KWADRAT SKOROSTI SWETA) WY^ITAETSQ

KWADRAT \LEMENTA "FIZI^ESKOJ" DLINY.

2. rELQTIWISTSKAQ (NEVESTKAQ) RAWNOUSKORENNAQ nso.
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kAK DOKAZANO W GLAWE 1, W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NE SU-

]ESTWUET TAKOGO ZAKONA DWIVENIQ, KOTORYJ BY PRIWODIL K OD-

NOWREMENNOMU WYPOLNENI@ DWUH USLOWIJ: RELQTIWISTSKOJ VEST-

KOSTI I RAWNOUSKORENNOSTI. pO\TOMU W KA^ESTWE RAWNOUSKORENNOJ

so RASSMOTRIM DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI W POSTOQNNOM \LEK-

TRI^ESKOM POLE, PRIWODQ]EJ K METRIKE lOGUNOWA (2.7), (2.8).

pODSTANOWKA ZAKONA DWIVENIQ (2.5) W FORMULU (10.71) (ZAME-

NIW W (10.71) yk̂ ! yk) PRIWODIT K \LEMENTU INTERWALA W WIDE

d ~S2 =
c2dt2

1 + a02t2=c2
� (1 + a0

2t2=c2)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2: (10:75)

pODSTANOWKA ZAKONA DWIVENIQ (2.6) W (10.71) (c ZAMENOJ � = 1,

t! � ) PRIWODIT K KWADRATU INTERWALA

d ~S2 = c2d� 2 � cosh2
�a0�
c2

�
(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2: (10:76)

fORMULA (10.75) BYLA POLU^ENA IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ w.i. rO-

DI^EWYM [1], PRAWDA, W KOORDINATAH |JLERA, A NE lAGRANVA, KAK W

NA[EM SLU^AE. qSNO, ^TO (10.76) MOVET BYTX POLU^ENA IZ (10.75)

PROSTYM PREOBRAZOWANIEM WREMENI, KOTOROE W SOGLASII S (2.6)

OPREDELQETSQ RAWENSTWOM t = (c=a0) sinh(a0�=c):

aNALIZ FORMUL (10.75) I (10.76) I SRAWNENIE S ANALOGI^NYMI

SOOTNO[ENIQMI (2.7) I (2.8) POKAZYWAET, ^TO \LEMENTY OTNOSI-

TELXNYH INTERWALOW (KAK I W SLU^AE WRA]ATELXNOGO DWIVENIQ)

WY^ISLQ@TSQ W SOGLASII S TEOREMOJ pIFAGORA DLQ PSEWDORIMANO-

WA PROSTRANSTWA, KOGDA IZ KWADRATA SOBSTWENNOGO WREMENI (UMNO-

VENNOGO NA KWADRAT SKOROSTI SWETA) WY^ITAETSQ KWADRAT \LEMEN-

TA "FIZI^ESKOJ" DLINY, ZADANNYJ SOOTNO[ENIQMI (2.9) I (2.10).

mETRIKI lOGUNOWA (2.7) I (2.8), POLU^AEMAQ IZ PSEWDOEWKLI-

DOWA INTERWALA (2.4) S POMO]X@ ZAKONOW DWIVENIQ (2.5) I (2.6),

SODERVAT OTLI^NYE OT NULQ g01 KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZO-

RA. s NA[EJ TO^KI ZRENIQ \TO OZNA^AET, ^TO DLQ NABL@DATELEJ,

NAHODQ]IHSQ W iso I ISPOLXZU@]IH KOORDINATY nso, GIPER-

PLOSKOSTX t = const W (2.7) I GIPERPOWERHNOSTX � = const W (2.8)

NE ORTOGONALXNY MIROWYM LINIQM ^ASTIC BAZISA.

nABL@DATELI, NAHODQ]IESQ W nso WMESTE S SINHRONIZOWAN-

NYMI ^ASAMI, POKAZYWA@]IMI SOBSTWENNOE WREMQ � , WNE ZAWI-

SIMOSTI OT IH "VELANIQ" W L@BOJ MOMENT WREMENI RASPOLA-

GA@TSQ W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE, T.E. NA ORTOGONALXNOJ

MIROWYM LINIQM ^ASTIC BAZISA GIPERPOWERHNOSTI. w GEOMET-
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RII SISTEMY OTS^ETA S ĝ0̂k̂ = 0 I ĝ0̂0̂ = 1 NAZYWA@TSQ POLU-

GEODEZI^ESKIMI [25] ILI SINHRONNYMI [7]. w SINHRONNYH SISTE-

MAH OTREZKI WREMENI, WYREZAEMYE IZ KONGRUENCII MIROWYH LI-

NIJ ^ASTIC BAZISA DWUMQ SOSEDNIMI GIPERPOWERHNOSTQMI ORTO-

GONALXNYMI MIROWYM LINIQM, DLQ WSEH MIROWYH LINIJ ^ASTIC

ODINAKOWY. pO\TOMU W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE SINHRONI-

ZOWANNYE W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI ^ASY DOLVNY IDTI SIN-

HRONNO!

oTS@DA SLEDUET O^EWIDNYJ WYWOD.

w SINHRONNYH SISTEMAH OTS^ETA GIPERPOWERHNOSTI,

ORTOGONALXNYE MIROWYM LINIQM ^ASTIC BAZISA, QWLQ@T-

SQ GIPERPOWERHNOSTQMI ODNOWREMENNOSTI.

sINHRONNYE so W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI ADEKWAT-

NY iso W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

tO, ^TO GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI DLQ NABL@DATELEJ,

"PADA@]IH" SWOBODNO WMESTE S ^ASAMI W ODNORODNOM POLE, QWLQ-

ETSQ SINHRONNOJ, MOVNO POLU^ITX IZ SLEDU@]IH PROSTYH RAS-

SUVDENIJ.

pUSTX W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI DO WKL@^ENIQ SILOWOGO

POLQ WSE ^ASY POKOILISX DRUG OTNOSITELXNO DRUGA I POKAZYWA-

LI ODINAKOWOE WREMQ. pOSLE WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ, ODINAKOWO

DEJSTWU@]EGO NA KAVDYE IZ ^ASOW, ^ASY "PORTILISX" ODINAKO-

WYM OBRAZOM. tAK KAK PO OPREDELENI@ ^ASY "WSE WREMQ" NAHODI-

LISX W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE (T.E. NA ORTOGONALXNOJ MIRO-

WYM LINIQM ^ASAM GIPERPOWERHNOSTI) W ODINAKOWOJ SITUACII, TO

IH POKAZANIQ W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE DOLVNY SOWPADATX.

t.E GIPERPOWERHNOSTX, ORTOGONALXNAQ MIROWYM LINIQM, DOLVNA

SOWPADATX S SINHRONNOJ.

zDESX MOVET WOZNIKNUTX WPOLNE SPRAWEDLIWYJ WOPROS.

pO^EMU METRIKA (2.18) DLQ VESTKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso

W OTLI^II OT BLIZKOJ PO SMYSLU METRIKI (10.76) NE QWLQETSQ

SINHRONNOJ?

oTWETOM NA \TOT WOPROS QWLQETSQ TO, ^TO \TI METRIKI

OPISYWA@T RAZLI^NYE HARAKTERISTIKI PROSTRANSTWA-WREMENI.

mETRIKA (2.18) SWQZANA S ABSOL@TNOJ, A METRIKA (10.76) - S

OTNOSITELXNOJ GEOMETRIEJ PROSTRANSTWA-WREMENI.

w ^ASTNOSTI USKORENIQ KAVDOJ IZ ^ASTIC DLQ METRIKI (2.18)

POSTOQNNY W SOPUTSTWU@]EJ so, W TO WREMQ KAK USKORENIQ ^AS-

TIC DLQ METRIKI (10.76) RAWNY NUL@ I WSE ^ASTICY DWIVUTSQ PO

GEODEZI^ESKIMLINIQM, NO W ISKRIWLENNOM PROSTRANSTWE-WREMENI.
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nAPRIMER, WY^ISLENIE OTNOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZNY DLQ

METRIKI (10.76) PRIWODIT K OTLI^I@ OT NULQ ODNOJ (S TO^NOSTX@

DO PERESTANOWKI INDEKSOW) KOMPONENTY.

R̂0̂
0̂1̂;1̂: = �

a20
c4
cosh

�a0�0̂
c2

�
(10:77)

dLQ SKALQRNOJ KRIWIZNY POLU^IM

R̂ = �2a
2
0

c4
(10:77)

aNALOGI^NAQ SITUACIQ IMEET MESTO I PRI RASSMOTRENII WRA-

]ATELXNOGO DWIVENIQ, GDE ^ASY, NAHODQ]IESQ NA ODINAKOWOM

RASSTOQNII OT OSI WRA]ENIQ, DOLVNY POKAZYWATX ODINAKOWOE

SOBSTWENNOE WREMQ.

w SOGLASII SO STANDARTNOJ TO^KI ZRENIQ [7], SINHRONIZACIQ

U ^ASOW, NAHODQ]IHSQ W ODINAKOWYH FIZI^ESKIH USLOWIQH, T.E. NA

ODINAKOWOM RASSTOQNII OT OSI WRA]ENIQ OTSUTSTWUET. pRI NA-

[EM RASSMOTRENII DLQ OTNOSITELXNOGO INTERWALA TAKOGO "PA-

RADOKSA" NE WOZNIKAET.

mATEMATI^ESKIJ PEREHOD K OTNOSITELXNOMU INTERWALU MOVNO

OSU]ESTWITX I SOWER[ENNO \LEMENTARNYM SPOSOBOM, WZQW W MET-

RIKE (10.40) WELI^INU dy0̂ PRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII LAGRAN-

VEWOJ KOORDINATY ^ASTICY yk̂ W (10.41). |TO PRIWODIT K INTER-

WALU

d ~S2 = d�0̂
2
+ g���

@	�

@yn̂
@	�

@yk̂
dyn̂dyk̂; g��� = g�� � V�V�; (10:78)

DLINA KOTOROGO W OB]EM SLU^AE NE RAWNA DLINE INTERWALA (10.40).

tAKIM OBRAZOM, S NA[EJ TO^KI ZRENIQ INTERWAL DLQ NABL@DATE-

LEJ W nso (T.E. OTNOSITELXNYJ INTERWAL (10.78)) OTLI^AETSQ OT

INTERWALA DLQ NABL@DATELEJ W iso, ISPOLXZU@]EGO KOORDINATY

nso (T.E (10.40).iZ RAZWITOGO MATEMATI^ESKOGO APPARATA, POZWO-

LQ@]EGO WYDELITX IZ NULEWOGO NEGOLONOMNOGO TENZORA KRIWIZNY,

GOLONOMNYJ, SLEDUET, ^TO WY^ISLENNYJ IZ METRIKI OTNOSITELX-

NOGO INTERWALA OBY^NYJ TENZOR rIMANA-kRISTOFFELQ, W OB]EM

SLU^AE OTLI^EN OT NULQ.

11. zAKON SLOVENIQ USKORENIJ, OTNOSITELXNYJ

TENZOR KRIWIZNY nso W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO
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fIZI^ESKIJ SMYSL WWEDENIQ OTNOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZ-

NY MOVNO WYQSNITX NA OSNOWE ANALIZA DWIVENIQ ^ASTICY W PRO-

IZWOLXNOM SILOWOM POLE W nso.

pUSTX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W NEKOTOROM SILOWOM POLE

DWIVETSQ SPLO[NAQ SREDA. pOLE 4 - SKOROSTI SREDY W PEREMENNYH

|JLERA - V �. w \TOM VE PROSTRANSTWE W DRUGOM SILOWOM POLE DWI-

VETSQ ^ASTICA, 4 - SKOROSTX KOTOROJ U� NE SOWPADAET S V �. tRE-

BUETSQ OPREDELITX ZAKON DWIVENIQ ^ASTICY OTNOSITELXNO SREDY.

pEREHOD W nso OSU]ESTWLQEM S POMO]X@ PARAMETROW lAME

(10.2), ISPOLXZUQ URAWNENIE DWIVENIQ

h�̂�
dU�

d ~S
=

1

m0c
h�̂�f

�: (11:1)

w FORMULE (11.1) m0 - MASSA POKOQ ^ASTICY, f� - 4 - SILA. iZ

FORMUL (10.2) - (10.6), ISPOLXZUQ RAWENSTWA

r̂�̂h
�
�̂ = h�
̂T


̂
�̂�̂:; ~r�̂h

�
�̂ = 0 (11:2)

POSLE PROSTYH PREOBRAZOWANIJ POLU^IM

dÛ �̂

d ~S
+

8<
:
�̂

�̂b̂

9=
; Û �̂Û b̂ =

1

m0c
f �̂ � T �̂

�̂b̂:
Û �̂Û b̂: (11:3)

eSLI RASSMATRIWAEMAQ ^ASTICA PRINADLEVIT K ODNOJ IZ ^ASTIC

BAZISA nso, TO U� = V � I IZ (10.14) SLEDUET OBRA]ENIE W NOLX

PRAWOJ ^ASTI (11.3). iNYMI SLOWAMI, DLQ NABL@DATELEJ W SOPUT-

STWU@]EJ nso OTNOSITELXNYE WEKTORY PERWOJ KRIWIZNY MIRO-

WYH LINIJ ^ASTIC BAZISA RAWNY NUL@, A OTNOSITELXNAQ KRIWIZ-

NA PROSTRANSTWA-WREMENI OTLI^NA OT NULQ. rASPI[EM URAWNENIQ

(11.3) PO KOMPONENTAM, WOSPOLXZUQSX O^EWIDNYM SOOTNO[ENIEM

d ~S
2
= dy0̂

2 � dl2 =
�
1� u2

c2

�
dy0̂

2
; (11:3)

GDE u - WELI^INA OTNOSITELXNOJ SKOROSTI ^ASTICY. iSPOLXZUQ

WYRAVENIQ (10.14) I OBOZNA^ENIQ (10.38A), POLU^IM URAWNENIQ

DWIVENIQ OTNOSITELXNO nso W WIDE UDOBNOM DLQ SRAWNENIQ S

BLIZKOJ PO SODERVANI@ RABOTOJ zELXMANOWA [54]

dE

d�
+mDîk̂u

îuk̂ �mFîu
î = c2V�f

�

vuut1� u2

c2
: (11:4)

dpk̂

d�
+ �k̂

n̂l̂
pn̂ul̂ + 2m(Dk̂

î + A:k̂
î )u

î �mF k̂ = cf k̂

vuut1� u2

c2
: (11:5):
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w FORMULAH (11.4) I (11.5) WWEDENY SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ:

E =
m0c

2r
1� u2

c2

; pî =
m0u

îr
1� u2

c2

; m =
E

c2
; d� =

dy0̂

c
; (11:6)

GDE E - OTNOSITELXNAQ (HRONOMETRI^ESKI INWARIANTNAQ (H.I.)

[54]) \NERGIQ ^ASTICY, m - OTNOSITELXNAQ (H.I.) MASSA, pî - OTNO-

SITELXNYJ (H.I.) IMPULXS. lEWYE ^ASTI RAWENSTW (11.4) I (11.5)

TOVDESTWENNY LEWYM ^ASTQM RAWENSTW W MIROWYH URAWNENIQH

DWIVENIQ RABOTY [54]. rAWENSTWO PRAWYH ^ASTEJ MOVNO LEGKO DO-

KAZATX. dEJSTWITELXNO, DLQ GOLONOMNYH REPEROW, POLU^AEMYH IZ

(10.1) W SOPUTSTWU@]EJ nso SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

V�f
� = f̂ 0̂ = V0̂f

0̂ + Vk̂f
k̂ =

p
g0̂0̂f

0̂ +
g0̂k̂p
g0̂0̂
f k̂ = g0̂�̂f

�̂ =
f0̂p
g0̂0̂
;

(11:7):

ISPOLXZOWANIE KOTOROGO DOKAZYWAET SOWPADENIE PRAWYH ^ASTEJ

URAWNENIJ (11.4) I RABOTY [54]. dOKAZATELXSTWO DLQ (11.5) ANA-

LOGI^NO. tAKIM OBRAZOM, NESMOTRQ NA RAZLI^IE PREDLOVENNOGO

NAMI METODA PEREHODA W nso S METODOM t.h.i., URAWNENIQ DWI-

VENIQ OTNOSITELXNO nso SOWPALI.

uRAWNENIE (11.3) POSLE SWERTKI S h��̂ MOVNO ZAPISATX W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO W FORME, KOWARIANTNOJ OTNOSITELXNO

PROIZWOLXNYH GOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ \JLEROWYH KOORDI-

NAT. iSPOLXZUQ (10.14), POSLE PROSTYH PREOBRAZOWANIJ POLU^IM

h��̂
D̂Û �̂

d ~S
� K� =

f�

m0c
� 2g��(U �V�)U

�r[�V�]: (11:8):

w SOOTNO[ENII (11.8) K� - OTNOSITELXNOE 4-USKORENIE ^ASTI-

CY OTNOSITELXNO nso W KOORDINATAH iso, ORTOGONALXNOE 4-

SKOROSTI U�, f
�=(m0c) - ABSOL@TNOE 4-USKORENIE ^ASTICY, PO-

SLEDNIJ ^LEN W (11.8) SODERVIT PERENOSNOE USKORENIE I USKORENIE

kORIOLISA. tAKIM OBRAZOM, SOOTNO[ENIE (11.8) ESTX SPECRELQTI-

WISTSKIJ ZAKON SLOVENIQ USKORENIJ, PEREHODQ]IJ W KLASSI^ESKIJ

PRI NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII.

oTMETIM, ^TO OTNOSITELXNOE 4-USKORENIE POQWILOSX W REZULX-

TATE WY^ISLENIQ ABSOL@TNOJ PROIZWODNOJ W nso OT OTNOSITELX-

NOJ 4-SKOROSTI ^ASTICY S POMO]X@ KRISTOFFELEWOJ ^ASTI SWQZ-

NOSTI (10.6). pO \TOJ PRI^INE TENZOR KRIWIZNY (10.8) R̂:::�̂

�̂b̂
̂
MOVNO

NAZWATX OTNOSITELXNYM TENZOROM KRIWIZNY nso. wOSPOLXZUQSX
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LEGKO PROWERQEMYM RAWENSTWOM,

r̂�̂T

̂

�̂�̂:
= ~r�̂T


̂

�̂�̂:
� T 
̂�̂"̂:T

"̂
�̂�̂:

+ T "̂�̂�̂:T

̂

"̂�̂:
+ T "̂

�̂�̂:
T 
̂
�̂"̂:; (11:9)

TENZOR KRIWIZNY (10.8) MOVNO PEREPISATX W WIDE

R̂:::
̂

�̂�̂�̂
= �2 ~r[�̂T


̂

�̂]�̂:
� 2T "̂

[�̂j�̂j:T

̂
�̂]"̂:: (11:10)

iSPOLXZUQ RAWENSTWO (11.2), SWERTYWAQ TENZOR KRIWIZNY (11.10)

S POMO]X@ KO\FFICIENTOW lAME, POLU^IM WYRAVENIE DLQ OTNO-

SITELXNOGO TENZORA KRIWIZNY W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

h�
̂h
�̂
�h

�̂
�h

�̂
� R̂

:::
̂

�̂�̂;�̂
= R:::�

��;� = �2@[�T ��]�: � 2T "[�j�j:T
�
�]":: (11:11)

pRI \TOM TENZOR T "��: W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO IMEET WID

T "��: = F "V�V� � V "(
�� + F�V�) + V�

"
�: + V�


"
�:: (11:12)

|TOT TENZOR POSLE PREOBRAZOWANIJ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

T��;" =
1

2
[F��V" + F"�V� + F"�V�]; F�� = 2r[�V�]: (11:13)

iTAK, W REZULXTATE RAZDELENIQ NULEWOGO NEGOLONOMNOGO TENZO-

RA KRIWIZNY NA DWE NENULEWYE ^ASTI, W PLOSKOM PROSTRANSTWE-

WREMENI WOZNIKLO TENZORNOE POLE OTNOSITELXNOGO TENZORA KRI-

WIZNY nso, KOTOROE NELXZQ UNI^TOVITX NIKAKIMI GOLONOMNY-

MI PREOBRAZOWANIQMI KAK SODERVA]IMI, TAK I NE SODERVA]IMI

WREMQ. oTMETIM, ^TO W FORMULE (11.11) PRI ISPOLXZOWANII W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO KRIWOLINEJNYH KOORDINAT ^ASTNYE PRO-

IZWODNYE ZAMENQ@TSQ NA KOWARIANTNYE.

hOTQ PO WNE[NEMU WIDU OTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY

(11.11) NAPOMINAET TENZOR rIMANA-kRISTOFFELQ, ODNAKO WMESTO

KO\FFICIENTOW SWQZNOSTI (NE TENZOROW) W NEGO WHODQT ISTINNYE

TENZORY AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI, OPREDELENNYE W (10.6)

I WYRAVENNYE W \JLEROWYH KOORDINATAH PROSTRANSTWA mINKOW-

SKOGO (11.13). w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM NERELQTIWISTSKOE,

BEZWIHREWOE DWIVENIE PYLI W NX@TONOWSKOM POLE TQVESTI. w OT-

NOSITELXNOM TENZORE KRIWIZNY I OTNOSITELXNOM TENZORE rI^^I

BUDEM SOHRANQTX ^LENY S MNOVITELEM NE WY[E, ^EM 1=c2. w \TOM

PRIBLIVENII IMEEM IZ (10.29) I (10.36)

~Râb̂;ĉq̂ = 0; ~Râb̂;ĉ0̂ � 0; ~R0̂b̂;ĉ0̂ � �r̂(b̂Fĉ);
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~Rb̂ĉ � �r̂(b̂Fĉ);
~Rb̂0̂ � 0; ~R0̂0̂ � �r̂n̂F

n̂: (11:14)

tAK KAK F b̂ - PROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY 4-USKORENIQ, TO W NE-

RELQTIWISTSKOM SLU^AE PRI DWIVENII W POLE nX@TONA F b̂ = ab̂=c2,

GDE ab̂ - OBY^NOE TREHMERNOE USKORENIE. iZ URAWNENIQ pUASSONA

POLU^IM

�r̂n̂a
n̂ = 4�k�; (11:15)

GDE k - GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ, � - PLOTNOSTX SREDY. w RE-

ZULXTATE IMEEM

~R0̂0̂ =
4�k�

c2
; ~Rb̂0̂ = 0; ~Rb̂ĉ = �

1

c2
r̂(b̂Fĉ): (11:16)

pERWOE I WTOROE RAWENSTWO W WYRAVENII (11.16) SOWPADA@T S SO-

OTWETSTWU@]IMI URAWNENIQMI |JN[TEJNA W SINHRONNOJ SISTEME

OTS^ETA, POSLEDNEE - NE SOWPADAET.

rASSMOTRIM PROSTEJ[IE SWOJSTWA OTNOSITELXNOGO TENZORA

KRIWIZNY W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. iZ WYRAVENIQ (11.13)

DLQ TENZORA AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI T "��: W PROSTRANST-

WE mINKOWSKOGO SLEDUET, ^TO DLQ BEZWIHREWYH DWIVENIJ ON IMEET

WID

T "��: = F "V�V� � V "F�V� = g"�V�
�@V�
@x�

� @V�
@x�

�
: (11:17)

eSLI BEZWIHREWOE DWIVENIE QWLQETSQ VESTKIM, TO \TO PRIWODIT K

OBRA]ENI@ W NULX OTNOSITELXNOGO TENZORA KRIWIZNY. tAKIM OB-

RAZOM, POSTUPATELXNOE DWIVENIE RELQTIWISTSKIVESTKOGO TELA NE

PRIWODIT K POQWLENI@ OTNOSITELXNOJ KRIWIZNY PROSTRANSTWA-

WREMENI.

dLQ PROIZWOLXNYH DWIVENIJ OTNOSITELXNYJ TENZOR rI^^I

MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

R�
 = �@T
�
�

@x�
� @F 


@x�
+ 
�"


�"V �V 
 � 

"F"V
�: (11:18)

sKALQRNAQ OTNOSITELXNAQ KRIWIZNA R WY^ISLQETSQ PO FORMULE

R = �2@F



@x

+ 
�"


�": (11:19)

oTNOSITELXNYJ TENZOR |JN[TEJNA G�
 DAETSQ WYRAVENIEM

G�
 = �@T
�
�

@x�
� @F 


@x�
+ 
�"


�"V �V 
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�

"F"V
� + g�


@F�

@x�
� 1

2
g�

�"


�": (11:20)

dLQ BEZWIHREWYH DWIVENIJ OTNOSITELXNYE TENZORY rI^^I I

|JN[TEJNA MOGUT BYTX PREDSTAWLENY W WIDE

R�
 =
@(F 
�V �)

@x�
� @F 


@x�
: (11:21)

G�
 =
@(F 
�V �)

@x�
� @F 


@x�
+ g�


@F�

@x�
= 2

@

@x�

�
g��[
F�]

�
; (11:22)

GDE g��
 - PROEKCIONNYJ OPERATOR, WWEDENNYJ W (10.40). iZ (11.22)

WIDNO, ^TO OTNOSITELXNYJ TENZOR |JN[TEJNA DLQ BEZWIHREWYH

DWIVENIJ, TOVDESTWENNO UDOWLETWORQET ZAKONU SOHRANENIQ

@G�


@x

� 0; (11:23)

ODNAKO NE QWLQETSQ SIMMETRI^NYM.

12. oTNOSITELXNYJ TENZOR KRIWIZNY nso W MEHANIKE

nX@TONA

iSSLEDUEM W NX@TONOWSKOM PRIBLIVENII METRIKU PROSTRAN-

STWA-WREMENI DLQ NABL@DATELEJ, DWIVU]IHSQ WMESTE S SREDOJ,

PRENEBREGAQ WS@DU WELI^INOJ v2=c2 PO SRAWNENI@ S EDINICEJ. w

\TOM PRIBLIVENII METRIKA (10.40) SWODITSQ K WIDU

dS2 = S2dt2 � �mn
@	m

@yk̂
@	n

@y l̂
dyk̂dy l̂: (12:1)

w METRIKE (12.1) W KA^ESTWE \JLEROWYH KOORDINAT iso WYBRANY

DEKARTOWY KOORDINATY, W KOTORYH gmn = ��mn, t - NX@TONOWO AB-
SOL@TNOE WREMQ. sLEDUET OTMETITX, ^TO METRIKA (12.1) W OB]EM

SLU^AE RIMANOWA S PLOSKIM PROSTRANSTWENNYM SE^ENIEM. |TOT

REZULXTAT NA PERWYJ WZGLQD QWLQETSQ NEPRAWDOPODOBNYM, ODNAKO

METRIKA (12.1) DOPUSKAET PROSTOE GEOMETRI^ESKOE I FIZI^ESKOE

TOLKOWANIE.

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM NEVESTKIJ STERVENX, \LEMEN-

TY KOTOROGO DWIVUTSQ WDOLX OSI STERVNQ S RAZNYMI SKOROSTQMI.

wBLIZI STERVNQ PARALLELXNO EMU DWIVETSQ ^ASTICA SO SKOROS-

TX@, PREWOSHODQ]EJ SKOROSTI ^ASTIC STERVNQ. uSLOWIMSQ, ^TO

NABL@DATELI NA STERVNE W KA^ESTWE WREMENI ISPOLXZU@T ^ASY
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iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. pUSTX POKAZANIQ ^ASOW, KOGDA

^ASTICA PORAWNQLASX S ZADNIM KONCOM STERVNQ t1, A W MOMENT

OBGONA ^ASY POKAZYWALI t2. wREMQ, ZATRA^ENNOE NA OBGON, RAWNO

(t2� t1). qSNO, ^TO OTNOSITELXNU@ DLINU MIROWOJ LINII ^ASTI-

CY, PRI OBGONE STERVNQ, MOVNO WY^ISLITX PO TEOREME pIFAGORA.

oTNOSITELXNAQ DLINA MIROWOJ LINII ^ASTICY, KOGDA STERVENX

IMEET BESKONE^NO MALYE RAZMERY, DAETSQ FORMULOJ (12.1). |LE-

MENT INTERWALA (12.1) POLU^AETSQ IZ PSEWDOEWKLIDOWA INTERWALA

(2.4) S POMO]X@ ZAKONA DWIVENIQ xn = 	n(yk̂; t), A DIFFERENCIAL

OT xn WY^ISLQETSQ PRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII t, T.E. NE QWLQ-

ETSQ POLNYM. pO\TOMU KWADRAT \LEMENTA INTERWALA, POLU^AEMO-

GO WY^ITANIEM IZ KWADRATA WREMENNOGO \LEMENTA KWADRATA PRO-

STRANSTWENNOGO \LEMENTA, ZADANNOGO W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@-

]EJ nso, W OB]EM SLU^AE PRIWODIT NEEWKLIDOWU PROSTRANSTWU-

WREMENI S PLOSKIM PROSTRANSTWENNYM SE^ENIEM.

oBY^NO PRI PEREHODE IZ iso W nso RASSMATRIWA@T \LEMENT

ABSOL@TNOJ DLINY MIROWOJ LINII ^ASTICY. |LEMENT INTERWALA

POLU^AETSQ IZ PSEWDOEWKLIDOWA INTERWALA (2.4) S POMO]X@ ZAKO-

NA DWIVENIQ xn = 	n(yk̂; t), A DIFFERENCIAL OT xn QWLQETSQ POL-

NYM. pO\TOMU KWADRAT \LEMENTA (W OTLI^IE OT (12.1)) SODERVIT

^LENY, ZAWISQ]IE OT ABSOL@TNOJ SKOROSTI ^ASTICY, IZMENQETSQ

g00 KOMPONENTA I POQWLQ@TSQ OTLI^NYE OT NULQ g0k KOMPONEN-

TY METRI^ESKOGO TENZORA. oDNAKO PROSTRANSTWO-WREMQ PRI \TOM

OSTAETSQ PLOSKIM. o^EWIDNO, ^TO ABSOL@TNAQ DLINA MIROWOJ LI-

NII RASSMATRIWAEMOJ ^ASTICY NE RAWNA OTNOSITELXNOJ DLINE

MIROWOJ LINII \TOJ ^ASTICY.

pROSTRANSTWENNAQ METRIKA W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ

nso W SOGLASII S (12.1) IMEET WID


̂k̂l̂ = �mn
@	m

@yk̂
@	n

@y l̂
: (12:2)

kAK IZWESTNO IZ MEHANIKI SPLO[NOJ SREDY [44]

d
̂k̂l̂
dt

= 2�̂k̂l̂; (12:3)

GDE �̂k̂l̂ TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ W SOPUTSTWU@]EJ so. tAK

KAK LAGRANVEWY yk̂ PRI DWIVENII KAVDOJ ^ASTICY OSTA@TSQ NE-

IZMENNYMI, TO dyk̂=dt = 0, I PO\TOMU

d
̂k̂l̂
dt

=
@
̂k̂l̂
@t

+
@
̂k̂l̂
@ym̂

dym̂

dt
=
@
̂k̂l̂
@t

= 2�̂k̂l̂: (12:4)
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rASSMOTRIM DWIVENIE RAZRQVENNOGO GAZA W NX@TONOWSKOM POLE

TQVESTI, ISPOLXZUQ URAWNENIE DWIVENIQ W FORME |JLERA I URAW-

NENIE NERAZRYWNOSTI.

@va
@t

+ vk
@va
@xk

= ga;
@�

@t
+

@

@xa
(�va) = 0: (12:5)

dIFFERENCIRUQ URAWNENIE (12.5) PO xb, IMEEM

@

@t
(�ab+!ab)+(�kb+!kb)(�ak+!ak)+v

k @

@xk
(�ab+!ab) =

@ga
@xb

; (12:6)

ILI
d

dt
(�ab + !ab) + (�kb + !kb)(�ak + !ak) =

@ga
@xb

; (12:7)

GDE

�ab =
1

2

�@va
@xb

+
@vb
@xa

�
; !ab =

1

2

�@va
@xb

� @vb
@xa

�
(12:8)

w (12.8) �ab, !ab - TENZORY DEFORMACIJ I UGLOWOJ SKOROSTI WRA-

]ENIQ W NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE W PEREMENNYH |JLERA.

sWERTYWAQ (12.6) PO a, b, POLU^IM W PEREMENNYH lAGRANVA

@

@t
�̂ââ + �̂k̂

b̂
�̂b̂
k̂
=
@ga
@xa

: (12:9)

rASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA SREDA DWIVETSQ BEZ WRA]ENIJ !ab =

0. tOGDA

�ab =
@va
@xb

=
@vb
@xa

;
@�ba
@xb

=
@�bb
@xa

:

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE W LAGRANVEWYH PEREMENNYH SWODITSQ K

WIDU

r̂b̂�̂
b̂
â � r̂â�̂

b̂
b̂
= 0; (12:10)

GDE KOWARIANTNYE PROIZWODNYE WY^ISLQ@TSQ PO METRIKE (12.2).

dLQ WY^ISLENIQ TENZORA rI^^I WOSPOLXZUEMSQ METRIKOJ (12.1)

I REZULXTATOM [7] DLQ SINHRONNOJ SISTEMOJ OTS^ETA S PLOSKOJ

PROSTRANSTWENNOJ METRIKOJ.

R̂0̂0̂ = �
1

c2

� @
@t
�̂ââ + �̂k̂

b̂
�̂b̂
k̂

�
; (12:11)

R̂0̂â =
1

c

�
r̂b̂�̂

b̂
â � r̂â�̂

b̂
b̂

�
; (12:12)

R̂âb̂ =
1

c2

� @
@t
(�̂âb̂) + �̂âb̂�̂

k̂
k̂
� 2�̂k̂â�̂b̂k̂

�
: (12:13)
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mOVNO POKAZATX, ^TO PRI OTSUTSTWII WRA]ENIJ SPRAWEDLIWO RA-

WENSTWO
@

@t
�̂âb̂ =

�d�kl
dt

+ 2�ml�mk
�@	k

@yâ
@	l

@yb̂
; (12:14)

ISPOLXZUQ KOTOROE, IMEEM DLQ WYRAVENIQ (2.13) SOOTNO[ENIE

R̂âb̂ =
1

c2

�d�kl
dt

+ �kl�
m
m

�@	k

@yâ
@	l

@yb̂
: (12:15)

u^ITYWAQ (2.7), NAHODIM PRI OTSUTSTWII WRA]ENIJ

R̂âb̂ =
1

c2

�@gk
@xl

+ �kl�
m
m � �km�

m
l

�@	k

@yâ
@	l

@yb̂
: (12:16)

sREDA, DWIVU]AQSQ W SOBSTWENNOM POLE TQVESTI, IMEET ga =

@�=@xa, GDE � - POTENCIAL POLQ TQVESTI, UDOWLETWORQ@]IJ URAW-

NENI@ pUASSONA. iZ SOOTNO[ENIJ (12.9), URAWNENIQ pUASSONA NA-

HODIM DLQ (12.11)

R̂0̂0̂ =
4�k�

c2
: (12:17)

sOOTNO[ENIE (12.12) S U^ETOM (12.10) DAET

R̂0̂â = 0: (12:18)

wYRAVENIE (2.16) W SOWOKUPNOSTI S URAWNENIEM pUASSONA PRED-

STAWIM W UDOBNOJ DLQ DALXNEJ[IH ISSLEDOWANIJ FORME

R̂âb̂ =
4��k

c2

̂âb̂ + F̂âb̂; F̂âb̂ =

�@gm
@xm

�kl +
@gk
@xl

+�kl�
m
m � �km�ml

�@	k

@yâ
@	l

@yb̂
: (12:19)

sOOTNO[ENIQ (12.17) - (12.19) PRI USLOWII, ^TO W POSLEDNEM WYRA-

VENII F̂âb̂ = 0, PREDSTAWLQ@T SOBOJ URAWNENIQ |JN[TEJNA, ZAPI-

SANNYE W SINHRONNOJ SISTEME OTS^ETA DLQ PYLEWIDNOJ MATERII

[7]. o^EWIDNO, ^TO W OB]EM SLU^AE F̂âb̂ 6= 0, TAK KAK W ODNOM I

TOM VE SILOWOM POLE KONGRUENCII MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY

OBLADA@T BOLX[IM PROIZWOLOM.

wYQSNIM PRI KAKIH ^ASTNYH USLOWIQH GEOMETRIQ nso, OPRE-

DELQEMAQ ZAKONAMI NX@TONOWOJ MEHANIKI, I GEOMETRIQ SINHRON-

NOJ SISTEMY OTS^ETA DLQ PYLEWIDNOJ MATERII, OPREDELQEMAQ

URAWNENIQMI |JN[TEJNA, SOWPADA@T.iZ WIDA METRIKI (12.2) SLE-

DUET, ^TO ISKOMYE RE[ENIQ URAWNENIQ |JN[TEJNA SPRAWEDLIWY
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W SLU^AE PLOSKIH PROSTRANSTWENNYH SE^ENIJ. a SOWPADENIE RE[E-

NIJ URAWNENIJ |JN[TEJNA S RE[ENIQMI NX@TONOWSKOJ MEHANIKI

WOZMOVNO, ESLI NA KONGRUENCII MIROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA

NALOVITX OGRANI^ENIE

F̂âb̂ = 0: (12:20)

iSSLEDUEM SFERI^ESKI-SIMMETRI^NYE DWIVENIQ SPLO[NOJ SRE-

DY, POLE SKOROSTEJ KOTORYH W PEREMENNYH |JLERA W DEKARTOWYH

KOORDINATAH ESTX

va = v(r; t)na; na =
xa
r
; nana = 1: (12:21)

iSPOLXZUQ URAWNENIQ |JLERA (12.5), USLOWIQ SIMMETRII (12.21),

POLU^IM DLQ SISTEMY (12.20) WYRAVENIE

1

r

@v

@t
= ��;

1

r

@v

@t
+
v2

r2
+
2

r

@�

@r
= ��: (12:22)

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI RE[ENIQ \TOJ SISTE-

MY:

1. dLQ RADIALXNOGO DWIVENIQ RAZRQVENNOJ SREDY W NX@TO-

NOWSKOM CENTRALXNO- SIMMETRI^NOM POLE TQVESTI, SOZDAWAEMOM

MASSIWNYM TELOM, CENTR MASS KOTOROGO RASPOLOVEN W NA^ALE KO-

ORDINAT, IMEEM

�� = 0; � = �kM0

r
; v2 = 2kM0

�1
r
� 1

r0

�
+ v20; (12:23)

GDEM0 - MASSA TELA, SOZDA@]EGO POLE, v0 - ZNA^ENIE SKOROSTI PRI

r = r0. iZ SOWMESTNOSTI WYRAVENIJ (12.22) I (12.23) POLU^IM

@v

@t
= 0; v2 = 2kM0

1

r
: (12:24)

rE[ENIE (12.24) ESTX ^ASTNYJ SLU^AJ (12.23) PRI USLOWII, ^TO

SREDA NA BESKONE^NOSTI POKOITSQ. iNTEGRIRUQ (12.24), POLU^AEM

r = �
�3c
2

�2=3
F 1=3(t0 � t)2=3; F � 2kM0

c2
= rg; (12:25)

GDE rg - GRAWITACIONNYJ RADIUS. oTMETIM, ^TO W POSLEDNEM SO-

OTNO[ENII SKOROSTX SWETA c WWEDENA ISKUSSTWENNO DLQ UDOBSTWA

SRAWNENIQ S DRUGIMI REZULXTATAMI I W REZULXTATE W \TOJ FOR-

MULE ONA SOKRA]AETSQ, KAK I DOLVNO BYTX PRI INTEGRIROWANII

URAWNENIJ DWIVENIQ W NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE. wYBOR ZNAKA
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ZAWISIT HARAKTERA DWIVENIQ ^ASTIC. pRI DWIVENII PO RADIUSU

K CENTRU WYBIRAETSQ ZNAK "PL@S" I ZNAK "MINUS" PRI RAS[I-

RENII OT CENTRA. pOSTOQNNAQ t0 WYBIRAETSQ IZ TREBOWANIQ, ^TO

PRI t = 0 DOLVNO BYTX r = r0, GDE r0 - LAGRANVEWA KOORDINA-

TA. o^EWIDNO, ^TO PRI PADENII ^ASTIC NA CENTR TEKU]IJ RADIUS

LAGRANVEWOJ ^ASTICY r(r0; t) UMENX[AETSQ PO\TOMU t < t0.

mETRIKA (12.1) W SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT IMEET WID

dS2 = S2dt2 �
� @r
@r0

�2
dr20 � r2(d�2 + sin2 �d�2); (12:26)

iSPOLXZUQ ZAKON DWIVENIQ (12.25), POLAGAQ

R � 2

3

r0
3=2

rg1=2
; (12:27)

IMEEM DLQ \LEMENTA INTERWALA WYRAVENIE

dS2 = S2dt2 � dR2

�
3
2rg
(R � ct)

�2=3�

�
�3
2
(R � ct)

�4=3
rg

2=3(d�2 + sin2 �d�2); (12:28)

KOTOROE W TO^NOSTI SOWPADAET S IZWESTNOJ METRIKOJ lEMETRA W

oto [7]. dLQ NA[EGO SLU^AQ \LEMENT INTERWALA METRIKI lEMET-

RA OZNA^AET KWADRAT OTNOSITELXNOJ DLINY MIROWOJ MIROWOJ LI-

NII PROBNOJ ^ASTICY, DWIVU]EJSQ OTNOSITELXNO SWOBODNO PADA-

@]IH PO RADIUSU K CENTRU NEWZAIMODEJSTWU@]IH DRUG S DRUGOM

^ASTIC W NX@TONOWSKOM CENTRALXNO-SIMMETRI^NOM POLE TQVESTI.

pRI \TOM, PADA@]IE ^ASTICY, IME@]IE NA BESKONE^NOSTI NULE-

WU@ SKOROSTX, OBRAZU@T BAZIS nso. hARAKTER SIL, DEJSTWU@]IH

NA PROBNU@ ^ASTICU, NE IMEET ZNA^ENIQ.

hOTQ METRIKA (12.28) I TOVDESTWENNA S SOOTWETSTWU@]EJMET-

RIKOJ IZ oto, ODNAKO W NA[EM SLU^AE KOORDINATY I WREMQ,

OPREDELQ@]IE METRIKU, IME@T QSNYJ METRI^ESKIJ SMYSL, ^E-

GO W PRINCIPE NE MOVET BYTX W oto. nAPRIMER, WREMQ PADENIQ

T ^ASTICY BAZISA OT NA^ALXNOGO ZNA^ENIQ RADIUSA r1 DO TEKU]E-

GO ZNA^ENIQ r(r1; T ) QWLQETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ I OPREDELQETSQ

FORMULOJ

T =
2

3

�r1
c

�r1
rg

�1=2 � r

c

� r
rg

�1=2�
; (12:29)
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KOTORAQ SOOTWETSTWUET FORMULE IZ oto, KOGDA W KA^ESTWE WREME-

NI ISPOLXZUETSQ SOBSTWENNOE WREMQ ^ASTICY [60]. w NA[EM SLU^AE

ROLX SOBSTWENNOGO WREMENI IGRAET NX@TONOWSKOE WREMQ t.

bOLEE PODROBNO MY OBSUDIM \TI WOPROSY POZDNEE PRI RASSMOT-

RENII MODELIROWANIQ POLEJ GRAWITACII.

2. sLEDUQ RABOTAM [7], [60], RASSMOTRIM NX@TONOWSKU@ ODNO-

RODNU@ IZOTROPNU@ KOSMOLOGI^ESKU@ MODELX, DLQ KOTOROJ IMEEM

v(r; t) = H(t)r: (12:31)

sISTEMU (12.22), U^TQ URAWNENIQ |JLERA, ZAPI[EM W WIDE

1

r

@v

@t
= �4�k�; 3

r

@v

@t
+
v2

r2
+
2v

r

@v

@r
= �4�k�: (12:32)

iZ URAWNENIJ (12.31), (12.32) NAHODIM

@H

@t
= �4�k�; @H

@t
+H2 = �4

3
�k�: (12:33)

oTKUDA

H2 =
8

3
�k�; (12:34)

^TO SOOTWETSTWUET SLU^A@ RAS[IRENIQ PRI PLOTNOSTI RAWNOJ

KRITI^ESKOJ. tAK KAK ZAKON \WOL@CII wSELENNOJ W NX@TONOWSKOM

PRIBLIVENII WYWEDEN W [60] DLQ PROIZWOLXNOJ PLOTNOSTI, TO WOS-

POLXZUQSX REZULXTATAMI [60] DLQ NA[EGO SLU^AQ, NAHODIM ZAKON

RAS[IRENIQ

r = r0
� t� t1
t0 � t1

�2=3
; (12:35)

GDE (t0 � t1) - "WOZRAST" ODNORODNOJ MODELI wSELENNOJ. pODSTA-

NOWKA (12.35) W (12.26) PRIWODIT K WYRAVENI@ DLQ KWADRATA IN-

TERWALA

dS2 = S2dt2 �
� t� t1
t0 � t1

�4=3�
dr20 � r0

2(d�2 + sin2 �d�2)
�
; (12:36)

KOTOROE SOOTWETSTWUETMODELI S PLOSKIM (EWKLIDOWYM) PROSTRAN-

STWOM oto.

sAMYM STRANNYM REZULXTATOM, POLU^ENNOM W \TOM RAZDELE,

QWLQETSQ TOT, ^TO TO^NYE RE[ENIQ URAWNENIJ |JN[TEJNA SODER-

VATSQ W KA^ESTWE ^ASTNYH SLU^AEW NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKI

nX@TONA, A NE NAOBOROT, KAK PRINQTO S^ITATX.
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gLAWA 3

|lektrodinamika w nso

w \TOJ GLAWE RASSMATRIWAETSQ \LEKTRODINAMIKA KAK W so S ZA-

DANNYM ZAKONOM DWIVENIQ, TAK I W so S ZADANNOJ STRUKTUROJ.

pROWODITSQ PARALLELXNOE SRAWNENIE DLQ RE[ENIJ W "RAWNOUSKO-

RENNOJ" SISTEMEmELLERA I POLU^ENNOJ NAMI W GLAWE 1 RAWNOUSKO-

RENNOJ VESTKOJ nso W PROSTRANSTWE POSTOQNNOJ KRIWIZNY. fOR-

MULIRUETSQ KRITERIJ STACIONARNOSTI, NA OSNOWE KOTOROGO RAS-

SMATRIWAETSQ ODIN IZ "WE^NYH WOPROSOW FIZIKI" - O POLE PRI

RAWNOMERNO USKORENNOM DWIVENII ZARQDA. oBSUVDA@TSQ WOPRO-

SY RASPROSTRANENIQ \LEKTROMAGNITNYH WOLN, \FFEKT dOPPLERA

I PREOBRAZOWANIQ POLEJ.

13. |LEKTRODINAMIKA W nso S ZADANNYM ZAKONOM

DWIVENIQ

rAZRABOTANNU@ W RAZDELE 10, TEORI@ PEREHODA W PROIZWOLX-

NU@ nso, OPREDELQEMU@ ZAKONOM DWIVENIQ (10.1), PRIMENIM DLQ

PREOBRAZOWANIQ URAWNENIJ \LEKTRODINAMIKI IZ iso W nso.

uRAWNENIQ mAKSWELLA W PUSTOTE W DEKARTOWYH KOORDINATAH

iso IME@T WID [7]

@F ��

@x�
= �4�

c
j�; @�F�
 + @�F
� + @
F�� = 0; F�� = 2@[�A�]:

(13:1)

w SOOTNO[ENIQH (13.1) F �� - TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ, j�

- ^ETYREHMERNYJ WEKTOR TOKA, A� - 4-POTENCIAL.

pEREHOD W nso, OSU]ESTWLQEMYJ S POMO]X@ (10.1), (10.2)

PRIWODIT K URAWNENIQM

~r�̂
~F �̂�̂ = �4�

c
~j�̂; ~r�̂

~Fb̂
̂ +
~rb̂

~F
̂�̂ + ~r
̂
~F�̂b̂ = 0;

~F�̂�̂ = F̂�̂�̂ + 2C 0̂
�̂�̂Â0̂; F̂�̂�̂ = 2@̂[�̂Â�̂]; Â�̂ = h��̂A�; (13:2)

GDE
~Fb̂
̂ = h�

b̂
h�
̂F��; ~j�̂ = h�̂�j

�: (13:2a)

iZ FORMULY (13.2) SLEDUET, ^TO ABSOL@TNYJ TENZOR \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ ~F�̂�̂ RASKLADYWAETSQ NA OTNOSITELXNYJ TENZOR
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\LEKTROMAGNITNOGO POLQ I "PERENOSNYJ". oTNOSITELXNYJ TENZOR

POLQ F̂�̂�̂ MOVET BYTX TAKVE PREDSTAWLEN W WIDE

F̂�̂�̂ = 2@̂[�̂Â�̂] = 2r̂[�̂Â�̂]; (13:3)

GDE r̂ WY^ISLQETSQ S POMO]X@ KRISTOFFELEWOJ ^ASTI SWQZNOSTI

(10.6). "pERENOSNYJ" TENZOR POLQ ESTX PROIZWEDENIE SKALQRNOGO

POTENCIALA Â0̂ c OB_EKTOM NEGOLONOMNOSTI, T.E SODERVIT INFOR-

MACI@ OB USKORENII I WRA]ENII so W SOGLASII S (10.11). oTME-

TIM, ^TO RAZBIENIE TENZORA POLQ NA DWE ^ASTI WESXMA USLOWNO,

T.K. INFORMACIQ O POLE W WIDE SKALQRNOGO POTENCIALA SODERVIT-

SQ I W "PERENOSNOM" POLE. rASPI[EM URAWNENIQ mAKSWELLA BOLEE

PODROBNO.

pERWOE URAWNENIE (13.2) PREDSTAWIM W FORME

~r�̂
~F �̂�̂ = r̂�̂

~F �̂�̂ + T �̂

̂�̂
~F �̂
̂ + T 
̂


̂�̂
~F �̂�̂ = �4�

c
~j�̂;

r̂�̂
~F �̂�̂ =

1p�ĝ
@̂(
p�ĝ ~F �̂�̂)

@̂y�̂
:

oTKUDA POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIJ POLU^IM

@̂F̂ k̂0̂

@̂�0̂
+ �rl̂(F̂

k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂) �
@̂

@̂y0̂
(F k̂Â0̂) � Fl̂(F̂

k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂)

+�l̂
l̂
(F̂ k̂0̂ � F k̂Â0̂) = �

4�

c
~jk̂;

�rk̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + 
k̂l̂(F̂

k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂) = �4���(U�V �); (13:4)

GDE �rk̂ - KOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ, WY^ISLQEMAQ S POMO]X@

TREHMERNOJ KRISTOFFELEWOJ SWQZNOSTI, �� - SKALQRNAQ PLOTNOSTX

ZARQDA, j� = c��U�. kAK IZWESTNO, POTENCIALY A� OPREDELQ@TSQ

NEODNOZNA^NO. nAPRIMER, IZWESTNYE USLOWIQ lORENCA, KOTORYE W

GALILEEWYH KOORDINATAH IME@T WID

@A�

@x�
= 0; (13:5)

SWEDUTSQ W nso K WIDU

@̂Â0̂

@̂�0̂
+ �rk̂Â

k̂ + �k̂
k̂
Â0̂ � Fk̂Â

k̂ = 0: (13:6)
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wWEDEM TREHMERNYJ WEKTOR NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO

POLQ ~E, WEKTOR \LEKTRI^ESKOJ INDUKCII ~D, WEKTOR NAPRQVENNOS-

TI MAGNITNOGO POLQ ~H I WEKTOR MAGNITNOJ INDUKCII ~B W SOGLA-

SII S OPREDELENIQMI, ZAIMSTWOWANNYMI IZ URAWNENIJ mAKSWELLA

W nso DLQ ZADANNOGO GRAWITACIONNOGO POLQ [7] S ZAMENOJ ^AST-

NYH PROIZWODNYH PROIZWODNYMI PO NAPRAWLENIQM.

Ek̂ =
~F0̂k̂; Bk̂l̂ =

~Fk̂l̂; Dk̂ = �
q
ĝ0̂0̂

~F 0̂k̂; H k̂l̂ =
q
ĝ0̂0̂

~F k̂l̂ (13:7)

w OTLI^IE OT [7] METRIKA U NAS SINHRONNA I OPREDELQETSQ SOOT-

NO[ENIEM (10.9). wEKTORNYE OPERACII WWODIM W SOGLASII S OPRE-

DELENIQMI:

(~r� ~E)â =
1

2
p


eâb̂ĉ

� @̂Eĉ

@̂yb̂
� @̂Eb̂

@̂yĉ

�
; H â = � 1

2
p


eâb̂ĉHb̂ĉ;

� 1

2
p


eĉâb̂(FâEb̂ � Fb̂Eâ) = ~F � ~E; 
â = � S

2
p


eâb̂ĉ
b̂ĉ;

(~r� ~H)â =
1

2
p


eâb̂ĉ

�@̂Hĉ

@̂yb̂
� @̂Hb̂

@̂yĉ

�
; ~r� ~E =

1p



@̂

@̂yâ
(
p

Eâ): (13:8)

w (13.8)

�âb̂ĉ =
p

eâb̂ĉ; �âb̂ĉ =

1p


eâb̂ĉ; e123 = e123 = 1;

GDE �âb̂ĉ - EDINI^NYJ ANTISIMMETRI^NYJ TENZOR W KRIWOLINEJNYH

KOORDINATAH.

nA OSNOWE SDELANNYH ZAME^ANIJ, URAWNENIQ mAKSWELLA (13.2)

W SISTEME OTS^ETA, SWQZANNOJ S DWIVU]IMISQ ZARQDAMI PO ZAKONU

(10.1), NA KOTORYE DEJSTWU@T PROIZWOLXNYE SILY (NE OBQZATELXNO

\LEKTROMAGNITNOGO PROISHOVDENIQ), SWEDUTSQ K WIDU.

~r� ~E = � 1p



(@
p

 ~H)

@�0̂
� ~F � ~E; ~r � ~E =

2

c
~
 � ~H + 4���;

~r� ~H =
1p



(@
p

 ~E)

@�0̂
� ~F � ~H; ~r � ~H = �2

c
~
 � ~E: (13:9)

uRAWNENIQ mAKSWELLA DOPOLNQ@TSQ URAWNENIQMI NERAZRYWNOSTI,

WYRAVA@]IMI ZAKON SOHRANENIQ ZARQDA.

1p



(@
p

��)

@�0̂
= 0: (13:10)
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zAMETIM, ^TO W OTLI^IE OT OB]IH URAWNENIJ mAKSWELLA

(13.2), PRIGODNYH DLQ PROIZWOLXNOJ nso, NE OBQZATELXNO SWQ-

ZANNOJ S DWIVU]IMISQ ZARQDAMI, W URAWNENIQH (13.9) (WWIDU SO-

PUTSTWIQ) OTSUTSTWUET PROSTRANSTWENNAQ KOMPONENTA 4 - TOKA,

KOTORU@ SLEDUET DOBAWITX PRI RASSMOTRENII OB]EGO SLU^AQ.

nAJDENNAQ NAMI TREHMERNAQ FORMA URAWNENIJ mAKSWELLA, PO-

LU^ENNAQ S POMO]X@ NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ, SOWPALA S 3-

MERNOJ HRONOMETRI^ESKI INWARIANTNOJ FORMOJ, PRIWEDENNOJ W

KNIGE n.w. mICKEWI^A [53].

dLQ RE[ENIQ SISTEMY URAWNENIJmAKSWELLA UDOBNO WWESTI PO-

TENCIALY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ. dLQ PEREHODA OT NAPRQVEN-

NOSTEJ POLEJ K POTENCIALAM PRIWEDEM, POLU^ENNYE NAMI NEKOTO-

RYE NUVNYE FORMULY IZ NEGOLONOMNOGO WEKTORNOGO ANALIZA. dLQ

PROIZWOLXNOGO TREHMERNOGO WEKTORNOGO POLQ ~a(y�̂) I SKALQRNOGO

POLQ �(y�̂) SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

(~r� (~r� ~a))k̂ = (~r(~r � ~a))k̂ ��ak̂ + �Rk̂
:l̂
al̂ + 2
k̂n̂@an̂

@�0̂
;

~r� ~r� = 2
~


c

@�

@�0̂
; ~r � (~r� ~a) = 2


k̂

c

@ak̂
@�0̂

;

~r� @~a

@�0̂
=

@

@�0̂
(~r� ~a) + D

c
~r� ~a� ~F � @~a

@�0̂
;

~r � @~a
@�0̂

=
@

@�0̂
(~r � ~a)� D

c
(~F � ~a) � ~F � @~a

@�0̂
� ~a

c
� ~rD: (13:11)

wELI^INY, WHODQ]IE W (13.11) OPREDELENY W (10.38A).

w SOGLASII S OPREDELENIEM (13.7), PREDSTAWIM NAPRQVENNOSTI

DLQ \LEKTRI^ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ W WEKTORNOJ FORME ^EREZ

POTENCIALY W WIDE

(~E)k̂ = �
k̂l̂@Âl̂

@�0̂
� (~rÂ0̂)

k̂ � (~F Â0̂)
k̂: (13:12)

~H = ~r� ~̂
A + 2

~


c
Â0̂: (13:13)

wYRAVENIQ (13.12) I (13.13) OBRA]A@T W TOVDESTWA PERWOE I

^ETWERTOE IZ URAWNENIJ (13.9). |TO, WPRO^EM, SLEDUET I NEPOSRED-

STWENNO IZ (13.1), KOGDA WTOROE IZ URAWNENIJ (13.1) UDOWLETWORQ-

ETSQ TOVDESTWENNO, ESLI TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ WYRA-

ZITX ^EREZ ZAPAZDYWA@]IE POTENCIALY W WIDE F�� = 2@[�A�].
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dWA DRUGIH URAWNENIQ mAKSWELLA IZ (13.9) WYRAZIM ^EREZ ZA-

PAZDYWA@]IE POTENCIALY. dLQ \TOGO U^TEM SOOTNO[ENIQ (13.11),

A TAKVE KINEMATI^ESKIE TOVDESTWA (10.17), (10.34), KOTORYE

PREDSTAWIM W WEKTORNOM WIDE

2

c
p



(@
p

~
)

@�0̂
� ~r� ~F = 0; ~r � ~
 � ~
 � ~F = 0: (13:14)

u^ITYWAQ TAKVE USLOWIQ lORENCA (13.6), POSLE DOWOLXNO UTOMI-

TELXNYH PREOBRAZOWANIJ POLU^IM

2Â0̂ +
@

@�0̂
(~F � ~̂A+

D

c
Â0̂) +

1

c
~̂
A � ~rD +

D

c
(~F � ~̂A) + ~F � @

~̂
A

@�0̂

�2
c
r̂â(Âk̂D

âk̂)� ~r(Â0̂ ~F ) =
4
2

c2
Â0̂ +

2~


c
� [~r� ~̂

A] + 4���: (13:15)

2Âk̂ � r̂k̂
�@Â0̂

@�0̂
+ ~F � ~̂A+

D

c
Â0̂

�
+ �Rk̂

:l̂
Âl̂ + 2
k̂n̂@Ân̂

@�0̂

+
�
~r�

�2Â0̂
~


c

��k̂
= �D

c

�2
c
Dk̂
l̂
Âl̂ +

@Âk̂

@�0̂
+ r̂k̂Â0̂ + F k̂Â0̂

�

� @

@�0̂

�2
c
Dk̂
l̂
Âl̂+r̂k̂Â0̂+F

k̂Â0̂

�
�
�
~F�

�
~r�~̂A

��k̂�2Â0̂

c

�
~F�~


�k̂
: (13:16)

w FORMULAH (13.15) I (13.16)

2 =
@2

@�0̂
2 � 
k̂l̂r̂k̂r̂l̂ (13:17)

HRONOMETRI^ESKI INWARIANTNYJ PROSTRANSTWENNO-KOWARIANTNYJ

OPERATOR dALAMBERA, A TENZOR �Rb̂ĉ = 
âq̂ �Râb̂;ĉq̂, GDE
�Râb̂;ĉq̂ TREH-

MERNYJ TENZOR KRIWIZNY, OPREDELQEMYJ IZ SOOTNO[ENIQ (10.31).

wYWEDENNYE URAWNENIQ SPRAWEDLIWY W PROIZWOLXNOJ DEFORMIRU-

EMOJ nso, SWQZANNOJ S DWIVU]IMISQ ZARQDAMI, OBRAZU@]IMI

KONTINUUM. qSNO, ^TO RE[ATX URAWNENIQ W nso W OB]EM WIDE ZA-

TRUDNITELXNO, ODNAKO W NEKOTORYH ^ASTNYH SLU^AQH PROWODITX

ISSLEDOWANIE W nso ZNA^ITELXNO PRO]E I NAGLQDNEE, ^EM W iso.

14. kRITERIJ STACIONARNOSTI W nso S ZADANNYM

ZAKONOM DWIVENIQ
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pREDSTAWLQET INTERES ISSLEDOWANIE URAWNENIJ mAKSWELLA W

RELQTIWISTSKI VESTKIH nso, OPREDELQEMYH KAK

�k̂l̂ = �
1

c
Dk̂l̂ = 0: (14:1)

|TO PRIWODIT URAWNENIQ mAKSWELLA K WIDU

2Â0̂ +
@

@�0̂
(~F � ~̂A) + ~F � @

~̂
A

@�0̂
� ~r(Â0̂ ~F )

=
4
2

c2
Â0̂ +

2~


c
� [~r� ~̂

A] + 4���: (14:2)

2Âk̂ � r̂k̂
�@Â0̂

@�0̂
+ ~F � ~̂A

�
+ �Rk̂

:l̂
Âl̂

+2
k̂n̂@Ân̂

@�0̂
+
�
~r�

�2Â0̂
~


c

��k̂
=

� @

@�0̂

�
r̂k̂Â0̂ + F k̂Â0̂

�
�
�
~F �

�
~r� ~̂

A
��k̂ � 2Â0̂

c

�
~F � ~


�k̂
: (14:2a)

wYQSNIM, KAKIMI SWOJSTWAMI DOLVNA OBLADATX VESTKAQ nso

S "WMOROVENNYMI" W NEE ZARQDAMI, ^TOBY SISTEMA mAKSWELLA DO-

PUSKALA W NEJ NEZAWISQ]IE OT WREMENI RE[ENIQ? (mY S^ITAEM,

^TO WNE[NIE POLQ OTSUTSTWU@T I POLE OPREDELQETSQ TOLXKO "WMO-

ROVENNYMI" ZARQDAMI). o^EWIDNO, ^TO URAWNENIQ mAKSWELLA MO-

GUT IMETX STACIONARNYE OTNOSITELXNO VESTKOJ nso RE[ENIQ,

ESLI HARAKTERISTIKI, OPREDELQ@]IE nso, NE ZAWISQT OT WREME-

NI �0̂ QWNO. t.E. NARQDU S RAWENSTWOM NUL@ TENZORA SKOROSTEJ

DEFORMACIJ (14.1) DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQ:

@
k̂l̂

@�0̂
= 0;

@F�̂

@�0̂
= 0: (14:3)

w SOGLASII S TOVDESTWOM (10.17), (14.3) I RAWENSTWAMI F0̂ = 0,


0̂�̂ = 0 IMEEM

@̂

@̂y0̂

�̂b̂ � r̂[�̂Fb̂] = @̂[�̂Fb̂] =

~r[�̂Fb̂] = 0: (14:4)

oTKUDA

h�̂�h
b̂
�
~r[�̂Fb̂] = 0; (14:5)
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^TO DAET
@F�
@x�

� @F�
@x�

= 0: (14:6)

rAWENSTWO (14.6) OPREDELQET LORENC-KOWARIANTNOE USLOWIE

STACIONARNOSTI WOZMOVNYH RE[ENIJ URAWNENIJ mAKSWELLA.

uMNOVAQ (14.6) NA V �, POLU^IM PRI USLOWII, ^TO ��� = 0

RAWENSTWO
dF�
dS

+ F�F
�V� � F�
�� = 0: (14:7)

wWEDEM 4-WEKTOR SILY g�, OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM

g� � 2e2

3c

�dF �

dS
+ F�F

�V � � F�
�
�:

�
(14:8)

I NAZOWEM EGO OBOB]ENNOJ SILOJ RADIACIONNOGO TRENIQ. w \TOM

RAWENSTWE e - ZARQD ^ASTICY, "WMOROVENNOJ" W nso, (DLQ PROS-

TOTY RASSMATRIWAEM TOLXKO ODINAKOWYE ^ASTICY).

dLQ ODNOGO ZARQDA, DWIVU]EGOSQ POSTUPATELXNO, 
�� = 0 I

OBOB]ENNAQ SILA g� PEREHODIT W OBY^NU@ SILU TORMOVENIQ IZ-

LU^ENIEM [7]. eSLI \LEKTROMAGNITNOE POLE W nso STACIONARNO,

TO g� = 0.

wYQSNIM, KAKIE PROSTEJ[IE nso UDOWLETWORQ@T SFORMULI-

ROWANNYM USLOWIQM STACIONARNOSTI.

A). rASSMOTRIM PRQMOLINEJNOE, VESTKOE PO bORNU, RAWNOU-

SKORENNOE (DLQ KAVDOJ FIKSIROWANNOJ ^ASTICY SREDY) DWIVENIE

KONTINUUMA. tAKOMU DWIVENI@, KAK BYLO POKAZANO W RAZDELE 2,

UDOWLETWORQET POSTUPATELXNOE PEREME]ENIE SREDY, POLU^AEMOE S

POMO]X@ PREOBRAZOWANIQ mELLERA.

dLQ PREOBRAZOWANIQ mELLERA ZAKON DWIVENIQ IMEET WID (2.11)

A METRIKA mELLERA WYRAVAETSQ \LEMENTOM INTERWALA (2.12), PRI

\TOM ROLX WREMENI T WYPOLNQET PARAMETR, NUMERU@]IJ ORTOGO-

NALXNYE MIROWYM LINIQM ^ASTIC BAZISA GIPERPOWERHNOSTI [4].

tAK KAK PRI PREOBRAZOWANIQH mELLERA PROSTRANSTWENNYE WEKTO-

RY, SOEDINQ@]IE DWE L@BYE BLIZKIE LAGRANVEWY ^ASTICY, WSE

WREMQ OSTA@TSQ W "FIZI^ESKOM" PROSTRANSTWE, TO PEREHOD W nso

mELLERA, W SOGLASII RAZWIWAEMOJ NAMI SHEMOJ PEREHODA, MOVNO

OSU]ESTWITX S POMO]X@ GOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ (^ASTNYJ

SLU^AJ NEGOLONOMNYH). oDNAKO, W CELQH OB]NOSTI IZLOVENIQ PO-

LU^IM S POMO]X@ FORMUL (10.2) S U^ETOM, ^TO V"
@	"

@yk̂
= 0, A 4 -

SKOROSTX V � = �@	�

@�0̂
, �0̂ = cT , SLEDU@]IE KO\FFICIENTY PREOB-
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RAZOWANIQ:

h�
k̂
=
@	�

@yk̂
; h�

0̂
= �

@	�

@�0̂
= V �; hk̂� =

@yk̂

@x�
;

h0̂� = V�; � =
1

1 + a0y1̂

c2

; ĝk̂l̂ = ��k̂l̂; ĝ0̂0̂ = 1;

F 1̂ =
a0
c2
�; F 2̂ = F 3̂ = 0; Fk̂ =

@̂ ln�

@̂yk̂
: (14:9)

oTMETIM, ^TO PSEWDOEWKLIDOWOSTX INTERWALA (14.9), (W OTLI^IE

OT INTERWALA mELLERA (2.12)) OBUSLOWLENA O^EWIDNYM RAWENST-

WOM

ds2 =
(d�0̂)2

�2
; (14:10)

SPRAWEDLIWYM WDOLX KAVDOJ IZ FIKSIROWANNYH MIROWYH LINIJ

^ASTIC BAZISA.

kAK POKAZANO W RABOTE [4], POLE 4 - SKOROSTI BAZISA mELLERA

W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W PEREMENNYH |JLERA MOVET BYTX

PREDSTAWLENO W WIDE

V 1 =
a0t

c

s�
1 + a0x1

c2

�2 � a02t2

c2

: (14:11)

nEPOSREDSTWENNYM WY^ISLENIEM MOVNO UBEDITXSQ, ^TO (14.11)

UDOWLETWORQET USLOWI@ STACIONARNOSTI (14.6). sLEDOWATELXNO,

URAWNENIQ mAKSWELLA W TAKOJ nso DOPUSKA@T STACIONARNYE RE-

[ENIQ.

CTACIONARNYE URAWNENIQ mAKSWELLA W TAKOJ nso MOGUT BYTX

POLU^ENY IZ FORMUL (14.2), (14.2A) I FORMUL (13.11).

�Â0̂ +
~r(Â0̂ ~F ) = �4���: (14:12)

�
~̂
A+ ~r

�
~F � ~̂A

�
=
�
~F �

�
~r� ~̂

A
��
: (14:12a)

uSLOWIE lORENCA (13.6) DLQ STACIONARNYH RE[ENIJ SWODITSQ K

WIDU

+�rk̂Â
k̂ � Fk̂Â

k̂ = 0: (14:13)

dLQ DALXNEJ[EGO ANALIZA WOSPOLXZUEMSQ TOVDESTWOM (10.16),

KOTOROE DLQ SLU^AQ VESTKIH BEZWIHREWYH DWIVENIJ \KWIWALENT-

NO

r̂k̂Fl̂ � Fk̂Fl̂: (14:14)
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t.K. DLQ METRIKI mELLERA �rk̂ = r̂k̂, TO, SRAWNIWAQ (14.13) I

(14.14), NAHODIM RE[ENIE DLQ WEKTORNOGO POTENCIALA Âk̂ W WIDE

Âk̂ = �F k̂; � = const: (14:15)

iZ SOOTNO[ENIJ (13.13), (13.14) I RE[ENIQ (14.15) SLEDUET, ^TO

ZARQDY, "WMOROVENNYE" W VESTKU@ BEZWIHREWU@ nso, DLQ KO-

TOROJ SPRAWEDLIWY USLOWIQ STACIONARNOSTI (14.6), NE SOZDA@T W

\TOJ SISTEME MAGNITNOGO POLQ, T.E.

~H = 0: (14:16)

rASSMOTRIM RE[ENIE URAWNENIQ (14.2) DLQ ^ASTNOGO SLU^AQ

TO^E^NOGO ZARQDA, POME]ENNOGO W NA^ALO KOORDINAT nso. wMES-

TO TETRADNOJ WREMENNOJ KOMPONENTY Â0̂ = h�
0̂
V� IZ (14.9), WWEDEM

AFFINNU@ WREMENNU@ KOMPONENTU Â0
0̂
= Â0̂=�, DLQ KOTOROJ URAW-

NENIE (14.12) SWEDETSQ K WIDU

@2Â0
0̂

@yk̂@yk̂
+ Fk̂

@Â0
0̂

@yk̂
= �4�Q�(y1̂)�(y2̂)�(y3̂): (14:16a)

rE[ENIE URAWNENIQ (14.16a) W SOPUTSTWU@]IH SISTEMAH mEL-

LERA I uJTTEKERA POLU^ENO c.i. gUCUNAEWYM (SM. [34] I BIBLIO-

GRAFI@ K NEJ). dLQ NA[EGO SLU^AQ IMEEM

Â0
0̂
=
Qa0
c2

�2 + (y1̂ + c2=a0)
2 + c4=a0

2

��
�2 + (y1̂ + c2=a0)2 � c4=a02

�2
+ 4c4=a02�2

�1=2 ; (14:16b)

GDE �2 = (y2̂)2 + (y3̂)2.

pEREHOD W iso W SOGLASII S NA[IM METODOM OSU]ESTWIM PO

PRAWILU

A� = h��̂Â
�̂ = V �Â0̂ +

@	�

@y1̂
Â1̂:

pOSTOQNNU@ � W (14.15) OPREDELIM IZ PRINCIPA SOOTWETSTWIQ,

KOTORAQ OKAZYWAETSQ RAWNOJ WELI^INE ZARQDA �Q.
w REZULXTATE WY^ISLENIJ, ISPOLXZUQ ZAKON DWIVENIQ (2.11),

U^ITYWAQ, ^TO POLE 4-SKOROSTEJ V 1 W PEREMENNYH |JLERA IMEET

WID (14.11), A TAKVE LEGKO PROWERQEMYE WYRAVENIQ

�
1 +

a0y
1̂

c2

�2
=
�
1 +

a0x
1

c2

�2 � a20t
2

c2
; (14:17)
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POLU^IM

A0 = Q

((x1 + c2=a0)
�
�2 + (x1 + c2=a0)

2 � c2t2 + c4=a0
2
�

�
(x1 + c2=a0)2 � c2t2

�
R

� ct

(x1 + c2=a0)2 � c2t2

)
;

A1 = Q

(ct
�
�2 + (x1 + c2=a0)

2 � c2t2 + c4=a0
2
�

�
(x1 + c2=a0)2 � c2t2

�
R

� x1 + c2=a0
(x1 + c2=a0)2 � c2t2

)
; �2 = (x2)2 + (x3)2;

R =

s�
�2 + (x1 + c2=a0)2 � c2t2 � c4=a02

�2
+ 4�2c4=a02: (14:18)

pRIWEDENNOE W (14.18) RE[ENIE BYLO WPERWYE POLU^ENO bOR-

NOM [28], I POZDNEE S POMO]X@ ZAPAZDYWA@]IH POTENCIALOW {OT-

TOM [55]. C POMO]X@ PEREHODA W MELLEROWSKU@ nso I OBRATNOGO

PREOBRAZOWANIQ W iso, RE[ENIE (14.18) POLU^ENO TAKVE gUCUNA-

EWYM.

B). lEGKO PROWERITX, ^TO KLASSI^ESKAQ RAWNOMERNO WRA]A@-

]AQSQ so TAKVE UDOWLETWORQET USLOWI@ STACIONARNOSTI (14.6).

sLEDOWATELXNO, DLQ SISTEMY ZARQDOW ILI DLQ ODNOGO ZARQDA "WMO-

ROVENNYH" W RAWNOMERNO WRA]A@]IJSQ DISK, T.E. "OBRA]ENNYH"

WSEGDA ODNOJ STORONOJ K CENTRU DISKA, OBOB]ENNAQ SILA RADIA-

CIONNOGO TRENIQ (14.8) g� = 0. pO\TOMU URAWNENIQ mAKSWELLA W

TAKOJ SISTEME DOPUSKA@T STATI^ESKIE RE[ENIQ.

kRITERIJ STACIONARNOSTI POZWOLQET SWESTI URAWNENIQ mAKS-

WELLA K RE[ENI@ ODNOGO URAWNENIQ DLQ KOMPLEKSNOGO POTENCI-

ALA. |TO SLEDUET IZ TOGO FAKTA, ^TO DLQ STACIONARNOGO SLU^AQ

WEKTORNYE URAWNENIQ mAKSWELLA IZ (13.9) INWARIANTNY OTNOSI-

TELXNO ZAMENY ~E $ ~H. pO\TOMU ~H MOVNO ISKATX W DWOQKOM WIDE

~H = ~r� ~̂
A + 2

~


c
Â0̂ = �~r � ~F ; (14:19)

A WEKTOR ~E DLQ STACIONARNOGO SLU^AQ BUDET IMETX WID

~E = �~r�� ~F�; � � Â0̂: (14:20)

iSPOLXZUQ TOVDESTWA (13.14), WYRAVENIQ (14.19) I (14.20), NAHO-

DIM DLQ SKALQRNYH URAWNENIJ mAKSWELLA IZ (13.9) WYRAVENIQ

� + ~r �
�
 ~F +

2�~


c

�
= 0; (14:21)
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��+ ~r �
�
�~F � 2 ~


c

�
= �4���: (14:22)

wWEDEM KOMPLEKSNYJ POTENCIAL � W SOGLASII S OPREDELENIEM

� = �+ i ; i2 = �1: (14:23)

CKLADYWAQ, UMNOVENNOE NA i URAWNENIE (14.21), S URAWNENIEM

(14.22) POLU^IM

��+ ~r �
�
�~F +

2i�~


c

�
= �4���: (14:24)

uRAWNENIE (14.24) POZWOLQET ISKATX POLQ OT ZARQDOW, "WMOROVEN-

NYH" W RELQTIWISTSKI VESTKIE DWIVU]IESQ TELA.

sLEDUET OTMETITX, ^TO IZ KOMMUTACIONNYH SOOTNO[ENIJ

(10.10) I OB_EKTOW NEGOLONOMNOSTI (10.11) WYTEKAET, ^TO DLQ STA-

CIONARNYH RE[ENIJ PROIZWODNYE PO NAPRAWLENIQM @̂=@̂yk̂ MOVNO

ZAMENITX NA OBY^NYE ^ASTNYE PROIZWODNYE @=@yk̂.

rASSMOTRIM PRIMER RAS^ETA STACIONARNOGO POLQ W KLASSI^ES-

KOJ VESTKOJ WRA]A@]EJSQ SISTEME OTS^ETA.pUSTX ZARQD ILI SIS-

TEMA ZARQDOW WMOROVENY W \TU nso. uRAWNENIQ mAKSWELLA (13.4)

DLQ \TOGO SLU^AQ SWEDUTSQ K WIDU

�rl̂(F̂
k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂)� Fl̂(F̂

k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂) = 0;

�rk̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + 
k̂l̂(F̂

k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂) = �4���; (14:25)

pERWOE URAWNENIE (14.25) MOVNO ZAPISATX W WIDE

�rl̂
~F k̂l̂ = Fl̂

~F k̂l̂; ~F k̂l̂ = (F̂ k̂l̂ + 2
k̂l̂Â0̂) (14:26)

dLQ RE[ENIQ (14.26) WOSPOLXZUEMQ TOVDESTWOM (10.33), IZ KOTO-

ROGO DLQ VESTKIH DWIVENIJ SLEDUET

1

2
(r̂â
b̂ĉ � r̂b̂
âĉ) = �
âb̂Fĉ; (14:27)

^TO \KWIWALENTNO
�rl̂


k̂l̂ = 2Fl̂

k̂l̂; (14:28)

sRAWNENIE (14.26) I (14.28) POZWOLQET ISKATX RE[ENIE (14.26) W

WIDE
~F k̂l̂ = "
k̂l̂: (14:29)
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pODSTANOWKA (14.29) W (14.26) PRIWODIT K RAWENSTWU

� @̂ ln "
@̂y l̂

+ Fl̂

�

k̂l̂ = 0; (14:30)

IZ KOTOROGO W ^ASTNOSTI SLEDUET

@̂ ln "

@̂y l̂
= �Fl̂: (14:31)

dLQ RE[ENIQ URAWNENIQ (14.31) NEOBHODIMO WYPOLNENIE USLOWIQ

INTEGRIRUEMOSTI. kAK WIDNO IZ (10.17), USLOWIE INTEGRIRUEMOS-

TI BUDET WYPOLNENO W SLU^AE VESTKIH STACIONARNYH DWIVENIJ.

w ^ASTNOSTI, \TOMU USLOWI@ OTWE^AET KLASSI^ESKAQ VESTKAQ WRA-

]A@]AQSQ so, DLQ KOTOROJ

0 =
@̂

@̂y0̂

k̂l̂ � r̂[k̂Fl̂]: (14:32)

rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO PEREHOD OT iso K KLASSI^ES-

KOJ VESTKOJ WRA]A@]EJSQ nso. rASSMOTRIM \LEMENT INTERWALA

iso W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH

dS2 = c2dt2 � dr02 � r02d�02 � dz02; (14:33)

DLQ KOTOROGO KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA g�� I KOORDINATY

IME@T WID

g00 = 1; �g11 = 
11 = 1; �g22 = 
22 = r02; �g33 = 
33 = 1;

y1̂ = r; y2̂ = �; y3̂ = z; y0̂ = c�;

x1 = r0; x2 = �0; x3 = z0; x0 = ct: (14:33)

pEREHOD WO WRA]A@]U@SQ nso I OBRATNO W iso ZADADIM W OBY^-

NOM WIDE

x2 = y2̂ +



c
x0; y2̂ = x2 � 


c
x0; x1 = y1̂; x3 = y3̂: (14:34)

pOLE 4-SKOROSTEJ V � BAZISA WRA]A@]EJSQ nso OTNOSITELXNO

iso IMEET WID

V0 =
1p

1� �2 = V 0; V 2 =



c
V 0; V2 = �
r

2

c
V 0;
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V 3 = V3 = 0; V 1 = V1 = 0; � � 
r

c
: (14:34)

pO ZADANNOMU ZAKONU SKOROSTEJ I PREOBRAZOWNIQM KOORDINAT NAJ-

DEM KO\FFICIENTY lAME.

h0̂� = V�; hk̂� =
@yk̂

@x�
; h1̂� = �1̂�; h3̂� = �3̂�;

h2̂� = �2̂� �



c
�0̂�; h�

0̂
= V �; h2

k̂
=

1

1 � �2�
2
k̂
;

h1
k̂
= �1

k̂
; h3

k̂
= �3

k̂
; h0

k̂
=


r2

c(1� �2
�2
k̂
: (14:35)

iSPOLXZUQ NAJDENNYE KO\FFICIENTY lAME, WY^ISLIM METRI^ES-

KIE KO\FFICIENTY WO WRA]A@]EJSQ nso.

ĝ�̂�̂ = g��h
�
�̂h

�
�̂
; �ĝ1̂1̂ = 
̂1̂1̂ = 1; �ĝ2̂2̂ = 
̂2̂2̂ =

r2

1� �2
;

�ĝ1̂1̂ = 
̂1̂1̂ = 1; ĝ0̂0̂ = 1; �ĝ1̂1̂ = 
̂1̂1̂ = 1; ĝ0̂0̂ = 1:

�ĝ2̂2̂ = 
̂2̂2̂ = r�2
�
1� �2

�
: (14:36)

oTMETIM, ^TO NAJDENNAQ NAMI METRIKA OTLI^AETSQ OT METRIKI

DLQ OTNOSITELXNOGO INTERWALA (10.72) KO\FFICIENTOM ĝ0̂0̂, KOTO-

RYJ W NA[EM SLU^AE RAWEN EDINICE. |TO OZNA^AET, ^TO W KA^ESTWE

WREMENI W nso MY WYBRALI PO OPREDELENI@ SOBSTWENNOE WREMQ,

A W (10.72) W nso ISPOLXZOWALOSX WREMQ iso. nAJDENNAQ NAMI

METRIKA, DLQ POLU^ENIQ KOTOROJ ISPOLXZOWALISX NEGOLONOMNYE

PREOBRAZOWANIQ, SILXNO OTLI^AETSQ I OT STANDARTNOJ METRIKI

(10.73). kAK BYLO OTME^ENO RANEE, DLQ STACIONARNYH PROCESSOW

I STACIONARNYH POLEJ PROIZWODNYE PO NAPRAWLENIQM KOMMUTI-

RU@T, ^TO QWLQETSQ SLEDSTWIEM KOMMUTACIONNYH SOOTNO[ENIJ

(10.13). pO\TOMU PRI DIFFERENCIROWANII \TI PROIZWODNYE MOV-

NO RASSMATRIWATX KAK OBY^NYE ^ASTNYE PROIZWODNYE.

iSHODQ IZ SDELANNYH ZAME^ANIJ, POPYTAEMSQ PROINTEGRIRO-

WATX SISTEMU (14.25). pERWOE URAWNENIE \TOJ SISTEMY MY PO^TI

RE[ILI. oSTALOSX OPREDELITX LI[X FUNKCI@ "(r). dLQ OPREDE-

LENIQ \TOJ FUNKCII NEOBHODIMO ZNATX 4-USKORENIQ F � WRA]A@-

]EJSQ so. wY^ISLIM PREDWARITELXNO SIMWOLY kRISTOFFELQ WO

WRA]A@]EJSQ nso PO FORMULE (10.44)
8><
>:

0̂

0̂0̂

9>=
>; =

8><
>:
k̂

0̂0̂

9>=
>; =

8><
>:

0̂

0̂k̂

9>=
>; =

8><
>:

0̂

k̂l̂

9>=
>; = 0;
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8><
>:

1̂

2̂2̂

9>=
>; = �1

2

@
̂2̂2̂
@r

= � r�
1� �2

�2 ;
8><
>:

2̂

1̂2̂

9>=
>; =

1

2

̂2̂2̂

@
̂2̂2̂
@r

=
1

r
�
1� �2

�:
(14:37)

w iso W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH SIMWOLY kRISTOFFELQ

POLU^ATSQ IZ FORMUL (14.37) PRI � = 0. wOSPOLXZUQSX \TIM SWOJ-

STWOM, WY^ISLIM 4-USKORENIE F � BAZISA nso OTNOSITELXNO iso.

wWIDU POSTOQNSTWA UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ I ORTOGONALXNOS-

TI WEKTORA SKOROSTI I WEKTORA USKORENIQ W KAVDOJ TO^KE, OT-

LI^NOJ OT NULQ BUDET EDINSTWENNAQ KOMPONENTA 4-USKORENIQ F 1,

\KWIWALENTNAQ CENTROSTREMITELXNOMU USKORENI@.o^EWIDNO, ^TO

F 1 =
DV 1

ds
=
dV 1

ds
+

8<
:

1

22

9=
;V 2V 2 = � 
2r

c2(1� �2)
; F1 = �F 1:

(14:38)

oTNOSITELXNO WRA]A@]EJSQ nso OTLI^NOJ OT NULQ KOMPONENTOJ

BUDET

F1̂ = h�
1̂
F� = F1 =


2r

c2(1 � �2): (14:39)

|TO POZWOLQET PROINTEGRIROWATX URAWNENIE (14.31), ^TO DAET

ln " = �
Z 
2r

c2(1� �2)
dr; " = c3

q
1� �2; (14:40)

GDE - S3 - PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, KOTORU@ OPREDELIM DALEE.

tAKIM OBRAZOM, RE[ENIE URAWNENIQ (14.26) SWODITSQ K WIDU

~F k̂l̂ = c3
q
1� �2
k̂l̂: (14:41)

wTOROE URAWNENIE (14.25) PREDSTAWIM W WIDE

�rk̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + c3

q
1� �2
k̂l̂


k̂l̂ = �4���; (14:42)

KOTOROE POSLE ISPOLXZOWANIQ RAWENSTWA


k̂l̂

k̂l̂ =

2�2

r2(1� �2)2
; (14:43)

I RASKRYTIQ KOWARIANTNYH PROIZWODNYH S POMO]X@ WY^ISLEN-

NYH NAMI SIMWOLOW kRISTOFFELQ, POSLE PROSTYH, NO DOWOLXNO

UTOMITELXNYH PREOBRAZOWANIJ, SWODQTSQ K ODNOMU URAWNENI@ WI-

DA

@2	

@r2
+
1� �2

r2
@2	

@�2
+
@2	

@z2
+
1

r

1 + �2

1� �2
@	

@r
+

2c3�
2

r2(1� �2)2
= �4��

�

V0
;
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Â0̂ = 	V0; V0 =
1p

1� �2
: (14:44)

uRAWNENIE (14.44) POZWOLQET W PRINCIPE RE[ATX L@BYE ZADA^I

DLQ SISTEMY ZARQDOW, WMOROVENNYH W KLASSI^ESKU@VESTKU@ RAW-

NOMERNO WRA]A@]U@SQ so, ODNAKO DLQ DOKAZATELXSTWA RABOTO-

SPOSOBNOSTI PREDLOVENNOGO NAMI METODA,MY RE[IM PROSTEJ[U@

ZADA^U, WRA]AQ WOKRUG OSI DLINNYJ POLYJ TONKOSTENNYJ DI\LEK-

TRI^ESKIJ CILINDR S \LEKTROSTATI^ESKIM ZARQDOM NA STENKE.qS-

NO, ^TO PO HARAKTERU RASPREDELENIQ MAGNITNOGO POLQ, \TA ZADA^A

DOLVNA BYTX \KWIWALENTNA ZADA^E O MAGNITNOM POLE BESKONE^NO-

GO SOLENOIDA SO SPLO[NOJ NAMOTKOJ.pOSTOQNNYJ TOK, TEKU]IJ PO

WITKAM SOLENOIDA, \KWIWALENTEN KONWEKTIWNOMU TOKU WRA]A@]E-

GOSQ CILINDRA. bUDEM ISKATX \LEKTROMAGNITNOE POLE WNE ZARQDOW

KAK WNE, TAK I WNUTRI CILINDRA.

uRANENIE (14.44) DLQ RASSMOTRENNOJ ZADA^I SWODITSQ K WIDU

dP

dr
+
1

r

1 + �2

1 � �2P = � 2c3�
2

r2(1� �2)2
; P =

@	

@r
: (14:45)

lEGKO PROWERITX NEPOSREDSTWENNOJ PODSTANOWKOJ, ^TO SUMMA OB-

]EGO RE[ENIQ ODNORODNOGO URAWNENIQ (14.45) I ^ASTNOGO RE[ENIQ

NEODNORODNOGO PREDSTAWIMA W WIDE

P =
c1(1 � �2)

�
� c3
r
; (14:46)

GDE c1 - PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ, KOTORU@ OPREDELIM DALEE.

mOVNO UBEDITXSQ TAKVE, ^TO

�V0@	
@r

= �@Â0̂

@r
+ Â0̂F1̂ =

~F0̂1̂: (14:47)

wY^ISLIM TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ F�� WRA]A@]EGOSQ PO-

LOGO CILINDRA W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH iso.

F�� = h�̂�h
b̂
�
~F�̂b̂ = hk̂�h

l̂
�
~Fk̂l̂ + h0̂�h

l̂
�
~F0̂l̂ + h0̂�h

l̂
�
~Fl̂0̂ =

= "
�� +
@Â0̂

@r
(V��

1
� � V��

1
�) + Â0̂(V�F� � V�F�): (14:48)

oTLI^NYMI OT NULQ W POSLEDNEM WYRAVENII BUDUT TOLXKO F01 =

�F10 I F12 = �F21 KOMPONENTY TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ,

DLQ KOTORYH IMEEM:

F01 = "
01 �
�@Â0̂

@r
V0 � Â0̂V0F1

�
=

1

�

�
c3



c
� c1

�
; (14:49)
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F12 = "
12 + V2V0
@	

@r
= �c1r: (14:50)

oTMETIM, ^TO POSLEDNIE WYRAVENIQ DLQ TENZORA POLQ ZADANY

W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH.

uDOBNEE DLQ SRAWNENIQ SO STANDARTNOJ ZAPISX@ DLQ TENZORA PO-

LQ PEREJTI K DEKARTOWYM KOORDINATAM. tAK KAK x1 = r cos',

x2 = r sin', x3 = z, TO KOMPONENTA F 0
12 W DEKARTOWYH KOORDINA-

TAH SWQZANA S KOMPONENTOJ F12 W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH W

SOGLASII S ZAKONOM PREOBRAZOWANIQ TREHMERNYH TENZOROW

F12 = F 0
12

@x1

@r

@x2

@'
+ F 0

21

@x2

@r

@x1

@'
= rF 0

12: (14:51)

nO W DEKARTOWYH KOORDINATAH iso W SOGLASII SOPREDELENIEM

[7], KOTOROE ZDESX ISPOLXZUETSQ, F 0
12 = �Hz. oTS@DA I IZ (14.50)

IMEEM DLQ MAGNITNOGO POLQ WYRAVENIE

Hz = c1: (14:52)

oPREDELIM POSTOQNNYE c1 I c3. rASSMOTRIM RE[ENIE DLQ \LEK-

TROMAGNITNOGO POLQ WNUTRI OBOLO^KI CILINDRA. |LEKTRI^ESKOE

POLE F01 = Er WNUTRI CILINDRA W iso DOLVNO BYTX RAWNO NUL@.

oTKUDA NAHODIM IZ (14.49), PRIRAWNIWAQ \TO WYRAVENIE NUL@,

^TO

c1 = S3



c
: (14:53)

Hz = S3



c
: (14:54)

pOSTOQNNU@ c3 MOVNO OPREDELITX IZ WNE[NEGO RE[ENIQ DLQ \LEK-

TRI^ESKOGO POLQ, KOTOROE PRI OTSUTSTWII WRA]ENIQ IZ PRINCIPA

SOOTWETSTWIQ DOLVNO SOWPADATX SO STATI^ESKIM POLEM WNE ZARQ-

VENNOGO CILINDRA. oTKUDA IMEEM PRI c1 = 0

Er =
2�

r
=
c3
r
; c3 = 2�; (14:55)

GDE � - PLOTNOSTX ZARQDA NA EDINICU DLINY CILINDRA. iTAK, PO-

LU^ILI ZARANEE OVIDAEMYJ REZULXTAT. wNUTRI CILINDRA \LEK-

TRI^ESKOE POLE RAWNO NUL@, A MAGNITNOE POSTOQNNO, OTLI^NO OT

NULQ I RAWNO

Hz =
2
�

c
= const; ~E = 0 PRI r < R; (14:56)
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GDE R - RADIUS CILINDRA. wNE CILINDRA W SILU c1 = 0 RAWNO NUL@

MAGNITNOE POLE, A \LEKTRI^ESKOE POLE OTLI^NO OT NULQ.

Er =
2�

r
; ~H = 0 PRI r > R; (14:57)

wY^ISLIM WELI^INU MAGNITNOGO POLQ ^EREZ KONWEKTIWNYJ TOK

NA EDINICU DLINY. o^EWIDNO, ^TO � = jT , GDE j - KONWEKTIWNYJ

TOK ^EREZ EDINICU DLINY, A T - PERIOD OBRA]ENIQ CILINDRA.

pODSTAWLQQ W (14.56), NAHODIM

Hz =
4�j

c
= const; PRI r < R; (14:58)

^TO W TO^NOSTI SOWPADAET S POLEM WNUTRI BESKONE^NOGO IDEALX-

NOGO SOLENOIDA. pROWEDENNYJ ZDESX PODROBNYJ RAS^ET QWLQETSQ

NEKOTOROJ TESTOWOJ ZADA^EJ PRAWOMERNOSTI POSTROENNOGO NEGOLO-

NOMNOGO APPARATA PREOBRAZOWANIQ URAWNENIJ \LEKTRODINAMIKI

IZ iso W nso I OBRATNO. wY^ISLIW ZNA^ENIQ POSTOQNNYH c1 I

c3, WOZWRATIMSQ K ANALIZU \LEKTROMAGNITNOGO POLQ WRA]A@]EG-

SQ POLOGO CILINDRA S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ, SWQZANNOGO S

\TIM CILINDROM. o^EWIDNO, ^TO SOOTNO[ENIE MEVDU POSTOQNNY-

MI (14.53) BUDET SPRAWEDLIWYM WNUTRI CILINDRA KAK W iso, TAK

I W nso, ODNAKO \TO UVE NE PRIWEDET K OBRA]ENI@ W NOLX \LEK-

TRI^ESKOGO POLQ WNUTRI CILINDRA. |LEKTRI^ESKOE POLE WNUTRI

CILINDRA W nso OTLI^NO OT NULQ I MENQETSQ PO ZAKONU

~Er = ~F0̂1̂ = �
@Â0̂

@r
+ Â0̂F1̂ =

2��2

r

1p
1� �2

; PRI r < R;

(14:59)

dLQ MALYH � POSLEDNEE SOOTNO[ENIE SWODITSQ K WIDU

~Er = ~F0̂1̂ =
2��2

r
=
2�
2r

c2
: PRI r < R; (14:60)

iZ POSLEDNEJ FORMULY WIDNO, ^TO W nso \LEKTRI^ESKOE POLE W

CENTRE CILINDRA RAWNO NUL@, I DALEE LINEJNO WOZRASTAET, DOSTI-

GAQ NA RADIUSE CILINDRA MAKSIMUMA, ODNAKO POLE NA WNUTRENNEJ

GRANICE SOSTAWLQET WELI^INU PORQDKA �2 OT POLQ NA NARUVNOJ

GRANICE. wNE CILINDRA W nso (KAK I W iso) c1 = 0. rAWENSTWO

NUL@ c1 WYTEKAET TAKVE IZ FIZI^ESKOGO TREBOWANIQ UMENX[ENIQ

POLQ S ROSTOM r. pO\TOMU POLU^AEM DLQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ WY-

RAVENIE

~Er = ~F0̂1̂ =
2�

r

1p
1� �2

; PRI r > R; (14:61)
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iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET, ^TO FORMULA PRIMENIMA DLQ

KONE^NYH RASSTOQNIJ, DLQ KOTORYH � < 1. |TA TRUDNOSTX QWLQ-

ETSQ TIPI^NOJ DLQ KLASSI^ESKOJ WRA]A@]EJSQ so. pRI NA[EM

OPISANII WRA]A@]EJSQ VESTKOJ so, IZLOVENNOM W GLAWE PERWOJ,

TAKOJ TRUDNOSTI WOZNIKNUTX W PRINCIPE NE MOVET.

iSSLEDUEM POWEDENIE MAGNITNOGO POLQ W nso. w SOGLASII S

FORMULOJ (14.41)
~Fk̂l̂ = c3

q
1 � �2
k̂l̂: (14:62)

oTLI^NOJ OT NULQ KOMPONENTOJ TENZORA UGLOWOJ SKOROSTI WRA]E-

NIQ W nso BUDET 
1̂2̂, DLQ KOTOROJ IZ (14.43) IMEEM


1̂2̂
1̂2̂
̂
1̂1̂
̂2̂2̂ =

�2

r2(1 � �2)2 : (14:63)

iSPOLXZUQ (14.36), WYBRAW OTRICATELXNYJ KORENX DLQ 
1̂2̂, NAHO-

DIM


1̂2̂ = �
�

(1 � �2)
3
2

; ~F1̂2̂ = �c3
�

1� �2
: (14:64)

wNUTRI I WNE CILINDRA POSTOQNNAQ c3 = 2�. oBRA]AEM WNIMANIE,

^TO W nso MAGNITNOE POLE OTLI^NO OT NULQ KAK WNUTRI, TAK I

WNE CILINDRA. fIZI^ESKIJ SMYSL \TOGO SWQZAN S TEM OBSTOQTELX-

STWOM, ^TO MAGNITNOE POLE W nso OPREDELQETSQ TENZOROM UGLOWOJ

SKOROSTI WRA]ENIQ BAZISA nso. |TOT TENZOR OTLI^EN OT NULQ KAK

WNUTRI, TAK I WNE CILINDRA. mAGNITNOE POLE W iso OPREDELQET-

SQ KONWEKTIWNYMI TOKAMI WRA]A@]EGOSQ CILINDRA. iZ ZAKONA,

OPREDELQ@]EGO MAGNITNOE POLE PO ZADANNOMU TOKU, SLEDUET, ^TO

MAGNITNOE POLE BUDET LI[X WNUTRI CILINDRA. wO WRA]A@]EJSQ

nso KONWEKTIWNYJ TOK TOVDESTWENNO RAWEN NUL@, A MAGNITNOE

POLE OTLI^NO OT NULQ WO WSEM PROSTRANSTWE.

fIZI^ESKIJ SMYSL IME@T NE AFFINNYE, A TETRADNYE KOMPO-

NENTY TENZORA POLQ. t.K. METRIKA (14.36) ORTOGONALXNA, TO DLQ

POSTROENIQ POLQ TETRAD MOVNO WEKTORY ORTOREPERA ~e� SOWMES-

TITX S WEKTORAMI AFFINNOGO REPERA I POLE TETRAD ZAPISATX W

WIDE:

e�(�) =
���q
jg��j

; e(�)� = ���
q
jg��j; (14:65)

GDE SUMMIROWANIE PO � OTSUTSTWUET.tETRADNYE KOMPONENTY TEN-

ZOROW SOWPADA@T S "FIZI^ESKIMI". nAPRIMER, DLQ OTLI^NOJ OT

NULQ PROSTRANSTWENNOJ KOMPONENTY TENZORA POLQ, SWQZANNOJ S
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MAGNITNYM POLEM, IMEEM

~F (1̂)(2̂) = �2�

c

1p
1� �2

= � ~Hz; PRI 0 < r <
c



: (14:66)

oTMETIM, ^TO AFFINNAQ KOMPONENTA POLQ ~Er = ~F0̂1̂ AWTOMATI^ES-

KI SOWPADAET S TETRADNOJ W SILU HARAKTERA METRIKI (14.36).

wYQSNIM WKLAD W "ABSOL@TNOE" MAGNITNOE POLE EGO "OTNOSI-

TELXNYH" I "PERENOSNYH" SOSTAWNYH ^ASTEJ. iZ (14.26) I (14.29)

NAHODIM DLQ OTNOSITELXNOGO TENZORA MAGNITNOGO POLQ WYRAVE-

NIE

F̂k̂l̂ =
~Fk̂l̂ � 2
k̂l̂Â0̂ = ("� 2Â0̂)
k̂l̂ (14:67)

tAK KAK Â0̂ = V0	, TO DLQ WY^ISLENIQ F̂k̂l̂ DOSTATO^NO WY^IS-

LITX 	 KAK WO WNUTRENNEJ, TAK I WO WNE[NEJ OBLASTQH CILINDRA.

s^ITAQ, ^TO W CENTRE CILINDRA PRI RAWNOJ NUL@ NAPRQVENNOSTI

\LEKTRI^ESKOGO POLQ 	(0) = 0 I S^ITAQ TAKVE, ^TO NA POWERH-

NOSTI CILINDRA FUNKCIQ 	 NE TERPIT RAZRYWA, INTEGRIRUQ DLQ

DWUH RAZNYH OBLASTEJ URAWNENIE (14.46) WIDA

d	

dr
=
c1(1� �2)

�
� c3
r
; (14:68)

NAHODIM

	 = ���2; PRI r < R; (14:69)

	 = ��
�
�20 + 2 ln

� r
R

��
; PRI r > R; �0 =


R

c
: (14:70)

|TO DAET DLQ WNUTRENNEGO RE[ENIQ

F̂1̂2̂ = �
2��

(1 � �2)2
; PRI r < R; (14:71)

I DLQ NARUVNOGO

F̂1̂2̂ = �
2��

�
�20 + 2 ln

�
r
R

��

(1 � �2)2 ; PRI r > R: (14:72)

kAK I DLQ INERCIALXNYH SISTEM OS^ETA, TAK I DLQ NEINERCI-

ALXNYH MOVNO SOSTAWITX INWARIANTNYE WELI^INY, OSTA@]IESQ

NEIZMENNYMI PRI PREOBRAZOWANII OT iso K nso I NAOBOROT.

wID INWARIANTOW LEGKO USTANOWITX, ISHODQ IZ SLEDU@]IH LEGKO

PROWERQEMYH RAWENSTW

~F�̂�̂
~F �̂�̂ = F��F

�� = inv: (14:73)
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w ^ASTNOSTI, DLQ NA[EJ ZADA^I WRA]A@]EGOSQ CILINDRA WYRA-

VENIE (14.73) \KWIWALENTNO RAWENSTWU

�
~F1̂2̂

�2
ĝ1̂1̂ĝ2̂2̂ �

�
~F0̂1̂

�2
ĝ0̂0̂ĝ1̂1̂ =

=
�
F12

�2
g11g22 �

�
F01

�2
g00g11 = (Hz)

2 � (Er)
2: (14:74)

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ, ISPOLXZUQ PRODE-

LANNYE WY[E WY^ISLENIQ DLQ POLEJ W iso I nso, ^TO DLQ WNE[-

NEGO RE[ENIQ WELI^INA INWARIANTA RAWNA �(Er)
2, A WNUTRENNEe

RE[ENIE SOOTWETSTWUET INWARIANTU (Hz)
2. ~TO KASAETSQ WTOROGO

IZWESTNOGO INWARIANTA, SOOTWETSTWU@]EGO SKALQRNOMU PROIZWE-

DENI@ \LEKTRI^ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ, TO W SILU ORTOGONALX-

NOSTI \TIH POLEJ \TOT INWARIANT TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. wY-

POLNENIE RAWENSTW (14.74) QWLQETSQ TAKVE KONTROLEM PRODELAN-

NYH WY^ISLENIJ PRI NAHOVDENII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ.

pROWEDEM ANALIZ POLU^ENNYH REZULXTATOW. hARAKTER \LEK-

TROMAGNITNOGO POLQ WRA]A@]EGO POLOGO ZARQVENNOGO CILINDRA

W iso PRIWEL K OVIDAEMOMU REZULXTATU, A IMENNO: MAGNITNOE

POLE WNUTRI CILINDRA POSTOQNNO I SOWPADAET S POLEM SOOTWET-

STWU@]EGO SOLENOIDA, WNE CILINDRA MAGNITNOE POLE OTSUTSTWU-

ET. |LEKTRI^ESKOE POLE WNUTRI CILINDRA RAWNO NUL@, A WNE CI-

LINDRA SOWPADAET S POLEM POKOQ]EGOSQ ZARQVENNOGO CILINDRA.

rEZULXTAT WY^ISLENIJ \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W nso QWLQ-

ETSQ NESKOLXKO NEOVIDANNYM: OBY^NO PRINQTO S^ITATX, ^TO W

MAGNITOSTATIKE MAGNITNOE POLE OBQZANO SWOIM PROISHOVDENIEM

\LEKTRI^ESKOMU TOKU. tAK KAK ZARQVENNYJ CILINDR W nso PO-

KOITSQ, TO TOK W \TOJ SISTEME TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. oDNAKO

MAGNITNOE POLE W nso OKAZALOSX OTLI^NYM OT NULQ NE TOLXKO

WNUTRI CILINDRA, NO TAKVE I WNE EGO. nALI^IE PO^TI POSTOQNNO-

GO MAGNITNOGO POLQ WNE CILINDRA (W REALXNOM SLU^AE W FORMULE

(14.66) MOVNO PRENEBRE^X �2 PO SRAWNENI@ S EDINICEJ) I WNUTRI

EGO, SOWPADA@]EGO S MAGNITNYM POLEM W iso WNUTRI CILIND-

RA (14.56), NA PERWYJ WZGLQD KAVETSQ DOWOLXNO STRANNYM. oD-

NAKO WRA]A@]EESQ SISTEMA QWLQETSQ NEINERCIALXNOJ S DRUGIMI

ZAKONAMI FIZIKI, ^EM W iso. pOQWLENIE W nso MAGNITNOGO PO-

LQ WNE I WNUTRI CILINDRA OBQZANO NALI^I@ WRA]ENIQ, KOTOROE

QWLQETSQ ABSOL@TNYM (14.62). "oTNOSITELXNOSTI WRA]ENIQ" NE

SU]ESTWUET [120]. wTOROJ NEOVIDANNOSTX@ W nso QWLQETSQ PO-

QWLENIE WNUTRI CILINDRA NE RAWNOGO NUL@ \LEKTRI^ESKOGO POLQ,

KOTOROE QWLQETSQ, PRAWDA, W SILU (14.59) WELI^INOJ WTOROGO PO-
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RQDKA MALOSTI �2 PO SRAWNENI@ S NARUVNYM POLEM (14.61). oD-

NAKO PRINCIPIALXNOE SU]ESTWOWANIE POLQ WNUTRI BESKONE^NOGO

ZARQVENNOGO POLOGO CILINDRA, OBRA]A@]EMUSQ W NULX NA OSI,

GOWORIT O TOM, ^TO ISTO^NIKOM \LEKTRI^ESKOGO POLQ QWLQ@TSQ W

nso NE TOLXKO \LEKTRI^ESKIE ZARQDY. |TO, WPRO^EM, SLEDUET IZ

ODNOGO IZ URAWNENIJ mAKSWELLA (13.9) W nso, SOGLASNO KOTOROMU

~r � ~E =
2

c
~
 � ~H + 4���

ISTO^NIKOM \LEKTRI^ESKOGO POLQ MOVET BYTX SKALQRNOE PROIZWE-

DENIE WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI S WEKTOROM MAGNITNOGO POLQ.

sRAWNIM NAJDENNYE NAMI REZULXTATY S REZULXTATAMI DRU-

GIH RABOT NA \TU TEMU. w KNIGE [22] PRIWODITSQ WYRAVENIE DLQ

PREOBRAZOWANIQ \LEKTROMAGNITNYH POLEJ, POLU^ENNOE TAKVE NE-

ZAWISIMO OT [22] I W RABOTE [137]. |TO PREOBRAZOWANIE W WEKTORNOJ

FORME IMEET WID

~E0 = 

�
~E � (~! � ~r)� ~H

c

�
� 
2

c2(1 + 
)
(~! � ~r)~E � (~! � ~r); (14:75)

~H 0 = 

�
~H +

(~! � ~r) � ~E

c

�
� 
2

c2(1 + 
)
(~! � ~r) ~H � (~! � ~r);


 � 1p
1� �2

: (14:76)

w FORMULAH (14.75) I (14.76) [TRIHOWANNYE WELI^INY OTNOSQT-

SQ K WRA]A@]EJSQ nso, A NE[TRIHOWANNYE - K iso. dLQ NA-

[EJ ZADA^I WRA]A@]EGO ZARQVENNOGO POLOGO CILINDRA POSLED-

NIE ^LENY W PRIWEDENNYH FORMULAH IS^EZA@T, POSKOLXKU POLE

SKOROSTEJ so ~! � ~r ORTOGONALXNY POLQM ~E I ~H KAK WNUTRI, TAK

I WNE CILINDRA.mOVNO POKAZATX, ^TO S TO^NOSTX@ DO WYBORA ZNA-

KA WEKTORA UGLOWOJ SKOROSTI ! NAJDENNYE NAMI WELI^INY POLEJ

DLQ ^ASTNOGO SLU^AQ WRA]A@]EGOSQ POLOGO ZARQVENNOGO CILIND-

RA SOWPADA@T S ANALOGI^NYMI WELI^INAMI [22], [137].

nALI^IE S TO^KI ZRENIQ WRA]A@]EJSQ so WNUTRI CILINDRA

\LEKTRI^ESKOGO POLQ KAZALOSX BY DOLVNO PRIWESTI K RADIALXNO-

MU DWIVENI@ ZARQDA POKOQ]IMUSQ W iso WNUTRI POLOSTI CI-

LINDRA. oDNAKO \TO NE TAK.

iZ POLU^ENNOGO RE[ENIQ S TO^KI ZRENIQ iso O^EWIDNO, ^TO

WNUTRI CILINDRA \LEKTRI^ESKOGO POLQ NET, A PO OTNO[ENI@ K

MAGNITNOMU POKOQ]IJSQ W iso PROBNYJ ZARQD WNUTRI POLOS-

TI NEPODWIVEN. pO\TOMU NIKAKIH SIL NA PROBNYJ ZARQD WNUTRI
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WRA]A@]EGOSQ ZARQVENNOGO CILINDRA S TO^KI ZRENIQ iso NE

DEJSTWUET. sITUACIQ S PROBNYM ZARQDOM \KWIWALENTNA POME]E-

NI@ \TOGO ZARQDA WNUTRX SOLENOIDA I POKOQ]EGOSQ OTNOSITELXNO

POSLEDNEGO.

s TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ, NAHODQ]EGOSQ NA WRA]A@]EM-

SQ CILINDRE, POKOQ]IJSQ W iso ZARQD BUDET PO OTNO[ENI@ K

nso DWIGATXSQ PO OKRUVNOSTI RADIUSA r SO SKOROSTX@ �
r W
OBRATNU@ STORONU WRA]A@]EMUSQ DISKU. rELQTIWISTSKIE FOR-

MULY PREOBRAZOWANIQ URAWNENIJ DWIVENIQ OT nso K iso I OB-

RATNO PODROBNO RAZOBRANY NAMI W RAZDELE 11. sEJ^AS NAM WAVNO,

NE OSLOVNQQ SU]ESTWA DELA, WYQSNITX IZMENITXSQ LI RADIALXNAQ

KOMPONENTA WNE[NEJ SILY SO STORONY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ S

TO^KI ZRENIQ nso, ESLI S TO^KI ZRENIQ iso ONA RAWNQLASX NUL@.

w NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE [138] URAWNENIE DWIVENIQ MATERI-

ALXNOJ TO^KI OTNOSITELXNO RAWNOMERNO WRA]A@]EJSQ SISTEMY

OTS^ETA IMEET WID

m
d~v

dt
= ~F + 2m[~v~
] +m[~
[~r~
]]; (14:77)

GDE ~v - OTNOSITELXNAQ SKOROSTX, ~F - SILA NA ^ASTICU SO STORO-

NY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ. eSLI WNUTRI POLOSTI ^ASTICA NEPO-

DWIVNA OTNOSITELXNO iso, TO ~v = �[~
~r]. pODSTANOWKA POSLEDNE-
GO SOOTNO[ENIQ W (14.77) PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

~F = 0; (14:78)

KOTOROE \KWIWALENTNO TOMU, ^TO SUMMA SILY kORIOLISA S CENTRO-

BEVNOJ OBUSLAWLIWAET OTNOSITELXNOE CENTROSTREMITELXNOE USKO-

RENIE. sILA ~F SO STORONY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ NA PROBNU@

^ASTICU W POLOSTI CILINDRA SKLADYWAETSQ IZ SUMMY SIL SO STO-

RONY \LEKTRI^ESKOGO POLQ (14.59) I SO STORONY MAGNITNOGO POLQ

(14.66).pUSTX PROBNYJ ZARQD q, POKOQ]IJSQ W POLOSTI W iso, PO-

LOVITELEN I CILINDR TAKVE ZARQVEN POLOVITELXNO. tOGDA O^E-

WIDNO, ^TO SILA SO STORONY \LEKTRI^ESKOGO POLQ NAPRWLENA PO

RADIUSU OT CENTRA, A SILA SO STORONY MAGNITNOGO - PO RADIUSU K

CENTRU. sUMMIROWANIE DAET

F = q
�
~Er�v

c
~Hz

�
= q

�2��2
r

1p
1� �2

�v
c

2�


c

1p
1� �2

�
= 0: (14:79)

iTAK, KAK I SLEDOWALO OVIDATX, OTUTSTWIE RADIALXNOGO DWIVE-

NIQ ^ASTICY QWLQETSQ INWARIANTNYM FAKTOROM KAK IZ iso, TAK
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I IZ nso. oTMETIM, ^TO POSLEDNQQ FORMULA QWLQETSQ RELQTI-

WISTSKOJ.

15. CRAWNENIE \LEKTROMAGNITNYH POLEJ W nso

mELLERA

I W nso W PROSTRANSTWE POSTOQNNOJ KRIWIZNY.

dISKUSSIQ

uRAWNENIQ \LEKTRODINAMIKI W nso c S ZADANNOJ STRUKTUROJ

WNE[NE NE OTLI^A@TSQ OT URAWNENIJ \LEKTRODINAMIKI PRI NA-

LI^II GRAWITACIONNOGO POLQ [7], GDE METRI^ESKIE KO\FFICIENTY

OPREDELQ@TSQ IZ (2.18). uRAWNENIQ mAKSWELLA DLQ nso S ZADAN-

NOJ STRUKTUROJ I USLOWIQ lORENCA BUDUT IMETX WID [7]

1p�g
@

@y�

�p�gF ��
�
= �4�j

�

c
;

1p�g
@

@y�

�p�gA�
�
= 0: (15:1)

pO\TOMU PRIWEDEM TOLXKO PROSTEJ[IE SOOTNO[ENIQ, BAZIRU-

@]IESQ NA KONKRETNOM WIDE METRIKI (2.18). w KA^ESTWE PRIMERA

RASSMOTRIM ODIN IZ "WE^NYH WOPROSOW" [27] O POLE PRI RAWNO-

MERNO USKORENNOM DWIVENII ZARQDA. iZ (15.1) I METRIKI (2.18)

NAHODIM IZ USLOWIJ lORENCA RE[ENIE

A1 = Qa exp(�ay1); A2 = A3 = 0; a � a0
c2
: (15:2)

dLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA a0, WMOROVENNOGO W NA^ALO KO-

ORDINAT nso, STATI^ESKIE URAWNENIQ mAKSWELLA PRI WYPOLNE-

NII USLOWIJ lORENCA SWODQTSQ K WIDU

1p�g
@

@y1

�p�gg00@A0

@y1

�
+ g00

�@2A0

@y22
+
@2A0

@y32

�
= �4�j

0

c
(15:3)

ILI POSLE UPRO]ENIJ

�A0 � a
@A0

@y1
= �4�Qeay1�(y1)�(y2)�(y3): (15:4)

rE[ENIE (15.4) I]EM W WIDE.

A0 = u(y1; y2; y3) exp(�y1); � =
a

2
: (15:5)

pOSLE ^EGO URAWNENIE DLQ u SWEDETSQ K FORME

�u� a2

4
u = �4�Q exp

�ay1
2

�
�(y1)�(y2)�(y3); (15:6)
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a EGO RE[ENIE

u =
Q

r
exp

�
�ar
2

�
: (15:7)

oTMETIM, ^TO HOTQ PROSTRANSTWO (2.18) - RIMANOWO, NO EGO PRO-

STRANSTWENNOE SE^ENIE EWKLIDOWO, W KOTOROM SU]ESTWUET RADIUS -

WEKTOR.iZ RASSMOTRENNOGO SLEDUET, ^TO RE[ENIE URAWNENIQ (15.4)

IMEET WID

A0 =
Q

r
exp

�
�a0r(1� cos �)

2c2

�
: (15:8)

dLQ NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ ~E IMEEM

~E =
Q

r2
exp

�
�a0r(1� cos �)

2c2

��~r
r
+
a0r

2c2

�~r
r
�~i

��
; (15:9)

GDE r - TREHMERNOE ( EWKLIDOWO ) RASSTOQNIE OT NA^ALA KOORDINAT

, SOWPADA@]IM S ZARQDOM, DO TO^KI NABL@DENIQ, � - UGOL MEVDU

RADIUSOM - WEKTOROM ~r I ~i, ~i = ~a0=j ~ao j.
dLQ UDOBSTWA PREOBRAZOWANIJ MEVDU so PEREPI[EM RE[ENIQ

W TENZORNOJ FORME. oTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY TENZORA POLQ

F0k = �Fk0 IME@T WID W SOGLASII S (15.9)

F0k =
Q

r2
exp

�
�a0r(1� cos �)

2c2

��
nk +

a0r

2c2

�
nk � �1k

��
; (15:10)

nk - EDINI^NYJ WEKTOR WDOLX r W TREHMERNOM PROSTRANSTWE S MET-

RIKOJ �kl.

dLQ PROSTRANSTWENNYH KOMPONENT TENZORA \LEKTROMAGNITNO-

GO POLQ Fkl IMEEM IZ (15.2)

Fkl = 0: (15:11)

|TO OZNA^AET, ^TO MAGNITNOE POLE W nso OTSUTSTWUET. kAK IZ-

WESTNO [7], TENZOR \NERGII - IMPULXSA t�� \LEKTROMAGNITNOGO PO-

LQ W KRIWOLINEJNYH KOORDINATAH MOVNO PREDSTAWITX W WIDE.

T�� =
1

4�

�
�F��F�� + 1

4
F�
F

�
g��
�
; (15:11)

iZ (2.18), (15.10), (15.11) SLEDUET, ^TO WEKTOR pOJNTINGA Sk =

cT0k
Sk = 0; (15:12);

^TO OZNA^AET OTSUTSTWIE W nso IZLU^ENIQ. pEREHOD W KWAZI -

iso DAETSQ W SOOTWETSTWII S PRAWILAMI RAZDELA 3 I PRIWODIT K
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ZAKONU DWIVENIQ, WZQTOMU IZ SOOTNO[ENIJ (3.5), (3.6).

y1 = x1 +
c2

a0
ln j cos(a0S=c2) j;

y0 =
c2

a0
tan(a0S=c

2) exp(�a0x1=c2): (15:13):

iZ (15.13), W SOGLASII S OBY^NYM PRAWILAM PREOBRAZOWANIQ TEN-

ZOROW, IMEEM

~F�� =
@y�

@x�
@y�

@x�
F��: (15:14):

oTKUDA NAHODIM

~F0p =
exp(�a0x1=c2)
cos2(a0x0=c2)

�
F0p � sin2(a0x

0=c2)�1pF01

�
; (15:15):

~Fkl = exp(�a0x1=c2) tan(a0x0=c2)
�
�1l F0k � �1kF0l

�
: (15:16):

pEREHOD K \TALONNYM KOORDINATAM OSU]ESTWLQEM PO PRAWILU

F �
�� =

@x�

@X�

@x�

@X�
~F��;

x0 =
c2

a0
arccos

�
exp

�
1�

vuut1 + a02T 2

c2

��
; (15:18)

GDE W SOGLASII S (6.1) PREOBRAZUEM TOLXKO WREMENNU@ KOORDINATU

t, WYRAVAQ EE ^EREZ WREMQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO T , I OSTAW-

LQQ PROSTRANSTWENNYE KOORDINATY NEIZMENNYMI, T.E x1 = X1,

x2 = X2, x3 = X3. w REZULXTATE POLU^IM

F �
0k =

p
g00 ~F0k; F �

kl = ~Fkl; (15:19)

GDE g00 WREMENNAQ KOMPONENTA METRI^ESKOGO TENZORA W \TALONNYH

KOORDINATAH (6.2).

s POMO]X@ TETRAD (7.1) NAJDEM TETRADNYE KOMPONENTY TEN-

ZORA POLQ W \TALONNYH KOORDINATAH

F �
(�)(�) = e�(�)e

�
(�)F

�
�� =

F �
��q

jg��j
q
jg��j

: (15:20)

s^ITAQ TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ INWARIANTOM SOOTWET-

STWIQ, I OTOVDESTWLQQ TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA POLQ W

\TALONNYH KOORDINATAH S AFFINNYMI KOMPONENTAMI W iso (2.4),
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POLU^IM S WYRAVENIQ DLQ KOMPONENT NAPRQVENNOSTEJ \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH W WIDE:

Ex =
Q

r2
exp

�
�a0r(1 + cos �)

2c2

��
cos �

�
1 +

a0r

2c2

�
� a0r

2c2

�
; (15:21)

E� =
Q�

r3

�
1+

a0r

2c2

�
exp

�
�a0r(1 + cos �)

2c2
� 1+

vuut1 + a02c2

T 2

�
; (15:22)

GDE � - POLQRNYJ RADIUS , �2 = (x2)2 + (x3)2 = (y2)2 + (y3)2. wE-

LI^INA r2 = �2 + (y1)2 MOVET BYTX WYRAVENA ^EREZ KOORDINATY

iso S POMO]X@ ZAKONA DWIVENIQ (2.5) ILI (3.9) I SOOTNO[ENIQ

(6.1) I IMEET WID

r2 = �2 +
�
x1 + (c2=a0)(1 �

q
1 + a02T 2=c2)

�2
;

cos � OPREDELQETSQ IZ FORMULY cos � = y1=r, GDE y1 OPREDELQETSQ

WYRAVENIEM W KWADRATNYH SKOBKAH W r2. wY^ISLENIE MAGNITNOGO

POLQ PRIWODIT K SOOTNO[ENIQM:

H� = sin(a0t=c)E�; H� = Hx = 0; (15:23)

GDE t SWQZANO SO WREMENEM iso t FORMULOJ (6.1). pRIWEDEM DLQ

SRAWNENIQ REZULXTATY bORNA [28], [34], PEREPISANNYE W NA[IH

OBOZNA^ENIQH.

~E� = 8Q
c4

a20

�(x1 + c2=a0)

R3
; ~H� = ~Hx = 0; ~H� = 8Q

c4

a20

�cT

R3
;

~Ex = �4Qc
4

a20

�2 � (x1 + c2=a0)
2 + c2T 2 + c4=(a0)

2

R3
; ~E� = 0;

R =

s�
�2 + (x1 + c2=a0)2 � c2T 2 � c4=a02

�2
+ 4�2c4=a02: (15:24)

pROWEDEM NEKOTORYJ PREDWARITELXNYJ ANALIZ POLU^ENNOGO NAMI

RE[ENIQ DLQ POLQ TO^E^NOGO ZARQDA W PROSTRANSTWE-WREMENI PO-

STOQNNOJ KRIWIZNY I SRAWNIM EGO S RE[ENIEM bORNA. iZ RE[ENIQ,

POLU^ENNOGO NAMI, W ^ASTNOSTI SLEDUET, ^TO OTNO[ENIE

H�

E�
= sin(a0t=c) =

s�
1� exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

��
; � =

a0T

c
:

(15:25)

iZ RE[ENIQ bORNA PODOBNOE OTNO[ENIE W SOGLASII S (15.24) IMEET

WID
~H�

~E�

=
cT

x1 + c2=a0
=

1s
1 +

�
y1

cT
+ 1

�

� < 1: (15:26)
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iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET, ^TO cT < x1 = c2=a0. tOLXKO

PRI \TOM USLOWII g00 KOMPONENTA METRIKI mELLERA POLOVITELX-

NA.

aNALIZ POLU^ENNYH REZULXTATOW POKAZYWAET , ^TO DLQ KOMPO-

NENT NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ Ex I E� RAZLOVENIE W

RQD PO STEPENQM (a20T
2=c2), (a0y

1=c2), (a0r=c
2) PRIWODIT S U^ETOM

UKAZANNYH ^LENOW K ANALOGI^NOMU RAZLOVENI@, POLU^ENNOMU IZ

RE[ENIQ m. bORNA.

wOPROS OB IZLU^ENII ZARQDA, DWIVU]EGOSQ RAWNOUSKORENNO,

QWLQETSQ DISKUSSIONNYM. pOSLE WYHODA OBZORNOJ RABOTY [27], W

REZ@ME KOTOROJ AWTOR POS^ITAL " WE^NYJ WOPROS " KLASSI^ESKOJ

FIZIKI ZAKRYTYM , POQWILISX RABOTY [29 - 35], W KOTORYH DIS-

KUSSIQ BYLA PRODOLVENA. nAPRIMER, W RABOTE [34] NALI^IE IZLU-

^ENIQ W nso SWQZYWAETSQ S WOZMOVNOSTX@ g00 KOMPONENTE METRI-

^ESKOGO TENZORA IMETX OTRICATELXNOE ZNA^ENIE, ^TO DLQ METRIKI

mELLERA \KWIWALENTNO PEREHODU W KOMPLEKSNU@ PLOSKOSTX DLQ

PROSTRANSTWENNYH PEREMENNYH I WREMENI. pEREHOD OT METRIKI

mELLERA K METRIKE uJTTEKERA NE MENQET SUTI DELA, T.K. SWQZX

MEVDU DWUMQ METRIKAMI OPREDELQETSQ ZAMENOJ LAGRANVEWOJ KO-

ORDINATY y1 DRUGOJ LAGRANVEWOJ KOORDINATOJ z PO FORMULE

y1 = (c2=a0)((1 + 2a0z=c
2)1=2 � 1);

KOTORAQ PEREWODIT METRIKUmELLERA (2.12) W METRIKU uJTTEKERA.

dS2 =
�
1 +

2a0z

c2

�
c2(dT )2 �

�
1 +

2a0z

c2

��1
(dz)2 � (dy2)2 � (dy3)2:

(15:24)

g00 KOMPONENTA METRIKI (2.12) SWQZYWAETSQ S ANALOGI^NOJ KOM-

PONENTOJ METRIKI uJTTEKERA SOOTNO[ENIEM

(y1a0=c
2 + 1)2 = (1 + 2a0z=c

2)

I TREBOWANIE OTRICATELXNOSTI g00 W METRIKE uJTTEKERA PRIWO-

DIT K KOMPLEKSNOSTI y1 W METRIKE mELLERA.

s DRUGOJ STORONY, KAK POKAZANO W [4], W METRIKE mELLERA

SU]ESTWUET " GORIZONT ", T.E. TAKAQ nso MOVET BYTX REALIZO-

WANA TELAMI KONE^NYH RAZMEROW WDOLX NAPRAWLENIQ DWIVENIQ.

eSLI W NA^ALXNYJ MOMENT TELO POKOILOSX, A POTOM STALO DWI-

GATXSQ RAWNOUSKORENNO KAK EDINOE CELOE, TO NA^ALXNYE RAZME-

RY \TOGO TELA OGRANI^ENY NERAWENSTWOM �c2=a0 < y1 < 1. |TO

NERAWENSTWO W PEREMENNYH |JLERA \KWIWALENTNO SOOTNO[ENI@
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(1+ a0x
1=c2) > a0T=c, OPREDELQ@]EMU DOPUSTIMU@ OBLASTX OPRE-

DELENIQ ZNA^ENIJ KOORDINAT I WREMENI W iso, ZANIMAEMU@ DWI-

VU]IMSQ TELOM. kAK POKAZANO W [34], PRI ANALIZE RE[ENIQ bOR-

NA PRI SPRAWEDLIWOSTI POSLEDNEGO NERAWENSTWA W FIKSIROWANNYJ

MOMENT WREMENI T POLQ NE OBRAZU@T WOLNOWOJ ZONY I, SLEDOWA-

TELXNO, IZLU^ENIE OTSUTSTWUET. iMENNO \TA TO^KA ZRENIQ NA[LA

OTRAVENIE W IZWESTNOJ KNIGE w. pAULI [36].

tREBOWANIE [34] RAS[IRITX PROSTRANSTWO - WREMQ iso NA OB-

LASTX KOMPLEKSNYH ZNA^ENIJ KOORDINAT I WREMENI PRIWODIT K

OBRAZOWANI@ WOLNOWOJ ZONY ZA " GORIZONTOM ", FIZI^ESKIJ SMYSL

KOTOROJ S NA[EJ TO^KI ZRENIQ WESXMA TUMANEN. w RABOTAH [29 -

32], [35] RASSMATRIWAETSQ TAK NAZYWAEMYJ INWARIANTNYJ KRITE-

RIJ IZLU^ENIQ, SMYSL KOTOROGO SWODITSQ K RAZBIENI@ \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ DWIVU]EGOSQ ZARQDA NA "SWQZANNU@" I " SWO-

BODNU@" ^ASTI. pOLNYJ TENZOR \NERGII - IMPULXSA \LEKTROMAG-

NITNOGO POLQ, RAZLOVENNYJ NA ^ASTI, UDOWLETWORQET W CELOM I PO

OTDELXNOSTI ZAKONAM SOHRANENIQ. oPIRAQSX NA OPREDELENIE [33],

WWODITSQ nso, SLEDU@]AQ ZA POLEM, DLQ NABL@DATELEJ W KOTOROJ

WEKTOR pOJNTINGA WO WSEH TO^KAH RAWEN NUL@. oDNAKO, ISHODQ IZ

PRINQTOGO RAZLOVENIQ POLQ NA SWQZANNU@ I IZLU^ENNYE ^ASTI,

OBRA]ENIE W NULX WEKTORA pOJNTINGA NE OZNA^AET S TO^KI ZRENIQ

TAKOJ IDEOLOGII OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ W DANNOJ nso. w TAKIH

nso POTOK \NERGII SWQZANNOGO POLQ KAK BY POLNOSTX@ KOMPENSI-

RUET POTOK \NERGII IZLU^ENIQ. nA NA[ WZGLQD TAKOE DELENIE NA

SWQZANNOE POLE I POLE IZLU^ENIQ NESKOLXKO ISKUSSTWENNO. sUM-

MARNYJ NOLX WSEGDA MOVNO RAZDELITX NA DWE ILI BOLX[EE ^ISLO

NENULEWYH ^ASTEJ, I WOPROS IZLU^AET ILI NET ZARQD, SOWER[A@-

]IJ GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE, OSTAETSQ OTKRYTYM.

nA NA[ WZGLQD PRI^INA WOZNIKNOWENIQ PARADOKSA SOSTOIT W

SLEDU@]EM :

~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIJ mAKSWELLA W FORME ZAPAZDYWA@-

]IH POTENCIALOW ILI RE[ENIE DLQ POTENCIALOW lIENARA - wI-

HERTA W SLU^AE TO^E^NOGO ZARQDA UVE PO SWOEJ STRUKTURE PRED-

POLAGAET NALI^IE IZLU^ENIQ W SISTEME. t.E. IZ RE[ENIQ lIENARA

- wIHERTA MOVNO SDELATX ZAKL@^ENIE: "iZLU^A@]IJ ZARQD DWI-

VETSQ USKORENNO." oBRATNOE UTWERVDENIE :" zARQD , DWIVU]IJSQ

USKORENNO, - IZLU^AET", NA NA[ WZGLQD NE WSEGDA SPRAWEDLIWO. pO-

ISK ^ASTNOGO RE[ENIQ ZAWISIT NE NE TOLXKO OT WIDA URAWNENIQ, NO

I OT FIZI^ESKOJ SITUACII. nAPRIMER, RE[AQ URAWNENIQ mAKSWEL-

LA WNE UEDINENNOGO POKOQ]EGOSQ TO^E^NOGO ZARQDA MY WYBIRAEM
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STATI^ESKOE RE[ENIE WMESTO WOLNOWOGO.

rASSMOTRIM WTOROJ PRIMER. w POSTOQNNOM POLE TQVESTI (W

NX@TONOWSKOJ TEORII) NA NITI WISIT POKOQ]IJSQ ZARQD. dRUGOJ

TAKOJ VE ZARQD PODWE[EN W RAKETE , LETQ]EJ S USKORENIEM RAWNYM

ZEMNOMU WDALI OT GRAWITIRU@]IH TEL. sILY NATQVENIQ NITI W

\TIH SLU^AQH ODINAKOWY. t.K. FIZI^ESKIE SITUACII W KAVDOJ IZ

\TIH SISTEM \KWIWALENTNY, TO DOLVNY BYTX \KWIWALENTNY I RE-

[ENIQ URAWNENIJ mAKSWELLA. nO RE[ENIQ W PERWOJ SISTEME, O^E-

WIDNO, - STATI^ESKIE, SLEDOWATELXNO, DOLVNY BYTX STATI^ESKIMI

I RE[ENIQ WO WTOROJ SISTEME. wTORAQ SISTEMA - ESTX RAWNOUSKO-

RENNAQ nso. tAKIM OBRAZOM, W WOPROSE O POLE ZARQDA, SOWER[A@-

]EGO GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE, MY RAZDELQEM TO^KU ZRENIQ m.

bORNA, w. pAULI I w. gINZBURGA, ^TO ZARQD DWIVU]IJSQ GIPER-

BOLI^ESKI DOSTATO^NO DOLGO NE IZLU^AET I " NAPROTIW, ESLI DWA

PRQMOLINEJNYH RAWNOMERNYH DWIVENIQ PEREWODQTSQ ODNO W DRU-

GOE S POMO]X@ GIPERBOLI^ESKOGO DWIVENIQ , TO IZLU^ENIE IMEET

MESTO" [36], [27].

nAMI PREDLAGAETSQ SLEDU@]IJ KRITERIJ OTSUTSTWIQ IZLU^E-

NIQ DWIVU]IMSQ ZARQDOM ( ILI SISTEMOJ ZARQDOW ).

eSLI ZARQD (ILI SISTEMA ZARQDOW) WMOROVEN W DWIVU]EESQ

VESTKOE W SMYSLE bORNA TELO I ESLI DLQ NABL@DATELQ W \TOJ

nso URAWNENIQ mAKSWELLA DOPUSKA@T STACIONARNOE RE[ENIE

DLQ POLEJ, SOZDAWAEMYH \TIM ZARQDOM (SISTEMOJ ZARQDOW), TO

TAKOJ ZARQD ( SISTEMA ZARQDOW) NE IZLU^AET.

sFORMULIROWANNOE NAMI USLOWIE OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ \KWI-

WALENTNO POSTOQNSTWU \LEKTROMAGNITNOGO POLQ ( T.E. EGO NEZAWI-

SIMOSTI OT WREMENI nso) IMENNO PO OTNO[ENI@ K LAGRANVE-

WOJ VESTKOJ SOPUTSTWU@]EJ nso, KOGDA MIROWAQ LINIQ ZARQDA

(ILI KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ SISTEMY ZARQDOW) PRINADLEVAT

KONGRUENCII MIROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA nso. nA[E OPREDE-

LENIE POSTOQNSTWA TENZORNOGO POLQ I SWQZANNOGO S NIM USLOWIQ

OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ OTLI^AETSQ OT ANALOGI^NOGO OPREDELENIQ

RABOTY [37] ( GDE POD POSTOQNSTWOM POLQ PONIMAETSQ SU]ESTWOWA-

NIE DOPUSTIMOJ SISTEMY KOORDINAT, W KOTOROJ KOMPONENTY POLQ

NE ZAWISQT OT WREMENNOJ KOORDINATY W NEKOTOROJ OBLASTI PRO-

STRANSTWA - WREMENI )

DOPOLNITELXNYM TREBOWANIEM VESTKOSTI DOPUSTIMYH SIS-

TEM OTS^ETA.

aNALITI^ESKIJ KRITERIJ OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ MOVNO POLU-

^ITX IZ RASSMOTRENNOGO AWTOROM WY[E W RAZDELE 14 KRITERIQ
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STACIONARNOSTI, KOTORYJ OPREDELQETSQ FORMULAMI (14.6) ILI OB-

RA]ENIEM W NULX OBOB]ENNOJ SILY RADIACIONNOGO TRENIQ (14.8).

dLQ ODNOGO ZARQDA, DWIVU]EGOSQ POSTUPATELXNO, 
�� = 0 I

OBOB]ENNAQ SILA g� SOWPADAET S OBY^NOJ SILOJ TORMOVENIQ IZ-

LU^ENIEM [7] . eSLI \LEKTROMAGNITNOE POLE W nso STACIONARNO,

TO WYPOLNQETSQ USLOWIE (14.7) I g� = 0, ^TO W SOGLASII S pAULI

[36] OZNA^AET OTSUTSTWIE IZLU^ENIQ.

uSLOWI@ OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ (14.6) UDOWLETWORQET ISSLEDO-

WANNOE WY[E RE[ENIE bORNA , ESLI ZARQD , SOWER[A@]IJ GIPER-

BOLI^ESKOE DWIVENIE , WMOROVEN W nso mELLERA (2.12), A DWIVE-

NIE BAZISA mELLERA RASSMATRIWAETSQ W \JLEROWYH KOORDINATAH

iso. eSLI VE MIROWAQ LINIQ RASSMATRIWAEMOGO ZARQDA PRINAD-

LEVIT KONGRUENCII MIROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA SISTEMY lO-

GUNOWA (2.7), (2.8), TO URAWNENIQ mAKSWELLA W TAKOJ SISTEME NE

DOPUSKA@T STACIONARNOGO RE[ENIQ , T.K. \TA SISTEMA NE QWLQET-

SQ RELQTIWISTSKI VESTKOJ. zAMETIM, ODNAKO, ^TO IZ \TOGO FAKTA

NELXZQ SKAZATX, ^TO RAWNOUSKORENNYJ ZARQD, W SISTEME lOGUNOWA

IZLU^AET! pROSTO W NEVESTKIH SISTEMAH NE PRIMENIM KRITERIJ

STACIONARNOSTI. eSLI K MIROWOJ LINII RAWNOUSKORENNOGO ZARQDA

IZ SISTEMY lOGUNOWA, "PRIMYSLITX" MIROWYE LINII NEZARQVEN-

NYH ^ASTIC IZ SISTEMYmELLERA, TO ZARQD S TO^KI ZRENIQ NA[EGO

KRITERIQ NE IZLU^AET. iLI DRUGOJ PRIMER. k ZARQDU, PRIKREP-

LENNOMU K STENKE, PRISOEDINQETSQ REZINOWYJ VGUT, DRUGOJ KONEC

KOTOROGO, DWIVETSQ PROIZWOLXNYM OBRAZOM. qSNO, ^TO W so, SWQ-

ZANNOJ SO VGUTOM, URAWNENIQ mAKSWELLA DLQ RASSMATRIWAEMOGO

ZARQDA IME@T NESTACIONARNYE RE[ENIQ, ODNAKO, NI O KAKOM IZ-

LU^ENII NE MOVET BYTX I RE^I.

zARQD, WMOROVENNYJ W RAWNOUSKORENNU@ nso (2.18), TAKVE

NE IZLU^AET, ^TO SLEDUET IZ FORMUL (3.7), (3.13) I WYTEKA@]IH

IZ NIH SOOTNO[ENIJ F0 = (a0=c
2) tan(a0t=c), F1 = �a0=c2, POD-

STANOWKA KOTORYH W (14.6) OBRA]AET POSLEDNEE W TOVDESTWO. tA-

KIM OBRAZOM, NAJDENNOE NAMI RE[ENIE (15.21-15.23) W RIMANOWOM

PROSTRANSTWE - WREMENI, QWLQETSQ ANALOGOM RE[ENIQ bORNA W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. w OTLI^IE OT RE[ENIQ bORNA, NAJDENNOE

NAMI RE[ENIE NE IMEET " GORIZONTA ", ZA KOTORYM OBRAZUETSQ WOL-

NOWAQ ZONA [34], PO\TOMU IZLU^ENIE OTSUTSTWUET WO WSEJ OBLASTI

PROSTRANSTWA - WREMENI iso.

mOVNO PROWERITX, ^TO KRITERIQM (14.6), (14.7) POMIMO GIPER-

BOLI^ESKOGO DWIVENIQ UDOWLETWORQET I RAWNOMERNO WRA]A@]IJ-

SQ DISK , RADIUS KOTOROGO r < c=
, GDE 
 - UGLOWAQ SKOROSTX. kAK
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POKAZANO W [34] , WO WRA]A@]EJSQ SISTEME OTS^ETA, OPREDELQEMOJ

OBY^NYM OBRAZOM [7], ZARQD NE IZLU^AET, ESLI g00 = 1�
2r2=c2 > 0

I IZLU^AET PRI g00 < 0.

w RABOTE [18] AWTOROM POSTROENA RELQTIWISTSKAQ VESTKAQ RAW-

NOMERNO WRA]A@]AQSQ SISTEMA OTS^ETA, REALIZUEMAQ W RIMANO-

WOM PROSTRANSTWE - WREMENI. rEZULXTATY RABOTY IZLOVENY W RAZ-

DELE 8. pOLU^ENNOE RE[ENIE SPRAWEDLIWO NA L@BOM RASSTOQNII r

OT OSI WRA]ENIQ I KOMPONENTA g00 METRI^ESKOGO TENZORA WSEGDA

POLOVITELXNA. wY^ISLQEMAQ W TAKOJ SISTEME OBOB]ENNAQ SILA

RADIACIONNOGO TRENIQ (14.8) OBRA]AETSQ W NULX DLQ WSEH TO^EK

DISKA, ^TO W SOOTWETSTWII S PRINQTYM KRITERIEM OZNA^AET OT-

SUTSTWIE IZLU^ENIQ DLQ WMOROVENNYH W DISK SISTEMY ZARQDOW

ILI ODNOGO ZARQDA, NAHODQ]EGOSQ NA L@BOM RASSTOQNII OT CENT-

RA DISKA.

16. rASPROSTRANENIE \LEKTROMAGNITNYH POLEJ

W PROSTRANSTWE POSTOQNNOJ KRIWIZNY, \FFEKT

dOPPLERA.

rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE WOLN W RAWNOUSKORENNOJ nso

(2.18) NA OSNOWE URAWNENIJ mAKSWELLA , ZAPISANNYH W TREHMERNOJ

FORME , KAK I DLQ SLU^AQ STATI^ESKOGO GRAWITACIONNOGO POLQ [7]

WNE ISTO^NIKOW

~r� ~E = �1
c

@ ~D

@�
; ~r� ~H =

1

c

@ ~B

@�
;

~r � ~B = ~r � ~D = 0;

~D =
~Ep
h
; ~B =

~Hp
h
; h = g00: (16:1)

pODEJSTWOWAW OPERATOROM ~r NA WEKTORNYE URAWNENIQ, POLU-

^IM

1

c2h

@2 ~E

@�2
�r2 ~E �

p
h
�
~r
� 1p

h

�
�
�
~r� ~E

��
+ ~r(~r � ~E) = 0;

~r � ~E = �
~Ep
h
� ~r 1p

h
: (16:2)

1

c2h

@2 ~H

@�2
�r2 ~H �

p
h
�
~r
� 1p

h

�
�
�
~r� ~H

��
+ ~r(~r � ~H) = 0;
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~r � ~H = �
~Hp
h
� ~r 1p

h
: (16:3)

uRAWNENIE DLQ ~n OKAZALOSX TO^NO TAKIM VE KAK I DLQ ~e . rAS-

SMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIJ (16.2), (16.3).

bUDEM ISKATX RE[ENIQ W WIDE tem - WOLN, NAPRAWIW ~E WDOLX OSI

y2 c S EDINI^NYM WEKTOROM ~i2, ~H WDOLX OSI y3 c S EDINI^NYM

WEKTOROM ~i3 I S^ITAQ, ^TO OBA WEKTORA ZAWISQT TOLXKO OT WREMEN-

NOJ KOORDINATY I OT ODNOJ PROSTRANSTWENNOJ y1 c EDINI^NYM

WEKTOROM ~i1, KOLLINEARNYM USKORENI@.

oPUSKAQ PROMEVUTO^NYE WY^ISLENIQ, NAHODIM DLQ WOLN, RAS-

PROSTRANQ@]IHSQ W NAPRAWLENIQH KOLLINEARNYH USKORENI@ ,

URAWNENIQ
1

c2h

@2E

@�2
� @2E

@x2
� a0
c2
@E

@x
= 0: (16:4)

1

c2h

@2H

@�2
� @2H

@x2
� a0
c2
@H

@x
= 0: (16:5)

zDESX x = y1, y0=c = �, E1 = E3 = 0, E2 = E(x; t), H1 = H2 = 0,

H3 = H. dLQ RE[ENIQ (16.4) RASSMOTRIM PREDWARITELXNOE WYRA-

VENIE

h
�@2E
@x2

+
a0
c2
@E

@x

�
: (16:6)

wWEDEM NOWU@ FUNKCI@ p = p(x) tOGDA WYRAVENIE (16.6) MOVNO

PREDSTAWITX W WIDE

e2ax
�@2E
@p2

�dp
dx

�2
+
@E

@p

�
a
dp

dx
+
d2p

dx2

��
: (16:7)

pOLAGAQ WYRAVENIE W KRUGLYH SKOBKAH (16.7) RAWNYM NUL@, PO-

LU^AEM URAWNENIE

a
dp

dx
+
d2p

dx2
= 0;

RE[ENIE KOTOROGO

dp

dx
= �e�ax; p =

�

a

�
1� e�ax

�
; � = const:

tAKIM OBRAZOM, WYRAVENIE (16.7) PREDSTAWIMO W WIDE

e2ax
�@2E
@p2

�dp
dx

�2
+
@E

@p

�
a
dp

dx
+
d2p

dx2

��
= �2@

2E

@p2
: (16:8)
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iZ TREBOWANIQ, ^TOBY PRI MALYH x WYPOLNQLOSX RAWENSTWO p = x,

POLU^IM � = 1, A URAWNENIE (16.4) \KWIWALENTNO

1

c2
@2E

@�2
� @2E

@p2
= 0; (16:9)

T.E. OBY^NOMU WOLNOWOMU URAWNENI@. w SOGLASII S RASSMOTREN-

NYM, RE[ENIE (16.4) IMEET WID

E = E1

�
� +

c

a0

�
exp

�
�a0x
c2

�
� 1

��

+E2

�
� � c

a0

�
exp

�
�a0x
c2

�
� 1

��
(16:10)

GDE E1 I E2 PROIZWOLXNYE FUNKCII. rE[ENIE DLQ MAGNITNOGO PO-

LQ H POLU^AETSQ ANALOGI^NYM (16.10). fAZOWAQ SKOROSTX v IZ

NAJDENNOGO RE[ENIQ, POLU^AEMAQ DIFFERENCIROWANIEM PO � PO-

STOQNNOJ FAZY W e1, DAET v = S=(��)1=2, GDE � = � = 1=(g00)
1=2 =

exp(�a0x=c2).
tAKIM OBRAZOM, KAK I W STATI^ESKOM GRAWITACIONNOM POLE [7],

MOVNO SKAZATX, ^TO W OTNO[ENII SWOEGO WOZDEJSTWIQ NA \LEKTRO-

MAGNITNOE POLE SILY INERCII KAK BY IZMENQ@T DI\LEKTRI^ESKU@

I MAGNITNU@ PRONICAEMOSTX SREDY, W KOTOROJ WOLNY RASPROSTRA-

NQ@TSQ.pRAWDA, TAKOE SHODSTWO QWLQETSQ ^ISTO WNE[NIM, T.K. DLQ

WOLN, RASPROSTRANQ@]IHSQ WDOLX NAPRAWLENIQ USKORENIQ e1 PRI

x > 0, � = � < 1 I FAZOWAQ SKOROSTX S ROSTOM x WOZRASTAET, OSTA-

WAQSX PO WELI^INE WSEGDA BOLX[E SKOROSTI SWETA W WAKUUME . dLQ

WOLNY e2 PRI x < 0 , RASPROSTRANQ@]EJSQ W OBRATNU@ STORONU,

� = � > 1 I FAZOWAQ SKOROSTX UBYWAET PO MERE UDALENIQ OT IS-

TO^NIKA , OSTAWAQSX PO WELI^INE WSEGDA MENX[E SKOROSTI SWETA W

WAKUUME . iZ KLASSI^ESKIH PREDSTAWLENIJ NA OSNOWE GALILEEWOGO

SLOVENIQ SKOROSTEJ SLEDOWALO BY OVIDATX OBRATNOGO REZULXTATA

, PO\TOMU FAZOWAQ SKOROSTX , OPREDELQEMAQ KAK PROIZWODNAQ OT

KOORDINATY PO MIROWOMU WREMENI, NE QWLQETSQ " FIZI^ESKOJ " .

tO VE SAMOE ZNA^ENIE FAZOWOJ SKOROSTI MOVNO POLU^ITX I PRI-

RAWNIWAEM NUL@ INTERWALA (2.18) PRI FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH

y2 I y3, ^TO KONTROLIRUET PRODELANNYE WY^ISLENIQ.

fIZI^ESKIM ZNA^ENIEM FAZOWOJ SKOROSTI BUDET EE ZNA^ENIE,

IZMERENNOE W TETRADAH (8.1) METRIKI (2.18) nso, OPREDELQEMOE

RAWENSTWOM

v =
cdy1

(g00)1=2dy0
;
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KOTOROE PRIWODIT K WELI^INAM v1 = S DLQ e1 I v2 = �S DLQ e2.

pRIRAWNIWAQ NUL@ INTERWAL (6.2), ILI PREOBRAZUQ FAZU W PO-

LU^ENNOM RE[ENII IZ nso K \TALONNYM KOORDINATAM KWAZI -

iso, NAHODIM DWUMQ SPOSOBAMI ODINAKOWYJ REZULXTAT DLQ FA-

ZOWOJ SKOROSTI RASPROSTRANENIQ \LEKTROMAGNITNOJ WOLNY OTNO-

SITELXNO KWAZI - iso W KOORDINATAH I WREMENI PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO.

v =
dx1

dT
=

c�

(1 + �2)1=2
�
1� exp(2 � 2(1 + �2)1=2)

�1=2 ; (16:11)

GDE � = A0t=S.

tETRADNYE KOMPONENTY FAZOWOJ SKOROSTI OTNOSITELXNO KWAZI

- iso, IME@]IE NEPOSREDSTWENNO FIZI^ESKIJ SMYSL, POLU^A@T-

SQ IZ (16.11) S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (6.2) I TETRAD (8.1)

v(1) = c
e(1)� dx

�

e
(0)
�

= c
jg11j1=2dx1
jg00j1=2dx0

= c: (16:12)

tAKIM OBRAZOM , IZ WOLNOWOGO RE[ENIQ URAWNENIQ mAKSWELLA

W nso SLEDUET, ^TO FAZOWAQ SKOROSTX RASPROSTRANENIQ \LEKTRO-

MAGNITNOJ WOLNY, IZMERQEMAQ W TETRADAH (8.1) METRIKI (2.18)

nso ILI METRIKI (6.2) KWAZI - iso, OKAZALASX POSTOQNNOJ I RAW-

NOJ SKOROSTI SWETA W WAKUUME.aNALIZ FORMULY (16.11) POKAZYWA-

ET, ^TO FAZOWAQ SKOROSTX RASPROSTRANENIQ WOLNY W KOORDINATAH

I WREMENI PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO NE PREWOSHODIT SKOROSTI

SWETA W WAKUUME, PRI t = 0 I t ! 1 SKOROSTX v ! S, A PRI

� = 3=2 FAZOWAQ SKOROSTX MINIMALXNA I RAWNA 0:931S.

nA OSNOWE POLU^ENNOGO RE[ENIQ (16.10) PROIZWEDEM RAS^ET

PRODOLXNOGO \FFEKTA dOPPLERA, KOGDA ISTO^NIK PLOSKIH MONO-

HROMATI^ESKIH \LEKTROMAGNITNYH WOLN NAHODITSQ NA USKORENNOM

OB_EKTE W NA^ALE LAGRAVEWOJ SISTEMY KOORDINAT, A W MOMENT WRE-

MENI t = 0 LAGRANVEWY KOORDINATY SOWPADALI S \JLEROWYMI.

wYRAVENIE DLQ \JKONALA  1 I  2 PLOSKIH WOLN IZ (16.10) W nso

(2.18) IMEET WID

 1 = �!0
�
y0=c+

c

a0

�
exp

�
�a0x
c2

�
� 1

��
; (16:13)

 2 = �!0
�
y0=c� c

a0

�
exp

�
�a0x
c2

�
� 1

��
; (16:14)
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A W KWAZI - iso (3.7) OPISYWAETSQ FORMULAMI

 1 = �!0c
a0

�
tan(a0t=c) +

exp
�
�a0x

c2

�

cos(a0t=c)
� 1

�
; (16:15)

 2 = �!0c
a0

�
tan(a0t=c)�

exp
�
�a0x

c2

�

cos(a0t=c)
+ 1

�
; (16:16)

GDE !0 - KRUGOWAQ ^ASTOTA.

wOLNOWOJ 4 - WEKTOR k�, OPREDELQEMYJ KAK 4 - GRADIENT OT \J-

KONALA, QWLQETSQ INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ I DLQ NEGO TETRAD-

NYE KOMPONENTY W KWAZI - iso (6.2) SOWPADA@T S TETRADNYMI

(KOTORYE QWLQ@TSQ ODNOWREMENNO I AFFINNYMI) KOMPONENTAMI

iso (2.4). pRI \TOM (2.4) I (6.2) ZADANY W OB]EJ KOORDINACII .

iSPOLXZUQ FORMULY (6.2), (8.1), (16.15), (16.16) I (3.10), NAHODIM

WYRAVENIE DLQ ^ASTOTY !1 W iso (2.4) DLQ PRODOLXNOGO \FFEKTA

dOPPLERA , KOGDA ISTO^NIK PRIBLIVAETSQ K PRIEMNIKU

!1 = K 0
(0)c = !0 exp(�a0y1=c2)(1 + v=c)1=2

(1 � v=c)1=2 (16:17)

GDE v - SKOROSTX PEREDAT^IKA, OPREDELQEMAQ IZ (3.10).

eSLI ISTO^NIK UDALQETSQ OT PRIEMNIKA, TO WOSPRINIMAEMAQ

^ASTOTA IMEET WID

!2 = K 00
(0)c = !0 exp(�a0y1=c2)(1 � v=c)

1=2

(1 + v=c)1=2
(16:18)

w SOOTNO[ENII (16.17) y1 > 0 , A W (16.18) y < 0. aNALIZ FOR-

MUL (16.17) I (16.18) POKAZYWAET ^TO IZMENENIE ^ASTOTY ZAWISIT

OT DWUH FAKTOROW: OT POTENCIALA SIL INERCII, HARAKTERIZUEMOGO

MNOVITELEM 1=(g00)
1=2 = exp(�a0y1=c2), I OT SKOROSTI ISTO^NIKA

OTNOSITELXNO PRIEMNIKA, ^TO W TO^NOSTI SOOTWETSTWUET \FFEKTU

dOPPLERA W sto [7].pERWYJ MNOVITELX UMENX[AET ^ASTOTU, KOG-

DA ISTO^NIK PRIBLIVAETSQ K PRIEMNIKU ( KRASNOE SME]ENIE ), I

UWELI^IWAET, KOGDA ISTO^NIK UDALQETSQ OT PRIEMNIKA ( FIOLETO-

WOE SME]ENIE ). fIZIKA \TOGO QWLENIQ WESXMA PROZRA^NA I BAZI-

RUETSQ NA PRINCIPE \KWIWALENTNOSTI. fORMULY (16.17) I (16.18)

MOVNO PEREPISATX W \JLEROWYH KOORDINATAH PROSTRANSTWA mIN-

KOWSKOGO W WIDE

!1 = !0 exp(�a0x1=c2)
1

1 � v=c
(16:19)
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!2 = !0 exp(�a0x1=c2) 1

1 + v=c
(16:20)

GDE ZAWISIMOSTX SKOROSTI v ISTO^NIKA (3.10) OT WREMENI PRO-

STRANSTWA mINKOWSKOGO t OPREDELQETSQ IZ (6.3).

dLQ SRAWNENIQ REZULXTATOW PRIWEDEM WYRAVENIQ DLQ \FFEKTA

dOPPLERA, POLU^ENNOGO IZ RE[ENIQ WOLNOWYH URAWNENIJ mAKS-

WELLA W nso mELLERA (2.12) ( OTMETIM WO IZBEVANIE NEDORAZU-

MENIJ, ^TO W (2.12) t - NE WREMQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, A

PARAMETR, NUMERU@]IJ ORTOGONALXNYE MIROWYM LINIQM GIPER-

POWERHNOSTI ). rE[ENIE ZADA^I PRIWODIT K REZULXTATU

~!1 = K 0
(0)c = !0

1

1 + a0y1=c2
(1 + v=c)1=2

(1� v=c)1=2
(16:21)

~!2 = K 00
(0)c = !0

1

1 + a0y1=c2
(1� v=c)1=2

(1 + v=c)1=2
(16:22)

ILI, PEREHODQ K PEREMENNYM |JLERA , POLU^AEM

~!1 = !0
1

1 � a0T=c+ a0x1=c2
(16:23)

~!2 = !0
1

1 + a0T=c+ a0y1=c2
(16:24)

GDE ~!1 - ^ASTOTA, WOSPRINIMAEMAQ PRIEMNIKOM W TO^KE x1 W MO-

MENT WREMENI t W GALILEEWYH KOORDINATAH PROSTRANSTWA mIN-

KOWSKOGO, DLQ ISTO^NIKA PRIBLIVA@]EGOSQ K TO^KE NABL@DENIQ,

A ~!2 - SOOTWETSTWU@]AQ WELI^INA DLQ ISTO^NIKA, UDALQ@]EGO-

SQ OT TO^KI NABL@DENIQ. wWIDU NALI^IQ " GORIZONTA " METRI-

KI mELLERA, FORMULY (16.23) I (16.24) PRIMENIMY PRI USLOWII

(1 + a0x
1=c2) > a0T=c = �.

nAJDEM OTNO[ENIE ^ASTOT � = !2=~!2 W ZAWISIMOSTI OT WRE-

MENI DLQ SLU^AQ, KOGDA PRIEMNIK IMEET KOORDINATU x1 = 0, A

ISTO^NIK UDALQETSQ OT PRIEMNIKA. kAK POKAZYWAET RAS^ET, PRI

�, IZMENQ@]EGOSQ OT 0 DO 1, ( KOGDA SPRAWEDLIWA FORMULA (16.24))

� NARASTAET OT 1 DO ZNA^ENIQ 1:143. sKOROSTX ISTO^NIKA PRI \TOM

MENQETSQ S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ PROSTRANSTWAmINKOWSKOGO

OT 0 DO 0:707c, A DLQ NABL@DATELQ W nso, ISPOLXZU@]EGO \TALON-

NYE KOORDINATY KWAZI - iso , SKOROSTX ISTO^NIKA IZMENQETSQ

OT 0 DO 0:7505S . tAKIM OBRAZOM, PRI v = 0:707S FORMULY (16.20)

I (16.24) PRIWODQT K ZNA^ENI@ ^ASTOT, OTLI^A@]IHSQ DRUG OT

DRUGA NA 14% . iZ (16.20) SLEDUET, ^TO MINIMALXNAQ ^ASTOTA ,
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WOSPRINIMAEMAQ PRIEMNIKOM , KOGDA SKOROSTX ISTO^NIKA STRE-

MITSQ K SKOROSTI SWETA, RAWNA POLOWINE ^ASTOTY GENERATORA, W

TO WREMQ KAK PRI KLASSI^ESKOM \FFEKTE dOPPLERA W sto \TOMU

SLU^A@ SOOTWETSTWUET NULEWAQ WOSPRINIMAEMAQ ^ASTOTA. oB_QS-

NENIE \TOGO QWLENIQ SWQZANO S WOZRASTANIEM ^ASTOTY ( FIOLE-

TOWOE SME]ENIE ) ZA S^ET POLQ SIL INERCII , KOTOROE ^ASTI^NO

KOMPENSIRUET UMENX[ENIE ^ASTOTY ( KRASNOE SME]ENIE ), ZA S^ET

WOZRASTANIQ SKOROSTI ISTO^NIKA.

nAJDEM PREOBRAZOWANIE \LEKTROMAGNITNOGO POLQ MONOHROMA-

TI^ESKOJ PLOSKOJ WOLNY IZ nso (2.18) PROSTRANSTWA rIMANA W

iso (2.4) PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO W SOOTWETSTWII S PRAWILA-

MI PEREHODA, RASSMOTRENNYMI W PREDYDU]EM RAZDELE.

pUSTX \LEKTRI^ESKOE POLE WOLNY, RASPROSTRANQ@]EJSQ W NA-

PRAWLENII USKORENIQ W nso (2.18) ( WDOLX OSI y1 ) , IMEET AMPLI-

TUDU E0 I NAPRAWLENO WDOLX OSI y
2, A MAGNITNOE POLE NAPRAWLENO

WDOLX y3 I IMEET AMPLITUDU H0 = E0. dLQ WOLNY, BEGU]EJ OT

ISTO^NIKA W PROTIWOPOLOVNOM NAPRAWLENII, \LEKTRI^ESKOE POLE

SOHRANQET NAPRAWLENIE , A MAGNITNOE MENQET ZNAK NA OBRATNYJ.

tENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ F�� IMEET OTLI^NYE OT NULQ KOM-

PONENTY F02 I F12. w SOGLASII S OPREDELENIEM [7] DLQ STATI^ESKIH

GRAWITACIONNYH POLEJ NAHODIM KOMPONENTY TENZORA POLQ W WIDE

F02 = E0 sin(� 1) + E0 sin(� 2); (16:25)

F12 =
1p
g00

�
�H0 sin(� 1) +H0 sin(� 2)

�
; (16:26)

GDE FAZY W ARGUMENTAH ZADA@TSQ FORMULAMI (16.13), (16.14). pE-

REHOD K KWAZI - iso (3.7) PROIZWODITSQ OBY^NYM OBRAZOM W SO-

GLASII S SOOTNO[ENIQMI

~F�� =
@y�

@x�
@y�

@x�
F��;

W KOTORYH ZAWISIMOSTX y�(x�) DAETSQ ZAKONOM DWIVENIQ (3.5),

(3.6). dALEE S POMO]X@ PREOBRAZOWANIQ WREMENNOJ KOORDINATY

(6.3) PREOBRAZUEM TENZOR ~F�� K KWAZI - iso (6.2) W \TALONNYH

KOORDINATAH , A ZATEM S POMO]X@ TETRAD (8.1) POLU^AEM FIZI-

^ESKIE KOMPONENTY TENZORA POLQ W \TALONNOJ KWAZI - iso , KO-

TORYE W SOGLASII S PREDLAGAEMOJ SHEMOJ SOWPADA@T S KOMPONEN-

TAMI TENZORA POLQ W GALILEEWYH KOORDINATAH iso PROSTRANST-

WA mINKOWSKOGO. oPUSKAQ PROMEVUTO^NYE WY^ISLENIQ, POLU^AEM

OKON^ATELXNO

E = E0((!1=!0) sin(� 1) + (!2=!0) sin(� 2)); (16:27)
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H = H0((!1=!0) sin(� 1) � (!2=!0) sin(� 2)); (16:28)

GDE  1,  2 OPREDELQ@TSQ IZ (16.15), (16.16), A !1 I !2 IZ SOOTNO-

[ENIJ (16.19) I (16.20).

dLQ SRAWNENIQ PRIWEDEM RE[ENIE \TOJ VE ZADA^I W nso mEL-

LERA , PREOBRAZOWANNOE K iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. oPUS-

KAQ WYKLADKI, PRIWODIM REZULXTAT

~E = E0((~!1=!0) sin(� ~ 1) + (~!2=!0) sin(� ~ 2)); (16:29)

~H = H0((~!1=!0) sin(� ~ 1) � (~!2=!0) sin(� ~ 2)); (16:30)

GDE ~!1 I ~!2 OPREDELQETSQ IZ (16.23), (16.24), A FAZY ~ 1 I ~ 2 ZADA-

@TSQ FORMULAMI

~ 1 =
!c

a0
ln (1 + a0x

1=c2 � a0T=c); (16:31)

~ 2 =
!c

a0
ln (1 � a0x1=c2 � a0T=c): (16:32)

sRAWNENIE POKAZYWAET , ^TO RE[ENIE ZADA^I RAZNYMI SPOSO-

BAMI O RASPROSTRANENII PLOSKIH \LEKTROMAGNITNYH WOLN W nso

I IH PRIEME W iso PRIWODIT K OTLI^NYM DRUG OT DRUGA REZULX-

TATAM I TOLXKO \KSPERIMENT MOVET WYQSNITX KAKOJ IZ SPOSOBOW

RAS^ETA OKAVETSQ SPRAWEDLIWYM.
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gLAWA 4

polq w swqzannyh strukturah

w \TOJ GLAWE RASSMATRIWAETSQ NOWOE NAPRAWLENIE ISSLEDOWANIQ

SILOWYH POLEJ, OSNOWANNOE NA POSTULATE \KWIWALENTNYH SITU-

ACIJ. w REZULXTATE POKAZANO, ^TO ISKRIWLENIE PROSTRANSTWA-

WREMENI - \TO NE PRIWILEGIQ TOLXKO GRAWITACIONNOGO POLQ.

17. |LEKTROSTATI^ESKOE POLE SWQZANNYH ZARQDOW,

POLE ZARQVENNOJ PLASTINY

mATEMATI^ESKIJ APPARAT nso , MOVNO ISPOLXZOWATX W ZADA-

^AH, KOTORYE NA PERWYJ WZGLQD NE IME@T NIKAKOGO OTNO[ENIQ K

SISTEMAM OTS^ETA, ODNAKO W DEJSTWITELXNOSTI \TI ZADA^I OKAZY-

WA@TSQ TESNO SWQZANNYMI. k TAKIM ZADA^AM OTNOSQTSQ, NAPRI-

MER, RAS^ETY \LEKTROSTATI^ESKIH POLEJ SWQZANNYH ( NESWOBOD-

NYH ) ZARQDOW.

w KLASSI^ESKOJ \LEKTRODINAMIKE PRINQTO S^ITATX, ^TO ESLI

TO^E^NYJ ZARQD POKOITSQ W NEKOTOROJ iso, TO EGO \LEKTRI^ES-

KOE POLE QWLQETSQ KULONOWYM WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO QWLQETSQ

LI \TOT ZARQD SWOBODNYM ILI SUMMA SIL, DEJSTWU@]IH NA ZA-

RQD, RAWNA NUL@. nAPRIMER, POLE SWOBODNOGO TO^E^NOGO ZARQDA

I POLE TO^E^NOGO ZARQDA, PODWE[ENNOGO NA NITI NAD ZARQVEN-

NOJ PLOSKOSTX@, W PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI S^ITA@TSQ

ODINAKOWYMI I IZOTROPNYMI. s DRUGOJ STORONY , DLQ RAWNOU-

SKORENNOGO ZARQDA \LEKTRI^ESKOE POLE W SOPUTSTWU@]EJ nso NE

QWLQETSQ IZOTROPNYM, KAK NE QWLQETSQ IZOTROPNYM I POLE ZARQDA

PODWE[ENNOGO NA NITI W POLE TQVESTI. pO\TOMU WOZNIKAET ESTES-

TWENNYJ WOPROS: PO^EMU POLE ZARQDA Q, PODWE[ENNOGO NA NITI

W \LEKTRI^ESKOM POLE, IZOTROPNO, A POLE \TOGO ZARQDA, NAHODQ-

]EGOSQ W \KWIWALENTNYH USLOWIQH W nso ILI POLE TQVESTI, -

NEIZOTROPNO?

nA PERWYJ WZGLQD OTWET OTWET KAVETSQ O^EWIDNYM. pOLE SIL

TQVESTI I SIL INERCII IME@T BLIZKU@ PRIRODU I \TI POLQ WZAI-

MODEJSTWU@T KAK S ZARQVENNYMI, TAK I NEJTRALXNYMI ^ASTICA-

MI I IH POLQMI. pO \TOJ PRI^INE POLE TO^E^NOGO \LEKTRI^ESKOGO

ZARQDA, ZAKREPLENNOGO W NX@TONOWOM GRAWITACIONNOM POLE ILI W
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nso PERESTAET BYTX SFERI^ESKI SIMMETRI^NYM. w SILU LINEJ-

NOSTI URAWNENIJ mAKSWELLA WNE[NEE \LEKTRI^ESKOE POLE, W KO-

TOROM ZAKREPLQETSQ TO^E^NYJ ZARQD, NE WZAIMODEJSTWUET S POLEM

\TOGO ZARQDA, PO\TOMU SIMMETRIQ POLQ TO^E^NOGO ZARQDA DOLVNA

SOHRANQTXSQ. w \TOM OTWETE ESTX MALENXKAQ NEKORREKTNOSTX, KO-

TORAQ PROTIWORE^IT \KSPERIMENTALXNYM DANNYM PRI RASSEQNII

"SWETA NA SWETE" [83]. dANNAQ PROBLEMA WOZNIKLA W SWQZI S OTKRY-

TIEM POZITRONA I OBRAZOWANIQ PAR, T.E. ODNOWREMENNOGO WOZNIK-

NOWENIQ \LEKTRONA I POZITRONA POD DEJSTWIEM VESTKIH 
 - LU^EJ.

lINEJNYE URAWNENIQ mAKSWELLA W PRINCIPE NE MOGLI PRIWESTI K

TAKOMU RASSEQNI@, ^TO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ PRINCIPA SU-

PERPOZICII POLEJ. dWE WOLNY DOLVNY BYLI PRONIKNUTX ODNA ^E-

REZ DRUGU@. pO\TOMU \KSPERIMENT TREBUET NEKOTOROGO IZMENENIQ

URAWNENIJ mAKSWELLA W STORONU IH NELINEJNOSTI. pO \TOJ PRI^I-

NE DOLVNO BYTX WZAIMODEJSTWIE \LEKTRI^ESKIH POLEJ, SOBSTWEN-

NOGO POLQ ZAKREPLENNOGO W \LEKTRI^ESKOM POLE ZARQDA S WNE[NIM

POLEM. |TO DOLVNO PRIWESTI K OTSUTSTWI@ SFERI^ESKOJ SIMMET-

RII ZAKREPLENNOGO WO WNE[NEM POLE TO^E^NOGO ZARQDA.

s NA[EJ TO^KI ZRENIQ POLE TO^E^NOGO ZARQDA, PODWE[ENNOGO

NA NITI, \KWIWALENTNO POL@ \TOGO ZARQDA W SOPUTSTWU@]EJ nso

(2.18), DWIVU]EJSQ S USKORENIEM a0, NAPRAWLENNYM PARALLELX-

NO SILE NATQVENIQ NITI ~T , DEJSTWU@]EJ NA ZARQD. iNYMI SLO-

WAMI MY POLAGAEM, ^TO POLE TO^E^NOGO ZARQDA PRIWQZANNOGO NA

NITI K ODNOIMENNO ZARQVENNOJ PLOSKOSTI, BUDET TAKIM VE, ESLI

\TU PLOSKOSTX RAZRQDITX I DWIGATX USKORENNO, SOHRANQQ PREVNEJ

ZNA^ENIE SILY NATQVENIQ NITI. w OBOIH SLU^AQH FIZI^ESKAQ SI-

TUACIQ DLQ ZARQDA W SISTEMAH OTS^ETA, SWQZANNYH S PLOSKOSTX@,

BUDET O^EWIDNO ODINAKOWOJ, ^TO I DOLVNO PRIWODITX K TOVDEST-

WENNOSTI POLEJ.

wWIDU WAVNOSTI RASSMATRIWAEMYH DALEE WOPROSOW PROWEDEM

SLEDU@]IJ MYSLENNYJ \KSPERIMENT.

pUSTX PODWE[ENNYJ NA NITI TO^E^NYJ ZARQD NAHODITSQ MEV-

DU OBKLADKAMI PLOSKOGO KONDENSATORA. pUSTX KONDENSATOR POME-

]EN W KOSMI^ESKIJ KORABLX, DWIVU]IJSQ RAWNOUSKORENNO. pLOS-

KOSTI OBKLADOK PERPENDIKULQRNY USKORENI@. tO^KA ZAKREPLENIQ

NITI RASPOLOVENA NA WERHNEJ OBKLADKE. pUSTX W NA^ALXNYJ MO-

MENT WREMENI KONDENSATOR NE ZARQVEN, A NATQVENIE NITI OBU-

SLOWLENO REAKTIWNOJ SILOJ DWIGATELQ KORABLQ. qSNO, ^TO PO OT-

NO[ENI@ K KORABL@ POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA OPREDELQETSQ

SOOTNO[ENIEM (15.8). pUSTX RAKETA NA^INAET POSTEPENNOE UMENX-
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[ENIE USKORENIQ, A KONDENSATOR NA^INAET ZARQVATXSQ PO TAKO-

MU ZAKONU, ^TOBY SOHRANITX NATQVENIE NITI NEIZMENNYM. tOGDA

FIZI^ESKAQ SITUACIQ DLQ ZARQDA OSTAETSQ NEIZMENNOJ. sLEDOWA-

TELXNO, DOLVNO OSTAWATXSQ NEIZMENNYM PO OTNO[ENI@ K KORABL@

I POLE ZARQDA (15.8). w KONE^NOM ITOGE RAKETA BUDET DWIGATXSQ

RAWNOMERNO, A KONDENSATOR ZARQDITSQ DO OPREDELENNOGO NAPRQVE-

NIQ, TAKOGO, ^TOBY NATQVENIE NITI OSTAWALOSX TAKIM VE, KAK I

DO TORMOVENIQ. tAK KAK HARAKTER SIMMETRII POLQ TO^E^NOGO ZA-

RQDA OPREDELQETSQ NATQVENIEM NITI, TO NAM UDALOSX "OBMANUTX"

ZARQD, PODMENIW DEJSTWIE POLQ SIL INERCII W nso, DEJSTWIEM

\LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ NA ZARQD SO STORONY KONDENSATORA W

iso. tAK KAK ZARQD TO^E^NYJ, TO DOPOLNITELXNYJ DIPOLXNYJ

MOMENT, NAWEDENNYJ \LEKTROSTATI^ESKIM POLEM, PROPORCIONALX-

NYJ KUBU RADIUSA I NAPRQVENNOSTI POLQ KONDENSATORA STREMITSQ

K NUL@.

nA OSNOWANII SKAZANNOGO SFORMULIRUEM

pOSTULAT \KWIWALENTNYH SITUACIJ

pOLE TO^E^NOGO ZARQDA, NAHODQ]EGOSQ W RAWNOWESII W POSTO-

QNNOM \LEKTRI^ESKOM POLE, \KWIWALENTNO POL@ OT \TOGO ZARQ-

DA W RAWNOUSKORENNOJ nso, ESLI SILY REAKCII SWQZEJ, USKORQ@-

]IE ZARQD I UDERVIWA@]IE ZARQD W POLE NEPODWIVNYM, RAWNY.

fIZI^ESKIJ SMYSL POSTULATA SOSTOIT W TOM, ^TO WNE[NEE POLE

DEJSTWUET NE TOLXKO NA ZARQD (ISTO^NIK POLQ), NO TAKVE I NA EGO

BLIVAJ[EE OKRUVENIE, T.E. POLE ZARQDA. |TO PRIWODIT K NELI-

NEJNOSTI URAWNENIJ mAKSWELLA W MALOJ OBLASTI WOKRUG PROBNO-

GO ZARQDA, ^TO I PODTWERVDAETSQ \KSPERIMENTOM PRI ROVDENII

PARY \LEKTRON { POZITRON. tAK KAK SWQZX PREPQTSTWUET ZARQDU

DWIGATXSQ, TO OKRUVA@]EE \TOT ZARQD EGO SOBSTWENNOE POLE DE-

FORMIRUETSQ, ^TO DOLVNO PRIWESTI (DALEE BUDET POKAZANO, ^TO

\TO TAK I ESTX) K WOZRASTANI@ "FIZI^ESKOJ" NAPRQVENNOSTI SOB-

STWENNOGO POLQ ZARQDA W NAPRAWLENII OBRATNOM SILE REAKCII.

uRAWNENIE DLQ SKALQRNOGO POTENCIALA A0 TO^E^NOGO ZARQ-

DA, WMOROVENNOGO W W NA^ALO KOORDINAT nso (2.18), POLU^ENO W

(15.4), A EGO RE[ENIE PRIWEDENO W (15.8), (15.9), (15.10). fORMULY

(15.4), (15.8-15.10) QWLQ@TSQ KL@^EWYMI DLQ RAS^ETA \LEKTROSTA-

TI^ESKIH POLEJ SWQZANNYH ZARQDOW.

w KA^ESTWE PRIMERA WY^ISLIM POLE, SOZDAWAEMOE ZARQVENNOJ

BESKONE^NOJ METALLI^ESKOJ PLASTINOJ TOL]INY h I OPREDELIM

GEOMETRI@ PROSTRANSTWA{ WREMENI DLQ PROBNYH ZARQDOW q, PODWE-

[ENNYH NA NITQH W POLE PLASTINY I NEPODWIVNYH OTNOSITELXNO
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EE. o^EWIDNO, ^TO PO OBE STORONY PLASTINY PLOTNOSTX ZARQDA

BUDET POSTOQNNOJ I RAWNOJ NEKOTOROJ WELI^INE �. nA KAVDYJ

IZ ZARQDOW NA POWERHNOSTI PLASTINY BUDET DEJSTWOWATX SILA SO

STORONY SOZDAWAEMOGO PLASTINOJ POLQ, NAPRAWLENNAQ PO WNE[NIM

NORMALQM K PLASTINE. s DRUGOJ STORONY SO STORONY RE[ETKI ME-

TALLA NA ZARQDY BUDET DEJSTWOWATX SILA, PREPQTSTWU@]AQ ZA-

RQDAM POKINUTX POWERHNOSTX PLASTINY. |TI SILY \KWIWALENTNY

DEJSTWI@ "NITEJ" STREMQ]IHSQ UDERVATX ZARQDY NA POWERHNOS-

TQH PLASTINY. tAKIM OBRAZOM, POLE OT RASSMATRIWAEMOJ SISTE-

MY \KWIWALENTNO POL@ SISTEMY ZARQDOW "DWIVU]IHSQ" RAWNOU-

SKORENNO S USKORENIQMI NAPRAWLENNYMI NARUVU PLASTINY, T.E.

PO NAPRAWLENI@ SILY SO STORONY POLQ, KOTOROE ZARQDY SOZDA@T.

t.K. W METRIKE (2.18) PROSTRANSTWENNOE SE^ENIE QWLQETSQ PLOS-

KIM, TO WKLAD W SKALQRNYJ POTENCIAL A0 OT WSEJ PLASTINY MOV-

NO WY^ISLITX, PUTEM INTEGRIROWANIQ WKLADA OT \LEMENTARNYH

ZARQDOW dQ KAVDOJ IZ STORON PLASTINY W PLOSKOM PROSTRANST-

WE ( NO W RIMANOWOM PROSTRANSTWE- WREMENI ). sOWMESTIM NA^ALO

KOORDINAT S CENTROM PLASTINY, NAPRAWIW OSX y1 PERPENDIKULQR-

NO PLASTINE W STORONU WERHNEJ POWERHNOSTI. rAZOB_EM PLOSKOSTI

PLASTINY NA \LEMENTARNYE KONCENTRI^ESKIE KOLXCA I RASSMOT-

RIM ODNO IZ KOLEC S WNUTRENNIM RADIUSOM � I WNE[NIM � + d�.

wNUTRI \LEMENTARNOGO KOLXCA RASPOLOVEN \LEMENTARNYJ ZARQD

dQ = 2��d�� S POWERHNOSTNOJ PLOTNOSTX@ ZARQDA OT ODNOJ STORO-

NY PLASTINY �. nAJDEM WKLAD W POTENCIAL OT WERHNEJ PLOSKOSTI

W TO^KE S KOORDINATOJ y1 OT CENTRA PLASTINY

wYPOLNIW PROSTOE INTEGRIROWANIE S POMO]X@ (15.8), NAHODIM

WKLAD W SKALQRNYJ POTENCIAL OT NIVNEJ PLOSKOSTI PLASTINY W

WERHNEM POLUPROSTRANSTWE A00

A00 =
4��c2

a0
exp

�
�a0(y

1 + h=2)

c2

�
:

wKLAD OT WERHNEJ PLOSKOSTI W SKALQRNYJ POTENCIAL A000 RAWEN

A000 =
4��c2

a0

wKLAD OT OBEIH PLOSKOSTEJ W POTENCIAL WNUTRI PLASTINY RAWEN
~A0

~A0 =
4��c2

a0
exp

�
�a0h
2c2

�
�
 
exp

�
�a0y

1

2c2

�
+ exp

�a0y1
2c2

�!

sUMMARNYJ POTENCIAL W WERHNEM POLUPROSTRANSTWE OPREDELIM
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KAK RAZNOSTX POTENCIALOW

A0 = A00 + A000 � ~A0: (17:1)

u^TEM, ^TO "USKORENIE" ^ASTIC PLOSKOSTI, OPREDELQ@]IH PO-

LE W WERHNEM POLUPROSTRANSTWE, POLOVITELXNO, A W NIVNEM PO-

LUPROSTRANSTWE a0 ! �a0. pOLAGAQ h ! 0, NAHODIM POTENCIAL W

WERHNEM POLUPROSTRANSTWE OT ZARQVENNOJ PLOSKOSTI, S^ITAQ PRI

\TOM POD PLOTNOSTX@ ZARQDA PLOSKOSTI WELI^INU �0 = 2�.

A0 = �2��0c
2

a0

�
1� exp

�
�a0y

1

c2

��
: (17:2)

zNA^ENIE NAPRQVENNOSTI POLQ ZARQVENNOJ PLOSKOSTI MOVNO

NAJTI IZ WYRAVENIQ DLQ TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO, ^TO DAET

E1 = F01 = �@A0

@y1
= 2��0 exp

�
�a0y

1

c2

�
: (17:3)

aNALIZIRUQ (17.3), MOVNO UBEDITXSQ, ^TO PRI MALYH a0y
1=c2

NAJDENNOE WYRAVENIE SOWPADAET S OBY^NYM.

oPREDELIM METRIKU PROSTRANSTWA{WREMENI, WYBRAW W KA^EST-

WE BAZISA nso NEWZAIMODEJSTWU@]U@ ZARQVENNU@ PYLX NAD OD-

NOIMENNO ZARQVENNOJ PLOSKOSTX@.pUSTX KAVDAQ IZ ^ASTIC SWQZA-

NA S ZARQVENNOJ PLOSKOSTX@ NEWESOMOJ I NERASTQVIMOJ NITX@.

zARQVENNAQ PYLX W DANNOJ MODELXNOJ ZADA^E ZADAET BAZIS SIS-

TEMY OTS^ETA, STRUKTURA KOTOROGO OPREDELQETSQ SOWMESTNYM RE-

[ENIEM URAWNENIJ "DWIVENIQ" I URAWNENIJ mAKSWELLA, RE[ENIE

KOTOROGO DAETSQ FORMULOJ (17.3). o^EWIDNO, ^TO ^ASTICY PYLI

BUDUT WZAIMNO NEPODWIVNY, TAK ^TO TENZOR SKOROSTEJ DEFORMA-

CIJ I TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ RAWEN NUL@, A NATQVE-

NIQ NITEJ OTLI^NY OT NULQ. pRIMEM, ^TO PLOSKOSTX BESKONE^NA,

PLOTNOSTX ZARQDA NA NEJ POSTOQNNA, A OTNO[ENIQ ZARQDOW K MAS-

SAM DLQ WSEH ^ASTIC BAZISA ODINAKOWY. pO OPREDELENI@ S^ITAEM,

^TO PYLX POLQ NE SOZDAET, A POLE OPREDELQETSQ TOLXKO ZARQDAMI

PLOSKOSTI W SOGLASII S (17.3). o^EWIDNO, ^TO FIZI^ESKAQ SITUA-

CIQ DLQ ^ASTIC PYLI W WERHNEM POLUPROSTRANSTWE \KWIWALENTNA

SITUACII W NEKOTOROJ nso "DWIVU]EJSQ" WNIZ W NAPRAWLENII

PLOSKOSTI, ^TO MATEMATI^ESKI OPISYWAETSQ METRIKOJ (2.18) S OT-

RICATELXNYM ZNAKOM W \KSPONENTE, T.E. ZAMENOJ a0 ! �a. wELI-
^INY a0 I a TREBUETSQ WY^ISLITX I PODTWERDITX SPRAWEDLIWOSTX

METRIKI (2.18).
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|LEMENT INTERWALA, ISHODQ IZ SIMMETRII ZADA^I, BUDEM IS-

KATX W BOLEE OB]EM WIDE, ^EM (2.18).

ds2 = exp(�(y1))dy0
2 � exp(�(y1))dy1

2 � dy2
2 � dy3

2
; (17:4)

GDE FUNKCII �(y1) I �(y1) TREBUETSQ OPREDELITX. dLQ IH NA-

HOVDENIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM URAWNENIJ mAKSWELLA W TREH-

MERNOJ FORME, SOWPADA@]EJ PO WIDU S URAWNENIQMI mAKSWELLA W

ZADANNOM GRAWITACIONNOM POLE [7]. rE[ENIE URAWNENIQ WNE PLOS-

KOSTI DLQ WEKTORA INDUKCII D1 IMEET WID D1 = const exp(��=2).
wOSPOLXZUQSX SOOTNO[ENIQMI

D1 = �pg00F 01; E1 = F01;

D1 =
E1p
g00
; ~D =

~Ep
g00
:

WYTEKA@]IMI IZ [7], A TAKVE FORMULOJ (17.3), NAHODIM

� + �

2
= �a0y

1

c2
: (17:5)

wTOROE URAWNENIE, SWQZYWA@]EE FUNKCII � I � OPREDELIM IZ

URAWNENIQ "DWIVENIQ"

F 1 = � q

m0c2
F 10V0; (17:6)

GDE V0 = exp(�=2) - NULEWAQ KOMPONENTA 4 { SKOROSTI ^ASTICY BA-

ZISA MASSY m0 S ZARQDOM q W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ nso.

zNAK MINUS W (17.6) OZNA^AET, ^TO WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY ^ASTI-

CY BAZISA F 1 OPREDELQETSQ TOLXKO NATQVENIEM NITI, DEJSTWU@-

]EJ W PROTIWOPOLOVNU@ STORONU, ^EM SILA SO STORONY POLQ. pRI

\TOM, SILA NATQVENIQ NITI PO WELI^INE SOWPADAET S SILOJ DEJ-

STWIQ SO STORONY POLQ. s DRUGOJ STORONY, F 1 MOVNO NAJTI NEPO-

SREDSTWENNO IZ WIDA METRIKI (17.4), KAK EDINSTWENNU@ OTLI^NU@

OT NULQ KOMPONENTU 4{USKORENIQ W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ

nso. |TO PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

1

2

@�

@y1
= � E0q

m0c2
exp(�=2); (17:7)

GDE E0 = 2��0. rE[ENIE SISTEMY (17.5), (17.7) PRI USLOWII, ^TO

PRI y1 = 0 � = 0 IMEET WID

exp(�=2) = 1� E0q

m0a0

�
1� exp

�
�a0y

1

c2

��
;
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exp(�=2) = exp
�
��
2
� a0y

1

c2

�
: (17:8)

mETRIKA (17.4) DOPUSKAET O^EWIDNOE UPRO]ENIE, ESLI WMESTO

KOORDINATY y1 WWESTI DRUGU@ LAGRANVEWU KOORDINATU PO FORMU-

LE

~y1 =
Z y1
0

exp(�=2) dy1

w REZULXTATE POLU^AEM

dS2 = exp
�
�2E0q~y

1

m0c2

�
dy0

2 � ~y1
2 � dy2

2 � dy32: (17:9)

iZ (17.9) WIDNO, ^TO \TA FORMULA ANALOGI^NA (2.18) S OTRICA-

TELXNYM USKORENIEM a = �E0q=m, NAPRAWLENNYM K PLOSKOSTI,

ESLI ZARQD PLOSKOSTI I PROBNYJ ZARQD q ODNOGO ZNAKA I POLOVI-

TELXNYM USKORENIEM PRI RAZNOIMENNYH ZARQDAH. pROSTRANSTWO{

WREMQ BUDET PLOSKIM, ESLI PROBNAQ ^ASTICA NEJTRALXNA. tAKIM

OBRAZOM, W OTLI^IE OT oto METRIKA ZAWISIT NE TOLXKO OT NAPRQ-

VENNOSTI POLQ ZARQDA, SOZDA@]EGO POLE, NO TAKVE I OT WELI^INY

I ZNAKA PROBNOGO ZARQDA W POLE. |TO SWQZANO S TEM O^EWIDNYM OB-

STOQTELXSTWOM, ^TO W TEORII TQGOTENIQ MEVDU TELAMI DEJSTWUET

TOLXKO SILA WZAIMNOGO PRITQVENIQ (W NX@TONOWSKOM SMYSLE) I

WSE PROBNYE TELA WNE ZAWISIMOSTI OT MASSY W GRAWITACIONNOM

POLE DWIVUTSQ S ODINAKOWYM USKORENIEM (PRINCIP \KWIWALENT-

NOSTI).

eSLI DLQ ^ASTIC BAZISA OTNO[ENIE PROBNYH ZARQDOW K MASSAM

DLQ WSEH ^ASTIC ODINAKOWO, A ZARQDY PLOSKOSTI I PROBNYH ^ASTIC

RAZNOIMENNY, TO METRIKA (17.9) TOVDESTWENNA S (2.18) PRI a = a0.

dLQ SRAWNENIQ TEORII S \KSPERIMENTOM NUVNO WYRAZITX PO-

LQ W "FIZI^ESKIH" ILI TETRADNYH KOMPONENTAH WNE ZARQVENNOJ

PLOSKOSTI. sOPUTSTWU@]IE TETRADY DLQ METRIKI UDOBNO WY-

BRATX TAK, ^TO WEKTOR ~e(0) NAPRAWLEN WDOLX LINII WREMENI, A TRI-

ADA ~e(k) WDOLX KOORDINATNYH OSEJ y
k ( KALIBROWKA lAME [22], [23]

). tETRADNYE INDEKSY BUDEM ZAKL@^ATX W SKOBKI. wYRAVENIE DLQ

TETRAD BUDET IMETX WID:

e�(�) =
���q
jg��j

; e(�)� = ���
q
jg��j; e(0)� = V�; e�(0) = V �; (17:10)

GDE SUMMIROWANIE PO � OTSUTSTWUET. dLQ "FIZI^ESKIH" KOMPO-

NENT TENZORA POLQ NAHODIM

F(0)(1) = E(1) = e�(0)e
�
(1)F�� = 2��0 = const: (17:11)
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iZ (17.11) SLEDUET, ^TO W LOKALXNYH TETRADAH POLE ZARQVEN-

NOJ PLOSKOSTI TO^NO TAKOE VE, KAK I PRI OBY^NOM RASSMOTRENII

W DEKARTOWYH KOORDINATAH. |TO PRIWODIT K ODINAKOWYM ZNA^E-

NIQM SILY, DEJSTWU@]EJ NA PROBNYJ ZARQD, PRI RAZLI^NYH RAS-

SMOTRENIQH. nO GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI , OBUSLOWLEN-

NAQ \LEKTROSTATI^ESKIM POLEM, OKAZALASX PSEWDORIMANOWOJ, A NE

PSEWDOEWKLIDOWOJ, KAK PRI OBY^NOM RASSMOTRENII. nEEWKLIDO-

WOSTX PROSTRANSTWA- WREMENI DRUGOJ PRIRODY, ^EM W oto. oNA

NE SWQZANA NEPOSREDSTWENNO S RE[ENIEM URAWNENIJ |JN[TEJNA-

mAKSWELLA, A SWQZANA S SOWMESTNYM RE[ENIEM URAWNENIJ mAKS-

WELLA, URAWNENIJ STRUKTURY (1.7) I URAWNENIQ "DWIVENIQ". |TO

OBSTOQTELXSTWO DOLVNO PROQWITXSQ W \KSPERIMENTAH.

pREDLOVIM PROSTEJ[IE \KSPERIMENTY, KOTORYE MOGUT LIBO

PODTWERDITX, LIBO OPROWERGNUTX PREDLAGAEMYJ PODHOD. dLQ NA-

^ALA RASSMOTRIM \KZOTI^ESKU@ MODELX, PROWEDQ RAS^ET DLQ PO-

LQ, SOZDAWAEMOGO \LEKTRONOM, "PODWE[ENNYM" NA NITI NAD PO-

LOVITELXNO ZARQVENNOJ PLOSKOSTX@. o^EWIDNO, ^TO SITUACIQ S

"PODWE[ENNYM" NAD PLOSKOSTX@ \LEKTRONOM MASSY m I ZARQ-

DOM e \KWIWALENTNA EGO POME]ENI@ W nso (2.18), DWIVU]U@SQ

S USKORENIEM, NAPRAWLENNYM WDOLX OSI y1 I RAWNYM PO WELI^INE

a0 = eE=m.

eSLI PEREJTI W (15.10) K TETRADNYM "FIZI^ESKIM" KOMPONEN-

TAM S POMO]X@ TETRAD (17.10), TO POLU^IM

F(�)(�) = e�(�)e
�
(�)F�� =

F��q
jg��j

q
jg��j

(17:11a)

ILI

F(0)(k) =
Q

r2
exp

�
�a0r(1 + cos �)

2c2

��
nk +

a0r

2c2

�
nk � �1k

��
; (17:11b)

rAS^ET PO FORMULE (17.11b) DLQ NAPRQVENNOSTI POLQ PLOSKOSTI

E = 100 Kw=M DAET DLQ TO^EK W NAPRAWLENIQH OBRATNYH POL@ K

TO^KAM POPEREK POLQ NA RASSTOQNII 1 M OTNOSITELXNU@ RAZNOSTX

ZNA^ENIJ PORQDKA 10%. sRAWNENIE FORMUL (15.10) S (17.11b) PO-

KAZYWAET, ^TO ONI OTLI^A@TSQ ZNAKOM W \KSPONENTE PERED KOSI-

NUSOM. nESMOTRQ NA \TO OBSTOQTELXSTWO, PRI L@BOM OPREDELENII

NAPRQVENNOSTI POLQ, ONO NE QWLQETSQ IZOTROPNYM. iZ (17.11b)

SLEDUET, ^TO "FIZI^ESKAQ" NAPRQVENNOSTX POLQ BOLX[E PO WELI-

^INE W NAPRAWLENII OBRATNOM USKORENI@, ^EM W NAPRAWLENIQH PO

WEKTORU USKORENIQ. sILOWYE LINII \LEKTRI^ESKOGO POLQ KAK BY
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"SDUWA@TSQ" POD DEJSTWIEM USKORENIQ, PLOTNOSTX SILOWYH LI-

NIJ W NAPRAWLENII USKORENIQ MENX[E, ^EM W OBRATNOM. rAS^ET

\LEKTRI^ESKOGO POLQ PO FORMULE (17.11b) PRI � = 0 PRIWODIT K

WYRAVENI@,

F(0)(1) =
Q

r2
exp

�
�a0r
c2

�
(17:11S)

A PRI � = � IMEEM

F(0)(1) = �
Q

r2

�
1 +

a0r

c2

�
(17:11d)

rAS^ET \LEKTRI^ESKOGO POLQ PO FORMULE (15.9) PRI � = 0 PRI-

WODIT K KULONOWSKOMU ZAKONU, A PRI � = � IMEEM

~E =
Q

r2
exp

�
�a0r
c2

�~r
r

�
1 +

a0r

c2

�
; (17:11e)

rAS^ET \LEKTRI^ESKOGO POLQ PO FORMULE (17.11b) PRI � = �=2

PRIWODIT K WYRAVENI@,

F(0)(1) = �
Qa0
2rc2

exp
�
�a0r
2c2

�
(17:11f)

F(0)(2) = F(0)(3) =
Q

r2

�
1 +

a0r

2c2

�
exp

�
�a0r
2c2

�
: (17:11g)

tO^NO TAKIE VE SOOTNO[ENIQ PRI � = �=2 IME@T MESTO I PRI

RAS^ETE PO FORMULE (15.10).

pRI STANDARTNOM RAS^ETE POLE \LEKTRONA DOLVNO BYTX IZO-

TROPNYM I KULONOWYM, TAKIM VE KAK I POLE SWOBODNOGO \LEKTRO-

NA.

sLEDUET OTMETITX, ^TO I DLQ REALXNYH ZARQVENNYH OTRICA-

TELXNO \LEMENTOW METALLI^ESKIH TEL POPRAWKA U^ETA ANIZOTRO-

PII NE QWLQETSQ MALOJ, KAK \TO MOVET POKAZATXSQ S PERWOGO WZGLQ-

DA. dELO W TOM , ^TO POD USKORENIEM a0 W (15.4), PRIMENENNOM

K OTRICATELXNO ZARQVENNYM \LEMENTAM REALXNYH PROWODNIKOW,

SLEDUET PONIMATX WELI^INU a0 = 0:5Ee=m, GDE E - WELI^INA NA-

PRQVENNOSTI SUMMARNOGO POLQ - SOBSTWENNOGO I WNE[NEGO , e -

ZARQD \LEKTRONA , m - MASSA \LEKTRONA.

dEJSTWITELXNO, DLQ ZARQVENNOGO PROWODNIKA, KAK IZWESTNO

[26], NA POWERHNOSTX DEJSTWUET SILA "OTRICATELXNOGO DAWLENIQ",

ZNA^ENIE KOTOROJ NA EDINICU POWERHNOSTI RAWNO FPOW = 0:5�E.

o^EWIDNO, ^TO � = Ne=S, GDE S - PLO]ADX \LEMENTA POWERHNOSTI,

N - ^ISLO \LEKTRONOW NA NEJ. oTS@DA SO STORONY POLQ NA KAV-

DYJ IZ \LEKTRONOW DEJSTWUET SILA Fe = 0:5eE. sILA SO STORONY
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RE[ETKI METALLA NAPRAWLENA W OBRATNU@ STORONU I EE DEJST-

WIE \KWIWALENTNO SILE REAKCII SO STORONY TELA, "DWIVU]EGOSQ S

USKORENIEM" a0 = 0:5eE=m, W KOTOROE "WMOROVEN" \LEKTRON. t.K.

KAVDYJ IZ POWERHNOSTNYH \LEKTRONOW NAHODITSQ W RAWNOWESII,

TO SILA IH WZAIMODEJSTWIQ S PROWODNIKOM (^TO SOOTWETSTWUET W

MODELI NATQVENI@ NITI t ) OPREDELQET \FFEKTIWNOE USKORENIE

PRI " OBRYWE NITI ", WY^ISLQEMOE PO PRIWEDENNOJ WY[E FOR-

MULE I NAPRAWLENNOE NORMALXNO POWERHNOSTI. dLQ PROWODNIKOW,

ZARQVENNYH POLOVITELXNO, NA POWERHNOSTI NAHODQTSQ NE \LEK-

TRONY, A POLOVITELXNYE IONY S MASSOJ ZNA^ITELXNO BOLX[EJ,

^EM U \LEKTRONOW. pO\TOMU IH \FFEKTIWNOE USKORENIE A0, A SLE-

DOWATELXNO, I ANIZOTROPIQ POLQ BUDET GORAZDO MENX[E .

rASSMOTRIM E]E L@BOPYTNYJ PRIMER OB \LEKTROSTATI^ESKOM

POLE W PLOSKOM KONDENSATORE, PRENEBREGAQ KRAEWYMI \FFEKTAMI.

pUSTX KONDENSATOR ZARQVEN I OTKL@^EN OT ISTO^NIKA. pOLOVI-

TELXNYE ZARQDY NA ODNOJ IZ OBKLADOK, W SOGLASII S RASSMOTREN-

NYM WY[E, SOZDA@T MEVDU OBKLADKAMI POLE e=2. zARQDY NA OT-

RICATELXNOJ OBKLADKE ( \LEKTRONY ) NAHODQTSQ POD DEJSTWIEM

DWUH SIL : SO STORONY SUMMARNOGO POLQ e I SILY SO STORONY

RE[ETKI OTRICATELXNOJ OBKLADKI, STREMQ]EJSQ UDERVATX \LEK-

TRONY NA POWERHNOSTI. pOSLEDNQQ SILA NAPRAWLENA PO POL@ ~e , A

FIZI^ESKAQ SITUACIQ DLQ \LEKTRONOW NA OTRICATELXNOJ OBKLADKE

\KWIWALENTNA IH "USKORENNOMU DWIVENI@" WDOLX ~e S USKORENIEM

A0 = �0:5eE=m.
pOSTAWIM ZADA^U WY^ISLENIQ EMKOSTI PLOSKOGO KONDENSATO-

RA. wYBEREM NA^ALO KOORDINAT W CENTRE POLOVITELXNOJ OBKLAD-

KI S OSX@ y1, NAPRAWLENNOJ PERPENDIKULQRNO OBKLADKAM W STO-

RONU OTRICATELXNOJ. t.K. \LEKTRONY NA OTRICATELXNOJ OBKLADKE

"DWIVUTSQ USKORENNO" W OBRATNU@ STORONU OSI y1 , TO METRIKA

PROSTRANSTWA-WREMENI MEVDU OBKLADKAMI SOWPADAET S (2.18) S OT-

RICATELXNYM ZNAKOM W \KSPONENTE. nAPRQVENNOSTX POLQ MEVDU

OBKLADKAMI W SOGLASII S (17.3) IMEET WID

E1 = F01 = 4��0 exp
�
�a0y

1

c2

�
: (17:12)

eMKOSTX KONDENSATORA WY^ISLIM PO FORMULE

C = Q2=2W; (17:13)

GDE Q - ZARQD, A W - \NERGIQ POLQ MEVDU OBKLADKAMI. tAK KAK

PROSTRANSTWO- WREMQ WNUTRI KONDENSATORA PSEWDORIMANOWO TO
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PRI OPREDELENII PLOTNOSTI \NERGII ( W OTLI^IE OT sto ) NUVNO

WYBIRATX MEVDU T00, T
00 I T 0

0 KOMPONENTAMI TENZORA \NERGII-

IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ. w sto \TI KOMPONENTY ODI-

NAKOWY, KAK ODINAKOWY I W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH . s TO^KI

ZRENIQ MONADNOGO METODA [23] PLOTNOSTX \NERGII � \LEKTROMAG-

NITNOGO POLQ QWLQETSQ SKALQROM PO OTNO[ENI@ K PROIZWOLXNYM

PREOBRAZOWANIQM y� = f�(x�). w NA[EM SLU^AE � SOOTWETSTWUET

T(0)(0) = T (0)(0) = T
(0)
(0) KOMPONENTAM TENZORA \NERGII-IMPULXSA. nA-

POMNIM, ^TO TENZOR \NERGII-IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W

KRIWOLINEJNYH KOORDINATAH IMEET WID [7]

T�� =
1

4�

�
�F��F�� + 1

4
F�
F

�
g��
�
; (17:14)

GDE TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA WY^ISLQ@TSQ PO PRAWILU

T(�)(�) = e�(�)e
�
(�)T��: (17:15)

|NERGI@ POLQ MEVDU OBKLADKAMI KONDENSATORA KONDENSATORA

MOVNO WY^ISLITX PO FORMULE [23]

W =
Z p�gT ��V� dS�; (17:16)

GDE g OPREDELITELX METRI^ESKOGO TENZORA, dS� = V�dV . dS� -

GEOMETRI^ESKIJ OB_EKT, RAWNYJ PROIZWEDENI@ \LEMENTA PLO]A-

DI GIPERPOWERHNOSTI ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM BAZISA, PO-

STROENNOJ NA BAZE TREH BESKONE^NO MALYH SME]ENIJ, NA EDINI^-

NYJ WEKTOR NORMALI ( T.E. 4-SKOROSTX V� ).

wWIDU WAVNOSTI SOOTNO[ENIQ (17.16) OBSUDIM EGO BOLEE POD-

ROBNO.

tAK KAK MY RASSMATRIWAEM TENZOR \NERGII IMPULXSA \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ WNE ZARQDOW, SOZDA@]IH POLE, TO DOLVNO WYPOL-

NQTXSQ SOOTNO[ENIE

r�T
�� = 0: (17:16a)

w PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI W GALILEEWYH KOORDINATAH

\TO SOOTNO[ENIE WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ \NERGII - IMPULXSA

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ. w RIMANOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI

\TO SOOTNO[ENIE W OB]EM SLU^AE NE WYRAVAET NIKAKOGO ZAKONA

SOHRANENIQ, TAK KAK WMESTO ^ASTNOJ PROIZWODNOJ OT TENZORA \NER-

GII - IMPULXSA STOIT KOWARIANTNAQ. |TO OBSTOQTELXSTWO HORO[O

IZWESTNO W LITERATURE PO oto.
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pRI WY^ISLENII \NERGII W (17.16) MY FAKTI^ESKI ISPOLXZUEM

NE "ZAKON SOHRANENIQ" (17.16a), A ISTINNYJ ZAKON SOHRANENIQ,

NAPOMINA@]IJ WNE[NE ZAKON SOHRANENIQ ZARQDA.

|TO WYTEKAET IZ RAWENSTWA

r�

�
T ��V�

�
= V�r�T

�� + T ��r�V� = T ��V�F� = 0: (17:16b)

pRI WYWODE (17.16b) MY U^LI, ^TO KONGRUENCIQ MIROWYH LI-

NIJ ^ASTIC BAZISA so, OPREDELQEMAQ ZAKONOM "DWIVENIQ" (17.6),

QWLQETSQ BEZWIHREWOJ I VESTKOJ, ^TO WEKTORY V� I F � ORTOGO-

NALXNY I ^TO RAWNA NUL@ SWERTKA ANTISIMMETRI^NOGO TENZORA

POLQ F�� S PROIZWEDENIEM WEKTOROW PERWOJ KRIWIZNY.

oTMETIM, ^TO PRI WYWODE (17.16b) POLE NE OBQZATELXNO PRED-

POLAGAETSQ STATI^ESKIM, POTOMU ^TO VESTKU@ BEZWIHREWU@ so

MOVNO SOZDATX I W SILOWOM POLE QWNO ZAWISQ]EM OT WREMENI, ES-

LI VESTKO ZAKREPITX ^ASTICY BAZISA W POLE PRI POMO]I WNE[NIH

SWQZEJ. dLQ TAKOGO SLU^AQ WEKTORY 4 - USKORENIQ ^ASTIC BAZISA

BUDUT ZAWISETX OT WREMENI, A TENZORY SKOROSTEJ DEFORMACIJ I

UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ BUDUT RAWNY NUL@. qSNO, ^TO TAKAQ

SITUACIQ WOZMOVNA TOLXKO W RIMANOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI.

w PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI, ZAKREPLENNYE VESTKO W PERE-

MENNOM POLE ^ASTICY, BUDUT OBLADATX I NULEWYM USKORENIEM.

sOOTNO[ENIE (17.16b) MOVNO PEREPISATX W FORME

r�T
�(0) =

1p�g
@

@y�

�p�gT �(0)
�
= 0: (17:16c)

pROINTEGRIRUEM WYRAVENIE (17.16c) PO INWARIANTNOMU 4 -

OB_EMU.

Z p�gr�T
�(0)d4y =

Z @

@y�

�p�gT �(0)
�
d4y = 0: (17:16d)

iSPOLXZUQ TEOREMU gAUSSA I POLAGAQ, ^TO NA "BOKOWOJ" WRE-

MENNOPODOBNOJ OHWATYWA@]EJ PROSTRANSTWENNYJ OB_EM GIPER-

POWERHNOSTI INTEGRAL STREMITSQ K NUL@, (^TO IMEET MESTO W ZA-

DA^AH S ZARQDAMI, RASPOLOVENNYMI W KONE^NOM OB_EME) POLU^AEM
I p�gT �(0)dS� =

Z
V1

p�gT (0)(0)d3y �
Z
V2

p�gT (0)(0)d3y = 0:

(17:16e)

oTKUDA IMEET MESTO ZAKON SOHRANENIQ WELI^INY TIPA "ZARQDA"
Z
V1

p�gT (0)(0)d3y =
Z
V2

p�gT (0)(0)d3y = W; (17:16f)
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W KOTOROJ V1 I V2 TREHMERNYE OB_EMY ZANIMAEMYE POLEM W RAZNYE

MOMENTY WREMENI.

sRAWNENIE (17.16) S (17.16f) GOWORIT O TOVDESTWENNOSTI \TIH

WELI^IN, KOTORYE PREDSTAWLQ@T \NERGI@ \LEKTROMAGNITNOGO PO-

LQ.

wY^ISLIM \NERGI@ POLQ OTRICATELXNO ZARQVENNOJ PLOSKOS-

TI. pRI STANDARTNOM WY^ISLENII \NERGIQ POLQ PLOSKOSTI NAPRQ-

VENNOSTI E, ZAKL@^ENNAQ W CILINDRE S PLO]ADX@ OSNOWANIQ S

I WYSOTY h PO OBE STORONY PLOSKOSTI S OBRAZU@]IMI, PERPENDI-

KULQRNYMI PLOSKOSTI, O^EWIDNO RAWNA

W0 =
E2

8�
2hS = �0Qh; Q = �0S: (17:16g)

pRI h!1, W0 !1.

dLQ NA[EGO SLU^AQ \NERGIQ POLQ W UKAZANNOM OB_EME

W =
Z p�gT (0)(0) dV = 2

E2Sc2

8�a0

�
1 � exp

�
�a0h
c2

��
; (17:16h)

GDE E = 2��0.

o^EWIDNO, ^TO PRI MALYH RASSTOQNIQH h OT PLOSKOSTI, T.E.

PRI
a0h

c2
� 1

\NERGIQ POLQ W OB_EME, WY^ISLENNAQ W SOGLASII S (17.16h) SOW-

PADAET S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM (17.16g). oDNAKO, ESLI PRI

KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII PRI h ! 1, W0 ! 1, TO W NA[EM

SLU^AE \NERGIQ POLQ WNUTRI BESKONE^NO DLINNOGO CILINDRA OSTA-

ETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ, OPREDELQEMOJ RAWENSTWOM

W =
Z p�gT (0)(0) dV = 2

E2Sc2

8�a0
=
ESc2m

2�e
=
Qmc2

e
= Nmc2:

(17:16i)

iTAK:

|NERGIQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ WNUTRI BESKONE^NO DLINNOGO

CILINDRA OKAZALASX RAWNOJ \NERGII POKOQ N \LEKTRONOW, RASPO-

LOVENNYH NA ZARQVENNOJ POWERHNOSTI PLO]ADI S WNUTRI CI-

LINDRA. w \TU \NERGI@ NE WHODIT WELI^INA ZARQDA Q \LEMENTA

PLO]ADI.

fORMULA (17.16i) OSTAETSQ W SILE I DLQ PLOSKOSTI, ZARQVEN-

NOJ POLOVITELXNO, w \TOM SLU^AE ROLX MASSY (T.K. POZITRONY NE
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QWLQ@TSQ USTOJ^IWYMI) IGRAET MASSA ATOMA PROWODNIKA, POTE-

RQW[EGO ODIN \LEKTRON.

tAKIM OBRAZOM, SOBSTWENNAQ \NERGIQ ZARQDOW NA PLOSKOSTI

OKAZALASX RAWNOJ IH \NERGII POKOQ!

u^ITYWAQ, ^TO PROSTRANSTWENNOE SE^ENIE DLQ METRIKI (2.18)

QWLQETSQ PLOSKIM, A USKORENIE OTRICATELXNYM I ISPOLXZUQ FOR-

MULY (17.14), (17.15), (17.4),(17.9) DLQ TENZORA \NERGII - IMPULXSA

W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH NAHODIM WYRAVENIE

T(0)(0) =
E2

8�
; T(1)(1) = �

E2

8�
; T(2)(2) = T(3)(3) =

E2

8�
; E = 4��0

(17:17)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE W LOKALXNYH TETRADAH W TO^NOSTI SOWPA-

DAET S TENZOROM \NERGII-IMPULXSA POSTOQNNOGO ODNORODNOGO POLQ

W iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO W GALILEEWYH KOORDINATAH.

|NERGIQ POLQ W KONDENSATORE W SOGLASII S (17.16), (17.17) IME-

ET WID

W =
Z p�gT (0)(0) dV =

E2Sc2

8�a0

�
1� exp

�
�a0d
c2

��
; (17:18)

GDE S - PLO]ADX OBKLADKI, d - RASSTOQNIE MEVDU OBKLADKAMI.

iSPOLXZUQ NAJDENNOE WYRAVENIE DLQ USKORENIQ a0 = 0:5Ee=m

I POLAGAQ u = Ed, GDE u - RAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU OBKLAD-

KAMI, NAHODIM EMKOSTX KONDENSATORA C W WIDE

C = Q2=2W =
S

4�d

eu

2mc2
1

1� exp
�
� eu

2mc2

�: (17:19)

eSLI eu=mc2 � 1, TO (17.19) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

C = C0

�
1 +

eu

4mc2

�
; C0 =

S

4�d
(17:20)

tAKIM OBRAZOM W PREDLAGAEMOM NAMI PODHODE EMKOSTX KONDEN-

SATORA WOZRASTAET S ROSTOM PRIKLADYWAEMOGO K NEMU NAPRQVE-

NIQ. nAPRIMER, PRI NAPRQVENII 5 �104 WOLXT UWELI^ENIE EMKOSTI
DOLVNO SOSTAWLQTX 2.4%.

18. gEOMETRIQ RAWNOUSKORENNOJ nso I

URAWNENIQ |JN[TEJNA - mAKSWELLA

oBY^NO W TEORETI^ESKOJ FIZIKE KRIWIZNU PROSTRANSTWA-WRE-

MENI SWQZYWA@T S TEORIEJ GRAWITACII |JN[TEJNA. wSE DRU-

GIE POLQ RASSMATRIWA@TSQ W PLOSKOM PROSTRANSTWE mINKOWSKO-

GO. nAJDENNAQ KRIWIZNA nso W OB]EM SLU^AE NE IMEET NIKAKOGO

156



OTNO[ENIQ K oto |JN[TEJNA, ODNAKO POQWLENIE ISKRIWLENNOJ

GEOMETRII STIMULIRUET K POISKU SWQZI GEOMETRII nso S GEOMET-

RIEJ, POLU^AEMOJ IZ RE[ENIQ URAWNENIJ |JN[TEJNA. kONE^NO,

\TO WOZMOVNO DALEKO NE WSEGDA. nIVE MY POKAVEM, ^TO GEOMET-

RI@ RAWNOUSKORENNOJ nso MOVNO POLU^ITX I IZ RE[ENIJ URAW-

NENIJ |JN[TEJNA S U^ETOM "KOSMOLOGI^ESKOJ" POSTOQNNOJ, ESLI

W KA^ESTWE ISTO^NIKA W URAWNENIQH |JN[TEJNA WYBRATX TENZOR

\NERGII-IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ.

uSTANOWIM SWQZX RAWNOUSKORENNOJ nso S TO^NYM RE[ENIEM

URAWNENIJ |JN[TEJNA -mAKSWELLA. dLQ KOMPONENT TENZORA |JN-

[TEJNA

G�� = R�� � (1=2)g��R

NAHODIM

G00 = 0; G11 = 0; G0k = 0; Gkl = 0;

(k 6= l) (k; l = 1; 2; 3) G22 = G33 =
1

2
R =

a0
2

c4
: (18:1)

wYPI[EM URAWNENIQ |JN[TEJNA S U^ETOM "KOSMOLOGI^ESKOJ

POSTOQNNOJ � "

G�� + �g�� = �T��; � =
8�k

c4
; (18:2)

GDE k GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ.

w KA^ESTWE ISTO^NIKA WYBEREM TENZOR \NERGII - IMPULXSA

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ [7], KOTOROE W ISKRIWLENNOM PROSTRANST-

WE - WREMENI S METRIKOJ (2.18), UDOWLETWORQET URAWNENIQM mAKS-

WELLA W PUSTOTE . w SILU RAWENSTWA T �� = 0, DLQ "KOSMOLOGI^ESKOJ

POSTOQNNOJ" POLU^IM

� =
a0

2

2c4
= const: (18:3)

oTLI^NYMI OT NULQ KOMPONENTAMI TENZORA \NERGII - IMPULX-

SA OKAZALISX TOLXKO DIAGONALXNYE. kAK IZWESTNO [7], PRIWEDENIE

TENZORA T�� K DIAGONALXNOMU WIDU WOZMOVNO, ESLI ( W DANNOJ TO^-

KE PROSTRANSTWA I W DANNYJ MOMENT WREMENI) SU]ESTWUET SISTE-

MA OTS^ETA, W KOTOROJ WEKTOR \LEKTRI^ESKOGO POLQ ~E PARALLELEN

WEKTORU MAGNITNOGO POLQ ~H, LIBO ODIN IZ NIH RAWEN NUL@. dLQ

RASSMATRIWAEMOGO NAMI SLU^AQ POLAGAEM ~H = 0 , A WEKTOR ~E NA-

PRAWLQEM WDOLX OSI y1 , SOWPADA@]EJ S NAPRAWLENIEM USKORENIQ.
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sLEDUQ [7], WWODIM 3 - WEKTORY ~E I ~D SOGLASNO OPREDELENI@ :

D1 = �pg00F 01; E1 = F01;

D1 =
E1p
g00
; ~D =

~Ep
g00
:

oSTALXNYE NEZAWISIMYE KOMPONENTY TENZORA POLQ, W SILU TOGO

^TO MAGNITNOE POLE OTSUTSTWUET, A POLE ~E NAPRAWLENO WDOLX OSI

y1, OBRA]A@TSQ W NULX.

dLQ TENZORA \NERGII - IMPULXSA NAHODIM

T00 =
g00
8�

~D � ~D; T11 =
g11
8�

~D � ~D;

~D � ~D = D1
2; T22 = T33 =

D1
2

8�
: (18:4)

uRAWNENIQ mAKSWELLA DLQ METRIKI (2.18) W STATI^ESKOM SLU-

^AE SWODQTSQ K WIDU

r� ~E = 0; r � ~D = 0; (18:5)

RE[ENIE KOTORYH DLQ POSTOQNNOGO ODNORODNOGO POLQ ~D DAET

D1 = const; E1 = exp
�a0y1
c2

�
D1: (18:6)

sOWMESTNOE RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ |JN[TEJNA -mAKSWELLA

PRIWODIT K SWQZI MEVDU INDUKCIEJ \LEKTRI^ESKOGO POLQ D1 I

USKORENIEM a0.

a0 =
p
2kD1: (18:7)

nA BAZE RE[ENIQ SISTEMY |JN[TEJNA - mAKSWELLA, NAJDENNOJ

METRIKE RAWNOUSKORENNOJ nso MOVNO PRIDATX PROSTU@ FIZI-

^ESKU@ INTERPRETACI@ . bAZIS TAKOJ nso PREDSTAWLQET SOBOJ

NEWZAIMODEJSTWU@]U@ DRUG S DRUGOM ZARQVENNU@ PYLX, NAHODQ-

]U@SQ W RAWNOWESII W " PARALLELXNYH " ODNORODNYH \LEKTRI^ES-

KOM I GRAWITACIONNOM POLQH. ( sAMA PYLX PRI \TOM POLEJ NE SOZ-

DAET, A GRAWITACIONNOE POLE "POROVDENO" \LEKTRI^ESKIM). sTA-

TI^ESKOE RE[ENIE DLQ PROBNYH ^ASTIC BAZISA W oto W \LEKTRI-

^ESKOM POLE S TO^KI ZRENIQ NX@TONOWSKOJ TEORII PREDSTAWLQET

SOBOJ RAWNOWESIE POLOVITELXNO ZARQVENNYH ^ASTIC, NAHODQ]IH-

SQ W ODNORODNOM GRAWITACIONNOM POLE , POME]ENNYH W PLOSKIJ

KONDENSATOR S WEKTOROM ~E , NAPRAWLENNYM PROTIWOPOLOVNO SILE

TQVESTI.
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iZ USLOWIJ RAWNOWESIQ W NX@TONOWSKOJ MEHANIKE IMEEM

a0 =
eE

m
; (18:8)

GDE e - ZARQD ^ASTICY , a0 - USKORENIE SWOBODNOGO PADENIQ , m

- MASSA POKOQ ^ASTICY . s TO^KI ZRENIQ oto PRI RAWNOWESII

ZARQVENNOJ PYLI W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM I GRAWITACIONNOM

POLE SPRAWEDLIWO URAWNENIE " DWIVENIQ "

mc
DV �

dS
=
e

c
F �

�V
�; (18:9)

GDE D - ABSOL@TNYJ DIFFERENCIAL . w (18.9) DV �=dS OTLI^NO

OT NULQ ( T.K. W PROTIWNOM SLU^AE ^ASTICY BY DWIGALISX PO GEO-

DEZI^ESKIM ) iZ (18.9) I (2.13) DOLVNO SLEDOWATX , ^TO W L@BOJ

SISTEME OTS^ETA ( W TOM ^ISLE I SOPUTSTWU@]EJ ) DOLVNO WYPOL-

NQTXSQ RAWENSTWO

g��
DV �

dS

DV �

dS
= �a0

2

c4
=

e2

m2c4
F �

�F
�
�V

�V �g��: (18:10)

dLQ SOPUTSTWU@]EJ SISTEMY NAHODIM

a0 =
e

m
D1 = const: (18:11)

tAKIM OBRAZOM, (18.11) ESTX RELQTIWISTSKIJ ANALOG (18.8).

t.K. W SILU URAWNENIJ |JN[TEJNA - mAKSWELLA NAPRQVEN-

NOSTX GRAWITACIONNOGO POLQ a0 SWQZANA S "POROVDA@]EJ" EE IN-

DUKCIEJ D1 SOOTNO[ENIEM (18.7), \TO NAKLADYWAET OTPE^ATOK I

NA SWOJSTWA ^ASTIC BAZISA , NAHODQ]IHSQ W RAWNOWESII POD DEJST-

WIEM DWUH POLEJ.mEVDU ZARQDAMI I MASSAMI \TIH ^ASTIC DOLVNA

SU]ESTWOWATX ZAWISIMOSTX

e2

m2
= 2k: (18:12)

iTAK, NAJDENNAQ METRIKA (2.18) MOVET UDOWLETWORQTX URAWNE-

NIQM |JN[TEJNA S � ^LENOM, GDE W KA^ESTWE ISTO^NIKA ISPOLX-

ZUETSQ TENZOR \NERGII - IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ. pRI

\TOM ODNOWREMENNO WYPOLNQ@TSQ RE[ENIQ URAWNENIJ mAKSWEL-

LA, A "KOSMOLOGI^ESKAQ" POSTOQNNAQ � SWQZANA S INDUKCIEJ D1

PO FORMULE

� =
kD1

2

c4
: (18:13)
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w PARALLELXNYH POLQH MOGUT NAHODITSQ W RAWNOWESII ZARQVEN-

NYE MASSIWNYE ^ASTICY, MASSY I ZARQDY KOTORYH SWQZANY SO-

OTNO[ENIEM (18.12). mASSY TAKIH ^ASTIC W
p
2 MENX[E, ^EM U

STABILXNYH \LEMENTARNYH ^ERNYH DYR " MAKSIMONOW " [21]. ~AS-

TICA, OBLADAQ ZARQDOM PROTONA, IMEET MASSU BLIZKU@ K 10�6 G ,

KOTORAQ W 1021 RAZ BOLX[E MASSY \LEKTRONA .

19. cENTRALXNO-SIMMETRI^NOE I

CILINDRI^ESKI-SIMMETRI^NOE

\LEKTROSTATI^ESKIE POLQ

1. pOLE SO SFERI^ESKOJ SIMMETRIEJ

nA OSNOWE TEORII SFERI^ESKI - SIMMETRI^NOJ nso RASSMOT-

RIM \LEKTROSTATI^ESKOE POLE OBLADA@]EE CENTRALXNOJ SIMMET-

RIEJ. tAKOE POLE MOVET BYTX SOZDANO, NAPRIMER, ZARQVENNYM

SFERI^ESKIM TELOM ILI TO^E^NYM ZARQDOM. kAK POKAZANO W RAZ-

DELE 17, \LEKTROSTATI^ESKOE POLE SWQZANNYH ZARQDOW OTLI^AET-

SQ OT POLQ SWOBODNYH ZARQDOW. rASSMOTRIM ZARQVENNYJ PROWO-

DQ]IJ [AR RADIUSA R, ZARQVENNYJ ZARQDOM Q. tREBUETSQ NAJ-

TI NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ E I OPREDELITX GEOMET-

RI@ PROSTRANSTWA- WREMENI WNE [ARA. pOLU^AEMAQ KRIWIZNA PRO-

STRANSTWA - WREMENI W OB]EM SLU^AE DRUGOJ PRIRODY, ^EM W oto.

oNA OBUSLOWLENA \LEKTROMAGNITNYM POLEM SWQZANNYH ZARQDOW,

FIZI^ESKAQ SITUACIQ KOTORYH \KWIWALENTNA IH "RAZME]ENI@" W

NEKOTOROJ nso. dEJSTWITELXNO, KAVDYJ IZ ZARQDOW NA PROWODNI-

KE BUDET NAHODITXSQ NA POWERHNOSTI [ARA I ISPYTYWATX SO STO-

RONY SOZDAWAEMOGO IMI POLQ SILU "OTRICATELXNOGO DAWLENIQ",

NAPRAWLENNOGO PO WNE[NEJ NORMALI K POWERHNOSTI [26]. |TA SILA

KOMPENSIRUETSQ SILOJ SO STORONY RE[ETKI, UDERVIWA@]EJ ZA-

RQDY NA POWERHNOSTI SFERY. sLEDOWATELXNO, POLE, SOZDAWAEMOE

KAVDYM IZ ZARQDOW BUDET TAKIM VE, KAK ESLI BY KAVDYJ IZ ZA-

RQDOW DWIGALSQ RAWNOUSKORENNO S USKORENIEM NAPRAWLENNYM OT

CENTRA [ARA.

wOZMOVNA I DRUGAQ SITUACIQ, KOGDA RASSMATRIWAEMOE "USKO-

RENIE" NAPRAWLENO PO RADIUSU K CENTRU. rASSMOTRIM, NAPRIMER,

POLE W SFERI^ESKOM KONDENSATORE, KOGDA WNUTRENNQQ OBKLADKA ZA-

RQVENA POLOVITELXNO, A WNE[NQQ OTRICATELXNO. tOGDA \LEKTRO-

NY NA WNE[NEJ OBKLADKE BUDUT NAHODITXSQ NA WNUTRENNEJ STORONE
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WNE[NEJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI. sILA SO STORONY POLQ STREMIT-

SQ DWIGATX \LEKTRONY K CENTRU SFERY, WYZYWAQ "USKORENIE", NA-

PRAWLENNOE PO RADIUSU K CENTRU, NO SILY SO STORONY RE[ETKI,

NAPRAWLENNAQ OT CENTRA, KOMPENSIRUET SILU SO STORONY POLQ.

tAK KAK W DALXNEJ[EM NAM PONADOBQTSQ OBA PRIWEDENNYH SLU-

^AQ (S "USKORENIQMI" RAZNYH ZNAKOW), TO SNA^ALA MY RASSMOTRIM

SLU^AJ, KOGDA "USKORENIE" NAPRAWLENO PO RADIUSU OT CENTRA, A

ZATEM - NAOBOROT. wO IZBEVANIE PUTANICY DLQ DWUH SLU^AEW FOR-

MULY BUDEM PRIWODITX SOWMESTNO, SOHRANQQ ZA FORMULOJ S POLO-

VITELXNYM "USKORENIEM" PO RADIUSU OSNOWNOJ NOMER, A S "USKO-

RENIEM", NAPRAWLENNYM K CENTRU, TOT VE NOMER S BUKWOJ.

pRI \TOM W WYWODE MY DLQ PERWOGO SLU^AQ U^ITYWAEM DEJST-

WIE NA PROBNU@ ^ASTICU TOLXKO SO STORONY ODNOJ SFERY - WNE[-

NEJ, NE SWQZYWAQ \TU ZADA^U S NAHOVDENIEM POLQ SFERI^ESKOGO

KONDENSATORA. |TU ZADA^U PODROBNO RAZBEREM DALEE.

nA[EJ ZADA^EJ ZDESX QWLQETSQ LI[X SRAWNENIE TOGO, KAK WLI-

QET NAPRAWLENIE "USKORENIQ" NA HARAKTERISTIKI SOZDAWAEMOGO

IMI POLQ.

iTAK, W SOGLASII S (15.8) I (2.18) POTENCIAL dA0 W TO^KE NA-

BL@DENIQ WID

dA0 =
dQ

r0
exp

�
�a0r

0(1 � cos �)

2c2

�
; (19:1)

GDE r0 - TREHMERNOE ( EWKLIDOWO ) RASSTOQNIE OT ZARQDA dQ DO

TO^KI NABL@DENIQ , � - UGOL MEVDU RADIUSOM - WEKTOROM ~r I ~i

, ~i = ~a0=j ~a0 j. ~i DLQ KAVDOGO \LEMENTA ZARQDA dQ NAPRAWLEN OT

CENTRA SFERY (ILI K CENTRU). wELI^INA "USKORENIQ" a0 DLQ ZA-

RQDOW OTRICATELXNO ZARQVENNOJ SFERY (\LEKTRONOW) WY^ISLQET-

SQ PO FORMULE

a0 =
eE

2m
; (19:2)

WYWOD KOTOROJ PRIWEDEN W RAZDELE 17. zDESX e - WELI^INA ZARQ-

DA, m - MASSA \LEKTRONA, E - NAPRQVENNOSTX POLQ NA POWERHNOSTI

SFERY. dLQ [ARA, ZARQVENNOGO POLOVITELXNO, "RELQTIWISTSKIJ"

\FFEKT BUDET ZNA^ITELXNO MENEE WYRAVEN, T.K. POD MASSOJ m, BU-

DET WYSTUPATX MASSA POLOVITELXNOGO IONA, ZNA^ITELXNO PREWY-

[A@]AQ MASSU \LEKTRONA. pO\TOMU POLE OT POLOVITELXNO ZARQ-

VENNOGO [ARA PRAKTI^ESKI SOWPADAET S KLASSI^ESKIM, A DLQ OT-

RICATELXNO ZARQVENNOGO [ARA "RELQTIWISTSKIE" POPRAWKI MOGUT

OKAZATXSQ ZNA^ITELXNYMI.
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w SOGLASII S (2.18) KAVDYJ IZ \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI SFE-

RY PRINADLEVIT KASATELXNOMU PLOSKOMU PROSTRANSTWU, NO RIMA-

NOWU PROSTRANSTWU - WREMENI. pO\TOMU OPERACIQ INTEGRIROWANIQ

PO SFERE PROISHODIT W PLOSKOM PROSTRANSTWE I QWLQETSQ KORREKT-

NOJ. wYPOLNIW INTEGRIROWANIE W (19.1), POLU^IM

A0 =
Q exp(�2)

p
�

4R�

�
�(�(1 + 2R=r)) � �(�)

�
; � =

r

R

vuut eQ

8mc2R
(19:3)

A0 =
Q exp(��2)p�i

4R�

�
�(i�(1 � 2R=r)) � �(i�)

�
; (19:3a)

w (19.3), (19.3a) r - RASSTOQNIE OT CENTRA [ARA DO TO^KI NABL@-

DENIQ �(�) - INTEGRAL WEROQTNOSTI, �(i�) - INTEGRAL WEROQTNOSTI

MNIMOGO ARGUMENTA.

�(�) =
2p
�

Z �

0
exp(�t2) dt

�(i�) =
2ip
�

Z �

0
exp(t2) dt = i er�(�):

s DRUGOJ STORONY, SOWOKUPNOSTX \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI SFE-

RY NE PRINADLEVIT KONGRUENCII MIROWYH LINIJ BAZISA nso

(2.18), A WKL@^A@TSQ W SOWOKUPNOSTX MIROWYH LINIJ, PRINADLE-

VA]IH SFERI^ESKI - SIMMETRI^NOJ LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ

nso S METRIKOJ WIDA

dS2 = exp(�)(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� exp(�)(dr)2; (19:4)

GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT r.

fUNKCII �(r) I �(r) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. dLQ IH NAHOV-

DENIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM SFERI^ESKI-SIMMETRI^NYH STA-

TI^ESKIH URAWNENIJ mAKSWELLA S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (19.4),

ANALOGI^NYH PO ZAPISI URAWNENIQM \LEKTRODINAMIKI W "ZADAN-

NOM GRAWITACIONNOM POLE" [7]. zATEM SRAWNIM POLU^ENNOE RE[E-

NIE S WYRAVENIEM DLQ POLQ, POLU^AEMOM IZ (19.3), (19.3a).

dLQ OTLI^NOJ OT NULQ RADIALXNOJ KOMPONENTY "INDUKCII"

D1 IMEEM URAWNENIE

1p



@

@r

�
r2 sin � exp(�=2)D1

�
= 0; (19:5)

RE[ENIEM KOTOROGO BUDET

D1 =
Q

r2
exp(��=2): (19:6)
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w (19.5) I (19.6) MEVDU "INDUKCIEJ" D1 NAPRQVENNOSTX@ POLQ

E1 I KOMPONENTOJ TENZORA POLQ F01 SU]ESTWU@T IZWESTNYE [7]

SOOTNO[ENIQ

D1 = 
11D
1 =

Q

r2
exp(�=2) =

1p
g00
E1; E1 = F01; 
kl = �gkl;

(19:7)

GDE 
kl - PROSTRANSTWENNYJ METRI^ESKIJ TENZOR S OPREDELITELEM

RAWNYM 
.

iZ (19.5) I (19.6) SLEDUET, ^TO URAWNENIQ mAKSWELLA ESTEST-

WENNO NE OPREDELQ@T FUNKCIJ �(r) I �(r).

w SOGLASII S (19.3) I (19.4) TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ

F�� IMEET OTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY F01 = �F10

F01 =
Q exp(�2)

p
�

4r2�

��
�(� + 2�)� �(�)

�
(1� 2�2)

+
2� exp(��2)p

�
[1� exp(�4�(� + �))]

�
; � =

vuut eQ

8mc2R
: (19:8)

F01 =
Q exp(��2)p�

4r2�

��
�(i� � 2i�)� �(i�)

�
(1 + 2�2)i�

�2� exp(�
2)p

�
[1� exp(�4�(� � �))]

�
: (19:8a)

pRIRAWNIWAQ (19.8), (19.8a) WYRAVENI@ F01 IZ (19.7), NAHODIM

URAWNENIE, SWQZI NA FUNKCII �(r) I �(r)

exp
�� + �

2

�
=
exp(�2)

p
�

4�

��
�(� + 2�)) � �(�)

�
(1� 2�2)

+
2� exp(��2)p

�
[1 � exp(�4�(� + �))]

�
: (19:9)

exp
�� + �

2

�
=
exp(��2)p�

4�

��
�(i� � 2i�)� �(i�)

�
(1 + 2�2)i�

�2� exp(�
2)p

�
[1� exp(�4�(� � �))]

�
: (19:9a)

dLQ NAHOVDENIQ WTOROGO URAWNENIQ, SWQZYWA@]EGO \TI FUNK-

CII, RASSMOTRIM SILU SO STORONY POLQ, DEJSTWU@]U@ NA PROB-

NYJ ZARQD q, ZAKREPLENNYJ W TO^KE S KOORDINATOJ r OT CENTRA
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[ARA.pUSTX MASSA PROBNOGO ZARQDAm0. tOGDA WEKTOR PERWOJ KRI-

WIZNY F 1 MIROWOJ LINII \TOGO ZARQDA MOVNO NAJTI IZ SOOTNO[E-

NIQ (1.5), ZAPISAW DLQ ZAKREPLENNYH ZARQDOW USLOWIE SOPUTSTWIQ

DLQ METRIKI (19.4) W WIDE

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2;

V0 = (g00)
1=2; F 1 = F (r); F 0 = F 2 = F 3 = 0: (19:10)

oTKUDA IZ (1.5), (19.4) I (19.10) IMEEM

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��): (19:11)

s DRUGOJ STORONY, \TU WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJ-

STWU@]EJ NA ZARQD SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ ZARQD W POLE

NEPODWIVNYM. |TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ I

PROTIWOPOLOVNA EJ PO ZNAKU.

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��) = � q

m0c2
F 10V0 =

� Qq

m0c2r2
exp(��=2): (19:12)

iZ (19.8)-(19.12) NAHODIM

exp(�=2) = � q

m0c2

Z
F01 dr = � Qq

p
�

4Rm0c2

Z �
exp(�2)(1=�2 � 2)

�
�(� + 2�)� �(�)

�
+

2

�
p
�
[1� exp(�4�(� + �))]

�
d� + s1: (19:13)

pOSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ C1 OPREDELIM IZ TREBOWANIQ EW-

KLIDOWOSTI PROSTRANSTWA NA BESKONE^NOSTI.

wYPOLNITX INTEGRIROWANIE W (19.12) ANALITI^ESKI NE PRED-

STAWLQET TRUDA, T.K. PO OPREDELENI@

F01 = �@A0

@r

GDE A0 OPREDELQETSQ IZ (19.3). w REZULXTATE POLU^IM

exp(�=2) = 1 +
Qq exp(�2)

p
�

m0c24r�

�
�(� + 2�)� �(�)

�

= 1 +
qA0

m0c2
: (19:14)
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aNALOGI^NO DLQ OTRICATELXNOGO USKORENIQ NAHODIM

exp(�=2) = 1 +
Qq exp(��2)p�i

m0c24r�

�
�(i� � 2i�)� �(i�)

�

= 1 +
qA0

m0c2
: (19:14a)

iZ (19.9), (19.9a) I (19.14), (19.14a) NAHODIM

exp
��
2

�
=

exp(�2)
p
�

4�

��
�(� + 2�)) � �(�)

�
(1� 2�2)

�

1 + Qq exp(�2)
p
�

m0c24r�

�
�(� + 2�)� �(�)

�

+
�
2� [1� exp(�4�(� + �))]

1 + Qq exp(�2)
p
�

m0c24r�

�
�(� + 2�)� �(�)

�

= �
r2

Q
@A0

@r

1 + qA0

m0c2

: (19:15)

exp
��
2

�
=

exp(��2)
p
�

4�

��
�(i� � 2i�))� �(i�)

�
(1 + 2�2)i

�

1 + Qq exp(��2)
p
�i

m0c24r�

�
�(i� � 2i�)� �(i�)

�

�
�
2� [1� exp(�4�(� � �))]

1 + Qq exp(��2)
p
�i

m0c24r�

�
�(i� � 2i�)� �(i�)

�

= �
r2

Q
@A0

@r

1 + qA0

m0c2

: (19:15a)

pROWEDEM PREDWARITELXNYJ ANALITI^ESKIJ ANALIZ (19.14),

(19.15) RASKLADYWAQ WYRAVENIQ W RQD PO BEZRAZMERNOMU PARA-

METRU �. oTMETIM, NAPRIMER, ^TO DLQ ZARQVENNOGO OTRICATELX-

NO METALLI^ESKOGO [ARA � = 50 kV SOOTWETSTWUET � = 0:11,

DLQ \LEKTRONA S KLASSI^ESKIM RADIUSOM e2=mc2 � = 0:35355, DLQ

PROTONA � = 0:015. dLQ AL@MINIEWOGO [ARA, ZARQVENNOGO POLO-

VITELXNO DO � = 50 kV � = 1:66 � 10�4.
rAZLOVENIE W RQD PO � c SOHRANENIEM ^LENOW PROPORCIONALX-

NYH PERWOJ STEPENI � ( W ^ISLITELE (19.15) RASKLADYWAEM W RQD

, UDERVIWAQ ^LENY S �2 ) PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

exp(�) =
�
1 +

Qq

rm0c2

�2
= exp(��): (19:15)
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w FORMULE (19.15) ZARQDY Q I q MOGUT IMETX KAK ODINAKOWYE,

TAK I PROTIWOPOLOVNYE ZNAKI. w OTLI^IE OT oto METRIKA

PROSTRANSTWA{WREMENI ZAWISIT KAK OT ZARQDA, SOZDA@]EGO PO-

LE Q, TAK I OT WELI^INY PROBNOGO ZARQDA q. w ^ASTNOSTI, ESLI

PROBNYJ ZARQD q = 0, TO METRIKA PREWRA]AETSQ W SINHRONNU@

VESTKU@ S RAWNYMI NUL@ TENZORAMI SKOROSTEJ DEFORMACIJ, UG-

LOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ I NULEWYMI WEKTORAMI PERWOJ KRIWIZ-

NY (4{ USKORENIQMI). tENZOR KRIWIZNY PROSTRANSTWA{WREMENI W

\TOM SLU^AE WYRAVAETSQ, KAK IZWESTNO, ^EREZ TREHMERNYJ TENZOR

KRIWIZNY, WY^ISLQEMYJ S POMO]X@ TREHMERNOJ PROSTRANSTWEN-

NOJ METRIKI [7]. eSLI ZARQDY Q I q { ODNOIMENNYE, TO W SILU

(19.12) F 1 NAPRAWLEN K CENTRU SFERY, A DLQ RAZNOIMENNYH | PO

"RADIUSU" OT CENTRA. eSLI W KA^ESTWE PROBNYH ZARQDOW WYBRATX

ODINAKOWYE ZARQDY, U KOTORYH SILA KULONOWSKOGO OTTALKIWANIQ W

TO^NOSTI RAWNA SILE NX@TONOWSKOGO PRITQVENIQ, TO TAKIE ^ASTI-

CY W KLASSI^ESKOM SMYSLE BUDUT NEWZAIMODEJSTWU@]IMI. eSLI

TAKVE PRIRAWNQTX NX@TONOWSKU@ SILU TQGOTENIQ MEVDU ZARQDA-

MI NA SFERE SILE IH \LEKTROSTATI^ESKOGO KULONOWSKOGO OTTAL-

KIWANIQ, TO MEVDU ZARQDAMI I IH MASSAMI BUDUT WYPOLNQTXSQ

O^EWIDNYE SOOTNO[ENIQ q2=m2
0 = k, Q2=M 2 = k, GDE M - MASSA

ZARQDOW Q, k - GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ. (rE[ENIE PRIWODITSQ

W SISTEME sgs|.) mETRIKA (19.15), (19.15a) W \TOM SLU^AE SOW-

PADAET S TO^NYM \LEKTROWAKUUMNYM SFERI^ESKI-SIMMETRI^NYM

SOWMESTNYM RE[ENIEM URAWNENIJ |JN[TEJNA I mAKSWELLA I NO-

SIT NAZWANIE METRIKI rAJSNERA - nORDSTREMA. nAPOMNIM, ^TO

W NA[EM SLU^AE URAWNENIQ |JN[TEJNA WOOB]E NE ISPOLXZOWA-

LISX , A KRIWIZNA PROSTRANSTWA-WREMENI BYLA OBUSLOWLENA \KWI-

WALENTNOSTX@ SITUACII DLQ SWQZANNYH ZARQDOW, UDERVIWAEMYH

RE[ETKOJ NA SFERI^ESKOJ POWERHNOSTI, S SITUACIEJ PODOBNOJ IH

RAWNOUSKORENNOMU DWIVENI@ K CENTRU SFERY S SOHRANENIEM KRI-

TERIQ VESTKOSTI PO bORNU. kAK MY OTME^ALI RANEE W RIMANOWOM

PROSTRANSTWE - WREMENI W OTLI^IE OT PROSTRANSTWA mINKOWSKO-

GO TAKAQ SITUACIQ WOZMOVNA. l@BOPYTNO OCENITX WELI^INU �,

PRI KOTOROJ NAJDENNOE NAMI PRIBLIVENNOE RE[ENIE ( T.E RE[E-

NIE rAJSNERA - nORDSTREMA ) NAIMENEE OTLI^AETSQ OT TO^NOGO

(19.14), (19.15).

w SOGLASII S KLASSI^ESKIMI PREDSTAWLENIQMI WYBEREM W KA-

^ESTWE NAIMENX[EGO ZARQDA ZARQD \LEKTRONA e. tOGDA IZ RAWENST-

WA e2=M 2 = k NAHODIMM = 1:86�10�6G. s^ITAQ ^ASTICU SFERI^ES-
KOJ I POLAGAQ EE PLOTNOSTX RAWNOJ PLOTNOSTI QDERNOGO WE]ESTWA
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� = 2:7 �1014 G=SM3 POLU^IM W SOGLASII S (19.8) � = 2:5 �10�9. t.K.
RE[ENIE rAJSNERA - nORDSTREMA POLU^ENO NAMI KAK RAZLOVENIE W

RQD PO �, TO DLQ POSLEDNEGO PRIMERA ONO PRAKTI^ESKI SOWPADAET

S TO^NYM (19.14), (19.15).

iTAK POLU^ILI REZULXTAT, ^TO DLQ ^ASTIC, IME@]IH ZARQD

\LEKTRONA, U KOTORYH SILA KULONOWSKOGO OTTALKIWANIQ KOMPEN-

SIRUETSQ NX@TONOWSKOJ SILOJ TQGOTENIQ, SPRAWEDLIWO RE[ENIE

rAJSNERA - nORDSTREMA. w TEORII |JN[TEJNA - mAKSWELLA TAKIH

OGRANI^ENIJ NE NAKLADYWAETSQ.

pOPYTAEMSQ NA BAZE RAZWIWAEMOGO PODHODA PREDSKAZATX WOZ-

MOVNYE \KSPERIMENTY, KOTORYE BY POZWOLILI PODTWERDITX ILI

OPROWERGNUTX PREDLAGAEMU@ SHEMU.

l@BOPYTNO OTMETITX, ^TO OTLI^NAQ OT NULQ TETRADNAQ KOM-

PONENTA F(0)(1) TENZORA POLQ W TETRADAH (7.1) W TO^NOSTI SOOTWET-

STWUET OBY^NOMU KULONOWSKOMU WYRAVENI@ DLQ POLQ TO^E^NOGO

ZARQDA ILI POL@ WNE ZARQVENNOGO [ARA W PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO DLQ L@BYH � I �.

pROIZWEDEM RAS^ET EMKOSTI ZARQVENNOGO METALLI^ESKOGO [A-

RA RADIUSA R. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII W SISTEME sgs|

EMKOSTX C = R. dLQ NA[EGO SLU^AQ EMKOSTX BUDET ZAWISETX OT

PRILOVENNOGO K [ARU POTENCIALA, A TAKVE I OT ZNAKA ZARQDA.

wY^ISLIM EMKOSTX PO FORMULE (17.13)

C = Q2=2W: (19:16)

dLQ NAHOVDENIQ PLOTNOSTI \NERGII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ

MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ TETRADAMI W WIDE (7.1) S ISPOLXZOWANIEM

METRIKI (19.4), I USLOWIQMI SOPUTSTWIQ W FORME

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2; V0 = (g00)

1=2:

s TO^KI ZRENIQ MONADNOGO METODA [23] PLOTNOSTX \NERGII �

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ QWLQETSQ SKALQROM PO OTNO[ENI@ K PRO-

IZWOLXNYM PREOBRAZOWANIQM y� = f�(x�). w NA[EM SLU^AE � SO-

OTWETSTWUET T(0)(0) = T (0)(0) = T
(0)
(0) KOMPONENTAM TENZORA \NERGII-

IMPULXSA. o^EWIDNO, ^TO

� = T(0)(0) = T��V
�V �:

iSPOLXZUQ WYRAVENIQ (17.14), (17.15), (19.7), NAHODIM DLQ

PLOTNOSTI \NERGII � SOOTNO[ENIE

� =
Q2

8�r4
; (19:17)
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KOTOROE W TO^NOSTI SOWPADAET S WYRAVENIEM DLQ PLOTNOSTI \NER-

GII POLQ WNE ZARQVENNOJ SFERY W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

oDNAKO DLQ NAHOVDENIQ POLNOJ \NERGII POLQ WNE ZARQVENNOGO

[ARA NUVNO PROIZWODITX INTEGRIROWANIE PO PROSTRANSTWU W RI-

MANOWOM PROSTRANSTWE - WREMENI S METRIKOJ (19.4), OPREDELQEMOJ

IZ (19.14), (19.15). dLQ \TOGO WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (17.16), W

SOGLASII S KOTOROJ IMEEM

W =
Z p�gT ��V� dS� = Q2

2

Z 1
R

exp(�+�
2
)

r2
dr =

A0(R)Q

2
; (19:18)

GDE A0(R) OPREDELQETSQ IZ (19.3) PRI r = R.

w REZULXTATE POLU^IM DLQ EMKOSTI C

s = R
� 4�p
� exp(�2)[�(3�)� �(�)]

�
; (19:19)

dLQ OTRICATELXNOGO "USKORENIQ" IMEEM ANALOGI^NO

s = R
� 2i�p

� exp(��2)�(i�)
�
; (19:19a)

dLQ OTRICATELXNO ZARQVENNOGO METALLI^ESKOGO [ARA WELI^I-

NA �

� = 1:563 � 10�2pn;
GDE n BEZRAZMERNOE ^ISLO KILOWOLXT, OPREDELQ@]EE POTENCIAL

[ARA.

s^ITAQ � MALOJ WELI^INOJ, IZ (19.19), (19.19a) NAHODIM

s = R[1 + 2�2]; (19:20)

s = R[1 +
2�2

3
]; (19:20a)

nAPRIMER PRI POTENCIALE �50 kV DOBAWKA K EMKOSTI DOLVNA

SOSTAWLQTX 2:44% PRI POLOVITELXNOM I 0:8% PRI OTRICATELXNOM

"USKORENII"

dLQ WY^ISLENIQ EMKOSTI [ARA MOVNO WMESTO FORMUL (19.16),

(19.19) OPREDELITX EMKOSTX OBY^NYM SPOSOBOM PO FORMULE

C =
Q

A0

: (19:21)

GDE A0 WY^ISLQETSQ IZ (19.3) PRI r = R.
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tAKIM OBRAZOM, OBE FORMULY (19.16) I (19.21) OKAZALISX \K-

WIWALENTNYMI, KAK I PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII.

fORMULA (19.18) SPRAWEDLIWA NE TOLXKO DLQ ZARQVENNYH PRO-

WODNIKOW SFERI^ESKOJ FORMY, NO I DLQ PROIZWOLXNYH ZARQVEN-

NYH PROWODQ]IH TEL. dOKAVEM \TO UTWERVDENIE. iZ (19.18) IME-

EM

W =
1

8�

Z p�gg00
klEkEl dV =
1

8�

Z p�gp
g00

EkD
k dV; (19:18a)

GDE

Ek = �@A0

@yk
; Dk =

1p
g00

klEl; 
kl = �gkl; : (19:18b)

w (19.18b) 
kl { METRIKA TREHMERNOGO PROSTRANSTWA. tAK KAK WRA-

]ENIQ OTSUTSTWU@T, TO ^LENY METRIKI g0k = 0.iNTEGRAL (19.18a)

S U^ETOM URAWNENIJ mAKSWELLA W "ZADANNOM GRAWITACIONNOM PO-

LE" [7]
1p



@

@yk
(
p

Dk) = 4�� (19:18c)

SWEDETSQ K WIDU

W = � 1

8�

Z p�gp
g00

� 1p



@

@yk
(
p

A0D

k) � 4��A0

�
dV: (19:18d)

iSPOLXZUQ RAWENSTWO p�gp
g00

=
p

;

POLU^IM WMESTO (19.18d) SOOTNO[ENIE

W = � 1

8�

Z @

@yk
(
p

A0D

k) dV +
1

2

Z
�A0

p

 dV: (19:18e)

iSPOLXZUQ TEOREMU gAUSSA, PREOBRAZUEM PERWYJ INTEGRAL PO OB_-

EMU K INTEGRALU PO OKRUVA@]EJ \TOT OB_EM POWERHNOSTI. tAK

KAK PODINTEGRALXNOE WYRAVENIE UBYWAET S RASSTOQNIEM KAK 1=r3,

TO WYBRAW POWERHNOSTX DOSTATO^NO DALEKO, \TOT INTEGRAL IS^EZA-

ET.tAK KAK WSE ZARQDY SOSREDOTO^ENY NA POWERHNOSTI PROWODNIKA

I POTENCIAL NA POWERHNOSTI POSTOQNEN, TO DLQ WTOROGO INTEGRALA
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POLU^IM 1

W =
1

2
A0

Z
�
p

 dV =

1

2
A0Q; (19:18f)

^TO TOVDESTWENNO S (19.18).

kAK IZWESTNO, [7] W KLASSI^ESKOJ (NEKWANTOWOJ) RELQTIWIST-

SKOJ MEHANIKE \LEMENTARNYM ^ASTICAM NELXZQ PRIPISYWATX KO-

NE^NYH RAZMEROW I ONI DOLVNY RASSMATRIWATXSQ KAK TO^E^NYE.

s DRUGOJ STORONY, ZARQVENNAQ ^ASTICA PRI TAKOM RASSMOTRENII

OBLADAET BESKONE^NOJ SOBSTWENNOJ \NERGIEJ, A, SLEDOWATELXNO, I

MASSOJ. fIZI^ESKAQ BESSMYSLENNOSTX TAKOGO REZULXTATA W SOGLA-

SII S [7] TREBUET OGRANI^ITX OSNOWNYE PRINCIPY SAMOJ \LEKTRO-

DINAMIKI OPREDELENNYMI PREDELAMI.

dOKAVEM, ^TO W PREDLAGAEMOJ NAMI MODELI UKAZANNOJ WY[E

TRUDNOSTI NE WOZNIKAET I SOBSTWENNAQ \NERGIQ OTRICATELXNOGO

TO^E^NOGO ZARQDA Q, SODERVA]EGO W SEBE N \LEKTRONOW, KONE^NA.

dLQ DOKAZATELXSTWA WOSPOLXZUEMSQ WYRAVENIQMI (19.18) I

(19.3), (19.3a) PRI R ! 0. pOLAGAQ W (146) Q = Ne I WOSPOLX-

ZOWAW[ISX IZWESTNOJ ASIMPTOTI^ESKOJ FORMULOJ [47]

p
�z exp(z2)(1� �(z)) � 1 +

1X
m=1

(�1)m1 � 3 : : : (2m � 1)

(2z2)m
; (19:22)

NAHODIM PRI z = � � 1 WYRAVENIE

A0(R) � Q

4R�2

�
1� 1

2�2

�
=
2mc2

e

�
1� 4mc2R

eQ

�

W =
QA0

2
= Nmc2

�
1� 4mc2R

e2N

�

oTKUDA PRI R! 0 IMEEM

W = Nmc2: (19:23)

dLQ ZARQVENNOJ PROWODQ]EJ SFERY "USKORENIE" POLOVITELX-

NO. sLEDOWATELXNO, \NERGIQ SFERY DAETSQ FORMULOJ (19.23). iZ

(19.3a) NAHODIM NA POWERHNOSTI SFERY WYRAVENIE

A0(R) =
Q exp(��2)p�

2Ri�

�
�(i�)

�
;

1zAMETIM, ^TO POSLEDNEE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO LI[X DLQ TONKIH ZARQVENNYH

PROWODQ]IH OBOLO^EK, A NE DLQ SPLO[NYH METALLI^ESKIH TEL. |TO SWQZANO S TEM,

^TO W POLE SWQZANNYH ZARQDOW NE WYPOLNQETSQ WNE ZARQDOW URAWNENIE lAPLASA, ^TO

PRIWODIT K NEPOSTOQNSTWU POTENCIALA WNUTRI PROWODNIKA, ^TO BUDET POKAZANO DALEE.
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OTKUDA NAHODIM PRI z = � � 1 WYRAVENIE

A0(R) =
4mc2

e
:

pRI R ! 0 IMEEM DLQ \NERGII POLQ SWQZANNYH NA SFERE ZARQDOW

WYRAVENIE

W = 2Nmc2: (19:23a)

wELI^INA \NERGII TO^E^NOJ ^ASTICY OKAZALASX NEZAWISIMOJ

OT ZNAKA I WELI^INY ZARQDA. iZ (19.23) SLEDUET, ^TO \NERGIQ POLQ

OTRICATELXNO ZARQVENNOJ ^ASTICY S ZARQDOM Q = Ne OPREDELQ-

ETSQ \NERGIEJ POKOQ EE N \LEKTRONNYH MASS.

w ^ASTNOSTI, DLQ ODNOGO \LEKTRONA "RAZMAZANNOGO" NA SFERE

RADIUSA R! 0 SOBSTWENNAQ \NERGIQ POLQ SOWPADAET S EGO \NERGI-

EJ POKOQ W = mc2.

kLASSI^ESKAQ EMKOSTX PROWODQ]EGO [ARA RAWNA EGO RADIUSU

I, SLEDOWATELXNO, RAWNA NUL@ PRI RASSMOTRENII TO^E^NOJ ^ASTI-

CY. w NA[EM SLU^AE EMKOSTX TO^E^NOGO \LEKTRONA W SOGLASII S

(19.23A) WY^ISLQETSQ PO FORMULE

C� =
Q2

2W
=

e2

2mc2
=
r0
2
;

I OKAZYWAETSQ W DWA RAZA MENX[E EGO KLASSI^ESKOGO RADIUSA.

w "NERELQTIWISTSKOM" PRIBLIVENII �! 0 IMEEM

A0(r) =
Q

r
; W =

Q2

2R

KLASSI^ESKIE SOOTNO[ENIQ DLQ POTENCIALA I \NERGII ZARQVENNO-

GO PROWODQ]EGO [ARA.

oTMETIM, ^TO WELI^INA \NERGII \LEMENTARNOJ TO^E^NOJ ^AS-

TICY NE ZAWISIT OT ZNAKA I WELI^INY ZARQDA. tAKIM OBRAZOM,

PREDLAGAEMYJ NAMI PODHOD RAS[IRQET OBLASTX PRIMENIMOSTI

KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ PRI PEREHODE K DOSTATO^NO MALYM RAS-

STOQNIQM.

gOWORQ OB \LEKTRONE, SLEDUET SOBL@DATX IZWESTNU@ OSTOROV-

NOSTX. oSNOWNOJ WOPROS O PRIRODE \LEKTRONA OSTAETSQ DO SIH POR

NEWYQSNENNYM. kAK GOWORIL |JN[TEJN, "\LEKTRON QWLQETSQ ^U-

VAKOM W \LEKTRODINAMIKE". iZ \LEKTRODINAMIKI TRUDNO PONQTX,

KAK MOVET KONE^NYJ ZARQD \LEKTRONA e, RASSMATRIWAEMYJ KAK

TO^E^NYJ ILI NAHODQ]IJSQ W O^ENX MALOM OB_EME, SOHRANQTXSQ W

KA^ESTWE STABILXNOGO OBRAZOWANIQ, WOPREKI DEJSTWU@]IMI MEV-

DU EGO \LEMENTAMI KULONOWYMI SILAMI OTTALKIWANIQ. pRIRODA
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SIL, PREPQTSTWU@]IH WZRYWU \LEKTRONA POD DEJSTWIEM KULONO-

WYH SIL, NAM NEIZWESTNA. nA RE[ENIE \TOJ PROBLEMY MOVNO NA-

DEQTXSQ LI[X W OB]EJ TEORII \LEMENTARNYH ^ASTIC.

kAK OTME^ENO W [83], pUANKARE "W 1906 GODU WWEL POWERHNOST-

NOE DAWLENIE NEIZWESTNOGO PROISHOVDENIQ, KOTOROE DOLVNO BYLO

DEJSTWOWATX NA \LEKTRON SO WSEH STORON, KAK RAWNOMERNO NATQNU-

TAQ PLENKA".

|TA PLENKA \KWIWALENTNA NA[EJ MODELI UPRUGIH NITEJ, ZA-

KREPLENNYH W CENTRE I SDERVIWA@]IH \LEMENTY ZARQDA \LEK-

TRONA OT RAZBEGANIQ ZA S^ET KULONOWYH SIL.

aNALOGI^NAQ SITUACIQ IMEET MESTO I W oto PRI RASSMOT-

RENII POLNOJ \NERGII MATERII I POSTOQNNOGO GRAWITACIONNOGO

POLQ (T.E. POLNOJ MASSY TELA), WYRAVAEMOJ ^EREZ TENZOR \NER-

GII IMPULXSA ODNOJ TOLXKO MATERII [7]. |TU ZADA^U WPERWYE RAS-

SMOTREL r. tOLMEN [108]. iSKL@^AQ PROMEVUTO^NYE WYKLADKI,

PODROBNO PRODELANNYE W [7] I [108], PRIWODIM REZULXTAT

P 0 = mc =
1

c

Z
(T 0

0 � T 1
1 � T 2

2 � T 3
3 )
p�gd V:

zDESX P 0 - WREMENNAQ KOMPONENTA 4 - IMPULXSA, dV - TREHMERNYJ

(EWKLIDOW) \LEMENT OB_EMA, g - 4 - MERNYJ OPREDELITELX METRI-

^ESKOGO TENZORA.

eSLI W KA^ESTWE ISTO^NIKA W URAWNENIQH |JN[TEJNA WYBRATX

TENZOR \NERGII - IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ, TO IZ RA-

WENSTW

T �� = 0; T (0)(0) = T 0
0 ;

WYTEKA@]IH IZ TETRAD W WIDE (7.1) S ISPOLXZOWANIEM METRIKI

(19.4), I USLOWIQMI SOPUTSTWIQ W FORME

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2; V0 = (g00)

1=2;

NAHODIM

P 0 = mc =
2

c

Z
T (0)(0)

p�gd V:
zNA^ENIE P 0 OTLI^AETSQ OT \NERGII POLQ W (17.16), (17.16f) MNO-

VITELEM 2=c. eSLI MNOVITELX 1=c WPOLNE ESTESTWENEN, TO NALI-

^IE UDWOENIQ \NERGII SWQZANO S U^ETOM NE TOLXKO \NERGII \LEK-

TRI^ESKOGO POLQ, NO I SWQZANNOGO S NIM POSREDSTWOM URAWNENIJ

|JN[TEJNA, GRAWITACIONNOGO POLQ.

w NA[EM SLU^AE ROLX GRAWITACIONNOGO POLQ WYPOLNQET PO-

LE SIL SWQZEJ, (DAWLENIE pUANKARE) KOTORYE PREPQTSTWU@T KULO-

NOWSKIM SILAM OTTALKIWANIQ I SOHRANQ@T VESTKOSTX ZARQVENNOJ
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^ASTICY. pO \TOJ PRI^INE W FORMULE (19.23A) PROISHODIT UDWOE-

NIE \NERGII.

hOTQ POTENCIAL A0 I \NERGIQW POLQ TO^E^NOGO ZARQDA OKAZA-

LISX KONE^NYMI, ODNAKO WYRAVENIE DLQ ZAKONA kULONA, OKAZALOSX

SPRAWEDLIWYM W TETRADAH DLQ WSEJ OBLASTI ZNA^ENIJ RADIUSA. iZ

POLQ TETRAD (7.1), METRIKI (19.4) I FORMUL (19.8A) I (19.9A) SLE-

DUET WYRAVENIE

F(0)(1) = exp
�
�� + �

2

�
F01 =

Q

r2
;

KOTOROE W TO^NOSTI SOWPADAET S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM DLQ

NAPRQVENNOSTI POLQ TO^E^NOGO ZARQDA. w [7] W KA^ESTWE NAPRQ-

VENNOSTI POLQ WYBIRA@TSQ NE TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA

POLQ, A IH AFFINNYE ZNA^ENIQ F0k. pEREHOD K PREDELU W (19.8A) I

(19.9A) PRI r = R I R! 0 TAKVE PRIWODIT K WYRAVENI@

F01 =
Q

R2
:

tAKIM OBRAZOM, DLQ AFFINNYH KOMPONENT TENZORA POLQ DLQ BOLX-

[IH r � r0 I MALYH r � r0 RASSTOQNIJ OT ZARQDA TAKVE SPRA-

WEDLIW ZAKON kULONA, HOTQ DLQ WELI^IN WBLIZI r0 TETRADNYE I

AFFINNYE KOMPONENTY NE SOWPADA@T.

iZ ANALIZA FORMUL (19.3A) I (19.18) WYTEKAET, ^TO \NERGIQ

\LEKTRI^ESKOGO POLQ ZARQVENNOJ PROWODQ]EJ SFERY PRI OTRICA-

TELXNOM "USKORENII", ZADANNOM ZARQDE Q = e I RADIUSE R IME-

ET MAKSIMUM PRI R = 0:06r0 = 1:68 � 10�14 SM. zNA^ENIE \TO-
GO MAKSIMUMA DLQ DLQ SFERY S ZARQDOM \LEKTRONA SOSTAWLQET

Wmax = 2:565mc2.

pRI R ! 0, \NERGIQ NE STREMITSQ K BESKONE^NOSTI, KAK PRI

KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII, A STREMITSQ K WELI^INE W = 2mc2.

iTAK, RAZMER ^ASTICY, IME@]EJ \KSTREMALXNOE DAWLENIE pUAN-

KARE, SOSTAWLQET WELI^INU PORQDKA 1:7 � 10�14 SM.
kAK POKAZYWA@T SOWREMENNYE ISSLEDOWANIQ W KWANTOWOJ TEO-

RII POLQ, SPRAWEDLIWOSTX ZAKONA kULONA WYPOLNQETSQ DO ZNA^E-

NIJ RADIUSA r = 10�16 SM. pO\TOMU STARYE NELINEJNYE TEORII

POLQ g. mI, m. bORNA I m. bORNA I l. iNFELXDA, RAZOBRANNYE

W MONOGRAFIQH [83] I [109], GDE NARU[ENIE ZAKONA kULONA PROIS-

HODIT NA RASSTOQNIQH PORQDKA KLASSI^ESKOGO RADIUSA \LEKTRONA

r0 � 10�13 SM, NE UDOWLETWORQ@T SOWREMENNYM TEORETI^ESKIM I

\KSPERIMENTALXNYM DANNYM.
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dLQ NA[EGO SLU^AQ ZAKON kULONA (W TETRADAH, K KOTORYM I

OTNOSQTSQ POKAZANIQ PRIBOROW) SPRAWEDLIW DLQ L@BOGO ZNA^ENIQ

RADIUSA, ^TO SOGLASUETSQ S SOWREMENNYMI IZMERENIQMI.

w ZAKL@^ENIE RAZDELA RASSMOTRIM WOPROS OB \LEKTROMAGNIT-

NOJ MASSE I \LEKTROMAGNITNOM IMPULXSE POLQ DWIVU]EGOSQ ZA-

RQDA (\LEKTRONA). "fIZI^ESKIE" KOMPONENTY 4 - IMPULXSA POLQ

P (�) DWIVU]EJSQ ^ASTICY OPREDELIM W SOGLASII S FORMULOJ

P (�) =
1

c

Z p�gT ��e(�)� dS� =
1

c

Z p�gT (0)(�) dV; (19:23b)

W KOTOROJ KOMPONENTA P (0) RAWNA \NERGII POLQW (19.23), PODELEN-

NOJ NA SKOROSTX SWETA c, A PROSTRANSTWENNYE TETRADNYE KOMPO-

NENTY P (k) OBRAZU@T TREHMERNYJ WEKTOR IMPULXSA POLQ. ~TOBY

WYPOLNITX INTEGRIROWANIE W POSLEDNEJ FORMULE, UDOBNO WYRA-

ZITX WHODQ]IE W NEE WELI^INY ^EREZ WELI^INY so, W KOTOROJ

\LEKTRON POKOITSQ. wSE WELI^INY W \TOJ SISTEME BUDEM OBOZNA-

^ATX SO [TRIHOM. pREDPOLOVIM, ^TO \LEKTRON DWIVETSQ WDOLX

OSI z. tAK KAK W TETRADAH, UDOWLETWORQ@]IH KALIBROWKE lAME,

KOTOROJ MY ZDESX POLXZUEMSQ, GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY IME@T TU

VE SAMU@ STRUKTURU, ^TO I W GALILEEWYH KOORDINATAH PLOSKO-

GO PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, TO FORMULU (19.23b) PREDSTAWIM W

WEKTORNOM WIDE

~P =
1

4�c

Z p�g ~E � ~H dV; ~H =
1

c
~v � ~H: (19:23c)

zDESX ~E, ~H, ~v { WEKTORY \LEKTRI^ESKOGO, MAGNITNOGO POLEJ I

SKOROSTI ^ASTICY SOOTWETSTWENNO.

pOSLEDNIJ INTEGRAL MOVNO PREOBRAZOWATX K WIDU

~P =
1

4�c

Z p�g ~E� ~H dV =
1

4�c

Z p�g[~vE2� ~E(~v� ~E)] dV: (19:23d)

qSNO, ^TO W SOPUTSTWU@]EJ so MAGNITNOE POLE ^ASTICY RAW-

NO NUL@ I ~P = 0. dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA WOSPOLXZUEMSQ SLE-

DU@]IMI FORMULAMI, WYTEKA@]IMI IZ INWARIANTNOSTI 4 - OB_-

EMA, INTERWALA I LORENCEWA PREOBRAZOWANIQ POLEJ

p�gdV cdt =
q
�g0dV 0cdt0; dt0 = dt

q
1� �2; � =

v

c
; Ez = E0

z;

Ey =
1p

1� �2
E0
y; Ex =

1p
1 � �2E

0
x; Hz = 0;

174



Hy = � �E0
xp

1� �2 ; Hx =
�E0

yp
1� �2

:

iSPOLXZUQ \TI FORMULY, NAHODIM DLQ OTLI^NOJ OT NULQ Pz =

P (3) KOMPONENTY IMPULXSA POLQ WYRAVENIE

Pz =
v

4�c2
p
1� �2

Z
(E0

x
2
+ E0

y
2
)
q
�g0dV 0:

iZ SFERI^ESKOJ SIMMETRII \LEKTRI^ESKOGO POLQ W SOPUTSTWU@-

]EJ \LEKTRONU so IMEEM

Pz =
2

3

v

4�c2
p
1� �2

Z
E02

q
�g0dV 0 =

4

3

v

c2
p
1 � �2W; (19:23e)

GDE \NERGIQ POLQW OPREDELENA W (19.18), A DLQ TO^E^NOJ ^ASTICY

- W (19.23).

nALI^IE MNOVITELQ 4=3 W POSLEDNEJ FORMULE QWLQETSQ TRUD-

NOSTX@ KAK KLASSI^ESKOJ TEORII mAKSWELLA, TAK I NA[EJ MODI-

FIKACII.

2. pOLE S CILINDRI^ESKOJ SIMMETRIEJ

rASSMOTRIM POLE, OBLADA@]EE CILINDRI^ESKOJ SIMMETRIEJ,

SOZDAWAEMOE TONKIM BESKONE^NO DLINNYM ZARQVENNYM METALLI-

^ESKIM CILINDROM.

sOWMESTIM OSX z S OSX@ CILINDRA, WYBRAW NA^ALO KOORDINAT

W CENTRE CILINDRA. rAS^ET POLQ BUDEM PROIZWODITX W CILINDRI-

^ESKOJ SISTEME KOORDINAT, WOSPOLXZUQSX DLQ NAHOVDENIQ POTEN-

CIALA FORMULOJ (19.1), GDE r0 - TREHMERNOE ( EWKLIDOWO ) RASSTOQ-

NIE OT ZARQDA dQ DO TO^KI NABL@DENIQ , � - UGOL MEVDU RADIUSOM -

WEKTOROM ~r I~i ,~i = ~a0=j ~a0 j.~i DLQ KAVDOGO \LEMENTA ZARQDA dQ NA-

PRAWLEN OT CENTRA CILINDRA PERPENDIKULQRNO EGO POWERHNOSTI.

wELI^INA "USKORENIQ" a0 DLQ ZARQDOW OTRICATELXNO ZARQVENNOJ

CILINDRI^ESKOJ POWERHNOSTI (\LEKTRONOW) WY^ISLQETSQ PO FOR-

MULE (19.2).

kAVDYJ IZ ZARQDOW NA PROWODNIKE BUDET NAHODITXSQ NA PO-

WERHNOSTI CILINDRA I ISPYTYWATX SO STORONY SOZDAWAEMOGO IMI

POLQ SILU "OTRICATELXNOGO DAWLENIQ", NAPRAWLENNOGO PO WNE[-

NEJ NORMALI K POWERHNOSTI [26]. |TA SILA SOOB]AET ZARQDU RADI-

ALXNOE "USKORENIE" I KOMPENSIRUETSQ SILOJ SO STORONY RE[ET-

KI, UDERVIWA@]EJ ZARQDY NA POWERHNOSTI CILINDRA. (e]E RAZ

POD^ERKNEM, ^TO W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI POKOQ]EE-

SQ TELO MOVET OBLADATX OTLI^NYM OT NULQ USKORENIEM!) w SO-

GLASII S (2.18) KAVDYJ IZ \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI CILINDRA
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PRINADLEVIT KASATELXNOMU PLOSKOMU PROSTRANSTWU, NO RIMANO-

WU PROSTRANSTWU - WREMENI. pO\TOMU OPERACIQ INTEGRIROWANIQ

PO POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT W PLOSKOM PROSTRANSTWE I

QWLQETSQ KORREKTNOJ.

iZ GEOMETRI^ESKIH SOOBRAVENIJ LEGKO POLU^ITX FORMULU,

SWQZYWA@]U@ WELI^INY r0 I � c RADIALXNOJ KOORDINATOJ � I

UGLOWOJ KOORDINATOJ � CILINDRI^ESKIH KOORDINAT.

r0 cos � = R � � cos�: (19:24)

|LEMENT ZARQDA dQ NA POWERHNOSTI CILINDRA MOVNO PREDSTA-

WITX W WIDE

dQ = �Rd�dz =



2�
d�dz; (19:25)

GDE � I 
 SOOTWETSTWENNO POWERHNOSTNAQ I LINEJNAQ PLOTNOSTI

ZARQDOW.

w CELQH UPRO]ENIQ PEREJDEM OT TONKOGO CILINDRA K ZARQ-

VENNOJ NITI, POLAGAQ R ! 0 I S^ITAQ 
 POSTOQNNOJ KONE^NOJ

WELI^INOJ. w REZULXTATE DLQ POTENCIALA A0 POLU^IM WYRAVENIE

A0 =



�

Z �

0
d� exp

��a0 cos�
2c2

� Z +1

�1

exp
�
�a0

p
�2+z2

2c2

�
p
�2 + z2

dz: (19:26)

wY^ISLENIE INTEGRALOW PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

A0 = 2
I0(�)K0(�); � =
�a0
2c2

=
�eE0

4mc2
: (19:27)

w POSLEDNEM SOOTNO[ENII E0 - NAPRQVENNOSTX POLQ NA PO-

WERHNOSTI CILINDRA, I0, K0 - CILINDRI^ESKIE FUNKCII bESSELQ

W OB]EPRINQTYH OBOZNA^ENIQH [82].

nAJDEM GEOMETRI@ PROSTRANSTWA-WREMENI WNE ZARQVENNOJ NI-

TI I WY^ISLIM \NERGI@ POLQ, SOZDANNU@ ZARQDAMI \TOJ NITI.

sOWOKUPNOSTX \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI CILINDRA NE PRI-

NADLEVIT KONGRUENCII MIROWYH LINIJ BAZISA nso (2.18), A

WKL@^A@TSQ W SOWOKUPNOSTX MIROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA, PRI-

NADLEVA]IH CILINDRI^ESKI - SIMMETRI^NOJ LAGRANVEWOJ SOPUT-

STWU@]EJ nso S METRIKOJ WIDA

dS2 = exp(�)(dy0)2 � exp(�)d�2 � �2d�2 � dz2: (19:28)

GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT �.

fUNKCII �(�) I �(�) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. dLQ IH NAHOV-

DENIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM CILINDRI^ESKI-SIMMETRI^NYH
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STATI^ESKIH URAWNENIJ mAKSWELLA S ISPOLXZOWANIEM METRIKI

(19.28), ANALOGI^NYH PO ZAPISI URAWNENIQM \LEKTRODINAMIKI W

"ZADANNOM GRAWITACIONNOM POLE" [7]. zATEM SRAWNIM POLU^ENNOE

RE[ENIE S WYRAVENIEM DLQ POLQ, POLU^AEMOM IZ (19.27).

dLQ OTLI^NOJ OT NULQ RADIALXNOJ KOMPONENTY "INDUKCII"

D1 IMEEM URAWNENIE

1p



@

@�

�
� exp(�=2)D1

�
= 0; (19:29)

RE[ENIEM KOTOROGO BUDET

D1 =
2


�
exp(��=2): (19:30)

w (19.29) I (19.30) MEVDU "INDUKCIEJ" D1 NAPRQVENNOSTX@ POLQ

E1 I KOMPONENTOJ TENZORA POLQ F01 SU]ESTWU@T IZWESTNYE [7]

SOOTNO[ENIQ

D1 = 
11D
1 =

2


�
exp(�=2) =

1p
g00
E1; E1 = F01; 
kl = �gkl;

(19:31)

GDE 
kl - PROSTRANSTWENNYJ METRI^ESKIJ TENZOR S OPREDELITELEM

RAWNYM 
.

qSNO, ^TO URAWNENIQ mAKSWELLA NE OPREDELQ@T FUNKCIJ �(�)

I �(�).

iZ (19.27) NAHODIM OTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY F01 = �F10

F01 = �@A0

@�
=

a0
c2

(K1(�)I0(�) � I1(�)K0(�)): (19:32)

pRIRAWNIWAQ (19.32) WYRAVENI@ F01 IZ (19.31), NAHODIM URAW-

NENIE, SWQZI NA FUNKCII �(�) I �(�)

exp
�� + �

2

�
= �(K1(�)I0(�) � I1(�)K0(�)) =

�

2

F01: (19:33)

dLQ NAHOVDENIQ WTOROGO URAWNENIQ, SWQZYWA@]EGO \TI FUNK-

CII, RASSMOTRIM SILU SO STORONY POLQ, DEJSTWU@]U@ NA PROB-

NYJ ZARQD q, ZAKREPLENNYJ W TO^KE S KOORDINATOJ � OT OSI NITI.

pUSTX MASSA PROBNOGO ZARQDA m0. tOGDA WEKTOR PERWOJ KRIWIZ-

NY F 1 MIROWOJ LINII \TOGO ZARQDA MOVNO NAJTI IZ SOOTNO[ENIQ

(1.5), ZAPISAW DLQ ZAKREPLENNYH ZARQDOW USLOWIE SOPUTSTWIQ DLQ

METRIKI (19.28) W WIDE

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2;
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V0 = (g00)
1=2; F 1 = F (�); F 0 = F 2 = F 3 = 0: (19:34)

oTKUDA IZ (1.5) IMEEM

F 1 =
1

2

d�

d�
exp(��): (19:35)

|TU VE WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJSTWU@]EJ NA ZA-

RQD SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ ZARQD W POLE NEPODWIVNYM.

|TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ I PROTIWOPOLOVNA

EJ PO ZNAKU.

F 1 =
1

2

d�

d�
exp(��) = � q

m0c2
F 10V0 =

� 2
q

m0c2�
exp(��=2): (19:36)

iZ (19.32)-(19.36) NAHODIM

exp(�=2) = � q

m0c2

Z
F01 d� =

qA0

m0c2
+ s1; (19:37)

GDE C1 - POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ.

pOSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ OPREDELIM IZ WIDA ASIMPTOTIKI

A0 NA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT NITI. hORO[O IZWESTNO, ^TO PRI

KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII POTENCIAL A0 NA BOLX[IH RASSTOQ-

NIQH OT NITI LOGARIFMI^ESKI RASHODITSQ.

dLQ RASSMATRIWAEMOGO NAMI SLU^AQ \TO NE TAK. dOKAVEM \TO.

w TETRADAH (17.10) NA OSNOWE FORMUL (19.30), (19.31) F(0)(1)

KOMPONENTA TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ IMEET WID

F(0)(1) =
2


�
: (19:38)

nA POWERHNOSTI CILINDRA WELI^INA POLQ E0 SOWPADAET S TETRAD-

NOJ KOMPONENTOJ F(0)(1). pO\TOMU DLQ WELI^INY � IMEEM

� =
�a0
2c2

=
�eE0

4mc2
=

�e


R2mc2
; � � R: (19:39)

iZ ANALIZA (19.39) SLEDUET, ^TO � ! 1 PRI � ! 1. dLQ

BOLX[IH RASSTOQNIQH OT NITI MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ IZWESTNY-

MI ASIMPTOTI^ESKIMI RAZLOVENIQMI DLQ FUNKCIJ bESSELQ [82].

I0(�) '
vuut 1

2��
e�; K0(�) '

s
�

2�
e�� (19:40)
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|TO PRIWODIT DLQ KOMPONENTY 4 - POTENCIALA a0 K WYRAVE-

NI@

A0(�) =



�
=
2mc2R

e�
; (19:41)

oTS@DA SLEDUET, ^TO PRI �!1, A0 ! 0.

iTAK, MY DOKAZALI, ^TO DLQ NA[EGO SLU^AQ POWEDENIE A0 NA

BESKONE^NOSTI REZKO OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOGO ANALOGA: WMES-

TO RASHODQ]EJSQ WELI^INY MY POLU^ILI WELI^INU STREMQ]U@SQ

K NUL@.

|TO DAET WOZMOVNOSTX POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ C1 OPRE-

DELITX IZ (19.37) IZ TREBOWANIQ OBRA]ENIQ g00 W EDINICU NA BES-

KONE^NOSTI. w REZULXTATE IZ (19.37) IMEEM

exp(�=2) = 1 +
qA0

m0c2
: (19:42)

iSPOLXZUQ (19.33), NAHODIM

exp(�=2) = � �

2


@A0

@�

1

1 + qA0

m0c2

: (19:43)

dLQ SLABYH POLEJ PRI � � 1, ISPOLXZUQ IZWESTNYE RAZLOVE-

NIQ DLQ FUNKCIJ bESSELQ [82]

I0(�) ' 1; K0(�) ' �( ln (�=2) + C); (19:44)

NAHODIM

A0(�) ' �2

�
ln
��a0
2c2

�
+ C

�
; �@A0

@�
' 2


�
; (19:45)

GDE C = 0:57721566490::: - ESTX POSTOQNNAQ |JLERA.

(19.45) S TO^NOSTX@ DO ZNA^ENIQ POSTOQNNYH W POTENCIALE

SOWPADAET S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM. oDNAKO METRIKA PROS-

TRANSTWA-WREMENI DAVE W SLU^AE SLABOGO POLQ OSTAETSQ RIMANO-

WOJ, OPREDELQETSQ FORMULOJ (19.42), A WMESTO (19.43) IMEEM

exp(�=2) =
1

1 + qA0

m0c2

: (19:46)

wY^ISLIM \NERGI@ POLQ OT \LEMENTA ZARQVENNOJ NITI DLINY

h, WOSPOLXZUQSX FORMULAMI (17.16) -(17.18), (19.18). dLQ TETRAD-

NOJ KOMPONENTY T (0)(0) TENZORA \NERGII-IMPULXSA IMEEM WYRAVE-

NIE

T (0)(0) =

2

2��2
(19:47)
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W =
Z p�gT ��V� dS� = h


2

Z 1
R
F01 d�

= �h

2

Z 1
R

@A0

@�
d� =

A0(R)
h

2
� A0(1)
h

2
; (19:48)

tAK KAK PO DOKAZANNOMU W (19.41) A0(1) = 0, A NITX PO USLOWI@

IMEET RADIUS R ! 0, TO SOOTNO[ENIE (19.48) NA OSNOWE (19.39)

PRIMET WID

W =
A0(R)
h

2
= 
2hI0

� e


2mc2

�
K0

� e


2mc2

�
: (19:49)

iZ FORMULY (19.49) SLEDUET, ^TO \NERGIQ POLQ WNUTRI CILIND-

RA DLINY h I BESKONE^NOGO RADIUSA QWLQETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ,

^TO REZKO OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOGO ZNA^ENIQ \NERGII ZARQ-

VENNOJ NITI, KOTORAQ BESKONE^NO WELIKA.

pRI PLOTNOJ UPAKOWKE ZARQDOW NA NITI, T.E. PRI WYPOLNENII

USLOWIQ
e


2mc2
� 1 (19:50)

IMEEM DLQ \NERGII WYRAVENIE

W =

hmc2

e
= Nmc2; (19:51)

GDE N - ^ISLO \LEKTRONOW NA DLINE h NITI.

iTAK, DLQ TREH WIDOW SIMMETRII (PLOSKOJ, SFERI^ES-

KOJ I CILINDRI^ESKOJ), \NERGIQ POLQ, SOZDAWAEMAQ TO-

^E^NYMI ZARQDAMI, NE RASHODITSQ, KAK \TO IMEET MESTO

PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII, A OPREDELQETSQ \NERGI-

EJ POKOQ ZARQDOW, SOZDA@]IH POLE. pRI \TOM WELI^INA

ZARQDA WYPADAET IZ FORMUL DLQ \NERGII.

20. vESTKAQ, BEZWIHREWAQ, SFERI^ESKI-SIMMETRI^NAQ

nso

rASSMOTRIM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO CENTRALXNO - SIMMET-

RI^NOE DWIVENIE SPLO[NOJ SREDY, PROISHODQ]EE IZ NEKOTOROJ

TO^KI, W KOTOROJ POME]ENO NA^ALO KOORDINAT. o^EWIDNO, ^TO

DLQ NABL@DATELEJ W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME OTS^E-

TA RASSTOQNIE MEVDU SOSEDNIMI \LEMENTAMI SREDY BUDET IZME-

NQTXSQ WO WREMENI, T.E. TAKAQ SISTEMA NE QWLQETSQ VESTKOJ . tAK
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KAK WSE TO^KI SREDY, NAHODQ]IESQ NA ODINAKOWOM RASSTOQNII OT

CENTRA, IME@T ODINAKOWYE SKOROSTI I USKORENIQ , TO TAKAQ SREDA

DWIVETSQ BEZ WRA]ENIJ . tAKIM OBRAZOM, DLQ TAKOJ nso TEN-

ZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ RAWEN NUL@, A TENZOR SKOROSTEJ

DEFORMACIJ I POLE WEKTOROW PERWOJ KRIWIZNY OTLI^NO OT NULQ.

eSLI DLQ RASSMATRIWAEMOJ nso POTREBOWATX WYPOLNENIQ USLO-

WIQ VESTKOSTI, TO IZ ANALIZA URAWNENIQ STRUKTURY (1.7) SLEDUET

, ^TO W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NE SU]ESTWUET SFERI^ESKI -

SIMMETRI^NOJ nso, IME@]IH RADIALXNOE USKORENIE OTLI^NOE

OT NULQ I RAWNYJ NUL@ TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ. iNYMI

SLOWAMI, W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NEWOZMOVNO VESTKOE RADI-

ALXNOE DWIVENIE SPLO[NOJ SREDY.

w RIMANOWOM PROSTRANSTWE TAKAQ SITUACIQ WOZMOVNA. |TO

SLEDUET, NAPRIMER, IZ USLOWIQ STATI^ESKOGO RAWNOWESIQ W SFERI-

^ESKI - SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE, OPISYWAEMOJ METRI-

KOJ {WARC[ILXDA [7]. dLQ NABL@DATELEJ, POKOQ]IHSQ NA POWERH-

NOSTI NEPODWIVNOJ GRAWITIRU@]EJ SFERY, S TO^KI ZRENIQ oto

USKORENIE OTLI^NO OT NULQ I NAPRAWLENO OT CENTRA PERPENDIKU-

LQRNO POWERHNOSTI, W TO WREMQ KAK DLQ NABL@DATELEJ, PRIDERVI-

WA@]IHSQ NX@TONOWSKOJ TO^KI ZRENIQ, USKORENIE RAWNO NUL@. i,

NAOBOROT, SWOBODNOE PADA@]EE TELO W NX@TONOWSKOM POLE TQVES-

TI IMEET OTLI^NOE OT NULQ USKORENIE, A W [WARC[ILXDOWOM POLE

DWIVETSQ PO GEODEZI^ESKOJ LINII S NULEWYM USKORENIEM. bOLEE

POLNO \TI WOPROSY OBSUVDA@TSQ W RABOTAH [40] , [41] . mETRIKU

SFERI^ESKI - SIMMETRI^NOJ LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ nso

PO ANALOGII S oto [7] I]EM W WIDE

dS2 = exp(�)(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� exp(�)(dr)2; (20:1)

GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT r.

nso (20.1) QWLQETSQ O^EWIDNO VESTKOJ, T.K. METRI^ESKIE KO-

\FFICIENTY NE ZAWISQT OT WREMENI, A RAWENSTWO NUL@ KOMPO-

NENT g0k GOWORIT OB OTSUTSTWII WRA]ENIJ. sISTEMA (1.1) S U^ETOM

SFORMULIROWANNYH TREBOWANIJ, A TAKVE WYPOLNENIQ USLOWIJ SO-

PUTSTWIQ

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2; V0 = (g00)

1=2;

F 1 = F (r); F 0 = F 2 = F 3 = 0

SWODITSQ K ODNOMU URAWNENI@

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��): (20:2)
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mOVNO UBEDITXSQ , ^TO STRUKTURNYE URAWNENIQ (1.7) UDOW-

LETWORQ@T (20.2) BEZ DOPOLNITELXNYH SWQZEJ NA FUNKCII �(r) I

�(r). tAKIM OBRAZOM, PO ZADANNOMU POL@ WEKTOROW PERWOJ KRIWIZ-

NY F 1 NELXZQ ODNOZNA^NO BEZ PRIWLE^ENIQ DOPOLNITELXNYH FAK-

TOROW OPREDELITX METRIKU (20.1).

rASSMOTRIM NEKOTORYE PROSTEJ[IE WOZMOVNOSTI. pROWEDEM

SLEDU@]IJ MYSLENNYJ \KSPERIMENT.

A). pUSTX NABL@DATELI, NAHODQ]IESQ NA POWERHNOSTI ZEMLI,

WRA]ENIQ KOTOROJ NE U^ITYWAEM, PLOTNOSTX S^ITAEM POSTOQNNOJ,

A FORMU SFERI^ESKOJ, IZMERQ@T GRAWITACIONNOE POLE S POMO]X@

AKSELEROMETROW. oNI NAJDUT, ^TO POLE USKORENIJ NAPRAWLENO PO

RADIUSU OT CENTRA PERPENDIKULQRNO POWERHNOSTI. dLQ IZMERENIQ

POLQ WDALI OT POWERHNOSTI ISPOLXZUEM MNOVESTWO RADIALXNYH

NEWESOMYH VESTKIH STERVNEJ, WDOLX KOTORYH USTANOWIM SISTEMU

AKSELEROMETROW. sOWOKUPNOSTX STERVNEJ I AKSELEROMETROW ZADA-

ET BAZIS RADIALXNOUSKORENNOJ VESTKOJ SISTEMY OTS^ETA. dEJST-

WITELXNO, PO MERE UDALENIQ OT POWERHNOSTI ZEMLI POLE USKORENIJ

BUDET UMENX[ATXSQ, POD^INQQSX ( W NULEWOM PRIBLIVENII ) ZAKO-

NU WSEMIRNOGO TQGOTENIQ nX@TONA. eSLI NABL@DATELI S^ITA@T ,

SWOE PROSTRANSTWO PLOSKIM , A ZAKON WSEMIRNOGO TQGOTENIQ TO^-

NYM , TO METRIKA (20.1) BUDET IMETX WID [18] .

dS2 = exp(�rg=r)(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� (dr)2; (20:3)

GDE rg = 2kM=c2 NOSIT NAZWANIE GRAWITACIONNOGO RADIUSA . pRI

WYWODE (20.3) U^LI, ^TO PO OPREDELENI@ PLOSKOGO PROSTRANSTWA

� = 0 , A � NA[LI IZ (20.2) I ZAKONA TQGOTENIQ nX@TONA.

iTAK, HOTQ METRIKA PROSTRANSTWA - PLOSKAQ , METRIKA PRO-

STRANSTWA - WREMENI (20.3) OKAZALASX RIMANOWOJ. tAKIM OBRAZOM,

NX@TONOWSKAQ TEORIQ GRAWITACII W PLOSKOM PROSTRANSTWE DOPUS-

KAET DWA LOGI^ESKI NEPROTIWORE^IWYH TOLKOWANIQ.

w SOGLASII S OB]EPRINQTOJ TRAKTOWKOJ W NX@TONOWSKOJ TEO-

RII PLOSKIM QWLQETSQ NE TOLXKO PROSTRANSTWO, NO I PROSTRANSTWO

- WREMQ. pRI \TOM NA TELO, NAHODQ]EESQ NA POWERHNOSTI ZEMLI,

DEJSTWU@T DWE SILY , SILA TQVESTI I SILA REAKCII OPORY , KO-

TORYE W SUMME DA@T NOLX I PO\TOMU NE SOOB]A@T TELU NIKAKOGO

USKORENIQ.

w NA[EJ TRAKTOWKE NA TELO, POKOQ]EESQ OTNOSITELXNO POWERH-

NOSTI ZEMLI, DEJSTWUET TOLXKO ODNA SILA - SILA REAKCII OPORY,

KOTORAQ SOOB]AET TELU USKORENIE, IZMERQEMOE AKSELEROMETROM,

WY^ISLQEMOE PO FORMULE (20.2) S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (20.3).
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eSLI OPORU UBRATX, TO TELO BUDET DWIGATXSQ PO GEODEZI^ESKOJ LI-

NII W PROSTRANSTWE - WREMENI S METRIKOJ (20.3), W TO WREMQ KAK

PRI OBY^NOJ TRAKTOWKE PRI OTSUTSTWII OPORY TELO BUDET DWI-

GATXSQ W PLOSKOM PROSTRANSTWE - WREMENI POD DEJSTWIEM SILY

TQVESTI.

mODIFICIROWANNAQ NAMI NX@TONOWSKAQ TRAKTOWKA BLIVE K

\JN[TEJNOWSKOJ, ^EM ^ISTO NX@TONOWSKAQ. mOVNO POKAZATX, WOS-

POLXZUQSX [42], ^TO RAS^ET SME]ENIQ PERICENTRA ZA ODIN OBOROT

PO METRIKE (20.3) W TRI RAZA MENX[E, ^EM PO METRIKE {WARC-

[ILXDA. iZMENENIE NAPRAWLENIQ LU^A SWETA PRI PROHOVDENII

WBLIZI CENTRALXNOGO TELA PO (20.3) W DWA RAZA MENX[E ]WARC-

[ILXDOWSKOGO. pO\TOMU PREDLAGAEMAQ MODELX, NE PRETENDUQ NA

ZAMENU oto, USTANAWLIWAET BOLEE TESNU@ SWQZX MEVDU NX@TO-

NOWSKOJ I \JN[TEJNOWSKOJ TEORIQMI, POKAZYWAQ , ^TO NX@TONOW-

SKU@ TEORI@ MOVNO RASSMATRIWATX W RIMANOWOM PROSTRANSTWE

- WREMENI. eSLI W NX@TONOWSKOM PRIBLIVENII RASSMATRIWAEMAQ

TRAKTOWKA SOWPADAET S \KSPERIMENTALXNYMI DANNYMI, TO BOLEE

TONKIH \FFEKTOW, KOTORYE OB_QSNQET oto, MODELX NE U^ITYWAET.

pOPYTAEMSQ MODIFICIROWATX MODELX TAK, ^TOBY ONA TO^NEE

SOOTWETSTWOWALA DANNYM NABL@DENIJ.

B).pRI WYWODE (20.3) PREDPOLAGALOSX, � = 0, ^TO SOOTWETSTWU-

ET MODELI PLOSKOGO PROSTRANSTWENNOGO SE^ENIQ. w KA^ESTWE SIS-

TEMY OTS^ETA WNE ZEMLI WYBIRALASX SISTEMA VESTKIH NEDEFOR-

MIRUEMYH STERVNEJ, PO KOTORYM ZWUK RASPROSTRANQETSQ S BES-

KONE^NO BOLX[OJ SKOROSTX@, ^TO PROTIWORE^IT KONE^NOSTI SKO-

ROSTI RASPROSTRANENIQ WZAIMODEJSTWIQ. pO\TOMU DLQ USTRANE-

NIQ \TOGO NEDOSTATKA MODELI BUDEM S^ITATX , KAK I W oto, ^TO

STRUKTURA BAZISA RADIALXNOUSKORENNOJ nso WNE ZEMLI \KWIWA-

LENTNA NEKOTOROJ UPRUGOJ SREDE , PODWERVENNOJ DEFORMACIQM, A,

SLEDOWATELXNO, I NAPRQVENIQM, NO IME@]EJ RAWNYJ NUL@ TENZOR

SKOROSTEJ DEFORMACIJ. iZ WIDA METRIKI (20.1) SLEDUET, ^TO MY

RASSMATRIWAEM LI[X MALYE RADIALXNYE SME]ENIQ UPRUGOJ SRE-

DY, DLQ KOTORYH OTLI^NA OT NULQ ( W OBOZNA^ENIQH [43] ) W SFERI-

^ESKIH KOORDINATAH LI[X RADIALXNAQ urr = @ur=@r KOMPONENTA

TENZORA DEFORMACIJ. ~TO KASAETSQ KOMPONENT u�� = u�� = ur=r ,

TO ONI PRENEBREVIMO MALY PO SRAWNENI@ S urr I W RASSMATRIWA-

EMOJ MODELI NE U^ITYWA@TSQ.

sWQZX MEVDU TENZORAMI DEFORMACIJ I NAPRQVENIJ UDOBNEE

OPREDELITX W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ nso, RASSMATRIWAQ

UPRUGU@ SREDU BEZ SDWIGOWYH NAPRQVENIJ, DLQ KOTOROJ SPRAWED-
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LIW ZAKON gUKA W WIDE [44]

P ij = ~�I1

ij; I1(") = 
kl"kl =

1

2
(1 � exp(��)); (20:4)

GDE I1 - PERWYJ INWARIANT TENZORA DEFORMACIJ , ~� - KOO\FFICIENT

lAME, 
ij = �gij - METRIKA PROSTRANSTWENNOGO SE^ENIQ (20.1).

"ij =
1

2
(
ij � 
0ij)


0ij - METRI^ESKIJ TENZOR PLOSKOGO PROSTRANSTWA W SFERI^ESKIH

KOORDINATAH.

uPRUGAQ SREDA DOLVNA UDOWLETWORQTX URAWNENI@ NERAZRYW-

NOSTI

r�(�V
�) = 0

rE[ENIE URAWNENIQ NERAZRYWNOSTI PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

[44], [45]

� = �0 exp(��=2); (20:5)

GDE �0 - PLOTNOSTX " SREDY " W NEDEFORMIROWANNOM SOSTOQNII.

uRAWNENIQ " DWIVENIQ " UPRUGOJ SREDY W LAGRANVEWOJ nso

IME@T WID ANALOGI^NYJ USLOWI@ RAWNOWESIQ UPRUGOJ SREDY W

NX@TONOWSKOM POLE TQVESTI [43] PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII

rjP
ij = ��0aj; (20:6)

GDE Aj - " NEFIZI^ESKIE " - AFFINNYE KOMPONENTY USKORENIQ, A

PODNQTIE I OPUSKANIE TENZORNYH INDEKSOW I WY^ISLENIE KOWARI-

ANTNOJ PROIZWODNOJ PROIZWODITSQ S POMO]X@ PROSTRANSTWENNOJ

METRIKI 
ij. pOLAGAQ , ^TO FIZI^ESKIE ILI TETRADNYE KOMPONEN-

TY USKORENIQ SOOTWETSTWU@T, ( KAK I W SLU^AE A).), NX@TONOWSKO-

MU ZNA^ENI@, IZ (20.6) I (20.5) IMEEM W SFERI^ESKIH KOORDINATAH

WYRAVENIE

exp(��)d�
dr

= �2�0kM
~�r2

; (20:7)

INTEGRIROWANIE KOTOROGO PRI USLOWII, ^TO NA BESKONE^NOSTI PRO-

STRANSTWO PLOSKOE (� = 0) PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

exp(��) =
�
1� 2kM

c20r

�
; c20 =

~�

�0
; (20:8)

GDE S0 - PRODOLXNAQ SKOROSTX ZWUKA.
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u^ITYWAQ, ^TO WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY

F 1 = S�2a1 = (
11)
�1=2kM=(cr)2

, ISPOLXZUQ (20.2) I (20.7), POLU^AEM URAWNENIE DLQ �, INTEGRI-

ROWANIE KOTOROGO PRI USLOWII, ^TO NA BESKONE^NOSTI � = 0 DAET

� = 2
�c0
c

�2�vuut1� 2kM

c02r
� 1

�
: (20:9)

pREDEL WYRAVENIJ (20.8) I (20.9) PRI c0 ! 1 PRIWODIT K

METRIKE (20.3), ^TO SOOTWETSTWUET MODELI ABSOL@TNO TWERDOGO

TELA W NX@TONOWSKOM SMYSLE. rELQTIWISTSKI VESTKIM TELOM [46]

NAZOWEM TAKOE TELO, PRODOLXNAQ SKOROSTX ZWUKA W KOTOROM RAWNA

SKOROSTI SWETA W WAKUUME. pRI \TOM WYRAVENIE (20.8) W TO^NOSTI

SOWPADAET S 
11 KOMPONENTOJ METRIKI {WARC[ILXDA W STANDART-

NOJ FORME, A IZ (20.9) POLU^AETSQ g00 KOMPONENTA \TOJ METRIKI,

ESLI RAZLOVITX exp(�) W RQD I SOHRANITX LI[X PERWYJ PORQDOK

MALOSTI PO (rg=r).

iTAK, DLQ SFERI^ESKI - SIMMETRI^NOJ VESTKOJ nso, BAZISOM

KOTOROJ QWLQETSQ RELQTIWISTSKI VESTKOE TELO, A USKORENIE SOOT-

WETSTWUET NX@TONOWSKOMU , METRIKA IMEET WID (20.1), GDE � OPRE-

DELQETSQ IZ (20.9) PRI SKOROSTI ZWUKA c0 RAWNOJ SKOROSTI SWETA

S W WAKUUME , A � PRI TEH VE USLOWIQH IZ (20.8). oKON^ATELXNYJ

REZULXTAT PREDSTAWIM W WIDE

dS2 = exp
�
2

vuut1� 2kM

c02r
� 2

�
(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� dr2

1� 2kM
c20r

:

(20:10)

rAS^ET IZWESTNYH \FFEKTOW oto PO METRIKE (20.10) LI[X

NEZNA^ITELXNO OTLI^AETSQ OT RAS^ETA, ISPOLXZU@]EGO METRIKU

{WARC[ILXDA. oTLI^IE PROQWLQETSQ W RAS^ETE SME]ENIQ PERI-

CENTRA, KOTORYJ SOSTAWLQET 5/6 OT [WARC[ILXDOWSKOGO. iZMENE-

NIE NAPRAWLENIQ LU^A SWETA PRI PROHOVDENII WBLIZI CENTRALX-

NOGO TELA SOWPADAET S ]WARC[ILXDOWSKIM. pO\TOMU MODIFICI-

ROWANNAQ MODELX ZNA^ITELXNO BLIVE SOOTWETSTWUET oto, ^EM

(20.3).

iZ RASSMOTRENNOGO ZDESX KRUGA WOPROSOW SLEDUET, ^TO POSLEDO-

WATELXNOE OPREDELENIE FIZI^ESKOJ SISTEMY OTS^ETA, KAK TELA OT-

S^ETA S ZADANNYMI FIZI^ESKIMI SWOJSTWAMI, PRIWELO K SU]EST-

WENNOMU SBLIVENI@ TEORIJ GRAWITACII nX@TONA I |JN[TEJNA.

nADELENIE SISTEM OTS^ETA FIZI^ESKIMI SWOJSTWAMI W NEKOTOROM
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SMYSLE \KWIWALENTNO WWEDENI@ KWANTOWOMEHANI^ESKOGO PRINCIPA

DOPOLNITELXNOSTI W NX@TONOWSKU@ TEORI@ GRAWITACII. gEOMET-

RIQ PROSTRANSTWA-WREMENI PRI TAKOM PODHODE ZAWISIT OT SREDSTW,

S POMO]X@ KOTORYH ONA NABL@DAETSQ.tO^NO TAK VE, KAK I W KWAN-

TOWOJ MEHANIKE ATOMNYE SISTEMY NELXZQ OPISYWATX NEZAWISIMO

OT SREDSTW NABL@DENIJ.

21. o MODELIROWANII POLEJ GRAWITACII

w RAMKAH OB]EJ TEORII OTNOSITELXNOSTI (oto) RASSMOTRENO

MODELIROWANIE CENTRALXNO- SIMMETRI^NOGO GRAWITACIONNOGO PO-

LQ. uSTANOWLENO OTOBRAVENIE GEODEZI^ESKOGO DWIVENIQ BAZISOW

lEMETRA I tOLMANA NA DWIVENIE \TIH VE BAZISOW W PROSTRANST-

WE mINKOWSKOGO PO MIROWYM LINIQM. pOLU^ENO WYRAVENIE DLQ

NAPRQVENNOSTI I \NERGII POLQ, W KOTOROM DWIVUTSQ \TI BAZI-

SY. nAJDENA PREIMU]ESTWENNAQ SISTEMA KOORDINAT, KOORDINATY

I WREMQ KOTOROJ SOWPADAET S GALILEEWYMI KOORDINATAMI I WRE-

MENEM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

oB]IE POLOVENIQ MODELIROWANIQ

pRI FIZI^ESKOM OSMYSLIWANII RE[ENIJ URAWNENIJ |JN[TEJ-

NA OSOBENNO W SLU^AE SILXNYH GRAWITACIONNYH POLEJ, PRIHODIT-

SQ NEIZBEVNO STALKIWATXSQ S TRUDNOSTX@ INTERPRETACII RE[E-

NIJ. dELO W TOM, ^TO W PROSTRANSTWE rIMANA OTSUTSTWUET PONQTIE

RADIUSA{WEKTORA, A WREMENNAQ KOORDINATA NE QWLQETSQ WREMENEM,

KAK \TO IMEET MESTO W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W GALILEEWYH

KOORDINATAH. o^EWIDNO, ^TO DLQ FIZI^ESKOGO ISTOLKOWANIQ RE-

ZULXTATOW oto POLEZNO (ESLI \TO WOZMOVNO) PEREFORMULIROWATX

IH NA QZYK sto W PLOSKOM PROSTRANSTWE{WREMENI. pODROBNYJ

ANALIZ TRUDNOSTEJ oto DAN W RABOTAH [3], [1], [6]. w NASTOQ]EJ

RABOTE, OSTAWAQSX W RAMKAH TEORII |JN[TEJNA, PREDPRINQTA PO-

PYTKA OTOBRAZITX GEODEZI^ESKOE DWIVENIE PROBNYH ^ASTIC W PRO-

STRANSTWE rIMANA NA DWIVENIE PO MIROWYM LINIQM W PROSTRAN-

STWE mINKOWSKOGO. pODOBNYJ KRUG WOPROSOW RASSMATRIWALSQ W RA-

BOTAH [56], [57], [58], NO NE POLU^IL OKON^ATELXNOGO RE[ENIQ.

bUDEM S^ITATX, ^TO W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO V4 S SIGNA-

TUROJ (+ � ��) W NEKOTOROM SILOWOM POLE DWIVETSQ SPLO[NAQ

SREDA, ZAKON DWIVENIQ KOTOROJ W PEREMENNYH lAGRANVA IMEET

WID:

x� = x�(yk; �0); (21:1)
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GDE x� | \JLEROWY, A yk | LAGRANVEWY KOORDINATY, POSTOQN-

NYE WDOLX KAVDOJ FIKSIROWANNOJ MIROWOJ LINII ^ASTICY SRE-

DY; �0=c | NEKOTORYJ WREMENNOJ PARAMETR. gRE^ESKIE INDEKSY

IZMENQ@TSQ OT NULQ DO TREH, LATINSKIE | OT EDINICY DO TREH.

s^ITAEM, ^TO ^ASTICY SREDY NE WZAIMODEJSTWU@T DRUG S DRUGOM,

A WZAIMODEJSTWU@T LI[X S WNE[NIM POLEM.

pO ANALOGII S \LEKTRODINAMIKOJ [7] DEJSTWIQ DLQ PROBNOJ

^ASTICY W SILOWOM POLE ZADAEM W WIDE

S = �
Z b
a
mc(ds+ �A�dx

�); � � e

mc2
; (21:2)

GDE DLQ KAVDOJ IZ ^ASTIC SREDY INTERWAL ds WDOLX MIROWYH LI-

NIJ ESTX ds = V�dx
�, V � | ^ETYREHMERNAQ SKOROSTX.

iZ WARIACII DEJSTWIQ WYTEKA@T URAWNENIQ DWIVENIQ [7]

DV�
ds

= �F��V
�; (21:3)

GDE TENZOR POLQ F�� OPREDELQETSQ KAK

F�� = r�A� �r�A� =
@A�

@x�
� @A�

@x�
: (21:4)

s DRUGOJ STORONY, MOVNO WWESTI \FFEKTIWNYJ INTERWAL d~s =

ds+ �A�dx
� TAK ^TO DEJSTWIE (21.2) PREDSTAWLQETSQ W FORME

S = �mc
Z
d~s; (21:5)

WARIACIQ KOTOROGO PRIWODIT K DWIVENI@ PROBNOJ ^ASTICY PO

GEODEZI^ESKOJ LINII W NEKOTOROM RIMANOWOM PROSTRANSTWE [7].

dU�
d~s

+ ~��;��U
�U � = 0: (21:6)

o^EWIDNO, ^TO URAWNENIQ (21.3) I (21.6) DOLVNY BYTX \KWIWA-

LENTNY.

iZ WYRAVENIQ DLQ \FFEKTIWNOGO INTERWALA d~s WDOLX GEODEZI-

^ESKOJ LINII SLEDUET, ^TO

d~s = (V� + �A�)dx
� � U�dx

�; U� � V� + �A�;

U� =
dx�

d~s
=
dx�

ds

ds

d~s
= PV �; P � (1 + �A�V

�)�1: (21:7)
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kROME TOGO, SWQZX MEVDU KOWARIANTNYMI U� I KONTRAWARIANTNY-

MI U� WEKTORAMI 4{SKOROSTI W PROSTRANSTWE rIMANA IMEET WID

U� = g��U
� = V� + �A�: (21:8)

uSLOWIQ (21.3), (21.4), (21.6), (21.7), (21.8) BUDUT SOWMESTNY, ESLI

METRI^ESKIJ TENZOR PROSTRANSTWA rIMANA g�� BUDET IMETX WID:

g�� = 
�� + �2A�A� + �A�V� + �A�V�; (21:9)

GDE 
�� | METRI^ESKIJ TENZOR W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

tAKIM OBRAZOM, DWIVENIE PROBNOJ ^ASTICY MOVNO RASSMAT-

RIWATX S DWUH TO^EK ZRENIQ:

1. dWIVENIE PO MIROWOJ LINII W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO

W SILOWOM POLE (21.3) S METRIKOJ 
��.

2. dWIVENIE W PROSTRANSTWE rIMANA PO GEODEZI^ESKOJ LINII

S METRIKOJ g��, OPREDELQEMOJ PO FORMULE (21.9).

sOOTNO[ENIQ MEVDU 4{SKOROSTQMI W RAZNYH PROSTRANSTWAH

OPREDELQ@TSQ FORMULAMI (21.7), (21.8). pRI \TOM, W DWUH PRO-

STRANSTWAH WYBRANA OB]AQ KOORDINACIQ. w OTLI^IE OT \LEKTRO-

DINAMIKI STRUKTURA TENZORA POLQ F�� W FORMULE (21.4) NE KON-

KRETIZIROWANA, T.E. DLQ F�� NE ZADANY POLEWYE URAWNENIQ.

pUSTX PROBNYE ^ASTICY DWIVUTSQ W GRAWITACIONNOM POLE.

tOGDA "ZARQD" e = m, A METRIKA (21.9) DOLVNA UDOWLETWO-

RQTX URAWNENIQM |JN[TEJNA S PYLEWIDNYM TENZOROM \NERGII{

IMPULXSA.

R�� � 1

2
g��R =

8�k

c4
�U�U�: (21:10)

eSLI W REZULXTATE RE[ENIQ URAWNENIJ (21.10), NAJDENNYE g��
I U� OBESPE^AT WYPOLNENIE RAWENSTW (21.8) I (21.9), TO TEM SAMYM

BUDET NAJDENO POLE 4{SKOROSTI V�, POTENCIALY A� I TENZOR PO-

LQ F�� W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, T.E. POSTROENO OTOBRAVENIE

POLQ KRIWIZNY PROSTRANSTWA rIMANA NA SILOWOE POLE PLOSKOGO

PROSTRANSTWA{WREMENI.

uSTANOWIM SWQZX MEVDU KONGRUENCIQMI MIROWYH LINIJ W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO I KONGRUENCIQMI GEODEZI^ESKIH LINIJ W

PROSTRANSTWE rIMANA, KOTORYE W OB]EJ KOORDINACII DA@TSQ SO-

OTNO[ENIEM (21.1). w SILU SOOTNO[ENIQ (21.9) W PROSTRANSTWE{

WREMENI WWEDENY DWA METRI^ESKIH TENZORA g�� I 
�� I, SLEDOWA-

TELXNO, SU]ESTWU@T DWE SWQZNOSTI ~���� I �
�
��, PERWAQ IZ KOTORYH

OTNOSITSQ K PROSTRANSTWU rIMANA, A WTORAQ | K PROSTRANSTWU
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mINKOWSKOGO, W KOTOROM MOGUT BYTX WWEDENY KRIWOLINEJNYE KO-

ORDINATY. tAKIM OBRAZOM, W OB]EJ KOORDINACII WOZNIKA@T DWE

RAZLI^NYH KOWARIANTNYH PROIZWODNYH ~r� I r�.

iZ SOOTNO[ENIQ (21.8) IMEEM

~r�U� = �S���U� +r�V� + �r�A�;

S��� = ~���� � ����; (21:11)

GDE S��� | TENZOR AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI. iZ (11), ALX-

TERNIRUQ, NAHODIM

2 ~r[�U�] = 2r[�V�] � �F��; (21:12)

dLQ GEODEZI^ESKIH KONGRUENCIJ BEZ WRA]ENIJ IME@T MESTO RA-

WENSTWA
~r[�U�] = 0; 2r[�V�] = �F��: (21:13)

sWERTYWAQ (21.13) S V �, SNOWA POLU^AEM SOOTNO[ENIE (21.3). iZ

RAWENSTW (21.13) I (21.7) IMEEM

U� =
@�

@x�
= V� + �A�; (21:14)

^TO POZWOLQET PREDSTAWITX METRIKU (21.9) W FORME

g�� = 
�� +
@�

@x�
@�

@x�
� V�V�: (21:15)

dLQ KONTRAWARIANTNYH KOMPONENT IMEEM

g�� = 
�� + P 2V �V �
 
1 + 
��

@�

@x�
@�

@x�

!

�P
 
V �
��

@�

@x�
+ V �
��

@�

@x�

!
; (21:16)

GDE W SOGLASII S (21.7)

P = (1 + �
��A
�V �)�1 =

 
@�

@x�
V �

!�1
=

 
d�

ds

!�1
: (21:17)

iZ RAWENSTW (21.9), (21.14) I (21.15) SLEDUET

g�� � U�U� = 
�� � V�V�; (21:18)

T.E. PROEKCIONNYE OPERATORY, OPREDELQ@]IE PROSTRANSTWENNU@

GEOMETRI@ GIPERPOWERHNOSTEJ ORTOGONALXNYH MIROWYM LINIQM W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO I GIPERPOWERHNOSTEJ ORTOGONALXNYH

GEODEZI^ESKIM LINIQM W PROSTRANSTWE rIMANA, QWLQ@TSQ INWA-

RIANTAMI SOOTWETSTWIQ [59].
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mODELIROWANIE METRIKI {WARC[ILXDA I lEMETRA

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI OTOBRAVENIJ.

pUSTX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO PO RADIUSU K CENTRU DWI-

VETSQ PYLEWIDNAQ SPLO[NAQ SREDA. rASSMOTRIM SLU^AJ STACIO-

NARNOGO DWIVENIQ, ^TO OZNA^AET NEZAWISIMOSTX OT WREMENI POLQ

SKOROSTEJ W PEREMENNYH |JLERA I POTENCIALOW A�. nA QZYKE oto

\TO SOOTWETSTWUET POSTOQNNOMU GRAWITACIONNOMU POL@.

dLQ TOGO ^TOBY METRI^ESKIJ TENZOR (21.15) NE ZAWISEL QWNO

OT WREMENI I PEREHODIL NA BESKONE^NOSTI K GALILEEWOMU WIDU,

NEOBHODIMO OBRA]ENIE SKOROSTI NA BESKONE^NOSTI W NULX. pRI

\TOM, DOLVNY WYPOLNQTXSQ RAWENSTWA:

� = x0 + 	(xk); Va = �V (r)na = �V (r)xa
r
: (21:19)

iSPOLXZUQ FORMULY (21.15) I (21.19), NAJDEM WYRAVENIQ DLQ

TREHMERNOGO METRI^ESKOGO TENZORA ~
kl = �gkl + g0kg0l=g00; TREH-

MERNOGO WEKTORA gl = �g0l=g00 = �g0l=h; TREHMERNOGO ANTISIM-
METRI^NOGO TENZORA fkl = @gl=@x

k � @gk=@x
l, [7]. w REZULXTATE

POLU^AEM:

g00 = h = 1� V 2; gl = nl

@�
@r + V0V

h
; fkl = 0; V0

2 � V 2 = 1;

~
kl = �kl +D(r)nknl; D � 2V 2 + 2V0V
@�
@r
+ V 2

�
@�
@r

�2
1� V 2

;

~
kl = �gkl = �kl + Tnknl; nk = nk; V 0 = V0;

~
kl~
ln = �kn; T = �2V
2 + 2V0V

@�
@r
+ V 2

�
@�
@r

�2
�
V 0 + V @�

@r

�2 : (21:20)

uRAWNENIQ |JN[TEJNA DLQ SLU^AQ POSTOQNNOGO GRAWITACION-

NOGO POLQ W PUSTOTE (S^ITAEM, ^TO PYLEWIDNAQ SREDA SILXNO RAZ-

RQVENA I SAMA POLQ NE SOZDAET) [7] SWEDUTSQ K DWUM NEZAWISIMYM

WYRAVENIQM

@

@r

 
r2 @F@rp
1 +D

!
= 0; F �

p
h =

p
1 � V 2;

D +
r

2

@D

@r

1

(1 +D)
=
r

F

@F

@r
; (21:21)

RE[ENIE KOTORYH IMEET WID

D =
rg=r

1� rg=r
; F =

p
g00 =

s
1� rg

r
; rg � 2kM

c2
: (21:22)
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iZ SOOTNO[ENIJ (21.20) I (21.22) NAHODIM NULEWU@ I RADIALX-

NU@ KOMPONENTY POLQ 4{SKOROSTI W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO W

PEREMENNYH |JLERA, A TAKVE FUNKCI@ �.

V0 = V 0 =
�
1 +

rg
r

�1=2
; V 1 = V = �

s
rg
r
;

V0 + V
@�

@r
= V � @�

@x�
=
d�

ds
= 1: (21:23)

tAKIM OBRAZOM, �=c = � = s=c SOWPALA S SOBSTWENNYM WREMENEM

^ASTIC BAZISA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO I rIMANA.

iZ (21.23), (21.7) I (21.14) SLEDUET (1 + �A�V
�) = P�1 =

1, ^TO PRIWODIT K RAWENSTWU KONTRAWARIANTNYH KOMPONENT 4{

SKOROSTEJ U� = V � BAZISNYH ^ASTIC W PLOSKOM I ISKRIWLENNOM

PROSTRANSTWE{WREMENI. kOWARIANTNYE KOMPONENTY U� I V� SWQ-

ZANY SOOTNO[ENIEM (21.14).

iNTEGRIRUQ URAWNENIE (21.23) DLQ � S U^ETOM (21.19), NAHODIM

� = c� = s = x0 +
2

3
rg
� r
rg
+ 1

�3=2 � 2

3

r3=2

rg1=2
: (21:24)

iSPOLXZUQ (21.20), (21.23), (21.24), POLU^AEM WYRAVENIE DLQ \LE-

MENTA INTERWALA "ORIGINALA" W SFERI^ESKIH KOORDINATAH |JLE-

RA I WREMENI T PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO ("MODELI"), NAJDEN-

NU@ RANEE AWTOROM IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ [59].

d~s2 = c2dT 2
�
1 � rg

r

�
� dr2

�
2
� r
rg

� r
rg
+ 1

��1=2 � 2
r

rg
+
rg
r

�

+2cdTdr
��
1 +

r

rg

�1=2 �
� r
rg

�1=2 � rg
r

�
1 +

r

rg

�1=2�

�r2(sin2�d'2 + d�2): (21:25)

zNAQ POLE 4{SKOROSTI W PEREMENNYH |JLERA, NAJDEM ZAKON DWI-

VENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH lAGRANVA (21.1), WYBRAW W

KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA �0 SOBSTWENNOE WREMQ � = �=c =

s=c. iZ (23) IMEEM dr=ds = V = �(rg=r)1=2. iNTEGRIRUQ, POLU^AEM
R � s = 2=3(r3=2=rg

1=2), GDE R | POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ.

s U^ETOM (21.24) W REZULXTATE NAHODIM

r =
�3
2
(R � c� )

�2=3
rg

1=3;

x0 = cT = R � 2

3
rg
�� 3

2rg
(R � c� )

�2=3
+ 1

�3=2
; (21:26)
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^TO OPREDELQET ISKOMYJ ZAKON DWIVENIQ W PEREMENNYH lAGRAN-

VA, PODSTANOWKA KOTOROGO W WYRAVENIE (21.25) PRIWODIT K \LE-

MENTU INTERWALA lEMETRA [7].

fORMULY (21.23), (21.26) OPREDELQ@T KINEMATIKU PYLEWIDNOJ

SREDY, DWIVU]EJSQ S USKORENIEM PO RADIUSU K CENTRU W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO W POLE TQGOTENIQ CENTRALXNOGO TELA. dLQ

POLQ TREHMERNOJ SKOROSTI v, 4{USKORENIQ g, TREHMERNOGO USKORE-

NIQ a I TREHMERNOJ SILY N IMEEM:

dr

dT
= v = �c

�
1 +

r

rg

��1=2
;

1

c2
d2r

d� 2
= g = � rg

2r2
;

a =
d2r

dT 2
= �c

2rg
2r2

�
1 +

rg
r

��2
;

N =
d

dT

 
mv

(1� v2

c2 )
1=2

!
= � mrgc

2

2r2(1 + rg=r)1=2
: (21:27)

dWIVENIE BAZISA lEMETRA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO OPI-

SYWAETSQ NEPRERYWNYMI W OBLASTI 0 < r < 1 FUNKCIQMI, NE

IME@]IMI OSOBENNOSTEJ NA GRAWITACIONNOM RADIUSE. tREHMER-

NAQ SKOROSTX v I TREHMERNOE USKORENIE a OGRANI^ENY W NA^ALE

KOORDINAT, v(0) = �c; a(0) = �c2=(2rg): wELI^INA TREHMERNOJ
SILY N (21.27), DEJSTWU@]EJ NA PROBNU@ MASSU SO STORONY CEN-

TRALXNOGO TELA, MENX[E, ^EM W NX@TONOWSKOJ TEORII GRAWITACII

N = � kmM

r2
�
1 + 2kM

c2r

�1=2 : (21:28)

bROSAETSQ W GLAZA TO OBSTOQTELXSTWO, ^TO PROSTRANSTWENNYE KOM-

PONENTY 4{SKOROSTI cV 1 (21.23) I 4{USKORENIQ gc2 (21.27) W TO^-

NOSTI SOWPADA@T S OBY^NOJ SKOROSTX@ I USKORENIEM W NERELQTI-

WISTSKOJ NX@TONOWSKOJ MEHANIKE, KOGDA RASSMATRIWAETSQ RADI-

ALXNOE PADENIE PYLI, IME@]EJ NA BESKONE^NOSTI NULEWU@ SKO-

ROSTX, NA SILOWOJ CENTR.

iZ FORMUL (21.23) I (21.27) NAHODIM WREMQ PADENIQ ^ASTIC

BAZISA S RASSTOQNIQ r1 > r DO r � 0 PO ^ASAM PADA@]EJ ^ASTICY

� I PO ^ASAM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO T [59].

�� =
2

3

�r1
c

�r1
rg

�1=2 � r

c

� r
rg

�1=2�
; (21:29)

�T =
2

3

��
1 +

r1
rg

�3=2 �
�
1 +

r

rg

�3=2�rg
c
: (21:30)
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sOOTNO[ENIE (21.29) SOWPADAET S REZULXTATOM NX@TONOWSKOJ

TEORII I ANALOGI^NOJ FORMULOJ, POLU^ENNOJ IZ oto W RABOTE

[60].

iZ FORMUL (21.29), (21.30) SLEDUET, ^TO WREMQ PADENIQ ^AS-

TIC KONE^NO DLQ L@BOGO r IZ OBLASTI 0 � r � r1, KAK PO ^ASAM

PADA@]EJ ^ASTICY, TAK I PO ^ASAM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO.

oBY^NO W oto W KA^ESTWE WREMENI WNE[NEGO NABL@DATELQ

WWODITSQ WREMENNAQ KOORDINATA t, WHODQ]AQ W RE[ENIE {WARC-

[ILXDA. sWQZX MEVDU KOORDINATOJ t I WREMENEM T PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO OPREDELQETSQ FORMULOJ [59]

T = t� 1

c

Z ��
1 +

r

rg

�1=2�
1� rg

r

�
�
� r
rg

�1=2��
1� rg

r

��1
dr

= t� rg
c

"
2

3

�
1 +

r

rg

�3=2 � 2
� r
rg

�1=2�
1 +

1

3

r

rg

�

� ln

�����1� (r=rg)
1=2

1 + (r=rg)1=2

�����
#
; (21:31)

PODSTANOWKA KOTOROJ W INTERWAL (21.25) DAET INTERWAL {WARC-

[ILXDA.

pOLE SKOROSTEJ BAZISA lEMETRA dr=dt W METRIKE {WARC[ILX-

DA SWQZANO S POLEM SKOROSTEJ dr=dT = v (21.27) W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO SOOTNO[ENIEM

dr

dt
=
dr

dT

dT

dt
=
dr

dT

�@T
@t

+
@T

@r

dr

dt

�
: (21:32)

oTKUDA, ISPOLXZUQ (21.31), NAHODIM

dr

dt
=

dr
dT

@T
@t

1� dr
dT

@T
@r

= �c
�
1� rg

r

��rg
r

�1=2
; (21:33)

^TO SOWPADAET S "KOORDINATNOJ" PARABOLI^ESKOJ SKOROSTX@ SWO-

BODNOGO PADENIQ W POLE {WARC[ILXDA, POLU^ENNOJ IZ URAWNE-

NIJ DLQ GEODEZI^ESKIH [60]. eSLI "KOORDINATNAQ" SKOROSTX W POLE

{WARC[ILXDA STREMITSQ K NUL@ PRI PRIBLIVENII K GRAWITACI-

ONNOMU RADIUSU, TO SKOROSTI ^ASTIC W PROSTRANSTWEmINKOWSKOGO

W SILOWOM POLE (21.28) WSEGDA MENX[E SKOROSTI SWETA W WAKUUME,

STREMQTSQ K POSLEDNEJ PRI r ! 0, A NA GRAWITACIONNOM RADIUSE

jvj = c=
p
2.

iZ (21.33) SLEDUET, ^TO ESLI WNE[NIJ NABL@DATELX ISPOLXZUET

W KA^ESTWE WREMENI UDALENNOGO NABL@DATELQ WREMENNU@ KOORDI-

NATU {WARC[ILXDA, TO PRIBLIVENIE K GRAWITACIONNOMU RADIU-

SU TREBUET BESKONE^NOGO ZNA^ENIQ t [7], [60].pOSLEDNEE STANOWITSQ
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QSNYM IZ WIDA FORMULY (21.31), KOGDA PRI r ! rg, t ! 1 PRI

L@BOM KONE^NOM T .

s NA[EJ TO^KI ZRENIQ ZA WREMQ UDALENNOGO NABL@DATELQ SLE-

DUET PRINQTX T , KOTOROE PO POSTROENI@ OTOBRAVENIQ QWLQETSQ

WREMENEM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, A INTERWAL (21.25) ZAPI-

SAN W "PREIMU]ESTWENNOJ" SISTEME KOORDINAT, W KOTOROJ RADI-

ALXNAQ r, UGLOWYE �, ' I WREMENNAQ T KOORDINATY IME@T QWNYJ

METRI^ESKIJ SMYSL I OPREDELQ@T INTERWAL W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO W FORME

ds2 = c2dT 2 � dr2 � r2(sin2�d'2 + d�2): (21:34)

|LEMENT INTERWALA (21.25) PRI rg=r � 1 PEREHODIT W INTER-

WAL PLOSKOGO PROSTRANSTWA{WREMENI (21.34). eSTESTWENNO, POMI-

MO INTERWALA (21.25) MOVNO RASSMATRIWATX L@BYE DRUGIE SISTE-

MY KOORDINAT, NO S NA[EJ TO^KI ZRENIQ KOORDINATY, WHODQ]IE

W (21.25), SOWPADA@T S GALILEEWYMI KOORDINATAMI W sto I PO-

\TOMU ONI WYDELQ@TSQ IZ WSEH DRUGIH SISTEM KOORDINAT SWOEJ

NAGLQDNOSTX@.

kAK IZWESTNO, PRI DWIVENII ^ASTICY W POSTOQNNOM POLE SO-

HRANQETSQ EE \NERGIQ W0, KOTORAQ QWLQETSQ WREMENNOJ KOMPONEN-

TOJ KOWARIANTNOGO 4{WEKTORA IMPULXSA [7].

iZ (21.14), (21.24) IMEEM DLQ ^ASTIC BAZISA

W0 = m0c
2U0 = m0c

2 = m0c
2(V0 + �A0): (21:35)

oTKUDA NAHODIM, ISPOLXZUQ (21.23), (21.24), (21.35), (21.19)

�A0 = 1�
�
1 +

rg
r

�1=2
;

�Ak =
@�

@xk
� Vk =

��
1 +

r

rg

�1=2 �
� r
rg

�1=2 �
�rg
r

�1=2�
nk: (21:36)

iZ (21.36) SLEDUET, ^TO �A�V
� = 0, ^TO SOGLASUETSQ S (21.23).

tAKIM OBRAZOM, RE[ENIE URAWNENIJ |JN[TEJNA OPREDELILO

METRIKU g�� (21.25) W KOORDINATAH PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO,

POLE SKOROSTEJ V� I POTENCIALOW A�. iZ (21.36) NAJDEM TENZOR

POSTOQNNOGO GRAWITACIONNOGO POLQ F�� W PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO

F�� =
�@A�

@x�
� @A�

@x�

�
; Fkl = 0;
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F0k = �@A0

@xk
= � rgnk

2�r2
q
1 + (rg=r)

: (21:37)

eSLI PROWODITX ANALOGI@ S \LEKTRODINAMIKOJ, TO MOVNO USMOT-

RETX, ^TO TENZOR F�� DLQ SLU^AQ SFERI^ESKOJ SIMMETRII NE SO-

DERVIT ANALOGA "MAGNITNOGO" POLQ ~H. nAPRQVENNOSTX GRAWITA-

CIONNOGO POLQ Ek S U^ETOM (21.28) IMEET WID

Ek = F0k =
N

m0

nk = � kMnk

r2
�
1 + 2kM

c2r

�1=2 : (21:38)

wWEDEM WEKTOR "INDUKCII" Dk = "Ek

" � �
�
1 +

2kM

c2r

�1=21
k
; Dk =

M

r2
nk: (21:39)

tAKIM OBRAZOM, DLQ SLU^AQ SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOGO GRA-

WISTATI^ESKOGO POLQ WNE SOZDA@]EJ EGO MASSY SPRAWEDLIWY WY-

RAVENIQ
~r� ~E = 0; ~r � ~D = 0; ~H = 0: (21:40)

oTKUDA PLOTNOSTX \NERGII GRAWISTATI^ESKOGO POLQ � PO ANALOGII

S \LEKTROSTATIKOJ WY^ISLQETSQ PO FORMULE

� =
ED

8�
= � kM 2

8�r4
�
1 + 2kM

c2r

�1=2 : (21:41)

pLOTNOSTX \NERGII NE IMEET OSOBENNOSTI NA GRAWITACIONNOM

RADIUSE, W OTLI^IE OT ANALOGI^NOGO WYRAVENIQ, POLU^ENNOGO W

RABOTE [40]. |NERGIQ POLQ W WNE [ARA RADIUSA r0 DAETSQ SOOTNO-

[ENIEM

W =
1Z
r0

�4�r2dr = �Mc2

2

��
1 +

rg
r0

�1=2 � 1
�
; (21:42)

KOTOROE PEREHODIT W NX@TONOWSKOE WYRAVENIEW = �(kM 2)=(2r0)

PRI rg=r � 1.

iZ RASSMOTRENNOGO KRUGA WOPROSOW MOVNO SDELATX SLEDU@]IE

WYWODY:

cENTRALXNOMU SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOMU GRAWITACIONNO-

MU POL@ W PUSTOTE, OPREDELQEMOMU IZ URAWNENIJ |JN[TEJNA,

UDALOSX SOPOSTAWITX NEKOTOROE \KWIWALENTNOE SILOWOE POLE W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. eSLI DWIVENIE BAZISA lEMETRA W
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PROSTRANSTWE |JN[TEJNA PROISHODIT PO GEODEZI^ESKIM LINI-

QM, TO DWIVENIE \TOGO VE BAZISA W PROSTRANSTWE mINKOWSKO-

GO PO MIROWYM LINIQM. nAJDENO WYRAVENIE DLQ NAPRQVENNOS-

TI POLQ, W KOTOROM DWIVETSQ \TOT BAZIS, I POLU^ENO WYRA-

VENIE DLQ \NERGII POLQ. w RAMKAH oto NAJDENA PREIMU]EST-

WENNAQ SISTEMA KOORDINAT (21.25), KOORDINATY I WREMQ KOTO-

ROJ SOWPADAET S GALILEEWYMI KOORDINATAMI I WREMENEM W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. oKAZALOSX, ^TO RADIALXNAQ KOORDINA-

TA {WARC[ILXDA r \KWIWALENTNA WELI^INE RADIUSA{WEKTORA W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, A WREMENNAQ KOORDINATA {WARC-

[ILXDA t NE SOWPADAET SO WREMENEM PROSTRANSTWA mINKOWSKO-

GO T . tOLXKO DLQ RASSTOQNIJ rg=r � 1 SOWPADENIE IMEET MES-

TO. oTS@DA OB_QSNQETSQ IZWESTNYJ PARADOKS W oto, SOGLAS-

NO KOTOROMU "KOORDINATNAQ" SKOROSTX ^ASTIC BAZISA lEMETRA

STREMITSQ K NUL@ PRI PRIBLIVENII K GRAWITACIONNOMU RADI-

USU, W TO WREMQ KAK SILA, DEJSTWU@]AQ NA ^ASTICY PRI r ! rg
(S TO^KI ZRENIQ oto) STREMITSQ K BESKONE^NOSTI.

rAS^ET IZWESTNYH \FFEKTOW oto PO METRIKE (21.25), SWQZAN-

NYH S FORMOJ TRAEKTORIJ, PRIWODIT K TOMU VE REZULXTATU, ^TO

I W POLE {WARC[ILXDA. rAZLI^IE PROQWLQETSQ W WYRAVENIQH ZA-

WISQ]IH OT WREMENI I OT PROIZWODNYH PO NEMU.

dLQ RASPROSTRANQ@]IHSQ PO RADIUSU LU^EJ SWETA IZ (21.25)

PRI d~s2 = 0 IMEEM:

� dr
dT

�
1
= c1(r) = c

�
1�

� r
rg

�1=2�

�
��
1 +

r

rg

�1=2
(
� r
rg

�1=2 � 1)� r

rg

��1
; (21:43)

� dr
dT

�
2
= c2(r) = c

�
1 +

� r
rg

�1=2�

�
� r
rg
�
�
1 +

r

rg

�1=2
(
� r
rg

�1=2
+ 1)

��1
; (21:44)

GDE (21.43) SOOTWETSTWUET SKOROSTI RASHODQ]IHSQ, A (21.44) |

SHODQ]IHSQ LU^EJ.

pRI r < rg WYRAVENIQ (21.43), (21.44) OTRICATELXNY, T.E. LU^I

RASPROSTRANQ@TSQ LI[X W ODNOM NAPRAWLENII | WNUTRX [7].

c1(rg) = 0:
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pO\TOMU WREMQ RASPROSTRANENIQ SWETOWYH SIGNALOW OT r = rg DO

r0 > rg STREMITSQ K BESKONE^NOSTI.

c1jr>rg> 0; jc1j � c ZNAK RAWENSTWA IMEET MESTO PRI r !
0; r!1.

c2 < 0; jc2j � c ZNAK RAWENSTWA SPRAWEDLIW PRI r ! 0; r !
1.

jc2j IMEET MAKSIMUM W TO^KE r = 3rg.

jc2(3rg)j = c(7 + 3
p
3)

11
:

dLQ SHODQ]IHSQ LU^EJ WREMQ RASPROSTRANENIQ SIGNALOW MEV-

DU L@BYMI r1 I r2 IZ OBLASTI 0 � r <1 KONE^NO.

eSLI rg=r � 1, TO

c1 � (1� 0:5(rg=r)
1=2 � rg=r)c;

c2 � �(1 + 0:5(rg=r)
1=2 � rg=r)c:

hOTQ W KAVDOM IZ NAPRAWLENIJ RASPROSTRANENIQ dr=dT OTLI-

^AETSQ OT c NA WELI^INU, SODERVA]U@ POPRAWKU PERWOGO PORQDKA,

ODNAKO, POLU^ENNYE REZULXTATY NE PROTIWORE^AT "^ETWERTOMU

\FFEKTU"{APIRO, TAK KAK WO WREMQ ZAPAZDYWANIQ RADIOSIGNALA

�T NA U^ASTKE "TUDA" + "OBRATNO" SOWPADA@T S [WARC[ILXDOW-

SKIM �t W OPYTE {APIRO.

nA OSNOWANII PROWEDENNOGO ANALIZA MOVET BYTX PREDSKAZAN

SLEDU@]IJ \FFEKT:

CKOROSTX SWETA, ISPUSKAEMOGO S zEMLI PERPENDIKULQRNO PO-

WERHNOSTI, DOLVNA BYTX MENX[E SKOROSTI SWETA, PADA@]EGO

IZ BESKONE^NOSTI NORMALXNO EE POWERHNOSTI, NA 11.2 KM/SEK,

^TO SOOTWETSTWUET WTOROJ KOSMI^ESKOJ SKOROSTI.

III. mODELIROWANIE METRIKI tOLMANA

rASSMOTRIM KAK OTOBRAVAETSQ NA PROSTRANSTWO mINKOWSKO-

GO IZWESTNOE RE[ENIE tOLMANA [7]. iSPOLXZUQ ZAKON DWIVENIQ

SPLO[NOJ SREDY (21.1), GDE �0 | NEKOTORYJ WREMENNOJ PARAMETR,

SMYSL KOTOROGO BUDET OPREDELEN POZVE, PEREJDEM W LAGRANVEWU

SOPUTSTWU@]U@ SISTEMU OTS^ETA.

dLQ NABL@DATELEJ, DWIVU]IHSQ WMESTE SO SREDOJ, KWADRAT

PROSTRANSTWENNOGO RASSTOQNIQ ESTX:

�dl2 = (
�� � V�V�)
@x�

@yk
@x�

@yl
dykdyl � �~
kldykdyl; (21:45)
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GDE (
�� � V�V�) = ~
�� | PROEKCIONNYJ OPERATOR,

V � = �
@x�

@�0
: (21:46)

V � | ^ETYREH{SKOROSTX, SKALQR � OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NOR-

MIROWKI 
��V
�V � = 1. tREHMERNYJ TENZOR KRIWIZNY, WY^ISLE-

NIJ PO METRIKE (21.45), ZAWISQ]IJ OT TENZORA WIHRQ I TENZORA

SKOROSTEJ DEFORMACIJ SREDY [4], W OB]EM SLU^AE OTLI^EN OT NU-

LQ.

pUSTX W RIMANOWOM PROSTRANSTWE DWIVETSQ PYLEWIDNAQ MATE-

RIQ "BEZ WRA]ENIJ". w \TOM SLU^AE, KAK IZWESTNO, [7] SOPUTSTWU-

@]AQ SISTEMA OTS^ETA BUDET SINHRONNOJ, DLQ KOTOROJ KWADRAT

INTERWALA ESTX

ds2 = d�0
2 � �
kldy

kdyl: (21:47)

w DWUH RAZNYH PROSTRANSTWAH "MODELI" V4 I ORIGINALE �V4 MY

WYBRALI OB]IE KOORDINATY |JLERA x� I lAGRANVA yk, �0.

nA[ PODHOD K MODELIROWANI@ ZAWISIT OT OTWETA NA WOPROS.

sU]ESTWU@T LI TAKIE �
kl IZ (21.47), UDOWLETWORQ@]IE URAWNENI-

QM |JN[TEJNA I OPREDELQEMYE IZ RAWENSTWA (21.48)?

�
kl = ~
kl = �(
�� � V�V�)
@x�

@yk
@x�

@yl
: (21:48)

iNYMI SLOWAMI, MY TREBUEM RAWENSTWA PROSTRANSTWENNOGO RAS-

STOQNIQ W "MODELI" I W "ORIGINALE" [59], ^TO SLEDUET IZ (21.18).

rASSMATRIWAQ RADIALXNOE DWIVENIE PYLI W SFERI^ESKIH KO-

ORDINATAH "MODELI", IMEEM DLQ INTERWALA (21.45)

dl2 =
�
V 1@x

0

@R
� V 0 @r

@R

�2
dR2 + r2(R; �0)(sin2�d'2 + d�2); (21:49)

GDE r| RADIALXNAQ KOORDINATA |JLERA, R| RADIALXNAQ KOORDI-

NATA lAGRANVA. uGLOWYE � I ' PEREMENNYE |JLERA I lAGRANVA

SOWPADA@T.

w "ORIGINALE" RE[ENIEM URAWNENIJ CENTRALXNO{SIMMETRI^-

NOGO POLQ W SOPUTSTWU@]EJ SISTEME OTS^ETA DLQ PYLEWIDNOJ MA-

TERII BUDET IZWESTNOE RE[ENIE tOLMANA [7].

iZ USLOWIJ (21.48) NAHODIM URAWNENIE DLQ MODELIROWANIQ

METRIKI tOLMANA

@r

@�0
@x0

@R
+
@r

@R

("�@x0
@�0

�2 �
�
@r
@�0

�2
1 + f(R)

#1=2
� @x0

@�0

)
= 0: (21:50)
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w URAWNENII (21.50) NEIZWESTNOJ S^ITAETSQ FUNKCIQ x0(R; �0).

r(R; �0) OPREDELQETSQ RE[ENIEM tOLMANA, f(R) | PROIZWOLXNAQ

FUNKCIQ W \TOM RE[ENII.

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (21.50).

A) eSLI W KA^ESTWE PARAMETRA �0=c WYBEREM SOBSTWENNOE WREMQ

� = s=c W ZAKONE DWIVENIQ (21.1), TO

�@x0
@s

�2 �
�@r
@s

�2
= 1; (21:51)

dLQ TOGO, ^TOBY URAWNENIQ (21.50) I (21.51) BYLI SOWMESTNY,

NEOBHODIMO WYPOLNENIE USLOWIJ INTEGRIRUEMOSTI

@2x0

@R@s
=

@2x0

@s@R
;

^TO PRI ISPOLXZOWANII RE[ENIQ tOLMANA

�@r
@s

�2
= f(R) +

F (R)

r
; (21:52)

PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

df

dR
+
1

r

dF

dR
= 0: (21:53)

rE[ENIE URAWNENIQ (21.53) ESTX f = c1 = const; F = c2 =

const. w ^ASTNOSTI, \TIM USLOWIEM UDOWLETWORQET METRIKA lE-

METRA [7], DLQ KOTOROJ f = 0; F = rg.

iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (21.50) PRIWODIT K ZAKONU DWIVE-

NIQ ^ASTIC BAZISA lEMETRA W "MODELI" V4 [59], NAJDENNOMU WY[E

(21.26).

B) pOLAGAQ W URAWNENII (21.50) @x0=@R = 0, IMEEM

x0 = 	(�0);
� @r
@�0

�2
= �f

�@	
@�0

�2
; r = jf j1=2	: (21:54)

iZ (21.54) SLEDUET, ^TO f < 0. w ^ASTNOSTI, ESLI f = � sin2R,

	 = a(�0). iZ FORMUL (21.46), (21.47{21.49), NAHODIM

� =
1p
1 + f

�@x0
@�0

��1
; (V 0)2 = cos�2R;

� @r
@R

�2
= a2 cos2R;

d~s2 = (d�0)2 � a2(�0)fdR2 + sin2R(d�2 + sin2 �d'2)g: (21:55)

|LEMENT INTERWALA (21.55) SOOTWETSTWUET METRIKE ZAKRYTOJ IZO-

TROPNOJ MODELI [7].
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wAVNO OTMETITX, ^TO a(�0) = cT , GDE T | WREMQ W PROSTRAN-

STWE mINKOWSKOGO.

pO\TOMU W PROSTRANSTWE "MODELI" RE[ENIE URAWNENIQ |JN-

[TEJNA W "ORIGINALE" OGRANI^ENO WREMENEM

Tmax =
2a0
c

=
4kM

3�c2
1

c
; (21:56)

GDEM | MASSA ZAMKNUTOJ MODELI, k | GRAWITACIONNAQ POSTOQN-

NAQ.

pOLE SKOROSTEJ ^ASTIC BAZISA W "MODELI" W PEREMENNYH |J-

LERA I lAGRANVA POLU^AEM IZ (21.54)

c
@r

@x0
= v =

r

T
= c sinR � c; (21:57)

dv

dT
= 0: (21:58)

l@BOPYTNO ZAMETITX, ^TO W RASSMOTRENNOM SLU^AE "GRAWITACI-

ONNAQ SILA" W GALILEEWOM PROSTRANSTWE "MODELI" RAWNA NUL@ I

SKOROSTX "RAZBEGANIQ" PRI FIKSIROWANNOM WREMENI T PROPORCIO-

NALXNA r (ZAKON hEBBLA). aNALOGI^NYJ REZULXTAT IZ DRUGIH SO-

OBRAVENIJ POLU^EN W RABOTE w. fOKA [3].

sWQZX MEVDU WREMENEM "MODELI" I WREMENEM "ORIGINALA" WY-

RAVAETSQ SOOTNO[ENIEM

T =
1

c
a(t) =

a0
c
(1� cos�); (21:59)

GDE, SLEDUQ [7], MY WWELI cdt = ad�. oBOZNA^AQ

1

T
= h1;

1

a

da

dt
= h;

IMEEM

h1 = h tan
�

2
= h

� �
�cr

� 1
�1=2

: (21:60)

iZ FORMULY (21.60) SLEDUET, ^TO "WOZRAST" ODNORODNOJ ZAMKNU-

TOJ MODELI wSELENNOJ PRI PLOTNOSTI � � �cr PO ^ASAM PROSTRAN-

STWA mINKOWSKOGO 1=h1 I PROSTRANSTWA "ORIGINALA" 1=h MOGUT

ZAMETNO OTLI^ITXSQ DRUG OT DRUGA.

W) eSLI W ZAKONE DWIVENIQ (21.1) W KA^ESTWE WREMENNOGO PARA-

METRA WYBRATX PARAMETR, NUMERU@]IJ ORTOGONALXNYE MIROWYM

LINIQM GIPERPOWERHNOSTI [4], TO

V�
@x�

@yk
= 0; (21:61)
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OTKUDA SLEDUET, ^TO W SLU^AE SFERI^ESKOJ SIMMETRII

@x0

@R
=
V 1

V 0

@r

@R
: (21:62)

iZ FORMULY (21.50) NAHODIM

V 0 =
q
1 + f ; V 1 =

q
f ; f > 0: (21:63)

iNTEGRIROWANIE (21.63) DAET

r(R; t) =

vuut f

1 + f
x0 + B(R) = vT + B(R); (21:64)

GDE B(R) - PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ.

kAK POKAZANO W [4], WEKTORY PERWOJ KRIWIZNY gk MIROWYH LI-

NIJ ^ASTIC SREDY W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ NEINERCIALX-

NOJ SISTEME OTS^ETA (nso) SWQZANY S NORMIRU@]IM MNOVITE-

LEM � W (21.46) SOOTNO[ENIEM

gk = 
kn
@ ln �

@yn
: (21:65)

w RASSMATRIWAEMOM SLU^AE gk = 0. pO\TOMU

� = �(�0): (21:66)

u^ITYWAQ \TO, NAHODIM IZ (21.63) I (21.64) PRI B = 0, ^TO

x0(�0; R) = a(�0)
q
1 + f

r(�0; R) = a(�0)
q
f ;

1

�
=

@a

@�0
: (21:67)

w ^ASTNOSTI, ESLI f = sinh2R, TO POLU^IM DLQ \LEMENTA INTER-

WALA

d~s2 = (d�0)2 � a2(�0)fdR2 + sinh2R(d�2 + sin2 �d'2)g; (21:68)

^TO SOWPADAET S METRIKOJ OTKRYTOJ IZOTROPNOJ MODELI [7].

pREDLAGAEMYJ METOD MODELIROWANIQ POZWOLQET W RAMKAH oto

WYQSNITX METRI^ESKIJ SMYSL KOORDINAT I WREMENI, WYRAVAQ IH

^EREZ KOORDINATY I WREMQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. tAK KAK

V 1 =
dr

ds
=

dr

cd�
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TO

a(�0) = c� =
cT

coshR
: (21:69)

tAKIM OBRAZOM, a(�0)=c SOWPADAET S SOBSTWENNYM WREMENEM �

^ASTIC BAZISA W "MODELI".

wWEDEM "POSTOQNNU@" hABBLA W "MODELI" h1 = 1=T I SRAWNIM

EE SO ZNA^ENIEM

h =
1

a

da

dt
; t =

�0

c
:

sRAWNENIE DAET

h1 = h

vuuuut 1� �
�cr

1 + h2r2

c2
(1� �

�cr
)
: (21:70)

pRI PLOTNOSTI � BLIZKOJ K KRITI^ESKOJ PLOTNOSTI �cr wSE-

LENNAQ PO ^ASAM "MODELI" IMEET ZNA^ITELXNO BOLX[IJ WOZRAST,

^EM PO ^ASAM "ORIGINALA".

kAK IZWESTNO, PONQTIE RASSTOQNIQ W KOSMOLOGII NE IMEET OD-

NOZNA^NOGO SMYSLA I NE IMEETSQ NI ODNOGO RASSTOQNIQ, KOTOROE

MOVNO BYLO BY NAZWATX "PRAWILXNYM" [49]. pREDLAGAEMYJ W RA-

BOTE METOD POZWOLQET S^ITATX "PRAWILXNYMI" EWKLIDOWY RASSTO-

QNIQ r = a(�0) sinR I r = a(�0) sinhR DLQ OTKRYTOJ I ZAKRYTOJ

MODELEJ SOOTWETSTWENNO.

iSPOLXZUQ IZWESTNYE FORMULY [7]

a(�) = a0(1 � cos�); a0 =
2kM

3�c2

�a3 =
M

2�2
; �0 = ct = a0(� � sin �)

DLQ ZAKRYTOJ MODELI I FORMULY

a(�) = a0(cosh � � 1); �a3 =
3c2a0
4�k

; �0 = ct = a0(sinh � � �)

DLQ OTKRYTOJ MOVNO POKAZATX, ^TO IZ ZAKONOW DWIVENIQ (21.54)

r(R; t) = a(t) sinR I r(R; t) = a(t) sinh r SLEDUET RAWENSTWO

@2r

@t2
= �4�k�r

3
: (21:71)

rAWENSTWO (21.71) SOWPADAET S ZAKONOM nX@TONA. oTMETIM,

^TO W (21.71) DIFFERENCIROWANIE PROIZWODITSQ PO SOBSTWENNO-

MU WREMENI t "ORIGINALA". dIFFERENCIROWANIE ZAKONOW DWIVE-

NIQ PO WREMENI "MODELI" DAET NULEWOE USKORENIE W PROSTRANSTWE
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mINKOWSKOGO. tAKIM OBRAZOM, W RASSMOTRENNYH KOSMOLOGI^ESKIH

MODELQH DEJSTWIE GRAWITACIONNOGO POLQ PROQWLQETSQ W DEFORMA-

CIQH WREMENI. pOSLEDNEE UTWERVDENIE WYGLQDIT BOLEE ^ETKIM,

ESLI INTERWAL (21.68) S U^ETOM (21.69) I PARAMETRI^ESKIH FOR-

MUL DLQ OTKRYTOJ MODELI PREDSTAWITX W WIDE

d~s2 =
S2d� 2

1 + 2a0
c�

� c2� 2fdR2 + sinh2R(d�2 + sin2 �d'2)g: (21:72)

pRI OTSUTSTWII GRAWITACII a0 = 0 I \LEMENT INTERWALA (72)

SOWPADAET S INTERWALOM W MODELI mILNA [60], REALIZUEMU@ ^AS-

TICAMI, WYLETA@]IMI IZ ODNOJ TO^KI PO WSEM NAPRAWLENIQM SO

WSEWOZMOVNYMI SKOROSTQMI, T.E. OBRAZU@]IH SFERI^ESKI SIM-

METRI^NU@ KWAZI-iso [1] ILI OBOB]ENNU@ iso [61].

tAKIM OBRAZOM, PRIMENENIE METODA MODELIROWANIQ W KOSMOLO-

GII POKAZALO, ^TO SWQZX MEVDU oto, sto I ZAKONOM WSEMIRNOGO

TQGOTENIQ nX@TONA OKAZALASX BOLEE TESNOJ, ^EM OBY^NO PREDPO-

LAGAETSQ. eSLI WY^ISLQTX WOZRAST wSELENNOJ PO ^ASAM PROSTRAN-

STWA mINKOWSKOGO, TO IZ FORMUL (21.60) I (21.70) SLEDUET, ^TO

PRI PLOTNOSTQH BLIZKIH K KRITI^ESKOJ wSELENNAQ ZNA^ITELXNO

"STAR[E" SWOEGO "ORIGINALXNOGO" WOZRASTA.
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gLAWA 5

wzaimodejstwie

|lektromagnitnyh
polej s prowodq}imi telami

w \TOJ GLAWE POLU^ENA:

1. sISTEMA INTEGRO-DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ PLOT-

NOSTEJ ZARQDOW I TOKOW DLQ ZARQVENNYH METALLI^ESKIH TEL, NA-

HODQ]IHSQ WO WNE[NEM NEODNORODNOM I NESTACIONARNOM \LEKTRO-

MAGNITNOM POLE DLQ KLASSI^ESKOGO SLU^AQ (so 1-GO KLASSA).

2. sISTEMA INTEGRALXNYH URAWNENIJ DLQ SWQZANNYH ZARQDOW S

U^ETOM POSTULATA \KWIWALENTNYH SITUACIJ I URAWNENIJ STRUK-

TURY DLQ STACIONARNOGO SLU^AQ.

22. oB]AQ POSTANOWKA ZADA^I WZAIMODEJSTWIQ

\LEKTROMAGNITNOGO POLQ S PROWODQ]IMI TELAMI

rASSMOTRIM SISTEMU N PROWODQ]IH TEL PROIZWOLXNOJ FOR-

MY, NAHODQ]IHSQ W WAKUUME. s^ITAEM, ^TO \TI TELA NAHODQTSQ

W NEKOTOROM ZADANNOM WNE[NEM NESTACIONARNOM I NEODNORODNOM

\LEKTROMAGNITNOM POLE, A TAKVE SAMI SODERVAT ISTO^NIKI POLQ:

ZARQDY I TOKI. iZWESTNO, ^TO URAWNENIQ mAKSWELLA OPISYWA@T

\WOL@CI@ SISTEMY, SOSTOQ]U@ IZ POLEJ I ZARQDOW. oDNAKO WO

MNOGIH PRAKTI^ESKIH ZADA^AH PLOTNOSTI ZARQDOW I TOKOW NEIZ-

WESTNY.

cELX NASTOQ]EGO RAZDELA - WYWOD ZAMKNUTOJ SISTEMY INTEGRO-

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ ZARQDOW I TOKOW, RE[ENIE KO-

TORYH POZWOLIT W PRINCIPE NAHODITX \LEKTROMAGNITNYE POLQ

WNE SISTEMY TEL.

dLQ RE[ENIQ ZADA^I WOSPOLXZUEMSQ URAWNENIQMI mAKSWELLA,

ZAPISANNYMI W STANDARTNOJ ^ETYREHMERNOJ FORME

r�F
�� = �4�

c
j�: (22:1)

e����r�F�� = 0: (22:2)

zDESX e���� - SOWER[ENNO ANTISIMMETRI^NYJ EDINI^NYJ 4-TENZOR,

F �� - TENZOR POLQ, j� ^ETYREHMERNYJ WEKTOR TOKA.

F�� = 2r[�A�] = 2@[�A�]: (22:3)
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A� - 4-POTENCIAL, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWI@ lORENCA

r�A
� = 0: (22:4)

o^EWIDNO, ^TO PREDSTAWLENIE TENZORA POLQ W WIDE (22.3), OBRA-

]AET W TOVDESTWO URAWNENIE (22.2), A URAWNENIE (22.1) SWODITSQ

K WIDU.

2A� = �4�
c
j�; 2 = �� 1

c2
@2

@t2
: (22:5)

iZ ASSIMMETRII TENZORA POLQ F�� SLEDUET TOVDESTWENNOE WYPOL-

NENIE URAWNENIQ NERAZRYWNOSTI

r�j
� = 0: (22:6)

rE[ENIE SISTEMY (22.5) WYRAVAETSQ ^EREZ ZAPAZDYWA@]IE

POTENCIALY IZWESTNYM SPOSOBOM [7]

A� =
1

c

Z j�(~r0; t�R=c)
R

dV 0; ~R = ~r � ~r0; dV 0 = dx0dy0dz0;

(22:7)

GDE

~r ! (x; y; z) = (x1; y1; z1); ~r0 ! (x01; x02; x03):

R ESTX RASSTOQNIE OT \LEMENTA OB_EMA dV 0 DO TO^KI NABL@DENIQ.

tRI PROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY 4-WEKTORA A� OBRAZU@T

TREHMERNYJ WEKTOR A ILI WEKTORNYJ POTENCIAL POLQ, WREMEN-

NAQ KOMPONENTA A0 = � ESTX SKALQRNYJ POTENCIAL, T.E.

A� ! (�; ~A): (22:8)

~ETYREHMERNYJ WEKTOR TOKA SWQZAN S TREHMERNOJ PLOTNOSTX@ TO-

KA ~j I PLOTNOSTX@ ZARQDA � SOOTNO[ENIEM

j� ! (c�;~j): (22:9)

iSPOLXZUQ FORMULY (22.7) I (22.3) WY^ISLIM TENZOR POLQ F�� W

PROIZWOLXNOJ TO^KE WNE PROWODNIKOW.

F�� =
2

c

Z 1

R

�1
c

@j[�
@�

�0�] �
1

cR

@j[�
@�

��]kR
k � 1

R2
j[���]kR

k
�
dV 0;

Rk = xk � x0k; � = t� R

c
; (22:10)

^TO DAET W KOMPONENTAH

F0k =
1

c

Z �@�
@�

Rk

R2
� 1

cR

@jk

@�
+ c�

Rk

R3

�
dV 0;
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Fpr =
2

c

Z �R[p

cR2

@jr]

@�
+
R[pjr]

R3

�
dV 0; (22:11)

GDE PO INDEKSAM, ZAKL@^ENNYM W KWADRATNYE SKOBKI, PROIZWODIT-

SQ ALXTERNIROWANIE.

s DRUGOJ STORONY, TENZOR POLQ MOVNO WYRAZITX ^EREZ KOMPO-

NENTY WEKTOROW NAPRQVENNOSTEJ \LEKTRI^ESKOGO ~E I MAGNITNOGO
~H POLEJ.

F0k = Ek = (Ex; Ey; Ez) = (E1; E2; E3); (22:12)

Hk = �1
2
eklmFlm = (Hx;Hy;Hz) = (H1;H2;H3); (22:13)

GDE eklm - SOWER[ENNO ANTISIMMETRI^NYJ EDINI^NYJ PSEWDOTEN-

ZOR 3-GO RANGA.

fORMULY (22.11)-(22.13) POZWOLQ@T WY^ISLITX \LEKTROMAG-

NITNOE POLE PO PLOTNOSTQM ZARQDOW � I TOKOW ~j NA PROWODNIKE.

eSLI IMEETSQN PROWODNIKOW, TO W SILU LINEJNOSTI URAWNENIJ

\LEKTRODINAMIKI POLNOE POLE ESTX REZULXTAT SUPERPOZICII WSEH

POLEJ. w \TOM SLU^AE POLNOE POLE ��� DAETSQ WYRAVENIEM

��� =
NX
k=1

F (k)
�� + F �

��; (22:14)

GDE, WZQTAQ W KRUGLYE SKOBKI BUKWA k OZNA^AET NOMER PROWODQ]EGO

TELA, F �
�� { TENZOR WNE[NEGO \LEKTROMAGNITNOGO POLQ.

kAK IZWESTNO, WNUTRI IDEALXNYH PROWODNIKOW POLQ ~E I ~H

RAWNY NUL@, A NA IH POWERHNOSTQH SPRAWEDLIWY RAWENSTWA [26]:

~g =
c

4�
~n � ~H; (a) � =

1

4�
~n � ~E; (b);

~n� ~E = 0; (c) ~n � ~H = 0; (d): (22:15)

w FORMULE (22.15) ~n - EDINI^NYJ WEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI

PROWODNIKA, ~g - POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX TOKA, � - POWERHNOSTNAQ

PLOTNOSTX ZARQDA.

tAK KAK ZARQDY I TOKI NA IDEALXNYH PROWODNIKAH RASPOLAGA-

@TSQ NA POWERHNOSTI, TO W SOOTNO[ENIQH (22.10) I (22.11) MOVNO

SDELATX FORMALXNU@ ZAMENU:

jk dV 0 = gk dS0; � dV 0 = � dS0; (22:15)

GDE dS0 - \LEMENT POWERHNOSTI PROWODNIKA.
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w SOGLASII S (22.14) POLNOE \LEKTRI^ESKOE POLE W SISTEME W

PROIZWOLXNOJ TO^KE WNE PROWODNIKOW

�0i = ~Ei =
NX
k=1

Ei(k) + E�i; (22:17)

GDE ~Ei - SUMMARNOE \LEKTRI^ESKOE POLE, E�i - WNE[NEE \LEKTRI-

^ESKOE POLE.

wYBRAW NA POWERHNOSTI PROWODNIKA S NOMEROM s PROIZWOLX-

NU@ TO^KU I U^ITYWAQ, ^TO POLE W OKRESTNOSTI \TOJ TO^KI, SOZ-

DAWAEMOE WSEMI OSTALXNYMI ZARQDAMI, KROME ZARQDA W \TOJ TO^-

KE, RAWNO POLOWINE OT POLQ NA POWERHNOSTI, ISPOLXZUQ USLOWIE

(22.15) (b), POLU^AEM

2��(s) = ~E� � ~n(s) + 1

c

NX
k=1

Z �@�(k)
@� (k)

~R(k) � ~n(s)
R(k)2

�
�
~n(s) � @~g

(k)

@� (k)

� 1

cR(k)
+ c�(k)

~R(k) � ~n(s)
R(k)3

�
dS0(k) (22:18)

w FORMULE (22.18) s PRINIMAET ZNA^ENIQ OT 1 DON , ~R(k) SOEDINQET

\LEMENT POWERHNOSTI dS0(k) PROWODNIKA S NOMEROM k c S TO^KOJ NA

POWERHNOSTI PROWODNIKA S NOMEROM s, ~n(s) { EDINI^NYJ WEKTOR

NORMALI K POWERHNOSTI NOMERA s.

w SLU^AE \LEKTROSTATIKI

@�

@�
= 0;

@~g

@�
= 0

I SISTEMA URAWNENIJ (22.18) PEREHODIT W SISTEMU INTEGRALXNYH

URAWNENIJ, POLU^ENNYH gRINBERGOM [89].

pOLNOE MAGNITNOE POLE ~H WNE PROWODNIKOW IZ WYRAVENIJ

(22.13), (22.14) IMEET WID

~H t = �1
2
etlm�lm: (22:19)

wEKTORNOE PROIZWEDENIE ~n(s)� ~~H W KOMPONENTAH NA OSI IMEET WID

eprtn(s)r ~H t = �1
2
eprtetlmn(s)r�lm

= �1
2
(�pl�rm � �pm�rl)n(s)r�lm = n(s)r�rp: (22:20)
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iZ SOOTNO[ENIJ (22.11), (22.14), (22.15), (22.16), (22.20) POLU-

^AEM

2�

c
g(s)p = F �

rpn
(s)r +

NX
k=1

F (k)
rp n

(s)r

= E�
rpn

(s)r � 2

c

NX
k=1

Z �R(k)[p

cR(k)2

@g(k)r]

@� (k)
n(s)r +

R(k)[pg(k)r]

R(k)3
n(s)r

�
dS0(k):

(22:21)

sOOTNO[ENIE (22.21) MOVNO PEREPISATX W WEKTORNOJ FORME

2�

c
~g(s) = ~n(s) � ~H� � 1

c

NX
k=1

Z � ~R(k)

cR(k)2

�@~g(k)
@� (k)

� ~n(s)
�

�
�
~R(k) � ~n(s)

�

cR(k)2

@~g(k)

@� (k)
+

~R(k)

R(k)3

�
~g(k) � ~n(s)

�
� ~g(k)

R(k)3

�
~R(k) � ~n(s)

��
dS0(k);

(22:22)

GDE ~H� - NAPRQVENNOSTX WNE[NEGO POLQ.

sISTEMA 4N INTEGRO-DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ SWQZYWA-

ET 4N NEIZWESTNYH FUNKCIJ: N WELI^IN � I 3N KOMPONENT WEK-

TOROW ~g.

wWIDU TOGO, ^TO PROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY TENZOROW PO-

DYMALISX I OPUSKALISX S POMO]X@ �kl, TO MY NE DELALI RAZLI^IQ

MEVDU KOWARIANTNYMI I KONTRAWARIANTNYMI KOMPONENTAMI TEN-

ZOROW, HOTQ I ISPOLXZOWALASX STANDARTNAQ SIGNATURA (+ � ��).
wELI^INY ~g(s) I �(s) SWQZANY URAWNENIQMI NERAZRYWNOSTI

(22.6), KOTORYE PRI PEREHODE K POWERHNOSTQM SWEDUTSQ K WIDU:

@�(s)

@t
+

1q

(s)

@

@uk(s)

�q

(s)gk(s)

�
= 0; (k = 1; 2)


(s) = det k 
(s)ik k; dl(s)2 = 

(s)
ik du

(s)idu(s)k: (22:22)



(s)
ik - METRI^ESKIJ TENZOR POWERHNOSTI S NOMEROM s, A uk(s) - KRI-

WOLINEJNYE KOORDINATY NA POWERHNOSTQH.

rAZWITYJ ZDESX APPARAT PRIMENIM NE TOLXKO DLQ IDEALXNYH

PROWODNIKOW, NO I DLQ REALXNYH PROWODNIKOW PRI SILXNOM SKIN-

\FFEKTE. oDNAKO RQD SU]ESTWENNYH FAKTOROW, SWQZANNYH S TEP-

LOWYMI POTERQMI, PRI TAKOM RASSMOTRENII WYPADA@T. pREDLO-

VENNYJ METOD MOVNO, NAPRIMER, ISPOLXZOWATX PRI ANALITI^ES-

KIH WY^ISLENIQH ILI RAS^ETAH NA |wm W ZADA^AH WZAIMODEJSTWIQ

\LEKTROMAGNITNYH POLEJ S POWODQ]IMI TELAMI.
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wAVNO OTMETITX, ^TO PREDLOVENNAQ SISTEMA (22.18), (22.22)

QWLQETSQ ZAMKNUTOJ.

gRANI^NYE USLOWIQ (22.15)(A) I (22.15)(b), KOTORYE ISPOLXZO-

WALISX DLQ EE POLU^ENIQ, NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZ RE[A-

EMYH URAWNENIJ POLQ (22.1). w RABOTE [90] DLQ SLU^AQ ODNOGO

PROWODNIKA BYLO POLU^ENO URAWNENIE, SOWPADA@]EE S (22.22) PRI

N = 1. oDNAKO W KA^ESTWE WTOROGO GRANI^NOGO USLOWIQ W [90] BY-

LO WYBRANO WMESTO USLOWIQ (22.15)(b) USLOWIE (22.15)(S). pO\TO-

MU, POLU^ENNAQ W [90] SISTEMA, SODERVIT 6 URAWNENIJ DLQ ^ETY-

REH NEIZWESTNYH FUNKCIJ. hOTQ SISTEMA I PEREOPREDELENA, NO NE

PROTIWORE^IT GRANI^NYM USLOWIQM (22.15). dLQ SLU^AQ IDEALX-

NYH PROWODNIKOW IMEET MESTO SWOEOBRAZNOE WYROVDENIE, KOGDA IZ

FAKTA OBRA]ENIQ W NULX WNUTRI PROWODNIKA \LEKTROMAGNITNOGO

POLQ WYTEKAET, ^TO 4 NEIZWESTNYE FUNKCII DOLVNY UDOWLETWO-

RQTX 8-MI URAWNENIQM (22.15).

dLQ ^ISLENNYH RAS^ETOW TREBUETSQ IMETX LI[X 4 NEZAWISI-

MYH URAWNENIQ, KOTORYE I NAJDENY W NASTOQ]EJ RABOTE. oSTALX-

NYE URAWNENIQ DLQ RASSMOTRENNOJ MODELI QWLQ@TSQ SLEDSTWIEM

NAJDENNYH.

w KA^ESTWE PRIMERA POLU^IM INTEGRALXNYE URAWNENIQ DLQ

RAS^ETA TOKOW W TONKIH PROWODAH.

pUSTX ^ISLO PROWODOW RAWNO N I IH FORMA W OB]EM SLU^AE

RAZLI^NA. pOLNOE \LEKTRI^ESKOE POLE WNE PROWODOW DAETSQ FOR-

MULOJ (22.17). nA POWERHNOSTI KAVDOGO PROWODA POLNOE POLE
~~E

PERPENDIKULQRNO POWERHNOSTI PROWODA. pO\TOMU DLQ PROWODA S

NOMEROM s IMEEM

~~E �~l(s) = 0; (s = 1; 2; :::N );

GDE ~l(s) - EDINI^NYJ WEKTOR NA POWERHNOSTI PROWODA s, NAPRAWLEN-

NYJ WDOLX SOOTWETSTWU@]EGO PROWODA.

iZ SOOTNO[ENIJ (22.11) S U^ETOM RAWENSTW

� dV 0 ! K dl0; jk dV 0 ! Jk dl0;

GDE K - LINEJNAQ PLOTNOSTX ZARQDA, J WELI^INA TOKA W PROWODE,

A TAKVE FORMUL (22.17) I (22.25) POLU^IM

~E� �~l(s) = �1
c

NX
a=1

Z �@K(a)

@� (a)

~R(a) �~l(s)
R(a)2

�
�
~l(s) � @

~J (a)

@� (a)

� 1

cR(a)
+ cK(a)

~R(a) �~l(s)
R(a)3

�
dl0(a) (22:26)
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iZ URAWNENIQ NERAZRYWNOSTI DLQ ODNOMERNOGO SLU^AQ SLEDUET

@K(a)

@� (a)
= �@J

(a)

@l0(a)
; K(a)(l0(a); � (a)) = �

Z � (a)
�1

@J (a)(l0(a); t0)

@l0(a)
dt0;

(22:27)

^TO PRIWODIT K SOOTNO[ENIQM

~E� �~l(s) = 1

c

NX
a=1

Z �@J (a)

@l0(a)

~R(a) �~l(s)
R(a)2

+
�
~l(s) � @

~J (a)

@� (a)

� 1

cR(a)
+ c

~R(a) �~l(s)
R(a)3

Z � (a)
�1

@J (a)(l0(a); t0)

@l0(a)
dt0

�
dl0(a) (22:28)

fORMULA (22.28) PRI N = 1 (POSLE PEREHODA W SISTEMU si) W

TO^NOSTI SOWPADAET S WYRAVENIEM, POLU^ENNYM RANEE W [78] I

[90].

mY NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ NA KONKRETNYH ZADA^AH WZAIMO-

DEJSTWIQ \LEKTROMAGNITNYH POLEJ S POLEOBRAZU@]IMI SISTEMA-

MI I S IZMERITELXNYMI PREOBRAZOWATELQMI, T.K. \TO NE QWLQETSQ

TEMOJ DANNOJ KNIGI, (DLQ INTERESU@]IHSQ PRIWODIM SPISOK STA-

TEJ NA DANNU@ TEMU, WYPOLNENNYH AWTOROM SO SWOIMI KOLLEGAMI

[91-105]) A RASSMOTRIM K KAKIM PRINCIPIALXNO NOWYM REZULXTA-

TAM MOVET PRIWESTI ISPOLXZOWANIE POSTULATA \KWIWALENT-

NYH SITUACIJ K ZARQVENNYM PROWODNIKAM.

23. iNTEGRALXNOE URAWNENIE DLQ PLOTNOSTI

SWQZANNYH ZARQDOW

w PREDYDU]EM RAZDELE PRI RASSMOTRENII OB]EJ ZADA^I WZAIMO-

DEJSTWIQ MY S^ITALI URAWNENIQ mAKSWELLA, ZADANNYMI W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. oDNAKO, KAK POKAZANO RANEE, POLQ SWQ-

ZANNYH I SWOBODNYH ZARQDOW OTLI^A@TSQ DRUG OT DRUGA. sWQZAN-

NYE ZARQDY ISKRIWLQ@T PROSTRANSTWO-WREMQ, I URAWNENIQ mAKS-

WELLA STANOWQTSQ NELINEJNYMI. pO\TOMU PROCEDURA POLU^ENIQ

INTEGRO- DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ PLOTNOSTEJ ZARQDOW

I TOKOW, ISPOLXZUEMAQ W PREDYDU]EM RAZDELE, NE MOVET S^ITATX-

SQ PREEMLEMOJ.

dLQ POLU^ENIQ INTEGRALXNOGO URAWNENIQ DLQ PLOTNOSTI � SWQ-

ZANNYH ZARQDOW, RASPOLOVENNYH NA POWERHNOSTI PROWODQ]EGO TE-

LA PROIZWOLXNOJ FORMY, (BUDEM S^ITATX POWERHNOSTX DOSTATO^-

NO GLADKOJ, ^TOBY WYPOLNQLISX USLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI)

RAZOB_EM POWERHNOSTX NA \LEMENTARNYE PLO]ADKI, POTENCIAL OT
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KAVDOJ IZ NIH W TO^KE NABL@DENIQ DAETSQ FORMULOJ, WYTEKA@-

]EJ IZ (19.1)

dA0 =
�0dS0

r0
exp

�
�a

0
0r
0(1 � cos �)

2c2

�
; (23:1)

GDE r0 - TREHMERNOE ( EWKLIDOWO ) RASSTOQNIE OT ZARQDA dQ0 = �0dS0

DO TO^KI NABL@DENIQ, �0 - TEKU]EE ZNA^ENIE PLOTNOSTI ZARQDA,

ZAWISQ]EE OT TO^EK NA POWERHNOSTI, � - UGOL MEVDU RADIUSOM

- WEKTOROM ~r I ~i , ~i = ~a00=j ~a00 j. ~i DLQ KAVDOGO \LEMENTA ZARQDA
dQ NAPRAWLEN PO WNE[NEJ NORMALI K POWERHNOSTI TELA. wELI^I-

NA "USKORENIQ" a00 DLQ ZARQDOW OTRICATELXNO ZARQVENNOGO TELA

(\LEKTRONOW) WY^ISLQETSQ PO FORMULE

a00 =
eE0

2m
=

2��0

m
; (23:2)

wWEDEM W KAVDOJ TO^KE POWERHNOSTI INTEGRIROWANIQ EDINI^-

NYJ ~n0, NAPRAWLENNYJ PO WNE[NEJ NORMALI K POWERHNOSTI. tOGDA

SOOTNO[ENIE (23.1) PRIMET WID

dA0 =
�0dS0

r0
exp

�
��e�

0(r0 � ~n0 � ~r0)
mc2

�
(23:3)

w \LEKTROSTATI^ESKOM SLU^AE DLQ L@BOJ STACIONARNOJ METRIKI

BUDET OTLI^NY OT NULQ F0k KOMPONENTY TENZORA \LEKTROMAGNIT-

NOGO POLQ. iZ (23.3), PROIZWEDQ INTEGRIROWANIE PO POWERHNOSTI I

WY^ISLQQ TENZOR POLQ, IMEEM W TO^KE NABL@DENIQ S KOORDINATA-

MI xk WYRAVENIE. 2

F0k = �@A0

@xk
=
Z �0
r0
exp

�
��e�

0(r0 � ~n0 � ~r0)
mc2

�

�xk � x0k

r02
+
��0e

mc2

�xk � x0k

r0
� n0k

��
dS0: (23:4)

wYBEREM TO^KU NABL@DENIQ xk NA POWERHNOSTI PROWODNIKA I UM-

NOVIM SKALQRNO POLU^ENNOE WYRAVENIE W TO^KE NABL@DENIQ NA

2zAMETIM, ^TO HOTQ KAVDYJ \LEMENTARNYJ ZARQD NA POWERHNOSTI TELA PRINAD-

LEVIT ISKRIWLENNOMU PROSTRANSTWU-WREMENI, ODNAKO PROSTRANSTWENNOE SE^ENIE DLQ

KAVDOGO IZ ZARQDOW QWLQETSQ EWKLIDOWYM, T.K. METRIKA (2.18) IMEET PLOSKOE SE^ENIE

I PRI RAZLI^NYH (LOKALXNO POSTOQNNYH) ZNA^ENIJ USKORENIQ. pO\TOMU PRI WY^IS-

LENII RASSTOQNIJ OT \LEMENTOW POWERHNOSTI INTEGRIROWANIQ KAVDOGO IZ ZARQDOW DO

PROIZWOLXNOJ, NO FIKSIROWANNOJ TO^KI NABL@DENIQ METRI^ESKIJ PROSTRANSTWENNYJ

TENZOR - ESTX SIMWOL kRONEKERA. pO \TOJ PRI^INE ZDESX MY NE DELAEM RAZLI^IQ MEVDU

KOWARIANTNYMI I KONTRAWARIANTNYMI PROSTRANSTWENNYMI KOMPONENTAMI.
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EDINI^NYJ WEKTOR NORMALI ~n, OBRAZUQ SKALQRNU@ OTNOSITELXNO

PROSTRANSTWENNYH PREOBRAZOWANIJ WELI^INU 	.

	 =
Z �0
r0
exp

�
��e�

0(r0 � ~n0 � ~r0)
mc2

�

�~n � ~N 0

r0
+
��0e

mc2

�
~n � ~N 0 � ~n � ~n0

��
dS0: (23:5)

zDESX ~N 0 EDINI^NYJ WEKTOR WDOLX ~r0, NAPRAWLENNYJ OT \LEMENTA

INTEGRIROWANIQ K TO^KE NABL@DENIQ.

pRI STANDARTNOM RASSMOTRENII DLQ POLQ SWOBODNYH ZARQDOW

WELI^INA 	 SWQZANA S POWERHNOSTNOJ PLOTNOSTX@ ZARQDOW � S PO-

MO]X@ SOOTNO[ENIQ

	 = 2��:

qSNO, ^TO W "NERELQTIWISTSKOM" PRIBLIVENII MY POLU^IM OBY^-

NOE KLASSI^ESKOE INTEGRALXNOE URAWNENIE gRINBERGA [89]. u^ET

POLQ SWQZANNYH ZARQDOW PRIWODIT K BOLEE SLOVNOJ ZAWISIMOSTI

MEVDU 	 I �.

nAJDEM OGRANI^ENIQ NA METRIKU PROSTRANSTWA-WREMENI WNE

ZARQVENNOGO PROWODQ]EGO TELA NAPODOBIE TOMU, KAK MY \TO DELA-

LI DLQ ZARQVENNOGO [ARA W RAZDELE 19.

bUDEM S^ITATX, ^TO TELO ZARQVENO OTRICATELXNO (DLQ POLO-

VITELXNO ZARQVENNOGO TELA, KAK POKAZANO RANNE, PROSTRANSTWO-

WREMQ OSTAETSQ PRAKTI^ESKI PLOSKIM). pODWESIM NA NEWESOMYH

NITQH W POLE OT \TOGO TELA PROBNYE ZARQDY (NAPRIMER, \LEKTRO-

NY). tAK KAK SILY SO STORONY POLQ URAWNOWESQTSQ SILAMI NATQ-

VENIQ NITEJ, TO PEREJDQ W LAGRANVEWU SOPUTSTWU@]U@ SISTEMU

OT^ETA, SWQZANNU@ S \LEKTRONAMI, MOVNO UBEDITXSQ, ^TO METRIKA

W TAKOJ SISTEME BUDET RAWNA

dS2 = g00(dy
0)2 � 
kldy

kdyl: (23:6)

o^EWIDNO, KOMPONENTY TENZORA W SILU STATI^NOSTI POLQ NE DOLV-

NY ZAWISETX OT WREMENNOJ KOORDINATY y0, A ZAWISQT LI[X OT PRO-

STRANSTWENNYH KOORDINAT yk. tAK KAK WRA]ENIQ OTSUTSTWU@T, TO

RAWNY NUL@ g0k.

tAK KAK PODWE[ENNYE \LEKTRONY NEPODWIVNY, TO TREBUET-

SQ WYPOLNENIQ USLOWIJ SOPUTSTWIQ, KOTORYE DLQ METRIKI (23.6)

IME@T WID

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2; V0 = (g00)

1=2; (23:7)
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iZ USLOWIJ SOPUTSTWIQ SLEDUET, ^TO WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY (4-

USKORENIE) NE RAWEN NUL@, KAK PRI RAWNOWESII W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO, A WY^ISLQETSQ PO IZWESTNOJ FORMULE, KAK I W SLU-

^AE SILY, DEJSTWU@]EJ NA ^ASTICU W POSTOQNNOM GRAWITACION-

NOM POLE [7].

F k = �k00(V
0)2 = � 1

2g00
gkm

@g00
@ym

: (23:8)

s DRUGOJ STORONY, \TU WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJST-

WU@]EJ NA ZARQD SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ ZARQD W POLE

NEPODWIVNYM. |TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ I

PROTIWOPOLOVNA EJ PO ZNAKU.

F k = � 1

2g00
gkm

@g00
@ym

= � e

mc2
F k0V0 =

e

mc2
gkmF0mV

0: (23:9)

|LEKTRI^ESKOE POLE OT ZARQVENNOGO TELA MOVNO TAKVE OPRE-

DELITX IZ URAWNENIJ mAKSWELLA W "ZADANNOM GRAWITACIONNOM

POLE" [7] 3, S NEIZWESTNYM METRI^ESKIM TENZOROM DLQ METRIKI

(23.6). |TO URAWNENIE WNE ZARQVENNOGO TELA (PLOTNOSTX@ PROB-

NYH "PODWE[ENNYH" \LEKTRONOW PRENEBREGAEM) IMEET WID [7].

@

@yk

�p

Dk

�
= 0; Dk = �pg00F 0k: (23:10)

tENZOR POLQ (23.4) MOVNO WY^ISLITX, ESLI ZNATX PLOTNOSTX ZARQ-

DOW � NA POWERHNOSTI PROWODNIKA. tAK KAK FORMA PROWODNIKA IZ-

WESTNA, TO MOVNO WYBRATX NA POWERHNOSTI PROWODNIKA DWUMERNU@

ORTOGONALXNU@ KRIWOLINEJNU@ KOORDINATNU@ SETKU S PROSTRAN-

STWENNYMI KOORDINATNYMI WEKTORAMI, NAPRAWLENNYMI NORMALX-

NO POWERHNOSTI TELA. ~ETWERTYE KOORDINATNYE WREMENNYE WEKTO-

RY, W SOGLASII S (23.7), SOWMESTIM S NAPRAWLENIEM 4 - SKOROSTEJ

POKOQ]IHSQ NA POWERHNOSTI \LEKTRONOW. nA BAZE DANNOJ KOORDI-

NATNOJ SISTEMY WOZNIKAET ESTESTWENNAQ SISTEMA TETRAD (17.10) S

KALIBROWKOJ lAME. tAK KAK NAPRQVENNOSTX POLQ NA POWERHNOSTI

PROWODNIKA NORMALXNA POWERHNOSTI, TO TENZOR POLQ NA POWERH-

NOSTI PROWODNIKA W WYBRANNOJ SISTEME KOORDINAT IMEET IMEET

EDINSTWENNU@ OTLI^NU@ OT NULQ KOMPONENTU, NAPRIMER F01. wY-

RAZIM \TU KOMPONENTU ^EREZ TETRADNU@ KOMPONENTU F(0)(1)

F01 = e
(�)
0 e

(�)
1 F(�)(�) =

p
g00
p

11F(0)(1) (23:11)

3eSTESTWENNO, NIKAKOGO ISTINNOGO GRAWITACIONNOGO POLQ MY ZDESX NE RASSMATRI-

WAEM, A PROSTO POLXZUEMSQ URAWNENIQMI mAKSWELLA W RIMANOWOM PROSTRANSTWE, NE

ISPOLXZUQ URAWNENIJ |JN[TEJNA.
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kAK I DLQ RASSMOTRENNYH RANEE ZADA^ ZARQVENNOJ SFERY

I PLOSKOSTI, OTOVDESTWIM TETRADNU@ KOMPONENTU POLQ F(0)(1) S

PLOTNOSTX@ ZARQDOW NA TELE.

pRAWAQ ^ASTX W SOOTNO[ENII (23.5) SOWPADAET W NOWOJ SISTEME

KOORDINAT S F01 KOMPONENTOJ TENZORA POLQ NA POWERHNOSTI PRO-

WODNIKA. pOLE NA POWERHNOSTI PROWODNIKA W MALOJ OKRESTNOSTI

NEKOTOROJ TO^KI SKLADYWAETSQ IZ POLQ, SOZDAWAEMOGO ZARQDAMI

LEVA]IMI WNUTRI \TOJ OKRESTNOSTI, I WSEMI OSTALXNYMI ZARQ-

DAMI. zNAQ, ^TO POLE NA POWERHNOSTI OT ZARQDOW WNE OKRESTNOSTI

RAWNO POLOWINE OT POLNOGO POLQ, POLU^AEM INTEGRALXNOE URAWNE-

NIE DLQ NAHOVDENIQ PLOTNOSTI SWQZANNYH ZARQDOW W WIDE

2��
p
g00
p

11 =

Z �0

r0
exp

�
��e�

0(r0 � ~n0 � ~r0)
mc2

�

�~n � ~N 0

r0
+
��0e

mc2

�
~n � ~N 0 � ~n � ~n0

��
dS0: (23:12)

pRI WYWODE (23.12) U^LI, ^TO POLE W OKRESTNOSTI RASSMATRIWAE-

MOJ TO^KI NA POWERHNOSTI, SOZDANNOE WSEMI OSTALXNYMI ZARQDA-

MI NA TELE WNE OKRESTNOSTI, NEPRERYWNO NA GRANICE PROWODNIKA.

pOLE VE ZARQDOW, LEVA]IH WNUTRI OKRESTNOSTI, TERPIT RAZRYW

NA GRANICE PROWODNIKA. |TO POLE, SKLADYWAQSX S POLEM OSTALX-

NYH ZARQDOW WNE PROWODNIKA, WBLIZI EGO POWERHNOSTI PRIWODIT

K UDWOENI@ POLQ OT OSTALXNYH ZARQDOW WNE PROWODNIKA I OBRA-

]ENI@ W NULX POLNOGO POLQ WNUTRI PROWODNIKA. pO\TOMU POL-

NOE SREDNEE POLE NA POWERHNOSTI PROWODNIKA, RAWNOE POLUSUMME

WNE[NEGO I WNUTRENNEGO POLEJ, PRIWODIT W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA

(23.12) K WELI^INE 2�� WMESTO 4��.

uRAWNENIQ (23.10), (23.12) I (23.9) ESTX URAWNENIQ KAK DLQ NA-

HOVDENIQ PLOTNOSTI ZARQDOW I POLQ, TAK I DLQ NAHOVDENIQ KOMPO-

NENT METRI^ESKOGO TENZORA. k \TIM URAWNENIQM NEOBHODIMO DOBA-

WITX I URAWNENIQ STRUKTURY (1.7) PRI USLOWII, ^TO ��� = 
�� = 0

I PEREPISATX IH W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ so.

pRAWDA, WOPROS O SOWMESTNOSTI WSEH URAWNENIJ DLQ NAHOVDE-

NIQ KOMPONENT METRI^ESKOGO TENZORA OSTAETSQ OTKRYTYM. dLQ

SLU^AQ ZARQVENNOJ PLOSKOSTI I SFERY URAWNENIQ OKAZALISX SOW-

MESTNYMI, ODNAKO DLQ OB]EGO SLU^AQ \TO POKA NE UDALOSX DOKA-

ZATX.
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gLAWA 6

dwivenie ~astic w

|lektri~eskom
pole swqzannyh zarqdow

w \TOJ GLAWE RASSMOTRENO DWIVENIE ZARQVENNYH ^ASTIC W PO-

LQH SWQZANNYH ZARQDOW DLQ SLU^AEW PLOSKOJ I SFERI^ESKOJ SIM-

METRII. pROWEDENO SRAWNENIE S REZULXTATAMI, POLU^AEMYMI PRI

KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII W sto I oto.

24. oB]AQ POSTANOWKA ZADA^I DWIVENIQ

^ASTIC W POLQH SWQZANNYH ZARQDOW

w PREDYDU]EJ GLAWE BYLI POLU^ENY URAWNENIQ DLQ NAHOVDE-

NIQ PLOTNOSTI ZARQDOW NA PROWODNIKE PROIZWOLXNOJ FORMY, GEO-

METRII PROSTRANSTWA-WREMENI I \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZ-

DAWAEMOGO TAKIM PROWODNIKOM. qSNO, ^TO W PROSTEJ[IH SLU^AQH,

TAKIH KAK ZARQVENNAQ PLOSKOSTX, ZARQVENNYJ [AR I CILINDR PO-

WERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDA POSTOQNNA. dLQ TEL PROIZWOLXNOJ

FORMY \TO NE TAK. kAK BYLO POKAZANO, URAWNENIE DLQ PLOTNOSTI

ZARQDOW SODERVIT NEIZWESTNYE KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZO-

RA PROSTRANSTWA-WREMENI so, ZAWISQ]IE OT PLOTNOSTI SWQZAN-

NYH ZARQDOW, OT MASSY I WELI^INY PROBNYH ZARQDOW, ZADA@]IH

so. dLQ NAHOVDENIQ GEOMETRII PROSTRANSTWA-WREMENI so MY ZA-

KREPLQLI PROBNYE ZARQDY NEPODWIVNYMI OTNOSITELXNO ZARQVEN-

NOGO TELA. pO\TOMU SILY SO STORONY POLQ URAWNOWE[IWALISX SI-

LAMI REAKCII SWQZEJ.mETRIKA so OPREDELQLASX FORMULOJ (23.6)

I USLOWIQ SOPUTSTWIQ (23.7). kOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA

W SILU STATI^NOSTI POLQ NE ZAWISELI OT WREMENNOJ KOORDINATY

y0. tAK KAK WRA]ENIQ OTSUTSTWU@T, TO RAWNY NUL@ g0k.

o^EWIDNO, ^TO USLOWIE RAWNOWESIQ ^ASTIC BAZISA so \KWIWA-

LENTNO RAWENSTWU NUL@ SUMMY SIL SO STORONY POLQ I SIL REAKCII

SWQZI. w PLOSKOM PROSTRANSTWE- WREMENI \TO PRIWODIT W SOGLA-

SII SO WTORYM ZAKONOM nX@TONA I K RAWENSTWU NUL@ USKORENIQ.

w RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI RAWENSTWO NUL@ SUMMY SIL,

DEJSTWU@]IH NA KAVDU@ IZ ^ASTIC BAZISA, NE OZNA^AET RAWENSTWA

NUL@ USKORENIQ. |TO SLEDUET IZ TOGO FAKTA, ^TO g00 KOMPONENTA

METRI^ESKOGO TENZORA NE RAWNA EDINICE.
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wEKTOR PERWOJ KRIWIZNY (4-USKORENIE) NE RAWEN NUL@, KAK

PRI RAWNOWESII W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, A WY^ISLQETSQ PO

FORMULE (23.8). |TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ,

PROTIWOPOLOVNA EJ PO ZNAKU I WY^ISLQETSQ PO FORMULE (23.9).

tAKIM OBRAZOM, W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-WREMENI WTO-

ROJ ZAKON nX@TONA OKAZALSQ NESPRAWEDLIWYM, TAK KAK

RAWENSTWO NUL@ SIL, DEJSTWU@]IH NA ^ASTICU, PRIWELO

K NENULEWOMU USKORENI@.

s ANALOGI^NOJ SITUACIEJ STALKIWAEMSQ I W oto. nAPRIMER,

DLQ NABL@DATELQ, POKOQ]EGOSQ NA POWERHNOSTI GRAWITIRU@]EJ

SFERY, S TO^KI ZRENIQ MEHANIKI nX@TONA SUMMA SIL RAWNA NUL@,

^TO PRIWODIT I K NULEWOMU USKORENI@. s TO^KI ZRENIQ oto,

TELO POKOQ]EESQ NA POWERHNOSTI \TOJ SFERY, IMEET OTLI^NYJ OT

NULQ WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY, ^TO, NAPRIMER, SLEDUET IZ RE[ENIQ

{WARC[ILXDA I FORMULY (23.8). uSKORENIE NAPRAWLENO WDOLX

"RADIUSA-WEKTORA" OT CENTRA SFERY.

|LEKTRI^ESKOE POLE OT ZARQVENNOGO TELA MOVNO NAJTI IZ

URAWNENIJ mAKSWELLA, ESLI KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA

NAM UDALOSX NAJTI IZ (23.10), (23.12) I (23.9).

k \TIM URAWNENIQM NEOBHODIMO DOBAWITX I URAWNENIQ STRUK-

TURY (1.7) PRI USLOWII, ^TO ��� = 
�� = 0 I PEREPISATX IH

W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ so. bOLEE POLNO \TA PROCEDURA

RASSMOTRENA W PREDYDU]EM PARAGRAFE.

pREDPOLOVIM, ^TO MY UKAZANNYM SPOSOBOM NA[LI KOMPONEN-

TY METRI^ESKOGO TENZORA I TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ, WY-

BRAW W KA^ESTWE PROBNYH ZAKREPLENNYH W POLE ZARQDOW ODINAKO-

WYE ZARQVENNYE ^ASTICY MASSY m0 I ZARQDA q.

wOPROS ZAKL@^AETSQ W TOM: "kAK BUDUT DWIGATXSQ \TI PROBNYE

^ASTICY W \LEKTRI^ESKOM POLE, SOZDAWAEMOM ZARQVENNYM TELOM

ZARQDA Q, ESLI SWQZI, UDERVIWA@]IE ZARQD W POLE NEPODWIVNYM,

LIKWIDIROWATX?"

nA PERWYJ WZGLQD OTWET KAVETSQ TRIWIALXNYM. kAZALOSX BY,

^TO PRI OPISANII DWIVENIQ PROBNOGO ZARQDA W POLE NUVNO IS-

HODITX IZ OBY^NYH SOOTNO[ENIJ DLQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO

S ZAMENOJ OBY^NYH PROIZWODNYH NA KOWARIANTNYE S NAJDENNOJ

METRIKOJ I TENZOROM POLQ, T.E.

m0c
DV �

dS
=
q

c
F �

�V
�: (24:1)

eSLI DLQ DWIVENIQ OTNOSITELXNO nso, TAKOJ PODHOD PRIME-

NIM I BYL PODROBNO RASSMOTREN W PARAGRAFE 7 GLAWY 1, TO DLQ

216



DWIVENIQ PROBNYH ^ASTIC W POLE SWQZANNYH ZARQDOW, RASSMOT-

RENNYE SOOTNO[ENIQ NE IME@T MESTA. dEJSTWITELXNO, RASKRYW

ABSOL@TNU@ PROIZWODNU@ S ISPOLXZOWANIEM, NAPRIMER, METRIKI

ZARQVENNOJ PLOSKOSTI (17.9)

dS2 = exp
�
�2E0qy

1

m0c2

�
dy0

2 � y1
2 � dy22 � dy3

2
;

POLU^IM URAWNENIE DWIVENIQ W WIDE

dV 1

dS
� e0q

m0c2

�
1 + V 12

�
=

qE0

m0c2

q
1 + V 12: (24:2)

|TO URAWNENIE OPISYWAET DWIVENIE ZARQVENNOJ ^ASTICY OTNO-

SITELXNO ZARQVENNOJ PLOSKOSTI, DWIVU]EJSQ S OTRICATELXNYM

USKORENIEM a = �E0q=m. zARQD PLOSKOSTI I PROBNYJ ZARQD q

ODNOGO ZNAKA. iZ POSLEDNEGO URAWNENIQ SLEDUET, ^TO W NERELQTI-

WISTSKOM PRIBLIVENII ZARQD DWIVETSQ OTNOSITELXNO PLOSKOSTI

S UDWOENNYM USKORENIEM PO OTNO[ENI@ K USKORENI@ OTNOSITELX-

NO POKOQ]EGOSQ ZARQVENNOGO TELA.

iTAK, POSTULAT \KWIWALENTNYH SITUACIJ, SFORMULIRO-

WANNYJ NAMI DLQ RAS^ETA \LEKTROSTATI^ESKIH POLEJ, NELXZQ NE-

POSREDSTWENNO ISPOLXZOWATX DLQ RAS^ETA DWIVENIQ ZARQVENNYH

^ASTIC. sILA SO STORONY POLQ U^ITYWAETSQ DWAVDY: WHODIT W

SWQZNOSTX I W PRAWU@ ^ASTX URAWNENIQ DWIVENIQ.

tAK KAK PRI WYWODE METRIKI WNE ZARQVENNOGO TELA ISPOLXZO-

WALISX FORMULY (23.8) I (23.9), TO QSNO, ^TO INFORMACIQ O POLE

ZARQVENNOGO TELA SODERVITSQ W SWQZNOSTI (24.1). pO\TOMU PRI

OPISANII DWIVENIQ PROBNOJ ZARQVENNOJ ^ASTICY OTNOSITELXNO

TELA SO SWQZANNYMI ZARQDAMI BUDEM ISPOLXZOWATX URAWNENIE DWI-

VENIQ (24.1) S NULEWOJ PRAWOJ ^ASTX@. tO^NO TAKVE POSTUPA@T W

oto PRI RASSMOTRENII DWIVENIQ ^ASTICY WNE GRAWITIRU@]EJ

MASSY. tAKIM OBRAZOM, URAWNENIE DWIVENIQ OTNOSITELXNO ZARQ-

VENNOGO TELA PRIMET WID

dV �

dS
+ ����V

�V � = 0: (24:3)

pROBNAQ ZARQVENNAQ ^ASTICA, PRINADLEVA]AQ K KONGRUENCII

MIROWYH LINIJ ^ASTIC BAZISA, BUDET PRI LIKWIDACII REAKCII

SWQZI DWIGATXSQ PO GEODEZI^ESKOJ LINII. sIMWOLY kRISTOFFELQ

OPREDELQ@TSQ IZWESTNYM OBRAZOM PO NAJDENNOJ METRIKE.

sILA REAKCII SWQZI SBIWAET ^ASTICU S GEODEZI^ESKOJ, ISKRIW-

LQQ EE MIROWU@ LINI@, I SOZDAWAQ OTLI^NYJ OT NULQ WEKTOR PER-

WOJ KRIWIZNY (4-USKORENIE).
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sLEDOWATELXNO, MEVDU RASSMOTRENIEM DWIVENIQ ZARQVENNYH

^ASTIC W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO I

DWIVENIEM W POLE SWQZANNYH ZARQDOW W PROSTRANSTWE rIMANA IME-

ETSQ PRINCIPIALXNOE RAZLI^IE.

w PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO ISKRIWLENA MIROWAQ LINIQ DWI-

VU]EJSQ W POLE ^ASTICY, A W PROSTRANSTWE rIMANA ISKRIWLENA

MIROWAQ LINIQ ZAKREPLENNOJ W POLE ^ASTICY. rE[ENIE URAWNE-

NIJ (24.3) PRIWODIT K GEODEZI^ESKOJ KONGRUENCII LINIJ ^ASTIC

BAZISA. pEREHOD W SISTEMU OTS^ETA, OBRAZOWANNU@ DWIVU]IMISQ

^ASTICAMI, PRIWODIT O^EWIDNO K SINHRONNOJ METRIKE. tAKIM OB-

RAZOM, DWIVENIE PROBNYH ^ASTIC W POLE SWQZANNYH ZARQDOW MOV-

NO RASSMATRIWATX KAK PEREHOD OT nso K KWAZI-iso.

pREOBRAZUQ TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ IZ so SWQZANNYH

ZARQDOW W so DWIVU]IHSQ ZARQDOW, OPI[EM DWIVENIE ZAKREP-

LENNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO PODWIVNYH. qSNO, ^TO WEKTORY 4-

USKORENIQ DLQ ZAKREPLENNYH ZARQDOW OTLI^NY OT NULQ OTNOSI-

TELXNO L@BOJ so, W TOM ^ISLE I SINHRONNOJ. pO\TOMU DWIVENIE

SWQZANNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO SWOBODNYH NE MOVET BYTX GEO-

DEZI^ESKIM, A OPREDELQETSQ OBY^NOJ FORMULOJ

m0c
D ~V �

d ~S
= �q

c
~F �

�
~V �; (24:4)

W KOTOROJ ~V � - POLE 4-SKOROSTI SWQZANNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO

KWAZI-iso, ~F �
� - TENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W KWAZI-iso.

zNAK MINUS W (24.4) OBUSLOWLEN TEM, ^TO SWQZANNYE ZARQDY DWI-

VUTSQ WDOLX UDERVIWA@]IH IH NITEJ, SILY NATQVENIQ KOTORYH

NAPRAWLENY W OBRATNU@ STORONU DEJSTWU@]IH POLEWYH SIL. oT-

METIM, ^TO POKA MY RASSMATRIWAEM DWIVENIE ^ASTICY W \LEK-

TROSTATI^ESKOM POLE I NE WKL@^AEM W RASSMOTRENIE MAGNITNOGO

POLQ.

w NASTOQ]EE WREMQ sto QWLQETSQ "INVENERNOJ" NAUKOJ I POD-

TWERVDAETSQ MNOGO^ISLENNYMI \KSPERIMENTALXNYMI DANNYMI.

pO\TOMU L@BOJ ALXTERNATIWNYJ PODHOD DOLVEN OB_QSNQTX \KSPE-

RIMENTALXNYE FAKTY, KOTORYE SLEDU@T IZ sto. rAZLI^IE MEVDU

PODHODAMI DOLVNO PROQWLQTXSQ W \KSPERIMENTAH, KOTORYE LIBO

NE STAWILISX, LIBO NE OBLADALI DOSTATO^NOJ TO^NOSTX@.

w SWQZI S RASSMOTRENNYM WY[E WSTAET ZAKONNYJ WOPROS: "kA-

KOMU VE PROSTRANSTWU-WREMENImINKOWSKOGO ILI rIMANA PRINAD-

LEVIT ^ASTICA, DWIVU]AQSQ W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE?"

oTWET NA \TOT WOPROS ZAWISIT OT POZICII NABL@DATELEJ. a
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IMENNO, KAKIE ^ASY ISPOLXZU@T NABL@DATELI DLQ REGISTRACII

DWIVENIQ ^ASTIC W POLE.

pUSTX POMIMO ZAKREPLENNYH W POLE ZARQDOW I SWOBODNYH, IME-

@TSQ I NEJTRALXNYE ^ASTICY, POKOQ]IESQ OTNOSITELXNO ZARQ-

VENNOJ PLOSKOSTI. iZ RASSMOTRENNOGO WY[E RAZDELA "pOLQ W SWQ-

ZANNYH STRUKTURAH" SLEDUET, ^TO NEJTRALXNYE ^ASTICY PRINAD-

LEVAT PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO.

s NEJTRALXNYMI ^ASTICAMI SWQVEM ^ASY, POKAZYWA@]IE HOD

WREMENI W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. pRI \TOM KOORDINATNOE

WREMQ \TIH ^ASOW SOWPADAET S SOBSTWENNYM.

s ZAKREPLENNYMI ZARQDAMI SWQVEM DRUGIE ^ASY. tAK KAK MET-

RIKA DLQ ZARQVENNYH ^ASTIC W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE QWLQET-

SQ STATI^ESKOJ

dS2 = g00(dy
0)2 + gkldy

kdyl; (24:5)

TO DLQ SOBSTWENNOGO WREMENI MEVDU L@BYMI DWUMQ SOBYTIQMI,

DLQ NEKOTOROJ SWQZANNOJ ^ASTICY IMEET MESTO FORMULA

� =
1

c

Z p
g00 dy

0 =
1

c

p
g00y

0: (24:6)

oTMETIM, ^TO WELI^INA MIROWOGO WREMENI y0=c NE SOWPADAET S

MIROWYM WREMENEM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. pOMIMO RASSMOT-

RENNYH ^ASOW, IME@TSQ ^ASY, SWQZANNYE SO SWOBODNYMI ^ASTICA-

MI, SOBSTWENNOE WREMQ KOTORYH SOWPADAET S MIROWYM WREMENEM

\TIH ^ASTIC.

dOPUSTIM, ^TO DWA RAZLI^NYH NABL@DATELQ ISSLEDU@T DWI-

VENIE ZARQVENNOJ ^ASTICY W \LEKTRI^ESKOM POLE. oDIN IZ NA-

BL@DATELEJ PRIDERVIWAETSQ TRADICIONNOJ TO^KI ZRENIQ sto, A

DRUGOJ - PREDSTAWLENNOGO ZDESX ALXTERNATIWNOGO PODHODA. kON-

SERWATIWNYJ NABL@DATELX ISPOLXZUET ^ASY PROSTRANSTWA mIN-

KOWSKOGO, A ALXTERNATIWNYJ { PROSTRANSTWA rIMANA. pO\TOMU

KAVDAQ IZ SWOBODNYH ^ASTIC DLQ RAZNYH NABL@DATELEJ PRINAD-

LEVIT RAZNYM PROSTRANSTWAM.

tAKIM OBRAZOM, WOZNIKAET ZADA^A MODELIROWANIQ (OTOBRAVE-

NIQ) RE[ENIJ W PROSTRANSTWE rIMANA NA RE[ENIQ W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO. s PODOBNOJ ZADA^EJ MY STOLKNULISX RANEE W PARA-

GRAFE 21 PRI RASSMOTRENII MODELIROWANIQ POLEJ GRAWITACII I

PARAGRAFE 6 PRI RASSMOTRENII \TALONNYH KOORDINAT W KWAZI-

iso.

pRI ALXTERNATIWNOM PODHODE MATEMATI^ESKIJ APPARAT DLQ

RASSMOTRENIQ ZARQDA, DWIVU]EGOSQ W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE,
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PODOBEN APPARATU W oto PRI RASSMOTRENII DWIVENIQ ^ASTIC W

STATI^ESKOM GRAWITACIONNOM POLE. w OTLI^IE OT oto METRI-

KA DLQ POLQ OT SWQZANNYH ZARQDOW OPREDELQETSQ NE IZ URAWNENIJ

|JN[TEJNA, A IZ PROCEDURY, OPISANNOJ WY[E.

pO\TOMU POISK INWARIANTOW SOOTWETSTWIQ QWLQETSQ GLAWNOJ

ZADA^EJ. tAK KAK NABL@DATELI RASSMATRIWA@T DWIVENIE ODNIH

I TEH VE ^ASTIC, TO QSNO, ^TO DLQ OBOIH NABL@DATELEJ FAKT PE-

RESE^ENIQ MIROWOJ LINII ZARQDA S KAKOJ-LIBO IZ MIROWYH LI-

NIJ BAZISA QWLQETSQ INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ.oDNAKO MIROWYE

WREMENA OT NA^ALA DWIVENIQ ^ASTICY DO KOORDINAT TO^KI PERE-

SE^ENIQ MIROWYH LINIJ DLQ KAVDOGO IZ NABL@DATELEJ, WOOB]E

GOWORQ, RAZLI^NY, T.K. KAVDYJ IZ NABL@DATELEJ ISPOLXZUET WRE-

MQ RAZNYH PROSTRANSTW. o^EWIDNO, ^TO I SOBSTWENNYE WREMENA

DWIVU]EJSQ ^ASTICY RAZLI^NY PRI RAZNYH PODHODAH.

iTAK, RAZLI^IE W PODHODAH DOLVNO PRIWODITX K DEFORMACII

WREMENI.

rASSMOTRIM KONKRETNYE PRIMERY.

25. dWIVENIE ZARQVENNYH ^ASTIC

W ODNORODNOM POLE SWQZANNYH ZARQDOW

pUSTX NAD ZARQVENNOJ PLOSKOSTX@ PODWE[ENA NA NEWESOMYH

NITQH ODNOIMENNO ZARQVENNAQ PYLX. ~ASTICY PYLI ZADA@T BA-

ZIS so, METRIKA KOTOROGO OPREDELQETSQ FORMULOJ (17.9). pUSTX

^ASTX ^ASTIC OSWOBOVDAETSQ OT SWQZEJ I NA^INAET DWIVENIE OT-

NOSITELXNO OSTAW[IHSQ SWQZANNYH ZARQDOW W SOGLASII S SOOTNO-

[ENIEM (24.3), T.E. PO GEODEZI^ESKIM LINIQM. zAKREPLENNYE NA

NITQH ^ASTICY, W SOGLASII SO SKAZANNYM WY[E, BUDUT IMETX OT-

LI^NOE OT NULQ USKORENIE. iNTEGRIRUQ SISTEMU (24.3), NAJDEM

URAWNENIQ DWIVENIQ DWIVU]IHSQ ^ASTIC OTNOSITELXNO SWQZAN-

NYH, WOSPOLXZUQSX RANNEE NAJDENNYMI NAMI RE[ENIQMI (3.3)-

(3.6) PRI RASSMOTRENII PEREHODA OT nso K KWAZI-iso. oTLI^IE

MEVDU METRIKAMI (2.18), ISPOLXZUEMOJ DLQ OPISANIQ nso, I MET-

RIKOJ (17.9) PROQWLQETSQ LI[X W RAZNYH ZNAKAH DLQ USKORENIQ I

EGO KONKRETIZACII. sISTEMA URAWNENIJ IMEET RE[ENIE

dy1

dS
= � tan(a0S=c

2); y1 = x1+
c2

a0
ln j cos(a0S=c2) j; a0 = �E0q

m0

;

(25:1)
dy0

dS
=
exp(�a0x1=c2)
cos2(a0S=c2)

; y0 =
c2

a0
tan(a0S=c

2) exp(�a0x1=c2):
(25:2)
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pRI WYWODE U^LI, ^TO PRI S = 0, dy1=dS = 0, A \JLEROWY KO-

ORDINATY y1 KAVDOJ IZ ^ASTIC BAZISA DWIVU]EJSQ so W NA^ALX-

NYJ MOMENT SOWPADA@T S LAGRANVEWYMI x1, KOTORYE PRI INTEG-

RIROWANII SISTEMY WYSTUPALI KAK POSTOQNNYE INTEGRIROWANIQ.

wELI^INA S=c = x0=c = t WYSTUPAET W KA^ESTWE KOORDINATNO-

GO WREMENI DWIVU]EJSQ so. pODSTANOWKA (25.1) I (25.2) W (17.9)

PRI USLOWII, ^TO y2 = x2, y3 = x3 DAET DLQ \LEMENTA INTERWALA

DWIVU]EJSQ so

dS2 = c2dt2 � cos2(a0t=c)(dx
1)2 � (dx2)2 � (dx3)2: (25:3)

iTAK, NAJDENNAQ so, SOWPADAET S SINHRONNOJ, W KOTOROJ LINII

WREMENI SOWPADA@T S GEODEZI^ESKIMI LINIQMI ^ASTIC.

rAZRE[IW SISTEMU ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ (25.1), (25.2) OT-

NOSITELXNO x1, x0, POLU^IM ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W

PEREMENNYH lAGRANVA SWQZANNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO DWIVU-

]IHSQ, ^TO DAET

x1 = y1 � c2

a0
ln j 1� a0

2y0
2

c4
exp(2a0y

1=c2) j;

x0 =
c2

a0
arcsin

�a0y0
c2

exp(a0y
1=c2)

�
: (25:4)

pODSTANOWKA (25.4) W (25.3) SNOWA PRIWODIT K INTERWALU (17.9).

zAKON DWIVENIQ (25.4) MOVNO PREDSTAWITX W DRUGOJ FORME,

PRINQTOJ W NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED

x1 = y1 � c2

a0
ln j cos(a0t=c) j; t = t: (25:5)

dIFFERENCIROWANIE (25.5) PO t DAET SKOROSTX v1 KAVDOJ IZ

LAGRANVEWYH ^ASTIC

v1 = c tan(a0t=c); v =
q
(�g11v1v1) = �c sin(a0t=c): (25:6)

wELI^INA \TOJ SKOROSTI v NE PREWOSHODIT SKOROSTI SWETA I DO-

STIGAET EE ZA KONE^NYJ PROMEVUTOK WREMENI t1 = m0c=(2E0q).

oTLI^NYE OT NULQ SIMWOLY kRISTOFFELQ PO METRIKE (25.3) IME-

@T WID

�0
11 =

1

2c

@

@t
cos2(a0t=c); �1

01 =
1

2c

@

@t
ln cos2(a0t=c): (25:7)
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4 - SKOROSTI ^ASTIC ~V � MOGUT BYTX WY^ISLENY S POMO]X@

ZAKONA DWIVENIQ (25.4) PO FORMULE

~V � = �
@x�

@y0
; (25:8)

GDE SKALQRNYJ MNOVITELX� OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKI

4-SKOROSTI. pOLE 4 - SKOROSTI W PEREMENNYH |JLERA SWEDETSQ K

WIDU

~V1 = � sin(a0t=c); ~V 0 = ~V0 =
1

cos(a0t=c)
; � = exp(�a0y1=c2):

(25:9)

C POMO]X@ FORMUL (25.9) I METRIKI (25.3) MOVNO UBEDITXSQ, ^TO

TENZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ ��� (1.3) I TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI

WRA]ENIQ 
�� (1.4) OBRA]A@TSQ W NULX, A WELI^INA 4 - USKORENIQ

g��F
�F � = �a20=c4 (1.5) POSTOQNNA.
iZ FORMUL (25.3) I (25.6) SLEDUET, ^TO WYRAVENIE DLQ \LEMEN-

TA INTERWALA MOVNO PREDSTAWITX W FORME

dS2 = c2dt2 � (1 � v2=c2)(dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2: (25:10)

SODERVA]EJ W QWNOM WIDE LORENCEWO SOKRA]ENIE DLINY DWIVU-

]EJSQ so PO OTNO[ENI@ K NABL@DATEL@ IZ so SWQZANNYH ZARQ-

DOW.

uRAWNENIQ mAKSWELLA W DWIVU]EJSQ so IME@T WID

@F��
@x"

+
@F"�
@x�

+
@F�"
@x�

= 0;
1p�g

@

@x�

�p�gF ��
�
= �4�

c
j�: (25:11)

mOVNO POKAZATX, ISPOLXZUQ (25.3), ^TO URAWNENIQ mAKSWELLA

W PUSTOTE W DWIVU]EJSQ so DOPUSKA@T RE[ENIE

F01 = �F10 = E0 cos(a0x
0=c2); (25:12)

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ UBEVDAEMSQ

p�g = cos(a0x
0=c2); F 01 = g00g11F01 = � E0

cos(a0x0=c2)
;

1p�g
@(
p�gF 10)

@x0
� 0; (25:13)

^TO I DOKAZYWAET SDELANNOE WY[E UTWERVDENIE.
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rE[ENIE URAWNENIJ mAKSWELLA W so SWQZANNYH ZARQDOW IMEET

WID

F01 = E1 = D1 exp
�
�E0qy

1

m0c2

�
= D1

p
g00; D1 = E0 = const;

(25:14)

W ^EM MOVNO UBEDITXSQ NEPOSREDSTWENNO IZ ZAKONA DWIVENIQ

(25.4) I FORMUL PREOBRAZOWANIQ DLQ TENZORA POLQ

F��(y

) =

@x�

@y�
@x�

@y�
F��:

iZ POSLEDNEGO PREOBRAZOWANIQ POLU^IM IZ (25.12) WYRAVENIE

(25.14).

wY^ISLQQ "FIZI^ESKIE" TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA POLQ

S POMO]X@ TETRAD S KALIBROWKOJ lAME

e�(�) =
���q
jg��j

; e(�)� = ���
q
jg��j;

PO FORMULE

F(�)(�) = e�(�)e
�
(�)

~F��;

POLU^IM KAK DLQ DWIVU]EJSQ, TAK I DLQ SWQZANNOJ so OTLI^NYE

OT NULQ ZNA^ENIQ

F(0)(1) = E0 = const:

rASSMOTRENNAQ SITUACIQ ANALOGI^NA TOJ, PRI KOTOROJ \LEKTRI-

^ESKOE POLE NE MENQETSQ I PRI PREOBRAZOWANIQH lORENCA, KOGDA

SKOROSTX DWIVU]EJSQ SISTEMY NAPRAWLENA WDOLX POLQ ~e .

pROWERIM OB]EE SOOTNO[ENIE (24.4) W ^ASTNOM SLU^AE DWI-

VENIQ SWQZANNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO DWIVU]IHSQ. iZ (25.3),

(25.7) I (25.9) NAHODIM

~V �r�
~V� = F� = ~V �

�@ ~V�
@x�

� ���� ~V�
�
; F0 =

a0
c2
tan(a0t=c);

F1 = �a0
c2
; ��� = 
�� = 0; g��F

�F � = �a0
2

c4
:

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ I (25.12) SLEDUET, ^TO URAWNENIE

(24.4) OBRA]AETSQ W TOVDESTWO.

iTAK, MY DOKAZALI, ^TO SWOBODNYE ZARQDY OTNOSITELXNO SWQ-

ZANNYH DWIVUTSQ PO GEODEZI^ESKIM, A SWQZANNYE PO OTNO[ENI@
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K SWOBODNYM PO MIROWYM LINIQM W SOGLASII S URAWNENIEM DWI-

VENIQ (24.4). pRI \TOM POLE W LOKALXNYH TETRADAH W OBEIH so

QWLQETSQ ODNORODNYM I SOWPADAET S POLEM W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO.

tAKIM OBRAZOM, NA DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI W ODNORODNOM

\LEKTRI^ESKOM POLE MOVNO SMOTRETX S POZICII DWUH NABL@DATE-

LEJ:

1. nABL@DATELX NAHODITSQ W VESTKOJ iso PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO, W KOTOROJ WYBRANY GALILEEWY KOORDINATY. w SO-

GLASII S NAIBOLEE RASPROSTRANENNOJ W NASTOQ]EE WREMQ TRAKTOW-

KOJ DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI DLQ NEGO PROISHODIT PO ZAKONU

(2.5), (2.6) I PRI PEREHODE K nso PRIWODIT K METRIKE (2.7), (2.8).

(oTMETIM, ^TO W SILU OBOZNA^ENIJ, ISPOLXZUEMYH W \TOJ GLAWE,

LAGRANVEWY KOORDINATY OPREDELQEM, KAK xk, A \JLEROWY, KAK yk,

WREMQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO OBOZNA^AEM ^EREZ T , A SOBST-

WENNOE WREMQ ^ASTIC W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO ^EREZ � .) iZ

SKAZANNOGO IMEEM

y1(x1; T ) = x1 + (c2=a00)[
r
1 + a00

2T 2=c2 � 1];

y2 = x2; y3 = x3; y0 = x0; a00 = �a0 =
E0q

m0

(25:15)

ILI

y1(x1; � ) = x1 + c2=a00[cosh(a
0
0�=c)� 1];

y2 = x2; y3 = x3; T = (c=a00) sinh(a
0
0�=c); (25:16)

GDE W (25.15) W KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA ISPOLXZUETSQ WRE-

MQ W iso T , A W (25.16) � - SOBSTWENNOE WREMQ. dLQ ZAKONOW DWI-

VENIQ (25.15) I (25.16) IMEEM SOOTWETSTWU@]IE METRIKI

dS2 =
c2dT 2

1 + a00
2T 2=c2

� 2
a00TdTdx

1

(1 + a00
2T 2=c2)1=2

�(dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2; (25:17)

dS2 = c2(d� )2 � 2 sinh(a00�=c)cd�dx
1 � (dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2;

(25:18)

eSLI IZ METRIK (25.17) , (25.18) SOGLASNO RABOTE [7] POSTROITX

TREHMERNYJ METRI^ESKIJ TENZOR 
kl = �gkl + g0kg0l=g00, TO DLQ

KWADRATOW " FIZI^ESKOGO RASSTOQNIQ " POLU^IM SOOTWETSTWENNO

dl2 = (1 + a00
2
T 2=c2)(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2; (25:19)
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dl2 = cosh2(a00�=c)(dx
1)2 + (dx2)2 + (dx3)2: (25:20)

iZ POSLEDNIH FORMUL SLEDUET, ^TO NAJDENNAQ METRIKA NE QW-

LQETSQ VESTKOJ.

2. nABL@DATELX NAHODITSQ W PROSTRANSTWE-WREMENI SWQZANNYH

ZARQDOW dWIVENIE PYLI DLQ NEGO PROISHODIT PO ZAKONU (24.3). rE-

[ENIE ZADA^I PRIWODIT K SOOTNO[ENIQM (25.1), (25.2) I METRIKE

(25.3).

o^EWIDNO, ^TO KAK DLQ KONSERWATIWNYH, TAK I DLQ ALXTERNA-

TIWNYH NABL@DATELEJ POPADANIE ^ASTICY S LAGRANVEWYMI KO-

ORDINATAMI xk W TO^KU S \JLEROWYMI KOORDINATAMI yk QWLQETSQ

INWARIANTNYM FAKTOROM. iNYMI SLOWAMI, DLQ ODNIH I TEH VE

DWIVU]IHSQ ^ASTIC W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO I rIMANA WY-

BRANA OB]AQ PROSTRANSTWENNAQ KOORDINACIQ KAK \JLEROWYH, TAK

I LAGRANVEWYH KOORDINAT.

oDNAKO MOMENTY WREMENI PO ^ASAM PROSTRANSTWA mINKOWSKO-

GO I PO ^ASAM SWQZANNYH I SWOBODNYH ZARQDOW RAZLI^NY. rAZLI^-

NY, O^EWIDNO, I WELI^INY INTERWALOW MEVDU DWUMQ SOBYTIQMI S

TO^KI ZRENIQ RAZNYH PROSTRANSTW.

w PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO PRI RAWNOUSKORENNOM DWIVENII

W SOGLASII S (25.15) I (25.16) GIPERPLOSKOSTX T = const ZADAET

I GIPERPLOSKOSTX � = const, ODNAKO NE SOWPADAET S GIPERPOWERH-

NOSTX@ ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM DWIVU]IHSQ ZARQDOW.

w PROSTRANSTWE rIMANA DLQ \TIH VE ^ASTIC W SILU (25.1)-

(25.3) GIPERPOWERHNOSTX S=c = t = const SOWPADAET S GIPERPOWERH-

NOSTX@ ORTOGONALXNOJ GEODEZI^ESKIM LINIQM SWOBODNYH ^ASTIC.

sOBSTWENNOE WREMQ DLQ GEODEZI^ESKOJ KONGRUENCII SOWPADAET S

MIROWYM WREMENEM t.

sRAWNIWAQ ZAKONY DWIVENIQ (25.1) S (25.15), POLU^AEM SWQZX

MEVDU WREMENEM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO I PROSTRANSTWA rI-

MANA DLQ DWIVU]IHSQ ^ASTIC

t =
cm0

E0q
arccos

�
exp

�
1�

vuuut1 + E0q
2T 2

m2
0c

2

��
: (25:21)

pOSLE ^EGO INTERWAL (25.3) MOVNO PEREPISATX W \TALONNYH KOOR-

DINATAH PROSTRANSTWAmINKOWSKOGO, WWEDENNYH W RAZDELE 6 GLAWY

1.

dS2 = g00c
2dT 2 � g11(dx

1)2 � (dx2)2 � (dx3)2;
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g00 =
�2 exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

�

(1 + �2)
�
1� exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

��;

g11 = exp
�
2(1� (1 + �2)1=2)

�
; � =

E0qT

m0c
: (25:22)

rASSMOTRIM K KAKIM SLEDSTWIQM MOGUT PRIWESTI DWA RAZLI^-

NYH PODHODA.

pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII SWQZX MEVDU SOBSTWENNYM

WREMENEM �m I WREMENEM T PRI GIPERBOLI^ESKOM DWIVENII W PO-

STOQNNOM \LEKTRI^ESKOM POLE OPREDELQETSQ FORMULOJ

T =
m0c

E0q
sinh

�E0q�m
m0c

�
; �m =

m0c

E0q
arsinh

�E0qT

m0c

�
: (25:23)

iZ ANALIZA SOOTNO[ENIQ (25.23) SLEDUET, ^TO DLQ NABL@DATELQ

PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO BESKONE^NO BOLX[OMU WREMENI DWI-

VENIQ ^ASTICY W ODNORODNOM POLE SOOTWETSTWUET I BESKONE^NOE

SOBSTWENNOE WREMQ.

aNALIZ SOOTNO[ENIQ (25.21) I METRIKI (25.3) POKAZYWAET, ^TO

PO ^ASAM PROSTRANSTWA rIMANA BESKONE^NOMU WREMENI DLQ PLOS-

KOGO PROSTRANSTWA SOOTWETSTWUET KONE^NYJ PROMEVUTOK WREMENI,

OTS^ITYWAEMYJ W SISTEME SWOBODNYH ZARQDOW, A IMENNO

�1 =
cm0�

2E0q
: (25:24)

sOBSTWENNOE WREMQ so SWQZANNYH ZARQDOW, KOTOROE OPREDELIM

KAK I W SLU^AE STATI^ESKIH GRAWITACIONNYH POLEJ [7] PO PRA-

WILU

~� =
1

c
(g00)

1=2y0 (25:25)

POLU^AETSQ IZ SOOTNO[ENIJ (25.4), (25.5), (25.21).

~� =
c

a00

s�
1� exp

�
2(1� (1 + �2)1=2)

��
=

c

a00
sin(a00t=c): (25:26)

rASSMOTRIM K KAKIM OTLI^IQM MOGUT PRIWESTI DWA RAZLI^NYH

PODHODA PRI RASSMOTRENII WREMENI VIZNI NESTABILXNYH \LEMEN-

TARNYH ^ASTIC W RAZNYH so. s TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ PRO-

STRANSTWA mINKOWSKOGO SWQZX MEVDU SOBSTWENNYM WREMENEM ^AS-

TICY d�m I LABORATORNYM WREMENEM dT DAETSQ HORO[O IZWESTNYM

SOOTNO[ENIEM
d�m
dT

=
p
1� �2; � =

v

c
: (25:27)
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eSLI LABORATORNYE ^ASY NAHODQTSQ WNE \LEKTRI^ESKOGO POLQ, TO

SWQZX MEVDU SOBSTWENNYM WREMENEM ^ASTICY t W PROSTRANSTWE

rIMANA I LABORATORNYM WREMENEM T OPREDELQETSQ IZ (25.21).

dIFFERENCIRUQ (25.1) PO T I ISKL@^AQ USKORENIE W POLU^ENNOJ

POSLE DIFFERENCIROWANIQ FORMULE W SOGLASII S SOOTNO[ENIEM

� =
�p

1 + �2
; (25:28)

POLU^AEM ZAWISIMOSTX

dt

dT
=

�s
exp

�
2p
1��2 � 2

�
� 1

: (25:29)

iZ FORMUL (25.29) I (25.27) POLU^AEM

D =
dt

d�m
=

�s
exp

�
2p
1��2

� 2
�
� 1

1p
1� �2

: (25:30)

pRIWODIM KONKRETNYE ZNA^ENIQ WELI^INY D W ZAWISIMOSTI OT �:

� = 0 ! D = 1, � = 0:25 ! D = 0:992, � = 0:5 ! D = 0:960,

� = 0:75 ! D = 0:849, � = 0:95 ! D = 0:338, � = 0:99 ! D =

0:016. iZ ANALIZA (25.30) SLEDUET, ^TO PROMEVUTOK SOBSTWENNO-

GO WREMENI ^ASTICY W PROSTRANSTWE rIMANA KORO^E PROMEVUTKA

SOBSTWENNOGO WREMENI W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. |TO OTNO[E-

NIE UMENX[AETSQ W ZAWISIMOSTI OT ROSTA SKOROSTI ^ASTICY. tA-

KIM OBRAZOM, PO OTNO[ENI@ K LABORATORNOJ SISTEME NESTABILX-

NYE ^ASTICY DOLVNY OKAZATXSQ BOLEE DOLGOVIWU]IMI, ^EM \TO

PRINQTO S^ITATX, OSNOWYWAQSX NA sto. nAPRIMER, PRI � = 0:75

WREMQ VIZNI W LABORATORNOJ SISTEME DOLVNO BYTX NA 15% BOLX-

[E, ^EM \TO SLEDUET IZ sto. pOSLEDNEE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO

TOLXKO DLQ ZARQVENNYH ^ASTIC. dLQ NEZARQVENNYH ^ASTIC, W TOM

^ISLE I DLQ FOTONOW, GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI { PLOSKAQ.

pO\TOMU DLQ TAKIH ^ASTIC SPRAWEDLIWA DINAMIKA sto.

pOSLE PRO^TENIQ PREDYDU]EGO TEKSTA WOZNIKAET ZAKONNYJ WO-

PROS. "pO^EMU DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI W ODNORODNOM \LEKTRI-

^ESKOM POLE NE QWLQETSQ VESTKIM W SMYSLE bORNA, WEDX O^EWIDNO,

^TO METRIKA (25.3) NESTACIONARNA I RASSTOQNIE MEVDU DWUMQ SO-

SEDNIMI ^ASTICAMI WDOLX OSI DWIVENIQ UMENX[AETSQ?" nA PER-

WYJ WZGLQD KAVETSQ, ^TO, OSNOWYWAQSX NA UTWERVDENII, SOGLASNO

KOTOROMU W ODNORODNOM SILOWOM POLE L@BOJ PRIRODY TWERDOE TE-

LO DOLVNO DWIGATXSQ KAK EDINOE CELOE BEZ DEFORMACIJ (2.18), MY
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PRI[LI K PROTIWORE^I@, RASSMATRIWAQ GEODEZI^ESKOE DWIVENIE

PYLI W ODNORODNOM POLE SWQZANNYH ZARQDOW. pRI^INA RAZRE[E-

NIQ PROTIWORE^IQ LEVIT W RAZLI^II POZICIJ NABL@DATELEJ, IZ-

U^A@]IH DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI W \LEKTRI^ESKOM POLE. dLQ

RAZRE[ENIQ PARADOKSA RASSMOTRIM SLEDU@]IJ PRIMER.

pUSTX W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM POLE NA NEWESOMOJ NITI

(DINAMOMETRE) PODWE[ENA ZARQVENNAQ ^ASTICA, K KOTOROJ NA NI-

TI (DINAMOMETRE) ZAKREPLENA NEJTRALXNAQ PROBNAQ MASSA, ZNA-

^ITELXNO MENX[AQ, ^EM MASSA ZARQVENNOJ ^ASTICY. qSNO, ^TO

PRI PRENEBREVENII GRAWITACIEJ, NITX, UDERVIWA@]AQ ZARQVEN-

NU@ ^ASTICU W POLE, { NATQNUTA, A NITX, SWQZYWA@]AQ ZARQVEN-

NU@ ^ASTICU S PROBNOJ, NAHODQTSQ W NENATQNUTOM SOSTOQNII. w

SOGLASII S RASSMOTRENNYM WY[E, ZAKREPLENNAQ W POLE ZARQVEN-

NAQ ^ASTICA POKOITSQ (T.E. "DWIVETSQ" RAWNOUSKORENNO) W RIMA-

NOWOM PROSTRANSTWE S METRIKOJ (17.9). nEJTRALXNAQ ^ASTICA NE

PODWERVENA DEJSTWI@ POLEJ I DLQ NEE PROSTRANSTWO-WREMQ ESTX

PLOSKOE PROSTRANSTWO mINKOWSKOGO. eSLI NITX, UDERVIWA@]U@

ZARQD W POLE, OBREZATX , TO ZARQVENNAQ ^ASTICA BUDET DWIGATXSQ

PO GEODEZI^ESKOJ LINII, A NEJTRALXNAQ, PRIWQZANNAQ K ZARQVEN-

NOJ, PO MIROWOJ LINII W RIMANOWOM PROSTRANSTWE WREMENI. iS-

HODNAQ METRIKA PO OTNO[ENI@ K KOTOROJ DWIVUTSQ NEJTRALXNYE

^ASTICY ESTX METRIKA KWAZI-iso (3.7), W KOTOROJ xk ! yk, t! ~t

T.E.

d ~S2 = c2d~t2 � cos2(~a0~t=c)(dy
1)2 � (dy2)2 � (dy3)2: (25:31)

uSKORENIE NEJTRALXNOJ ^ASTICE BUDUT SOOB]ATX SILA NATQ-

VENIQ NITI, SWQZYWA@]AQ NEJTRALXNU@ ^ASTICU S ZARQVENNOJ.

eSLI RASSMOTRETX WMESTO ODNOJ SWQZANNOJ PARY IH SOWOKUPNOSTX

I USTREMITX DLINY NITEJ, SWQZYWA@]IH PARY, K NUL@, TO PO-

LU^IM KONGRUENCI@ GEODEZI^ESKIH LINIJ DLQ ZARQVENNYH ^AS-

TIC SREDY S METRIKOJ W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ so W WIDE

(25.3) I KONGRUENCI@ MIROWYH LINIJ PROBNYH NEJTRALXNYH ^AS-

TIC. pOSLEDNQQ KONGRUENCIQ DOLVNA SOOTWETSTWOWATX I KONGRU-

ENCII MIROWYH LINIJ ^ASTIC S METRIKOJ

d ~S2 = exp
�2~a0x1

c2

�
(dx0)2 � (dx1)2 � (dx2)2 � (dx3)2; (25:32)

POLU^AEMOJ IZ (2.18) ZAMENOJ yk ! xk. nAM OSTAETSQ DOKAZATX

SU]ESTWOWANIE INWARIANTA SOOTWETSTWIQ MIROWYH I GEODEZI^ES-

KIH LINIJ ^ASTIC SREDY, A IMENNO SOWPADENIQ ZAKONOW DWIVENIQ
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W PEREMENNYH lAGRANVA DLQ KAVDOJ IZ KONGRUENCIJ. tAK KAK

RASSMATRIWAETSQ DWIVENIE ODNIH I TEH VE ^ASTIC, TO QSNO, ^TO

DLQ OBEIH KONGRUENCIJ PERESE^ENIE KAVDOJ IZ MIROWYH LINIJ LA-

GRANVEWYH ^ASTIC S KAKOJ-LIBO IZ MIROWYH LINIJ BAZISA DOLVNO

BYTX INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ.

oDNAKO WREMENA OT NA^ALA DWIVENIQ ^ASTICY DO KOORDINAT

TO^KI PERESE^ENIQ MIROWYH LINIJ DLQ ZARQVENNOJ I NEJTRALX-

NOJ KAVDOJ IZ ^ASTIC, WOOB]E GOWORQ, DOLVNY BYTX RAZLI^NY.

kAVDAQ IZ ^ASTIC PARY NAHODQTSQ W RAZNYH FIZI^ESKIH USLO-

WIQH. nEJTRALXNAQ ^ASTICA DWIVETSQ RAWNOUSKORENNO, A USKORE-

NIE ZARQVENNOJ ^ASTICY RAWNO NUL@. tAKIM OBRAZOM, NA KAVDOJ

IZ DWIVU]IHSQ ^ASTIC PARY NAHODQTSQ SWOI ^ASY I POKAZANIQ

"ZARQVENNYH" ^ASOW NE SOWPADA@T S POKAZANIEM "NEJTRALXNYH"

^ASOW \TOJ VE PARY ^ASTIC.

mATEMATI^ESKI ZADA^A SU]ESTWOWANIQ INWARIANTA SOOTWET-

STWIQ MEVDU MIROWYMI I GEODEZI^ESKIMI LINIQMI KAVDOJ IZ PAR

^ASTIC KONGRUENCII SWODITSQ K DOKAZATELXSTWU UTWERVDENIJ:

1). oTNOSITELXNO METRIKI (25.31) SU]ESTWUET RE[ENIQ URAW-

NENIQ mAKSWELLA DLQ ODNORODNOGO (W TETRADAH) POLQ.

2). iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ DWIVENIQ (24.1) S ISPOLXZOWA-

NIEM METRIKI (25.31) I NAJDENNOGO RE[ENIQ URAWNENIQ mAKSWEL-

LA DOLVNO PRIWESTI K ZAKONU DWIVENIQ SREDY W PEREMENNYH lA-

GRANVA \KWIWALENTNOMU (25.1).

fAKTI^ESKI PERWOE UTWERVDENIE UVE NAMI DOKAZANO WY[E

(FORMULY (25.11-25.14) I T.D.), W KOTORYH NUVNO ZAMENITX x� !
y�. dLQ DOKAZATELXSTWA WTOROGO UTWERVDENIQ WYSKAVEM SLEDU@-

]IE NAWODQ]IE SOOBRAVENIQ:

A). zAKONY DWIVENIQ (25.1) I (25.2) OPISYWA@T PEREME]ENIQ

SWOBODNYH ZARQVENNYH ^ASTIC PO OTNO[ENI@ K SWQZANNYM ZARQ-

DAM I PEREWODQT METRIKU (17.9) W METRIKU (25.3).

b). zAKONY DWIVENIQ SWQZANNYH ZARQDOW OTNOSITELXNO DWIVU-

]IHSQ (25.4) PEREWODQT METRIKU (25.3) W METRIKU (17.9).

c). sLEDOWATELXNO, DLQ NAHOVDENIQ ZAKONA DWIVENIQ, PREOB-

RAZU@]EGO METRIKU (25.31) W METRIKU (25.32), W ZAKONE DWIVENIQ

(25.4) DOSTATO^NO SDELATX FORMALXNU@ ZAMENU xk ! yk, yk ! xk,

x0 ! y0, y0 ! x0, a0 ! ~a0. u^TEM TAKVE, ^TO TEKU]AQ KOOR-

DINATA DWIVU]EJSQ ^ASTICY WSEGDA BOLX[E BOLX[E NA^ALXNOJ,

T.E. y1 > x1 I ~a0 > 0. w REZULXTATE NAHODIM ZAKON DWIVENIQ W

PEREMENNYH lAGRANVA NEJTRALXNYH SWQZANNYH S DWIVU]IMISQ
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ZARQDAMI ^ASTIC OTNOSITELXNO KWAZI-iso (25.31)

y1 = x1 � c2

~a0
ln
����1� ~a20x

02

c4
exp(2~a0x

1=c2)
����;

y0 =
c2

~a0
arcsin

�~a0x0
c2

exp(~a0x
1=c2)

�
: (25:33)

zAKON DWIVENIQ (25.33) PREDSTAWIM W DRUGOJ FORME, KOTORAQ PRI-

NQTA W NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED

y1 = x1 � c2

~a0
ln j cos(~a0~t=c) j; ~a0 =

E0q

m0

; y0 = c~t: (25:34)

sRAWNENIE ZAKONOW DWIVENIQ (25.34) I (25.1) GOWORIT O IH SOWPA-

DENII. oSTAETSQ DOKAZATX, ^TO KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ ^AS-

TIC (25.33) QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIJ DWIVENIQ (24.1), W KO-

TOROM POD MASSOJ m0 PONIMAETSQ SUMMARNAQ MASSA NEJTRALXNOJ

I ZARQVENNOJ ^ASTIC, SOWPADA@]EJ PRAKTI^ESKI S MASSOJ ZARQ-

VENNOJ ^ASTICY. pOLE 4-SKOROSTI V � MOVNO POLU^ITX IZ ZAKONA

DWIVENIQ (25.33) ANALOGI^NO SOOTNO[ENI@ (25.8)

V � = ~�
@y�

@x0
; (25:35)

GDE SKALQRNYJ MNOVITELX ~� OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKI

4-SKOROSTI. pOLE 4 - SKOROSTI W PEREMENNYH |JLERA SWEDETSQ K

WIDU

V1 = � sin(~a0~t=c); V 0 = V0 =
1

cos(~a0~t=c)
; ~� = exp(�~a0x1=c2):

V 1 =
tan(~a0~t=c)

cos(~a0~t=c)
: (25:36)

oTLI^NYE OT NULQ SIMWOLY kRISTOFFELQ DLQ METRIKI (25.31)

IME@T WID

�0
11 =

1

2c

@

@~t
cos2(~a0~t=c); �1

01 =
1

2c

@

@~t
ln cos2(~a0~t=c): (25:37)

iZ (25.36), (25.37) I (25.31) NAHODIM

V �r�V� = F� = V �
�@V�
@y�

� ����V�
�
; F0 =

~a0
c2
tan(~a0~t=c);
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F1 = �~a0
c2
; ��� = 
�� = 0; g��F

�F � = �~a
2
0

c4
: (25:38)

rE[ENIE URAWNENIQ mAKSWELLA DLQ ODNORODNOGO POLQ W PUSTOTE

DLQ KWAZI-iso (25.31) IMEET WID ANALOGI^NYJ (25.12).

F01 = �F10 = E0 cos(~a0y
0=c2); (25:39)

iZ SOOTNO[ENIJ (25.36), (25.38) I (25.39) SLEDUET, ^TO URAWNE-

NIE (24.1) OBRA]AETSQ W TOVDESTWO.

iTAK, OTWET NA WOPROS "pO^EMU DWIVENIE ZARQVENNOJ PYLI

W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM POLE NE QWLQETSQ VESTKIM W SMYSLE

bORNA, WEDX O^EWIDNO, ^TO METRIKA (25.3) NESTACIONARNA I RAS-

STOQNIE MEVDU DWUMQ SOSEDNIMI ^ASTICAMI WDOLX OSI DWIVENIQ

UMENX[AETSQ?" ZAKL@^AETSQ W SLEDU@]EM:

1. mETRIKA (25.3) - \TO METRIKA DLQ NABL@DATELEJ, NAHODQ-

]IHSQ W so SWQZANNYH ZARQDOW (17.9) I ISPOLXZU@]IH DLQ OPI-

SANIQ DWIVENIQ ZARQVENNOJ PYLI KOORDINATY KWAZI-iso (25.3).

uMENX[ENIE RASSTOQNIQ MEVDU GEODEZI^ESKIMI SWQZANO S LOREC-

NOWYMI SOKRA]ENIQMI (25.10).

2. mETRIKA (25.32) - \TO METRIKA DLQ NABL@DATELEJ, NAHODQ-

]IHSQ w nso, SWQZANNOJ S DWIVU]IMISQ ZARQDAMI. |TA METRIKA

OTLI^AETSQ ZNAKOM USKORENIQ OT METRIKI (17.9). mETRIKA QWLQ-

ETSQ VESTKOJ W SMYSLE bORNA, KAK I DOLVNO BYTX PRI DWIVENII

W ODNORODNOM POLE S NULEWYMI NA^ALXNYMI SKOROSTQMI.

iZ SRAWNENIQ (25.3) I (25.32) SLEDUET, ^TO KWADRAT INTERWALA

NE QWLQETSQ INWARIANTOM SOOTWETSTWIQ DLQ RAZLI^NYH NABL@DA-

TELEJ.

bOLEE PODROBNO \TI WOPROSY IZLOVENY W PERWOJ GLAWE I MY

NE BUDEM NA \TOM BOLX[E OSTANAWLIWATXSQ.

26. dWIVENIE ZARQVENNYH ^ASTIC

W KULONOWOM POLE SWQZANNYH ZARQDOW

a). kLASSI^ESKIJ PODHOD ANALOGI^NYJ oto

rASSMOTRIM DWIVENIE ZARQVENNOJ ^ASTICY MASSY m0 I ZARQ-

DA q W POLE, KOTOROE SOZDAET DRUGOJ ZARQD Q. mASSA ZARQDA, SOZ-

DA@]EGO POLE, WELIKA PO SRAWNENI@ S m0, PO\TOMU ZARQD Q BUDEM

S^ITATX NEPODWIVNYM. w SOGLASII S IZLOVENNYM WY[E, PROBNYJ

ZARQD BUDET DWIGATXSQ PO GEODEZI^ESKOJ LINII W POLE SWQZANNYH
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ZARQDOW, OBRAZU@]IH ZARQD Q. mETRIKA PROSTRANSTWA-WREMENI

OPREDELQETSQ FORMULOJ

dS2 = exp(�)(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� exp(�)(dr)2; (19:4)

GDE KO\FFICIENTY � I � OPREDELQ@TSQ FORMULAMI FORMULAMI

(19.14) I (19.15).

dLQ OPISANIQ DWIVENIQ ^ASTICY WMESTO URAWNENIQ GEODEZI-

^ESKOJ (24.3) UDOBNEE WOSPOLXZOWATXSQ URAWNENIEM gAMILXTONA-

qKOBI. iZWESTNO, ^TO PRI DWIVENII W CENTRALXNO-SIMMETRI^NOM

POLE TRAEKTORIQ ^ASTICY LEVIT W ODNOJ PLOSKOSTI, PROHODQ]EJ

^EREZ CENTR NEPODWIVNOGO ZARQDA, SOZDA@]EGO POLE. w KA^ESTWE

TAKOJ PLOSKOSTI WYBEREM PLOSKOSTX � = �=2.

uRAWNENIE gAMILXTONA-qKOBI BUDET IMETX TO^NO TAKOJ VE

WID, KAK I W oto PRI OPISANII DWIVENIQ W CENTRALXNO-SIMMET-

RI^NOM GRAWITACIONNOM POLE [7].

g��
@S

@y�
@S

@y�
�m0c

2 = 0: (26:1)

iZ (19.4) I (26.1) IMEEM

e��
� @S
@y0

�2 � e��
�@S
@r

�2 � 1

r2

�@S
@�

�2 �m2
0c

2 = 0: (26:2)

w SOGLASII S OB]IM METODOM RE[ENIQ URAWNENIQ gAMILXTONA-

qKOBI DEJSTWIE S PREDSTAWIM W SLEDU@]EJ FORME

S = �E0y
0

c
+M�+ Sr(r): (26:3)

zDESXE0 - POSTOQNNAQ \NERGIQ,M - POSTOQNNYJ MOMENT IMPULXSA.

iZ (26.3) I (26.2) IMEEM

Sr =
Z vuutexp(� � �)

E2
0

c2
�
�
m2

0c
2 +

M 2

r2

�
exp(�)d r: (26:4)

w SOGLASII S (19.14) I (19.15) DLQ PODINTEGRALXNOGO WYRAVENIQ

IMEEM

exp(�) =

r4

Q2

�
@A0

@r

�2
�
1 + qA0

m0c2

�2 : (26:5)

exp(�� �) =

r4

Q2

�
@A0

@r

�2
�
1 + qA0

m0c2

�4 : (26:6)
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nAJDEM ZAWISIMOSTX RADIALXNOJ KOORDINATY r oT MIROWOGO WRE-

MENI y0=c. |TO MOVNO SDELATX IZ URAWNENIQ

@S

@E0

= const: (26:7)

iSPOLXZUQ (26.3-26.6), NAHODIM

v(1)

c
=

exp(�=2)dr

exp(�=2)dy0
=

vuuut1� m2
0c

4

E2
0

�
1 +

M 2

m2
0c

2r2

��
1 +

qA0

m0c2

�2
: (26:8)

zDESX v(1) - RADIALXNAQ "FIZI^ESKAQ" KOMPONENTA TREHMERNOJ SKO-

ROSTI.

dLQ PRIMERA RASSMOTRIM PADENIE NA POLOVITELXNO ZARQVEN-

NYJ KULONOWSKIJ CENTR OTRICATELXNO ZARQVENNOJ ^ASTICY.

iZ (26.8) NAHODIM PRI M = 0 FORMULU

v(1)

c
=

vuuut1� m2
0c

4

E2
0

�
1 +

qA0

m0c2

�2
: (26:9)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE MOVET BYTX POLU^ENO TAKVE IZ ZAKONA SO-

HRANENIQ \NERGII, KOTORYJ ANALOGI^EN ZAKONU SOHRANENIQ \NER-

GII DLQ ^ASTICY W POSTOQNNOM GRAWITACIONNOM POLE W oto [7].

E0 =
m0c

2pg00r
1� v2

c2

: (26:10)

w FORMULE (26.10) POD WELI^INOJ SKOROSTI v PONIMAETSQ WELI^I-

NA WY^ISLENNAQ PO FORMULE

v =
cdlp
g00dy0

; (26:11)

GDE dl - \LEMENT PROSTRANSTWENNOGO RASSTOQNIQ WDOLX MIROWOJ

LINII DWIVU]EJSQ ^ASTICY. wREMQ IZMERQETSQ PO ^ASAM NABL@-

DATELQ POKOQ]EGOSQ W PROSTRANSTWE SWQZANNYH ZARQDOW.kAK POKA-

ZANO NAMI RANEE, DLQ POLOVITELXNYH ZARQDOW "RELQTIWISTSKIE"

POPRAWKI, OBUSLOWLENNYE "USKORENIEM" SWQZANNYH ZARQDOW, SOZ-

DA@]IH POLE, DA@T MALU@ POPRAWKU W SKALQRNYJ POTENCIAL. pO-

\TOMU SPRAWEDLIWA FORMULA (19.15a), IZ KOTOROJ IMEEM

v(1)

c
=

vuut1�
�
1� jqjjQj

m0c2r

�2
: (26:12)
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rASSMOTRIM W ^ASTNOSTI ZADA^U O RADIALXNOM DWIVENII \LEK-

TRONA W POLE PROTONA, NE RASSMATRIWAQ POKA KWANTOWYH \FFEKTOW.

kAK IZWESTNO IZ QDERNOJ FIZIKI, RADIUS RASPREDELENIQ ZARQDA

WNUTRI PROTONA R = 0:8 �10�13cm. kLASSI^ESKIJ RADIUS \LEKTRO-
NA r0 = 2:8 � 10�13cm. sKALQRNYJ POTENCIAL WNE PROTONA MOVET
BYTX WY^ISLEN PO FORMULE (19.3).

A0 =
Q exp(�2)

p
�

4R�

�
�(�(1 + 2R=r)) � �(�)

�
; � =

r

R

vuut eQ

8mc2R
(19:3)

wNE PROTONA SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

� =
r

R

vuut eQ

8mc2R
=
r

R

vuut mer0
8mpR

= 0:0154
r

R
: (26:13)

w POSLEDNEJ FORMULE me, mp - SOOTWETSTWENNO MASSY \LEKTRONA

I PROTONA. u^ITYWAQ MALOSTX � = 0:0154, RASKLADYWAQ (19.3) W

RQD tEJLORA, POLU^IM DLQ FORMULY (26.9)

v(1)

c
=

vuuut1� m2
0c

4

E2
0

�
1� r0

r

�2
: (26:14)

zAJMEMSQ ANALIZOM FORMULY (26.14) pUSTX \LEKTRON IMEL NA

BESKONE^NOSTI NULEWU@ SKOROSTX, ^TO \KWIWALENTNO SOOTNO[ENI@

E0=m0c
2 = 1. w \TOM SLU^AE IZ FORMULY (26.14) IMEEM

v(1)

c
=

vuut1�
�
1� r0

r

�2
: (26:15)

iZ (26.15) SLEDUET, ^TO PRI PADENII NA PROTON SKOROSTX \LEKTRO-

NA SNA^ALA WOZRASTAET OT NULQ DO SKOROSTI SWETA c, DOSTIGAQ PO-

SLEDNEJ NA RASSTOQNII OT CENTRA PROTONA RAWNOM KLASSI^ESKOMU

RADIUSU \LEKTRONA r0. pRI DALXNEJ[EM PRIBLIVENII K CENTRU

SKOROSTX \LEKTRONA NA^INAET UMENX[ATXSQ I OBRA]AETSQ W NOLX

NA RASSTOQNII OT CENTRA PROTONA RAWNOM POLOWINE KLASSI^ESKOGO

RADIUSA \LEKTRONA r0=2. dALEE PRI UMENX[ENII RADIUSA PODKO-

RENNOE WYRAVENIE STANOWITSQ OTRICATELXNYM I SKOROSTX MNI-

MOJ, ^TO LI[ENO FIZI^ESKOGO SMYSLA. tAKIM OBRAZOM, NAJDENNOE

RE[ENIE SPRAWEDLIWO PRI ZNA^ENIQH r � r0=2.

uMENX[ENIE "FIZI^ESKOJ" SKOROSTI \LEKTRONA \KWIWALENT-

NO OTTALKIWANI@ SO STORONY PROTONA PRI MALYH RASSTOQNIQH

1:4�10�13cm, RAWNYH PRIBLIZITELXNO \FFEKTIWNOMU RADIUSU PRO-
TONA.
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oTMETIM DLQ SRAWNENIQ, ^TO W ANALOGI^NOJ ZADA^E PRI DWI-

VENII PO RADIUSU ^ASTIC W GRAWITACIONNOM POLE, ZADANNOJ MET-

RIKOJ {WARC[ILXDA, "FIZI^ESKAQ" SKOROSTX OPREDELQETSQ FOR-

MULOJ [60]
v(1)

c
=

s
1 �

�
1� rg

r

�
=

s
rg
r
: (26:16)

w FORMULE (26.16) rg - GRAWITACIONNYJ RADIUS.

pRI FORMALXNOJ ZAMENE e2 ! kmpme ILI r0 ! rg=2 RE[ENIE

(26.15) I (26.16) WDALI OT GRAWITACIONNOGO RADIUSA SOWPADA@T.

oDNAKO WBLIZI GRAWITACIONNOGO RADIUSA RE[ENIQ (26.15) I

(26.16) KA^ESTWENNO OTLI^A@TSQ DRUG OT DRUGA. w (26.16) "FI-

ZI^ESKAQ" SKOROSTX ^ASTICY WOZRASTAET S UMENX[ENIEM RADIUSA,

DOSTIGAET ZNA^ENIQ SKOROSTI SWETA c NA GRAWITACIONNOM RADIUSE

I STREMITSQ K BESKONE^NOSTI PRI r ! 0.

w NA[EM SLU^AE (26.15) WELI^INA SKOROSTI ^ASTICY KAK I W

sto NE PREWOSHODIT SKOROSTI SWETA W WAKUUME, DOSTIGAQ POSLED-

NEJ PRI r = r0.

rE[ENIE ANALOGI^NOJ ZADA^I W RAMKAH sto [7], PRIWODIT K

SOOTNO[ENI@
v(1)

c
=

vuuuut1 �
1�

1 + r0
r

�2 : (26:17)

iZ FORMULY (26.17) SLEDUET, ^TO SKOROSTX \LEKTRONA PRI PRIBLI-

VENII K CENTRU WOZRASTAET S UMENX[ENIEM RADIUSA I STREMITSQ

K SKOROSTI SWETA c PRI r ! 0. pRI r = r0, v
(1) = :866c. qSNO, ^TO

PRI NA[EM RASSMOTRENII PRI r > r0 MAKSIMALXNOE OTKLONENIE

SKOROSTI OT RE[ENIQ W sto NE PREWOSHODIT 14%. pRI r0=r � 1

RE[ENIQ (26.15) I (26.17) SOWPADA@T. pRI r0=r > 1 HARAKTER PO-

WEDENIQ SKOROSTI IZMENQETSQ: W NA[EM SLU^AE ONA UMENX[AETSQ,

A W sto - WOZRASTAET.

iSSLEDUEM RADIALXNOE DWIVENIE ULXTRARELQTIWISTSKIH \LEK-

TRONOW, KOTORYE DAVE NA BESKONE^NOSTI OBLADA@T BESKONE^NO

BOLX[OJ \NERGIEJ. pOLAGAQ W (26.9) E0 ! 1, POLU^IM DLQ L@-

BYH r, v(1) = c. dLQ ANALOGI^NOGO SLU^AQ TAKOJ VE REZULXTAT

POLU^ITSQ W sto I oto.

iSSLEDUEM BOLEE PODROBNO SOOTNO[ENIE (26.14), WWEDQ BEZRAZ-

MERNU@ \NERGI@ \LEKTRONA E I BEZRAZMERNU@ SKOROSTX v PO FOR-

MULE

E =
E0

mec2
; v =

v(1)

c
: (26:18)
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w SOGLASII S PRINQTYMI OBOZNA^ENIQMI IMEEM

v =

vuut1 � 1

E2

�
1 � r0

r

�2
: (26:19)

iZ ANALIZA (26.14) SLEDUET, ^TO DLQ L@BYH ZNA^ENIJ E � 1 WE-

LI^INA v IMEET MAKSIMUM RAWNYJ EDINICE W TO^KE r = r0. dLQ

BOLX[IH ZNA^ENIJ \NERGII KRIWAQ NARASTANIQ SKOROSTI IZ BES-

KONE^NOSTI DO TO^KI r0, BUDET BOLEE PLAWNOJ, ^EM DLQ MENX[IH

ZNA^ENIJ \NERGII. dLQ ULXTRARELQTIWISTSKIH ^ASTIC KRIWAQ NA-

RASTANIQ SOWPADAET S PRQMOJ v = 1. pOSLE PROHOVDENIQ MAKSI-

MUMA KRIWAQ SKOROSTI BUDET SPADATX I NA NEKOTOROM ZNA^ENII

RADIUSA ZNA^ENIE v STANOWITSQ RAWNYM NUL@. rASSTOQNIE rmin,

SOOTWETSTWU@]EE NULEWOMU ZNA^ENI@ SKOROSTI, BUDET TEM BLIVE

K KULONOWSKOMU CENTRU, ^EM BOLX[E \NERGIQ ^ASTICY. |TO SLEDU-

ET IZ FORMULY

rmin =
r0

E + 1
: (26:20)

iZ (26.20) SLEDUET, ^TO DOSTIGNUTX KULONOWSKOGO CENTRA MOGUT

TOLXKO \LEKTRONY S BESKONE^NO BOLX[OJ \NERGIEJ E. oDNAKO \TO

NE TAK. fORMULY (26.19), (26.20) PRIMENIMY DLQ PROTONA KONE^-

NOGO RADIUSA. dLQ MODELXNOGO TO^E^NOGO PROTONA NUVNO POLXZO-

WATXSQ OB]IMI FORMULAMI (26.9) I (19.3). w SOGLASII S (19.3) DLQ

SKALQRNOGO POTENCIALA WBLIZI KULONOWSKOGO CENTRA SPRAWEDLIWA

FORMULA

A0(R) � Q

4R�2

�
1� 1

2�2

�
=
2mc2

e

�
1� 4mc2R

eQ

�

OTKUDA NAHODIM PRI z = � � 1 WYRAVENIE

A0(R) =
2mc2

e
:

iZ POSLEDNEJ FORMULY I (26.9) SLEDUET, ^TO IMETX NULEWU@ SKO-

ROSTX W KULONOWSKOM CENTRE MOGUT \LEKTRONY S \NERGIEJ

E = 2
mp

me
� 1: (26:22)

tAKIM OBRAZOM, DOSTIGATX TO^E^NOGO KULONOWSKOGO CENTRA MOGUT

\LEKTRONY S BOLX[OJ, NO KONE^NOJ \NERGIEJ.

nAJDEM WREMQ PADENIQ \LEKTRONA NA PROTON S NEKOTOROGO RAS-

STOQNIQ r1 DO OSTANOWKI.
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wREMQ PADENIQ PO MIROWOMU WREMENI y0=c W PROSTRANSTWE SWQ-

ZANNYH ZARQDOW OPREDELIM IZ FORMULY

y0 =
Z dr�

1� r0
r

�2s
1 � 1

E2

�
1 � r0

r

�2 : (26:23)

|TOT INTEGRAL RASHODITSQ PRI r! r0. tO^NO TAKAQ VE SITUACIQ

IMEET MESTO W oto, KOGDA WNE[NIJ NABL@DATELX RASSMATRIWA-

ET RADIALXNOE DWIVENIE ^ASTICY W [WARC[ILXDOWOM POLE PRI

PRIBLIVENII EE K GRAWITACIONNOMU RADIUSU.

wY^ISLIM WREMQ PADENIQ \LEKTRONA � W SOPUTSTWU@]EJ \LEK-

TRONU so.

�c =
Z
dr

vuut
exp(�)

dy02

dr2
� exp(�) =

Z drs
E2 �

�
1� r0

r

�2 : (26:24)

iNTEGRIRUQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE, POLU^IM WREMQ � PADENIQ

\LEKTRONA OT NEKOTOROGO ZNA^ENIQ r1 DO rmin, OPREDELQEMOGO IZ

(26.20).

� =
r0

c(E2 � 1)

"vuuut(E2 � 1)
r21
r20

+ 2
r1
r0
� 1

� 1p
E2 � 1

ln

�����
p
E2 � 1

r
(E2 � 1)r

2
1

r20
+ 2r1

r0
� 1 + (E2 � 1)r1

r0
+ 1

E

�����
#
:

(26:25)

iTAK, KAK I W oto, SOBSTWENNOE WREMQ PADA@]EGO \LEKTRONA

NA KONE^NOM RASSTOQNII QWLQETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ. dLQ UPRO-

]ENIQ ANALIZA POSLEDNEJ FORMULY RASSMOTRIM SLU^AJ E = 1. w

^ASTNOSTI DLQ E = 1 IZ (26.24) IMEEM NEPOSREDSTWENNO WYRAVE-

NIE

� =
r0
3c

�
1 +

r1
r0

�
: (26:26)

|TO VE SOOTNO[ENIE MOVNO POLU^ITX I IZ (26.25) PREDELXNYM PE-

REHODOM E ! 1. fORMULA (26.26) DAET SOBSTWENNOE WREMQ PADENIQ

\LEKTRONA W POLE PROTONA S RASSTOQNIQ r1 OT CENTRA PROTONA DO

OSTANOWKI PRI NULEWOJ KINETI^ESKOJ \NERGII NA BESKONE^NOSTI.

wYQSNIM FIZI^ESKIJ SMYSL PROISHOVDENIQ OSTANOWKI \LEKTRO-

NA W POLE PROTONA. pRIRAWNIWAQ W (26.19) NUL@ PODKORENNOE WY-

RAVENIE, NAJDEM FUNKCI@ E(r), IGRA@]U@ ROLX POTENCIALXNOJ
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KRIWOJ W NERELQTIWISTSKOJ TEORII.

E(r) =
����1� r0

r

����: (26:27)

iZ ANALIZA (26.27) SLEDUET, ^TO W REZULXTATE NALI^IQ MODULQ

FUNKCIQ E(r) PRI r < r0 NE UBYWAET, A WOZRASTAET, OBRA]AQSX

W EDINICU PRI r = r0=2 I STREMQSX K BESKONE^NOSTI PRI r ! 0.

tAKIM OBRAZOM, BLIVE RASSTOQNIJ r = r0 PROQWLQETSQ KAK BY

"\FFEKTIWNOE OTTALKIWANIE", WYZYWA@]EE OSTANOWKU \LEKTRONA

NA r = rmin W SOOTWETSTWII S (26.20). tAK KAK E(1) = 1, TO

OBRAZUETSQ POTENCIALXNAQ QMA S GLUBINOJ 1�E(r0) = 1.

iTAK, PRI E = E1 < 1 RADIALXNOE DWIVENIE \LEKTRONA W POLE

PROTONA FINITNO. |LEKTRON SOWER[AET RADIALXNYE KOLEBANIQ W

PREDELE OT rmin DO r1 = r0=(1�E1). pRI E = E1 > 1 DWIVENIE IN-

FINITNO. |LEKTRON, DOSTIGNUW PRI PADENII ZNA^ENIQ rmin, POSLE

"OTRAVENIQ" UHODIT NA BESKONE^NOSTX.

w sto RE[ENIE TAKOJ ZADA^I PRIM = 0 PRIWODIT K PADENI@

ZARQDA NA KULONOWSKIJ CENTR. aNALOGI^NAQ SITUACIQ IMEET MESTO

PRI NULEWOM MOMENTE W NX@TONOWSKOJ MEHANIKE I W oto.

nAJDEM DWIVENIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA PO KRUGOWYM OR-

BITAM. pOLAGAQ W (26.8) v(1) = 0, ^TO SOOTWETSTWUET PRI M 6= 0

KRUGOWYM ORBITAM, POLU^IM WYRAVENIE DLQ POTENCIALXNOJ KRI-

WOJ U (r) = E0(r)=(mec
2) WYRAVENIE

U =

vuuut1 + M 2

m2
ec

2r2

����1 � r0
r

����: (26:28)

rASSMATRIWAEMAQ ZADA^A PODOBNA IZWESTNOJ ZADA^E C. A. kA-

PLANA W oto [7], [60]. dLQ UDOBSTWA SRAWNENIQ S RE[ENIEM kAPLA-

NA SDELAEM FORMALXNU@ ZAMENU r0 ! rg=2. CMYSL \TOJ ZAMENY SO-

STOIT W TOM, ^TO POSLE NEE PRIBLIVENNAQ METRIKA (19.15A) POSLE

RAZLOVENIQ W RQD tEJLORA SOWPADAET S TO^NOJ METRIKOJ {WARC-

[ILXDA W oto. w POLE {WARC[ILXDA I OPREDELQ@TSQ KRUGOWYE

ORBITY W ZADA^E kAPLANA.

dLQ UPRO]ENIQ WYKLADOK WWEDEM BEZRAZMERNYE WELI^INY

\NERGII E (26.18), MOMENTA a I BEZRAZMERNOGO RADIUSA x W SO-

GLASII S FORMULAMI

a =
M

mecrg
; x =

r

rg
; r0 ! rg

2
: (26:29)
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pOSLE TAKOJ ZAMENY SOOTNO[ENIE (26.28) SWEDETSQ K WIDU

U =

vuut1 + a2

x2

����1� 1

2x

����: (26:30)

rADIUSY KRUGOWYH ORBIT I SOOTWETSTWU@]IE IM ZNA^ENIQ

\NERGII I MOMENTA OPREDELQ@TSQ NAHOVDENIEM \KSTREMUMOW U

\FFEKTIWNOJ POTENCIALXNOJ \NERGII U (x). mINIMUMY FUNKCII

SOOTWETSTWU@T USTOJ^IWYM, A MAKSIMUMY - NEUSTOJ^IWYM KRU-

GOWYM ORBITAM. rE[IW SOWMESTNO SISTEMU URAWNENIJ U (x) = E

I U 0(x) = 0, POLU^IM

x1;2 = a2
�
1�

vuut1� 2

a2

�
; E =

p
2ap
x1;2

����1� 1

2x1;2

����3=2: (26:31)

zNAK PL@S W FORMULE DLQ RADIUSOW ORBIT SOOTWETSTWUET USTOJ^I-

WOJ ORBITE, A ZNAK MINUS - NEUSTOJ^IWOJ.pRIWEDEM DLQ SRAWNENIQ

W NA[IH OBOZNA^ENIQH RE[ENIE ZADA^I kAPLANA

x1;2 = a2
�
1�

vuut1� 3

a2

�
; E =

p
2ap
x1;2

����1� 1

x1;2

���� (26:32)

I PRIWODIM WYRAVENIE \FFEKTIWNOJ POTENCIALXNOJ U0(x) W

oto.

U0(x) =

vuut�1 + a2

x2

��
1� 1

x

�
: (26:33)

qSNO, ^TO ESLI W (26.30) WNESTI POD KORENX WYRAVENIE S MODU-

LEM I RAZLOVITX W RQD tEJLORA, OGRANI^IWAQSX PERWYM ^LENOM

RAZLOVENIQ, TO POLU^IM POTENCIALXNU@ POTENCIALXNU@ KRIWU@

(26.33). oDNAKO \TA OPERACIQ SPRAWEDLIWA TOLXKO DLQ x � 1. iZ

ANALIZA (26.33) SLEDUET, ^TO \TO WYRAVENIE OPREDELENO LI[X DLQ

ZNA^ENIJ x � 1, W PROTIWNOM SLU^AE U0 STANOWITSQ MNIMOJ.

dLQ SLU^AQ (26.30) TAKIH OGRANI^ENIJ NE SU]ESTWUET. gRAFI-

KI POTENCIALXNYH KRIWYH (26.33) DLQ RAZNYH ZNA^ENIJ MOMENTA

a PRIWEDENY W RABOTAH [7] I [60]. gRAFIKI KRIWYH (26.30) PRI

RAZLI^NYH a W OBLASTI x � 1 SHODNY PO WNE[NEMU WIDU S GRA-

FIKAMI (26.33) I OTLI^A@TSQ LI[X POLOVENIQMI MAKSIMUMOW I

MINIMUMOW. |TO WIDNO IZ SRAWNENIQ WYRAVENIJ (26.31) I (26.32).

nAPRIMER, PRI a2 = 2 KOORDINATY MAKSIMUMA I MINIMUMA DLQ

NA[EGO SLU^AQ SLIWA@TSQ, W oto \TO PROISHODIT PRI a2 = 3.

dLQ NA[EGO SLU^AQ BLIVAJ[AQ K CENTRU USTOJ^IWAQ KRUGOWAQ
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ORBITA SOOTWETSTWUET ZNA^ENI@ r1 = 2rg ! 4r0. sOOTWETSTWU-

@]AQ \NERGIQ E1 =
q
27=32 = 0:919, A SKOROSTX KRUGOWOGO DWI-

VENIQ, OPREDELENNAQ IZ FORMULY (26.10), PRIWODIT K ZNA^ENI@

v = c
p
3=3 = 0:577c.

w oto IMEEM SOOTWETSTWENNO r1 = 3rg, E1 =
q
8=9 = 0:943,

v = c=2 [60].

pRI a2 < 2 DLQ NA[EGO SLU^AQ KRIWAQ \KSTREMUMOW NE IMEET

(W oto DLQ a2 < 3). s ROSTOM MOMENTA a OT
p
2 DO1 KOORDINATY

MAKSIMUMOW UMENX[A@TSQ OT r2 = 4r0 DO r2 = 2r0 (W oto OT r2 =

3rg DO r2 = 1:5rg). |NERGIQ Emax UWELI^IWAETSQ OT Emax = 0:919

DO Emax =1 (W oto OT Emax = 0:943 DO Emax =1).

bLIVAJ[AQ K CENTRU NEUSTOJ^IWAQ KRUGOWAQ ORBITA SOOTWET-

STWUET ZNA^ENI@ r1 = rg ! 2r0, Emax = 1, v = c, (W oto

r1 = 1:5rg, Emax =1, v = c).

hOTQ WNE[NE RE[ENIQ kAPLANA I NA[E NE SILXNO OTLI^A@T-

SQ DRUG OT DRUGA, ODNAKO IMEETSQ WAVNOE PRINCIPIALXNOE OTLI-

^IE. nALI^IE WYRAVENIQ S MODULEM W \FFEKTIWNOJ POTENCIALX-

NOJ \NERGII U (x) W (26.30) PRIWODIT K DOPOLNITELXNOMU MINI-

MALXNOMU ZNA^ENI@ U (x) W TO^KE x = 1=2. qSNO, ^TO PROIZWODNAQ

PO x OT FUNKCII U (x) W \TOJ TO^KE TERPIT RAZRYW, KAK \TO IME-

LO MESTO I PRI RADIALXNOM PADENII ^ASTICY, T.E. PRI a = 0. w

TO^KE x = 1=2 PROISHODIT SMENA PRITQVENIQ NA OTTALKIWANIE,

I FUNKCIQ U (x) NA^INAET NEOGRANI^ENNO WOZRASTATX PRI STREM-

LENII RADIUSA K NUL@. nALI^IE DOPOLNITELXNOJ CENTROBEVNOJ

\NERGII DELAET WOZRASTANIE FUNKCII U (x) PRI STREMLENII K NU-

L@ BOLEE BYSTRYM, ^EM PRI RAWNOM NUL@ MOMENTE.

nALI^IE MAKSIMUMA W POTENCIALXNOJ KRIWOJ W POLE {WARC-

[ILXDA PRIWODIT K GRAWITACIONNOMU ZAHWATU, ESLI \NERGIQ ^AS-

TICY E > Emax. dLQ NA[EGO SLU^AQ PRI E > Emax ZAHWATA NE

PROISHODIT, POSKOLXKU L@BOE ZNA^ENIE E WSEGDA "NATALKIWAET-

SQ" NA POTENCIALXNU@ KRIWU@ PRI 0:5 > x > 0. tAKIM OBRAZOM,

KAK I W MEHANIKE nX@TONA, PRI L@BOJ BOLX[OJ \NERGII ^ASTICA,

OGIBAET PRITQGIWA@]IJ CENTR I UHODIT W BESKONE^NOSTX. dAVE,

W OTLI^IE OT MEHANIKI nX@TONA, \TO IMEET MESTO I PRI RADI-

ALXNOM PADENII NA KULONOWSKIJ CENTR. wAVNO OTMETITX, ^TO SU-

]ESTWUET USTOJ^IWOE RAWNOWESIE \LEKTRONA W POLE PROTONA PRI

r = r0, ^EGO NET PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII.

nALI^IE DOPOLNITELXNOJ "POTENCIALXNOJ QMY" S MINIMALX-

NYM ZNA^ENIEM U (r0) = 0 DOPUSKAET SU]ESTWOWANIE FINITNOGO

DWIVENIQ \LEKTRONA W \TOJ QME. tAKIM OBRAZOM, PROTON I \LEK-
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TRON MOGUT OBRAZOWYWATX USTOJ^IWOE SOEDINENIE "NEJTRON" RAZ-

MERAMI PORQDKA r0. kONE^NO RASSMATRIWAEMYJ ZDESX PODHOD IME-

ET LI[X METODI^ESKIJ INTERES, POSKOLXKU KWANTOWYE \FFEKTY

DOLVNY UVE PROQWLQTXSQ NA RASSTOQNIQH ZNA^ITELXNO PREWY[A-

@]IH r0.

rASSMOTRIM TRAEKTORI@ \LEKTRONA W POLE PROTONA. kAK IZ-

WESTNO [7], TRAEKTORIQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM @S=@M = const.

oTKUDA IZ (26.3) { (26.6) IMEEM

� =
Z Mdr

r2
s
exp(�� �)E

2
0

c2
�
�
m2

0c
2 + M2

r2

�
exp(�)

: (26:34)

pREDSTAWLQET METODI^ESKIJ INTERES ISSLEDOWATX TRAEKTORII

\LEKTRONA W PREDELAH ATOMA PO ANALOGII DWIVENIQ PLANET W PO-

LE TQGOTENIQ sOLNCA. dLQ DWIVENIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA

NA RASSTOQNIQH SRAWNIMYH S RAZMERAMI ATOMA r � r0. pO\TOMU

PREDLAGAEMAQ TEORIQ DOLVNA PRIWODITX LI[X K NEZNA^ITELXNYM

POPRAWKAM PO SRAWNENI@ S OBY^NYM WZAIMODEJSTWIEM kULONA.

dLQ WY^ISLENIQ POPRAWOK K TRAEKTORII BUDEM ISHODITX, KAK

I W [7], IZ RADIALXNOJ ^ASTI DEJSTWIQ (26.4) DO MOMENTA EGO DIF-

FERENCIROWANIQ PO M .

Sr = m0c
Z vuuut E2r4

(r � r0)4
� M 2

m2
0c

2(r � r0)2
� r2

(r � r0)2
d r: (26:35)

pOSLE PREOBRAZOWANIQ PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ

r � r0 = r0;

ISPOLXZUQ LEGKO PROWERQEMU@ FORMULU

m2
0c

2(E2 � 1) = 2m0E
0 +

E02

c2
;

GDE E0 { NERELQTIWISTSKAQ \NERGIQ ^ASTICY (BEZ \NERGII POKOQ),

POLU^IM S TREBUEMOJ TO^NOSTX@ WYRAVENIE

Sr =
Z vuut2m0E0 +

E02

c2
+
2r0m

2
0c

2 + 8r0m0E0

r
� M 2 � 5r20m

2
0c

2

r2
d r:

(26:36)

pRI FORMALXNOJ ZAMENE e2 ! kmpme ILI r0 ! rg=2 RADIALX-

NAQ ^ASTX DEJSTWIQ Sr BLIZKA PO STRUKTURE ANALOGI^NOJ WELI^I-

NE, ISPOLXZUEMOJ DLQ OPISANIQ DWIVENIQ PLANET W CENTRALXNO-

SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE W oto. rAZLI^IE PROQWLQ-

ETSQ LI[X W POSLEDNEM KO\FFICIENTE PRI 1=r2. w oto IZ M 2
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WY^ITAETSQ (W NA[IH OBOZNA^ENIQH) WELI^INA 6r20m
2
0c

2. oSTALX-

NYE ^LENY SOWPADA@T.

kAK IZWESTNO IZ [7], POPRAWO^NYE KO\FFICIENTY W PERWYH

DWUH ^LENAH POD KORNEM OTRAVA@TSQ TOLXKO NA IZMENENII SWQZI

MEVDU \NERGIEJ, MOMENTOM ^ASTICY I PARAMETRAMI EE ORBITY.

wY^ITAEMYJ IZ M 2 KO\FFICIENT, PRIWODIT K SISTEMATI^ESKOMU

SME]ENI@ PERIGELIQ ORBITY. s^ITAQ ^LEN 5r20m
2
0c

2=r2 MALOJ PO-

PRAWKOJ PO OTNO[ENI@ KM 2=r2, POLU^IM POSLE RAZLOVENIQ W RQD

PODINTEGRALXNOGO WYRAVENIQ SOOTNO[ENIE

Sr = S0
r + �Sr; (26:37)

GDE S0
r SOOTWETSTWUET (26.36) PRI RAWNOJ NUL@ POPRAWKE, A �Sr

OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

�Sr =
Z 5m2

0c
2r20d r

2r2
r
2m0E0 + E02

c2 +
2r0m2

0c
2+8r0m0E0

r � M2

r2

: (26:38)

pRIRA]ENIE ��Sr ZA PERIOD OBRA]ENIQ \LEKTRONA PO ORBITE W

SOGLASII S NERELQTIWISTSKOJ MEHANIKOJ W KULONOWOM POLE POSLE

WYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ W (26.38) SWEDETSQ K WIDU

��Sr =
5�m2

0c
2r20

M
: (26:39)

tAK KAK TRAEKTORIQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM

@S

@M
= �+

@Sr
@M

= const;

TO ZA PERIOD IMEEM

�� = �@�Sr
@M

= �@�S
0
r

@M
� @��S0

r

@M
:

iSPOLXZUQ (26.39) I U^ITYWAQ, ^TO

�@�S
0
r

@M
= 2�;

POLU^IM

�� = 2� +
5�m2

0c
2r20

M 2
: (26:40)

wTOROJ ^LEN W (26.40) OPREDELQET SOBOJ SME]ENIE PERIGELIQ ORBI-

TY \LEKTRONA WOKRUG PROTONA. rE[ENIE \TOJ VE ZADA^I W RAMKAH
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sto PRIWODIT K SME]ENI@ PERIGELIQ W PQTX RAZ MENX[E, ^EM U

NAS I W [ESTX RAZ MENX[E, ^EM W oto PRI FORMALXNOJ ZAMENE

e2 ! kmpme ILI r0 ! rg=2. tAKIM OBRAZOM, RAZRABOTANNYJ NAMI

APPARAT GORAZDO BLIVE SOOTWETSTWUET oto, ^EM sto.

rASSMOTRIM NERADIALXNOE DWIVENIE ULXTRARELQTIWISTSKIH

\LEKTRONOW W POLE PROTONA (ANALOG RASPROSTRANENIQ SWETOWOGO

LU^A W CENTRALXNO-SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE). s^ITA-

EM PO OPREDELENI@, ^TO DAVE NA BESKONE^NOSTI v1! c.

rADIALXNAQ ^ASTX DEJSTWIQ (26.35) POSLE PREOBRAZOWANIQ PE-

REMENNOJ INTEGRIROWANIQ

r � r0 = r0;

PRI USLOWII, ^TO E � 1, E0 = m0c
2E I PRICELXNOE RASSTOQNIE �

SWQZANO S MOMENTOM M PO FORMULE [7]

� =
M

m0cE
(26:41)

PRIWODITSQ K WIDU

Sr =
E0

c

Z vuut1 + 4r0
r0
� �2

r02
+
6r20
r02
d r: (26:42)

rASSMOTRIM SNA^ALA SLU^AJ, KOGDA r0=� � 1. dLQ \TOGO SLU^AQ

(26.42) IMEET WID

Sr =
E0

c

Z vuut1 + 4r0
r0
� �2

r02
d r: (26:43)

pOSLEDNEE WYRAVENIE S TO^NOSTX@ DO MNOVITELQ I ZAMENY 2r0 !
rg SOWPADAET S RADIALXNOJ ^ASTX@ \JKONALA DLQ RASPROSTRANE-

NIQ LU^EJ SWETA W POLE TQVESTI W oto [7]. iSPOLXZUQ WYWOD

[7], POLU^IM, ^TO POD WLIQNIEM KULONOWSKOGO POLQ PRITQVENIQ

SO STORONY PROTONA TRAEKTORIQ ULXTRARELQTIWISTSKOGO \LEKTRO-

NA ISKRIWLQETSQ, OBRAZUQ SOBOJ KRIWU@ S WOGNUTOSTX@ K CENTRU.

uGOL MEVDU DWUMQ ASIMPTOTAMI \TOJ KRIWOJ OTLI^AETSQ OT � NA

WELI^INU ��, OPREDELQEMU@ IZ RAWENSTWA

�� =
4r0
�
: (26:44)

pROWEDEM ANALIZ DWIVENIQ ULXTRARELQTIWISTSKIH \LEKTRO-

NOW, KOGDA PRICELXNOE RASSTOQNIE � ODNOGO PORQDKA S r0. dLQ
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ANALIZA DWIVENIQ WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (26.8), KOTORAQ PRI

E � 1 SWODITSQ K WIDU

v(1)

c
=

vuut1 � �2

r2

�
1� r0

r

�2
: (26:45)

o^EWIDNO, ^TO PRIBLIVENIE \LEKTRONA K PROTONU PREKRATITSQ,

KOGDA RADIALXNAQ KOMPONENTA SKOROSTI v(1) = 0. tO^KA POWORO-

TA OPREDELITSQ IZ RAWENSTWA NUL@ PODKORENNOGO WYRAVENIQ W

(26.45). |TO PRIWODIT K SOOTNO[ENI@ MEVDU PRICELXNYM RAS-

STOQNIEM I KOORDINATOJ TO^KI POWOROTA, PREDSTAWIMOMU W WIDE

�1 =
r21

jr1 � 1j; �1 � �

r0
; r1 � r

r0
: (26:46)

kRIWAQ (26.46) IMEET MINIMUM W TO^KE

r1 =
p
2; �1min = 2(

p
2 + 1) (26:47)

I DWE ASIMPTOTY: WERTIKALXNU@ r1 = 1 I NAKLONNU@ Y = r1 + 1.

nALI^IE MODULQ W ZNAMENATELE RAS[IRQET OBLASTX SU]ESTWOWA-

NIQ PEREMENNOJ WPLOTX DO ZNA^ENIJ r1 ! 0. pOQWLQETSQ WTORAQ

WETWX KRIWOJ, KOTORAQ PRI IZMENENII ARGUMENTA OT r1 = 1 DO

r1 = 0 IZMENQETSQ SOOTWETSTWENNO OT 1 DO NULQ. iSPOLXZOWANIE

WBLIZI KULONOWSKOGO CENTRA FORMULY (26.21) DLQ NULEWOJ KOM-

PONENTY 4-POTENCIALA W (26.8) SKAZYWAETSQ LI[X NA HARAKTERE

PRIBLIVENIQ K NUL@ PRI r1 ! 0, NE MENQQ SU]ESTWA DELA.

dLQ ANALIZA POLU^ENNOGO RE[ENIQ UDOBNO WYPISATX ANALO-

GI^NOE URAWNENIE DLQ KRIWOJ W oto DLQ ULXTRARELQTIWISTSKOJ

^ASTICY W POLE {WARC[ILXDA. w SOGLASII S [7] I [60] DLQ ISKOMOJ

KRIWOJ IMEEM

�2 =
r
3=2
2p
r2 � 1

; �2 � �

rg
; r2 � r

rg
: (26:48)

kRIWAQ (26.47) IMEET MINIMUM W TO^KE

r2 =
3

2
; �2min =

3
p
3

2
(26:49)

I DWE ASIMPTOTY: WERTIKALXNU@ r2 = 1 I NAKLONNU@ Y = r2.

oBE RASSMOTRENNYH KRIWYH PRI r1 > 1 I r2 > 1 PO HARAK-

TERU POHOVI I OTLI^A@TSQ TOLXKO POLOVENIQMI MINIMUMOW I

IH ZNA^ENIQMI. oDNAKO PRI r2 < 1 KRIWAQ (26.48) NE OPREDELENA,
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POSKOLXKU PODKORENNOE WYRAVENIE STANOWITSQ OTRICATELXNYM.

tAKIM OBRAZOM, W OTLI^IE OT NA[EGO SLU^AQ, W oto NET WTOROJ

WETWI KRIWOJ. w oto ULXTRARELQTIWISTSKAQ ^ASTICA, LETQ]AQ

IZ BESKONE^NOSTI S PRICELXNYM PARAMETROM �2 < �2min = 2:6 NE

WSTRE^AET KRIWOJ POWOROTA I, SLEDOWATELXNO, PROISHODIT EE GRA-

WITACIONNYJ ZAHWAT. sE^ENIE ZAHWATA DAETSQ FORMULOJ

� = ��22minr
2
g =

27�r2g
4

= 6:75�r2g: (26:50)

w NA[EM SLU^AE PRI �1 < �1min = 4:82 \LEKTRON "PROHODIT"

POD PERWOJ KRIWOJ POWOROTA NO "WSTRE^AET" NA SWOEM PUTI WTORU@

WETWX \TOJ KRIWOJ. mAKSIMALXNOE ZNA^ENIE KOORDINATY TO^KI

WSTRE^I SO WTOROJ WETWX@ OPREDELQETSQ IZ O^EWIDNOGO URAWNENIQ

�1min =
r21

1� r1
; (26:51)

rE[ENIE \TOGO URAWNENIQ IMEET WID

r1max =

q
�21min + 4�1min � �1min

2
= 0:85: (26:52)

w OTLI^IE OT oto \LEKTRON, "PROLETAQ" POD KRIWOJ POWORO-

TA, NE ZAHWATYWAETSQ PROTONOM. |TOMU PREPQTSTWUET WOZNIKA@-

]EE SO STORONY PROTONA OTTALKIWANIE, KOTOROE PROQWLQETSQ PRI

RASSTOQNIQH r < r0. s RASSTOQNIJ OT r =
p
2r0 DO r = r0 \LEKTRON

ISPYTYWAET TENDENCI@ K ZAHWATU, NE "ZNAQ" O POSLEDU@]EJ SILE

OTTALKIWANIQ. pO\TOMU NAZOWEM SE^ENIEM PSEWDOZAHWATA �p

�p = ��21minr
2
0 = 4�(

p
2 + 1)2r20 = 23:31�r20 ! 5:83�r2g: (26:53)

rAZBEREM E]E ODIN SLU^AJ, KOGDA \LEKTRON NA BESKONE^NOSTI

IMEET IMEET PRENEBREVIMO MALU@ SKOROSTX v1 PO SRAWNENI@ SO

SKOROSTX@ SWETA c, ^TO SOOTWETSTWUET E = 1.

w oto SE^ENIE GRAWITACIONNOGO ZAHWATA OPREDELQETSQ IZ

TREBOWANIQ, ^TOBY ZNA^ENIE MAKSIMUMA POTENCIALXNOJ KRIWOJ

(26.33) U (xmax) = 1. |TOMU ZNA^ENI@ \NERGII SOOTWETSTWUET

xmax = 2, a = 2. pRICELXNOE RASSTOQNIE � = 2crg=v1 I SE^ENIE

ZAHWATA

� = ��22minr
2
g = 4�r2g

� c

v1

�2
: (26:54)

wSE ^ASTICY S � < 2crgv1 GRAWITACIONNO ZAHWATYWA@TSQ.
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w NA[EM SLU^AE POTENCIALXNAQ KRIWAQ U (x) ZADAETSQ SOOTNO-

[ENIEM (26.30) rE[IW SOWMESTNO SISTEMU URAWNENIJ U (x) = 1 I

U 0(x) = 0, POLU^IM DLQ MAKSIMUMA

x1 = a2
�
1�

vuut1� 2

a2

�
; 1 =

p
2ap
x1

����1� 1

2x1

����3=2: (26:55)

iZ (26.55) NAHODIM

a2 =
22 +

p
222 + 16

16
= 2:773; a = 1:665; x1 = 1:309:

(26:56)

pRICELXNOE RASSTOQNIE W NA[IH OBOZNA^ENIQH � = 3:33cr0=v1 I

SE^ENIE PSEWDOZAHWATA

�p = ��2 = 11:1�r20

� c

v1

�2 ! 2:77�r2g

� c

v1

�2
: (26:57)

w NA[EM SLU^AE PROTON NE MOVET ZAHWATITX \LEKTRON, PO-

SKOLXKU PRI r < r0 POTENCIALXNAQ KRIWAQ NA^INAET WOZRASTATX I

\NERGIQ \LEKTRONA E = 1 S \TOJ KRIWOJ "PERESE^ETSQ".

iZ KLASSI^ESKOJ RELQTIWISTSKOJ \LEKTRODINAMIKI PRI DWI-

VENII W KULONOWOM POLE IZWESTNO [7], ^TO PRIMc < jQej I Qe < 0

TRAEKTORII ^ASTIC PREDSTAWLQ@T SOBOJ SPIRALI SO STREMQ]IMSQ

K NUL@ RADIUSOM r I PRI UGLE �!1. wREMQ VE PADENIQ ^ASTICY

W NA^ALO KOORDINAT QWLQETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ. w ^ASTNOSTI,

DLQ NERELQTIWISTSKOJ ^ASTICY NA BESKONE^NOSTI (\LEKTRONA W

POLE PROTONA) USLOWIE PADENIQ NA CENTR \KWIWALENTNO RAWENSTWU

� <
cr0
v1

(26:58)

w NA[EM SLU^AE PRICELXNOE RASSTOQNIE PRI PSEWDOZAHWATE OKA-

ZALOSX W 3.33 RAZA BOLX[IM, ^EM W sto. wAVNOJ OSOBENNOSTX@

NA[EGO RE[ENIQ W OTLI^IE OT sto I oto, QWLQETSQ WOZMOVNOSTX

USTOJ^IWOGO STATI^ESKOGO RAWNOWESIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA

NA RASSTOQNII r0 OT CENTRA PROTONA. dOPUSKA@TSQ I RADIALXNYE

KOLEBANIQ OTNOSITELXNO r0. |TO GOWORIT O (KA^ESTWENNOJ W RAM-

KAH MODELI) WOZMOVNOSTI SU]ESTWOWANIQ NEJTRALXNOJ STABILX-

NOJ ^ASTICY RAZMERAMI PORQDKA r0.

b). kWANTOWANIE ADIABATI^ESKIH INWARIANTOW

hOTQ W DANNOJ KNIGE RASSMATRIWAETSQ KLASSI^ESKIE POLQ

SWQZANNYH STRUKTUR, ODNAKO PREDSTAWLQET INTERES RASSMOTRETX
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PROSTEJ[IE WOZMOVNOSTI U^ETA KWANTOWYH \FFEKTOW. kAK IZ-

WESTNO, bOR I zOMMERFELXD OB_QSNILI SPEKTR ATOMA WODORODA S

POMO]X@ KWANTOWANIQ ADIABATI^ESKIH INWARIANTOW. dALEE zOM-

MERFELXD SDELAL POPYTKU W RAMKAH MEHANI^ESKOJ MODELI U^ESTX

RELQTIWISTSKIE POPRAWKI. oN DOPUSTIL, ^TO RELQTIWISTSKIE PO-

PRAWKI MOGUT OB_QSNITX RAS]EPLENIE TERMOW, WYROVDENNYH W

NERELQTIWISTSKOJ TEORII. iMENNO TAKIM OBRAZOM zOMMERFELXD

HOTEL POSTROITX TEORI@ TONKOJ STRUKTURY.

oTMETIM, ^TO W NEKOTOROM SMYSLE EMU \TO UDALOSX SDELATX I

ON POLU^IL FORMULY DLQ TONKOJ STRUKTURY UROWNEJ ATOMA WO-

DORODA W RAMKAH STAROJ TEORII bORA E]E DO SOZDANIQ KWANTOWOJ

MEHANIKI, NE ISPOLXZUQ RE[ENIQ URAWNENIQ dIRAKA.

pREDLAGAEMYJ NAMI PODHOD PO STRUKTURE BLIZOK PODHODU bO-

RA - zOMMERFELXDA, NO IMEET I PRINCIPIALXNYE RAZLI^IQ. pERE-

^ISLIM \TI OTLI^IQ:

1. w OTLI^IE OT PODHODA zOMMERFELXDA, ISPOLXZU@]EGO DWI-

VENIE \LEKTRONA W POLE PROTONA W RAMKAH sto PLOSKOGO PRO-

STRANSTWA - WREMENI, MY RABOTAEM W RIMANOWOJ GEOMETRII, OBU-

SLOWLENNOJ POLEM \LEMENTOW SWQZANNYH ZARQDOW PROTONA.

2. mIROWAQ LINIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA W TEORII zOM-

MERFELXDA SOOTWETSTWUET W NA[EM SLU^AE GEODEZI^ESKOJ LINII

\LEKTRONA W RIMANOWOM PROSTRANSTWE WREMENI. pOLE PROTONA, KAK

TAKOWOE, W NA[EM PODHODE W QWNOM WIDE OTSUTSTWUET, PROQWLQQSX

W WIDE ISKRIWLENNOJ GEOMETRII PROSTRANSTWA - WREMENI.

tAK KAK RAZMERY ATOMA PORQDKA 10�8 SM, A RAZMERY QDRA PO-

RQDKA 10�13 SM, TO KO\FFICIENTY METRIKI (19.4) MOVNO S POMO-

]X@ (19.15) PREDSTAWITX W WIDE

exp(�) =
�
1 � e2

rm0c2

�2
=
�
1� r0

r

�2
= exp(��); (26:59)

GDE e - ZARQD \LEKTRONA, m0 - MASSA \LEKTRONA.

kAK IZWESTNO [7], OBOB]ENNYM IMPULXSOM P� NAZYWAETSQ 4-

WEKTOR, OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM

P� = � @S

@y�
: (26:60)

wY^ISLIM RADIALXNU@ KOMPONENTU 4-IMPULXSA \LEKTRONA W POLE

PROTONA. iZ (26.3) I (26.4) NAHODIM

Pr = �
vuutexp(�� �)

E2
0

c2
�
�
m2

0c
2 +

M 2

r2

�
exp(�): (26:61)
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w OTLI^IE OT sto, KWANTOWOE USLOWIE PRIMENIM K "FIZI^ES-

KOJ" RADIALXNOJ KOMPONENTE 4-IMPULXSA, OPREDELQEMOJ S POMO-

]X@ TETRAD (17.10).

P(r) = �
1p�g11Pr = �

vuutexp(��)E2
0

c2
�
�
m2

0c
2 +

M 2

r2

�
= �P (r):

(26:62)

sLEDUQ bORU I zOMMERFELXDU SFORMULIRUEM USLOWIE KWANTOWA-

NIQ W WIDE I
P (r)dr = nrh;

I
Md� = n�h; (26:63)

GDE nr I n� CELYE ^ISLA. w REZULXTATE PRIHODIM K RAWENSTWU

I vuut�
1 +

r0
r

�2E2
0

c2
�
�
m2

0c
2 +

n2��h
2

r2

�
dr = nrh; �h =

h

2�
: (26:64)

w \TOM RAWENSTWE POSLE WYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ TREBUETSQ

OPREDELITX WELI^INY E0, ZAWISQ]IE OT KWANTOWYH ^ISEL nr I n�.

iNTEGRAL MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

I q
�A + 2B=r � C=r2dr; A =

�
m2

0c
2 � E2

0

c2

�
;

B =
r0E

2
0

c2
; C = n2��h

2 � r20E
2
0

c2
: (26:65)

tAK KAK MY RASSMATRIWAEM FINITNOE DWIVENIE \LEKTRONA W

POLE PROTONA, TO WELI^INA A O^EWIDNO OTRICATELXNA. pODINTEG-

RALXNOE WYRAVENIE IMEET DWA KORNQ DLQ POLOVITELXNYH ZNA^E-

NIJ r, ^TO O^EWIDNO SOOTWETSTWUET PERIGELI@ I AFELI@ \LEK-

TRONNOJ ORBITY. iNTEGRIROWANIE DOLVNO BYTX PROWEDENO OT OD-

NOGO KORNQ DO DRUGOGO I OBRATNO S IZMENENIEM ZNAKA PERED KORNEM

W W WYRAVENII POD INTEGRALOM. aNALOGI^NAQ ZADA^A S DRUGIMI

POSTOQNNYMI RE[ENA W [111], NA OSNOWE WY^ISLENIJ KOTOROJ IME-

EM I q
�A + 2B=r � C=r2dr = 2�

� Bp
A
�
p
C
�
: (26:66)

w REZULXTATE POLU^AEM SLEDU@]EE URAWNENIE DLQ NAHOVDENIQ

\NERGETI^ESKIH UROWNEJ

r0E0

c2
1q

m2
0c

2 � E2
0=c

2
�
vuut1� r20E

2
0

c2M 2
= nr�h: (26:67)
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wWEDQ BEZRAZMERNU@ \NERGI@ E W SOGLASII S (26.18), POSLEDNEE

URAWNENIE POSLE NESKOLXKO GROMOZDKIH ALGEBRAI^ESKIH PREOBRA-

ZOWANIJ SWEDEM K WIDU

E =

"
1 +

�02�q
n�2 � �02 + nr

�2
#�1=2

; �0 = �E; � =
e2

�hc
; (26:68)

GDE � - POSTOQNNAQ TONKOJ STRUKTURY. pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE S

PERENORMIROWANNOJ POSTOQNNOJ TONKOJ STRUKTURY �0 W TO^NOS-

TI SOWPADAET S SOOTNO[ENIEM TONKOJ STRUKTURY zOMMERFELXDA

[112], POLU^ENNOJ PUTEM RE[ENIQ URAWNENIQ dIRAKA PRI DWIVE-

NII \LEKTRONA W KULONOWOM POLE. tAK KAK PRI DWIVENII \LEKTRO-

NA W ATOME S BOLX[OJ STEPENX@ TO^NOSTI WYPOLNQETSQ SOOTNO[E-

NIE

E = 1� �; (26:69)

GDE � - MALAQ POLOVITELXNAQ WELI^INA, A POSTOQNNAQ TONKOJ

STRUKTURY � = 1=137, TO O^EWIDNO, ^TO W NA[EM SLU^AE PERWOE

PRIBLIVENIE, SOOTWETSTWU@]EE RAWENSTWU NUL@ � W PRAWOJ ^ASTI

(26.68), PRIWODIT K TO^NOJ FORMULE zOMMERFELXDA.

fIZI^ESKIJ SMYSL WELI^INY � - \TO, WZQTAQ S OBRATNYM ZNA-

KOM, POLNAQ BEZRAZMERNAQ \NERGIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA ZA

WY^ETOM BEZRAZMERNOJ \NERGII POKOQ. iZ FORMUL (26.68) I (26.69)

POLU^AEM S U^ETOM, ^TO �0 � 1, WYRAVENIE

� =
�02

2n2

"
1 +

�02

n

� 1

n�
� 3

4n

�#
; n = nr + n�; �0

2
= �2

�
1� �2

2n2

�
:

(26:70)

pEREHODQ K RAZMERNOJ \NERGII W = ��m0c
2 I WWEDQ n� = j +

1=2, POLU^IM W ZADANNOM PRIBLIVENII SLEDU@]U@ FORMULU DLQ

\NERGII UROWNEJ W ATOME WODORODA

W = ��
02m0c

2

2n2
� �4m0c

2

2n3

� 1

j + 1=2
� 3

4n

�
: (26:71)

pROWEDEM ANALIZ POSLEDNEJ FORMULY. kAK IZWESTNO IZ KWAN-

TOWOJ MEHANIKI, PERWYJ ^LEN OPREDELQET \NERGETI^ESKIE UROW-

NI ATOMA WODORODA, RASS^ITANNYE S POMO]X@ NERELQTIWISTSKOGO

URAWNENIQ {REDINGERA. wTOROJ ^LEN PREDSTAWLQET SOBOJ DOBAW-

KU, KOTORAQ OBUSLAWLIWAETSQ TONKIM RAS]EPLENIEM UROWNEJ. |TA

DOBAWKA RASS^ITYWAETSQ S POMO]X@ URAWNENIQ dIRAKA. eSLI WTO-

ROJ ^LEN W FORMULE (26.71) W ZADANNOM PRIBLIVENII W TO^NOSTI
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SOWPAL S TEORIEJ dIRAKA, TO PERWYJ ^LEN W (26.71) NESKOLXKO

OTLI^AETSQ OT OB]EPRINQTOGO. |NERGETI^ESKIE UROWNI W NA[EM

SLU^AE NESKOLXKO ZANIVENY PO SRAWNENI@ SO STANDARTNYMI Ws.

dLQ SRAWNENIQ PRIWEDEM KONKRETNYE ZNA^ENIQ

Ws �W
Ws

� 100% =
�2

2n2
� 100% =

1

n2
0:00266% (26:72)

pOLU^ENNAQ NAMI OCENKA UKLADYWAETSQ W OCENKU POGRE[NOSTI TE-

ORETI^ESKIH I \KSPERIMENTALXNYH ZNA^ENIJ \NERGII SERII bALX-

MERA. pOLNAQ [IRINA TONKOJ STRUKTURY [113], OPREDELQEMAQ KAK

RASSTOQNIE MEVDU UROWNQMI j1 = n�1=2 I j2 = 1=2 PRI ZADANNOM

n SOWPADAET SOWPADAET S ANALOGI^NOJ WELI^INOJ IZ TEORII dI-

RAKA. rASSMOTRIM KWANTOWANIE KRUGOWYH ORBIT \LEKTRONA W POLE

PROTONA S \FFEKTIWNOJ POTENCIALXNOJ \NERGIEJ (26.28). nA[EJ

CELX@ QWLQETSQ WYQSNITX KAK SWQZANY RASSMOTRENNYE WY[E KRU-

GOWYE ORBITY W POLE PROTONA (26.31), ANALOGI^NYE KAPLANOWSKIM

ORBITAM W oto, S ORBITAMI bORA W ATOME WODORODA. o^EWIDNO,

^TO W SLU^AE KRUGOWYH ORBIT MY DOLVNY POLOVITX RAWNYM NU-

L@ RADIALXNOE KWANTOWOE ^ISLO nr W (26.68). tOGDA ORBITALXNOE

KWANTOWOE ^ISLO n� BUDET SOWPADATX S GLAWNYM n. |TO PRIWODIT

K SLEDU@]EMU ZNA^ENI@ BEZRAZMERNOJ \NERGII E.

E =
1r

1 + �2

n2

; n = n�; � =
e2

�hc
: (26:73)

qSNO, ^TO W WIDU MALOSTI POSTOQNNOJ TONKOJ STRUKTURY �, PO-

SLEDNEE SOOTNO[ENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE

E = 1� �2

2n2
+
3�4

8n4
: (26:74)

rASSMOTRIM USTOJ^IWYE ORBITY \LEKTRONA W POLE PROTONA W SO-

GLASII S SOOTNO[ENIEM (26.31), WYBRAW ZNAK PL@S PERED RADI-

USAMI. rASSMOTRIM SLU^AJ a � 1, ^TO \KWIWALENTNO r=r0 � 1.

iMENNO TAKOJ SLU^AJ REALIZUETSQ W ATOME WODORODA, KOGDA RADI-

USY BOROWSKIH ORBIT ZNA^ITELXNO BOLX[E KLASSI^ESKOGO RADIUSA

\LEKTRONA. sOOTNO[ENIE (26.31) MOVNO PREOBRAZOWATX K WIDU

x1 = a2(2� 1=a2); E1 = 1 � 1

8a2
: (26:75)

pRIRAWNIWAQ \NERGI@ USTOJ^IWYH KAPLANOWSKIH ORBIT IZ (26.75)

\NERGII USTOJ^IWYH BOROWSKIH ORBIT (26.74) I OGRANI^IWAQSX
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^LENAMI S �2, POLU^IM S ISPOLXZOWANIEM (26.29) WYRAVENIE.

M =
nmecr0
�

= n�h: (26:76)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET, ^TO KAPLANOWSKIE USTOJ^I-

WYE ORBITY W ATOME WODORODA W TO^NOSTI SOWPADA@T S BOROWSKIMI

ORBITAMI.

rASSMOTRIM BLIVAJ[U@ K CENTRU USTOJ^IWU@ KAPLANOWSKU@

ORBITU, KOTORAQ W SOOTWETSTWII S RAZOBRANNYM WY[E, IMEET ZNA-

^ENIE a2 = 2 ILI r1 = 4r0. dLQ \TOGO SLU^AQ IZ FORMUL (26.31)

NAHODIM.

E1 =

vuut27
32
: (26:77)

pRIRAWNIWAQ \NERGI@ IZ POSLEDNEJ FORMULY \NERGII IZ SOOTNO-

[ENIQ (26.73), POLU^IM

n =

vuut27
5
� = 0:017: (26:78)

qSNO, ^TO POSLEDNQQ FORMULA NE UDOWLETWORQET USLOWI@ KWAN-

TOWANIQ, TAK KAK n DOLVNO BYTX CELYM I POLOVITELXNYM. |TO

GOWORIT, ^TO RAZWIWAEMYJ ZDESX METOD KWANTOWANIQ zOMMERFELX-

DA NE RABOTAET NA BLIZKIH RASSTOQNIQH OT CENTRA PROTONA. ~TO

KASAETSQ NEUSTOJ^IWYH KAPLANOWSKIH ORBIT DLQ PROTONA, TO NI

ODNA IZ NIH NE SOWMESTNA S USLOWIQMI KWANTOWANIQ zOMMERFELX-

DA.

iTAK, PRIMENENNYJ NAMI METOD KWANTOWANIQ bORA - zOMMER-

FELXDA W RIMANOWOM PROSTRANSTWE, PRIWEL K REZULXTATAM BLIZ-

KIM S zOMMERFELXDOM. |TO GOWORIT, ^TO PREDLOVENNYJ NAMI WA-

RIANT NOWOJ METRI^ESKOJ TEORII PO KRAJNEJ MERE NE ABSURDEN.
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gLAWA 7

wwedenie w klassi~esku`
mezodinamiku swqzannyh

nuklonow

w \TOJ GLAWE POLU^ENO URAWNENIE SKALQRNOGO MEZONNOGO POLQ SWQ-

ZANNYH NUKLONOW, RELQTIWISTSKOE URAWNENIE DWIVENIQ PROBNYH

NUKLONOW W POLE SWQZANNYH MEZONOW. oPREDELENA GEOMETRIQ PRO-

STRANSTWA - WREMENI MEZONNOGO SKALQRNOGO POLQ I NAJDEN TENZOR

\NERGII - IMPULXSA \TOGO POLQ.

27. sKALQRNYE QDERNYE SILY SWQZANNYH NUKLONOW

rASSMOTRIM SNA^ALA PROSTEJ[IJ WARIANT TEORII QDERNYH

SIL, OSNOWANNYJ NA DOPU]ENII, ^TO SILA PRITQVENIQ MEVDU L@-

BYMI NUKLONAMI OBUSLAWLIWAETSQ NEJTRALXNYM MEZONNYM POLEM,

KOTOROE OPREDELQETSQ ODNOKOMPONENTNOJ SKALQRNOJ WE]ESTWEN-

NOJ FUNKCIEJ  . tEORI@ SKALQRNYH QDERNYH SIL BUDEM STROITX

W RAMKAH KLASSI^ESKOJ (NEKWANTOWOJ) MEZODINAMIKI, S U^ETOM

"SWQZANNOSTI" POWERHNOSTNYH NUKLONOW W QDRE. bUDEM S^ITATX

DLQ PROSTOTY MODELI, ^TO KAK I DLQ ZARQVENNYH PROWODNIKOW,

NUKLONY, KOTORYE NAHODQTSQ NA POWERHNOSTI QDRA WZAIMODEJST-

WU@T S SOZDAWAEMYM IMI WNE[NIM POLEM. wWIDU KOROTKODEJST-

WIQ QDERNYH SIL, NUKLONY RASPOLOVENY W OB_EME QDRA S WNE[NIM

POLEM WNE QDRA NE WZAIMODEJSTWU@T, A WZAIMODEJSTWU@T LI[X S

BLIVAJ[IMI SOSEDQMI. oDNAKO KONKRETNOE RASPREDELENIE NUK-

LONNOJ PLOTNOSTI W QDRE NA PERWOM \TAPE U^ITYWATX NE BUDEM,

TAK KAK U^ET RASPREDELENIQ PLOTNOSTI NUKLONOW W QDRE (KAK I

U^ET RASPREDELENIQ PLOTNOSTI ZARQDA WNUTRI \LEKTRONA W TEORII

\LEKTROMAGNITNOJ MASSY) NE PRIWEDET K SU]ESTWENNOMU \FFEKTU.

sU]ESTWENNYM OTLI^IEM QDERNYH SIL OT \LEKTROMAGNITNYH QW-

LQETSQ SILA PRITQVENIQ MEVDU ODINAKOWYMI NUKLONAMI, WMESTO

SILY OTTALKIWANIQ MEVDU ODNOIMENNYMI ZARQDAMI W \LEKTRODI-

NAMIKE. |TO PRIWODIT K TOMU, ^TO NUKLONY NA POWERHNOSTI QD-

RA ISPYTYWA@T SILU POLOVITELXNOGO DAWLENIQ SO STORONY SOZ-

DAWAEMOGO IMI POLQ (WMESTO SILY OTRICATELXNOGO DAWLENIQ SO

STORONY \LEKTRI^ESKOGO POLQ ZARQVENNOGO PROWODNIKA.) tAK KAK
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KAVDYJ IZ NUKLONOW POKOITSQ, TO SILA SO STORONY POLQ URAWNO-

WE[IWAETSQ SILOJ SWQZI SO STORONY QDRA. s NA[EJ TO^KI ZRENIQ

KAVDYJ IZ NUKLONOW NA POWERHNOSTI QDRA W SILU POSTULATA \KWI-

WALENTNYH SITUACIJ, (KOTORYJ MY RASPROSTRANQEM I NA QDERNYE

SILY) "DWIVETSQ" USKORENNO PO RADIUSU OT CENTRA. iTAK, KAV-

DYJ IZ NUKLONOW NA POWERHNOSTI QDRA, KOTOROE S^ITAEM SFERI-

^ESKIM PO FORME, \KWIWALENTEN RAZME]ENI@ W NA^ALE KOORDINAT

NEKOTOROJ RAWNOUSKORENNOJ nso S METRIKOJ (2.18). t.K. W METRI-

KE (2.18) PROSTRANSTWENNOE SE^ENIE QWLQETSQ PLOSKIM, TO WKLAD

W SKALQRNYJ POTENCIAL  OT WSEJ SFERY MOVNO WY^ISLITX PU-

TEM INTEGRIROWANIQ WKLADA OT \LEMENTARNYH "ZARQDOW" KAVDOGO

IZ \LEMENTOW SFERY W PLOSKOM PROSTRANSTWE ( NO W RIMANOWOM

PROSTRANSTWE- WREMENI).

pO\TOMU PREDWARITELXNO WOZNIKAET ZADA^A O NAHOVDENII POLQ

NUKLONA W RAWNOUSKORENNOJ nso.

tAK KAK FIZI^ESKIE ZAKONY DOLVNY BYTX SPRAWEDLIWY WO WSEH

so, ZNA^IT ONI DOLVNY WYRAVATXSQ W WIDE TENZORNYH URAWNE-

NIJ. eSLI URAWNENIQ SODERVAT PROIZWODNYE POLEWYH WELI^IN,

TO \TO DOLVNY BYTX KOWARIANTNYE PROIZWODNYE. sLEDOWATELXNO,

IZWESTNYE URAWNENIQ SKALQRNOGO MEZONNOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO

TO^E^NYMI NUKLONAMI, IME@]IE W iso WID [109]

�
r2 � 1

c2
@2

@t2
� k20

�
 = 4�g0�(~r � ~r0(t)); (27:1)

GDE g0 - MEZONNYJ ZARQD, ~r0(t) - RADIUS-WEKTOR DWIVU]EGOSQ NUK-

LONA, DOLVNY BYTX W nso PREDSTAWLENY W FORME

�g��r�r� � k20 = 4�g0�(~r � ~r0(t)); k0 =
2��c

h
: (27:2)

w SOOTNO[ENII (27.2) � - MASSA NUKLONA, h - POSTOQNNAQ pLANKA,

~r - RADIUS-WEKTOR KOORDINATY TO^KI NABL@DENIQ, g�� - METRI^ES-

KIJ TENZOR nso. nAPISANNOE URAWNENIE (27.2) NOSIT NAZWANIE

URAWNENIQ kLEJNA - gORDONA. uRAWNENIE MOVNO PREOBRAZOWATX

K DRUGOMU WIDU, ISPOLXZUQ IZWESTNOE SOOTNO[ENIE DLQ KOWARI-

ANTNOJ DIWERGENCII PROIZWOLXNOGO WEKTORNOGO POLQ r� = A� W

WIDE

r�a
� =

1p�g
@(
p�gA�)

@y�
: (27:3)

iZ (27.3), NAHODIM DLQ (27.2) WYRAVENIE

� 1p�g
@

@y�

�p�gg�� @ 
@y�

�
� k20 = 4�g0�(~r � ~r0(t)): (27:4)
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~TOBY RE[ITX URAWNENIE (27.4), NEOBHODIMO ZNATX KOMPONENTY

METRI^ESKOGO TENZORA g��. w RAWNOUSKORENNOJ nso METRIKA OPRE-

DELENA IZ SOOTNO[ENIQ (2.18). bUDEM ISKATX STACIONARNOE RE[E-

NIE (27.4) S U^ETOM METRIKI (2.18), S^ITAQ, ^TO TO^E^NYJ NUKLON

RASPOLOVEN W NA^ALE KOORDINAT. w REZULXTATE PRIHODIM K SLEDU-

@]EMU URAWNENI@

� +
a0
c2
@ 

@y1
� k20 = 4�g0�(y1)�(y2)�(y3): (27:5)

rE[ENIE (27.5) I]EM W WIDE

 = u(y1; y2; y3) exp(�y1); � = �a
2
= � a0

2c2
: (27:6)

pOSLE ^EGO URAWNENIE DLQ u SWEDETSQ K FORME

�u� (
a2

4
+ k20)u = 4�g0 exp

�ay1
2

�
�(y1)�(y2)�(y3); (27:7)

a EGO RE[ENIE

u = �g
0

r
exp

�
�r

vuutk20 + a20
4c4

�
: (27:8)

oTMETIM, ^TO HOTQ PROSTRANSTWO (2.18) - RIMANOWO, NO EGO PRO-

STRANSTWENNOE SE^ENIE EWKLIDOWO, W KOTOROM SU]ESTWUET RADIUS -

WEKTOR.iZ RASSMOTRENNOGO SLEDUET, ^TO RE[ENIE URAWNENIQ (27.5)

IMEET WID

 = �g
0

r
exp

(
�
a0r

�r
1 + 4k20c

4

a20
+ cos �

�

2c2

)
: (27:9)

rE[IW PREDWARITELXNU@ ZADA^U O POLE NUKLONA W RAWNOUSKO-

RENNOJ nso, PRISTUPIM K RE[ENI@ OSNOWNOJ ZADA^I NAHOVDE-

NI@ POLQ QDRA, U^ITYWAQ, ^TO POWERHNOSTNYE NUKLONY W QDRE

NAHODQTSQ W OSOBOM SOSTOQNII, \KWIWALENTNOM IH "USKORENNOMU

DWIVENI@" PO RADIUSU OT CENTRA.

rAZOB_EM POWERHNOSTX SFERI^ESKOGO QDRA NA \LEMENTARNYE

Q^EJKI, WYBRAW SFERI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT S NA^ALOM W

CENTRE QDRA. nA POWERHNOSTI QDRA ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNI-

KA@T AFFINNYE ORTOGONALXNYE REPERY S WEKTORAMI, NAPRAWLEN-

NYMI WDOLX KOORDINATNYH LINIJ. wYBEREM NA POLQRNOJ OSI WNE

QDRA NEKOTORU@ TO^KU NABL@DENIQ, W KOTOROJ WY^ISLIM QDERNYJ

POTENCIAL OT POWERHNOSTNYH NUKLONOW QDRA. wWEDEM NUKLONNU@

POWERHNOSTNU@ PLOTNOSTX ZARQDOW �. iZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII
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O^EWIDNO, ^TO DLQ L@BOGO POLQRNOGO UGLA �, OTS^ITYWAEMOGO OT

POLQRNOJ OSI, WKLAD W QDERNYJ POTENCIAL OT \LEMENTA W TO^KE

NABL@DENIQ NE ZAWISIT OT AZIMUTALXNOGO UGLA �. pO\TOMU WKLAD

W POTENCIAL d OT KOLXCA [IRINY Rd� I RADIUSA R sin � IMEET

WID

d = �2��R
2 sin �

r0
exp

(
�
a0r

0
�r

1 +
4k20c

4

a20
+ cos


�

2c2

)
d�: (27:10)

zDESX 
 - UGOL MEVDU RADIUSOM-WEKTOROM IZ NA^ALA KOORDINAT DO

\LEMENTA ZARQDA I RADIUSOM-WEKTOROM ~r0 OT \LEMENTA ZARQDA DO

TO^KI NABL@DENIQ.

oTMETIM WO IZBEVANIE NEDORAZUMENIJ, ^TO S TO^KI ZRENIQ LO-

KALXNOGO NABL@DATELQ, SWQZANNOGO S \LEMENTOM POWERHNOSTI, NA

KOTOROJ RASPOLOVEN "USKORENNYJ" NUKLONNYJ ZARQD, PROSTRAN-

STWO QWLQETSQ PLOSKIM, A PROSTRANSTWO-WREMQ - RIMANOWYM. pO-

\TOMU ~r0 I ~r S TO^KI ZRENIQ \TOGO NABL@DATELQ IME@T QSNYJ

GEOMETRI^ESKIJ SMYSL. s DRUGOJ STORONY, SOWOKUPNOSTX MIRO-

WYH LINIJ ^ASTIC, RASPOLOVENNYH NA SFERE, S TO^KI ZRENIQ GLO-

BALXNOGO NABL@DATELQ, NAHODQ]EGOSQ W NA^ALE SFERI^ESKOJ SIS-

TEMY OTS^ETA, NE PRINADLEVIT VESTKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso,

POSKOLXKU RADIALXNYE USKORENIQ NE PARALLELXNY. dLQ TAKOGO

NABL@DATELQ SOWOKUPNOSTX RASSMOTRENNYH MIROWYH LINIJ ^AS-

TIC NA SFERE PRINADLEVIT K RADIALXNOUSKORENNOJ VESTKOJ nso.

"pROSTRANSTWENNOE SE^ENIE" DLQ ^ASTIC NA SFERE NE BUDET PLOS-

KIM.

tAK KAK S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ NA \LEMENTE POWERHNOSTI

SFERY TREHMERNOE PROSTRANSTWO PLOSKOE, TO, ISPOLXZUQ \LEMEN-

TARNYE TRIGONOMETRI^ESKIE PREOBRAZOWANIQ, POLU^IM DLQ QDER-

NOGO POTENCIALA  WYRAVENIE

 = � g
0

2r
e�rp

Z 1

�1

exp(��r(fb + x))

b
dx (27:11)

zDESX WWEDENY SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ

x = cos �; f =

vuuut1 + 4k20c
4

a20
; � =

a0
2c2

;

p =
R

r
; b =

p
1 + a2 � 2ax: (27:12)

iNTEGRAL (27.11) MOVNO PREOBRAZOWATX K WIDU

 =
g0

2Rs
exp (�s2 + s2p2(1� f2))

Z s(1�p(1+f))
s(1+p(1�f))

exp(u2)du; (27:13)
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GDE WELI^INa s OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

s =

vuut�r
2p

= r

s
a0

4Rc2
: (27:14) =

pOTENCIAL  SKALQRNOGO MEZONNOGO POLQ MOVNO NAJTI I NEPO-

SREDSTWENNO IZ RE[ENIQ URAWNENIQ (27.4) S NULEWOJ PRAWOJ ^AS-

TX@, WYBRAW STACIONARNOE RE[ENIE DLQ SLU^AQ SFERI^ESKOJ SIM-

METRII.kOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA ZADA@TSQ INTERWALOM

(19.4), W KOTOROM FUNKCII �(r) I �(r) TREBUETSQ OPREDELITX. iZ

(27.4) POLU^AEM SOOTNO[ENIE

@

@r

�
exp

�� � �

2

�
r2
@ 

@r

�
= k20r

2 (r) exp
�� + �

2

�
: (27:15)

sOOTNO[ENIE (27.15) PRI IZWESTNOJ FUNKCII  (r) IZ (27.13) SWQ-

ZYWAET ISKOMYE FUNKCII �(r) I �(r).

dLQ NAHOVDENIQ WTOROGO URAWNENIQ, SWQZYWA@]EGO \TI FUNK-

CII, RASSMOTRIM SILU SO STORONY POLQ, DEJSTWU@]U@ NA "PROB-

NYJ" NUKLONNYJ "ZARQD" g0 , ZAKREPLENNYJ W TO^KE S KOORDINA-

TOJ r OT CENTRA [ARA. pUSTX MASSA PROBNOGO ZARQDA m0. tOGDA

WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY F 1 MIROWOJ LINII \TOGO ZARQDA MOVNO

NAJTI IZ SOOTNO[ENIQ (1.5), ZAPISAW DLQ ZAKREPLENNYH ZARQDOW

USLOWIE SOPUTSTWIQ DLQ METRIKI (19.4) W WIDE

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2;

V0 = (g00)
1=2; F 1 = F (r); F 0 = F 2 = F 3 = 0: (27:16)

oTKUDA IZ (1.5), (19.4) I (27.16) IMEEM

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��): (27:17)

s DRUGOJ STORONY, \TU WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJ-

STWU@]EJ NA NUKLON SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ NUKLON W

POLE NEPODWIVNYM. |TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY PO-

LQ I PROTIWOPOLOVNA EJ PO ZNAKU. uRAWNENIQ DWIVENIQ NUKLON-

NOGO ZARQDA W SKALQRNOM MEZONNOM POLE MOVNO NAJTI IZ ZAKONA

nX@TONA, PREDSTAWIMOGO W WIDE

DV �

dS
=

g0

m0c2
(g�� � V �V �)

@ 

@y�
(27:18)

w NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII \TA FORMULA SOWPADAET S

OBY^NYM URAWNENIEM DWIVENIQ NUKLONA W SKALQRNOM MEZONNOM

POLE [109].
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w SOGLASII SO SKAZANNYM WY[E, POLU^AEM FORMULU

1

2

d�

dr
exp(��) = g0

m0c2
exp(��)@ 

@r
; (27:19)

IZ KOTOROJ S U^ETOM OBRA]ENIQ METRIKI NA BESKONE^NOSTI W PLOS-

KU@, IMEEM

�(r) =
2g0

m0c2
 (r): (27:20)

iTAK, FORMULY (27.20), (27.13) OPREDELQ@T g00 KOMPONENTU MET-

RI^ESKOGO TENZORA SKALQRNOGO MEZONNOGO POLQ. kOMPONENTU g11
METRI^ESKOGO TENZORA MOVNO OPREDELITX IZ URAWNENIQ (27.15),

KOTOROE MOVNO PREDSTAWITX W SLEDU@]EJ FORME:

dY

dr
+ h(r)Y (r) = k(r); Y (r) = exp(��); h(r) =

2

T

dT

dr
;

T (r) = exp
��
2

�
r2
@ 

@r
; k(r) =

2k20 
@ 
@r

: (27:21)

tAKIM OBRAZOM, POU^ILI LINEJNOE NEODNORODNOE URAWNENIE, RE-

[ENIE KOTOROGO PREDSTAWIMO W WIDE:

Y (r) = exp
�
�
Z r

d
h(r)dr

� Z r

d
exp

�Z r
d
h(r)dr

�
k(r)dr+

+C exp
�
�
Z r
d
h(r)dr

�
: (27:22)

rE[ENIE URAWNENIQ PREDSTAWLENO ZDESX KAK SUMMA DWUH FUNKCIJ.

pERWAQ PRI r = d OBRA]AETSQ W NULX, A WTORAQ PRINIMAET ZNA^E-

NIE C. wNUTRENNIJ INTEGRAL LEGKO BERETSQ W KWADRATURAH.

Z r
d
h(r)dr = ln

�T (r)
T (d)

�2
;

OTKUDA SLEDUET WYRAVENIE

Y (r) =
2k20
T 2(r)

Z r
d
exp(�)r4 

@ 

@r
dr + C

�T (d)
T (r)

�2
: (27:23)

w SOOTNO[ENII (27.23) INTEGRALXNAQ KRIWAQ Y (r) PROHODIT ^E-

REZ TO^KU (d;C). s^ITAQ, ^TO NA BESKONE^NOSTI METRIKA QWLQETSQ

PLOSKOJ, POLU^IM

Y (r) =
�T (1)

T (r)

�2�
1� 2k20

T 2(1)

Z 1
r

exp(�)r4 
@ 

@r
dr
�
: (27:24)
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fORMULY (27.13), (27.20) I (27.24) OPREDELQ@T GEOMETRI@ PRO-

STRANSTWA - WREMENI SKALQRNOGO MEZONNOGO POLQ. zNAQ METRIKU I

SKALQRNYJ POTENCIAL  , NAJDEM TENZOR \NERGII-IMPULXSA NEJ-

TRALXNOGO SKALQRNOGO POLQ, WOSPOLXZUQSX REZULXTATOM RABOTY

[53]. w REZULXTATE POLU^AEM

T�� =
n

4�

� @ 
@y�

@ 

@y�
+
1

2

�
k20 �

@ 

@y�
@ 

@y�

�
g��

�
: (27:25)

zDESX n - RAZMERNAQ POSTOQNNAQ, WYBOR KOTOROJ ZAWISIT OT KON-

KRETNOGO WIDA SKALQRNOGO POLQ. dLQ INTERESU@]EJ NAS TETRAD-

NOJ KOMPONENTY T(0)(0) TENZORA \NERGII-IMPULXSA POLU^AEM WYRA-

VENIE

T(0)(0) =
n

4�

�d 
dS

d 

dS
+
1

2

�
k20 �

@ 

@y�
@ 

@y�

��
: (27:26)

dLQ STACIONARNOGO SLU^AQ W SOPUTSTWU@]EJ SISTEME (27.16) NA-

HODIM

T(0)(0) =
n

8�

�
k20 

2 � gkl
@ 

@yk
@ 

@yl

�
: (27:27)

dALEE, WOSPOLXZUQSX OB]EJ FORMULOJ (19.18) DLQ \NERGII POLQ,

POLU^IM WYRAVENIE

W =
Z
T (0)(0)

p�gd3y =

=
n

8�

Z
exp

��+ �

2

�
r2 sin �

�
k20 

2 + e��
�d 
dr

�2�
d�d�dr =

=
n

2

Z
exp

��+ �

2

�
r2
�
k20 

2 + e��
�d 
dr

�2�
dr: (27:28)

wOSPOLXZUQSX URAWNENIEM (27.15), IMEEM DLQ PERWOGO ^LENA W

(27.28) WYRAVENIE

n

2

Z
exp

��+ �

2

�
r2k20 

2dr =

=
n

2

Z
 
@

@r

��
exp

� � �

2

�
r2
@ 

@r

�
dr; (27:29)

KOTOROE POSLE INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM SWODIT \NERGI@ POLQW

K WIDU

W = �n
2
 (R) exp

��(R) � �(R)
2

�
R2@ 

@r

������
r=R

: (27:30)
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oTMETIM, ^TO POLU^ENNYE REZULXTATY NEODNOZNA^NY. uRAWNENIE

(27.2), KAK IZWESTNO, NAPRIMER, IZ [23], ZAWISIT OT METODA WYWODA

I MOVET BYTX PREDSTAWLENO W SLEDU@]EJ FORME

�g��r�r� � k20 � kR = 4�g0�(~r � ~r0(t)); k0 =
2��c

h
: (27:31)

zDESX R - SKALQRNAQ KRIWIZNA, k - NEKOTORAQ POSTOQNNAQ, ZAWISQ-

]AQ OT SPOSOBA POLU^ENIQ \TOGO URAWNENIQ.mY NE BUDEM NA \TOM

OSTANAWLIWATXSQ, OTSYLAQ ^ITATELQ K RABOTE [23]. qSNO, ^TO IS-

POLXZUEMYJ ZDESX APPARAT MOVNO PRIMENITX I W TEORII NESTA-

CIONARNOGO PERENOSA NEJTRONOW [114-116] DLQ UTO^NENIQ SE^ENIJ

RASSEQNIQ I ZAHWATA, NO \TO NE QWLQETSQ PREDMETOM ISSLEDOWANIQ

W DANNOJ KNIGE.

28. sKALQRNAQ NX@TONOWA GRAWITACIONNAQ SILA

SWQZANNYH MASS

pROWEDEM ANALIZ POLU^ENNOGO SOOTNO[ENIQ DLQ \NERGII POLQ.

dLQ ^ASTNOGO SLU^AQ k0 = 0, NEJTRALXNOE MEZONNOE POLE PO

STRUKTURE NAPOMINAET NX@TONOWSKOE GRAWITACIONNOE POLE. rE-

[IM SLEDU@]U@ ZADA^U.

pUSTX IMEETSQ NEWESOMAQ TWERDAQ OBOLO^KA RADIUSA R, OKRU-

VENNAQ WZAIMODEJSTWU@]IMI DRUG S DRUGOM PO ZAKONU WSEMIR-

NOGO TQGOTENIQ nX@TONA ^ASTICAMI PYLI. pUSTX MASSIWNYE PY-

LINKI RASPOLOVENY W O^ENX TONKOM SFERI^ESKOM SLOE, TOL]INA

KOTOROGO PRENEBREVIMO MALA PO SRAWNENI@ S RADIUSOM OBOLO^-

KI. qSNO, ^TO POD DEJSTWIEM SILY WZAIMNOGO PRITQVENIQ ^AS-

TICY BUDUT DAWITX NA OBOLO^KU. pO TRETXEMU ZAKONU nX@TONA

OBOLO^KA BUDET DAWITX NA ^ASTICY, WYZYWAQ U NIH POQWLENIE

"USKORENIQ", NAPRAWLENNOGO OT CENTRA OBOLO^KI PO RADIUSU. w

SOGLASII S POSTULATOM \KWIWALENTNYH SITUACIJ I WY^ISLENIQ-

MI, PROWEDENNYMI W PREDYDU]EM RAZDELE, POTENCIAL SKALQRNOGO

GRAWITACIONNOGO POLQ GRAWITIRU@]EGO SLOQ MOVNO POLU^ITX IZ

FORMULY (27.13), POLAGAQ W NEJ f = 1.

 =
g0

2Rs
exp (�s2)

Z s(1�2p)
s

exp(u2)du; (28:1)

GDE WELI^INa s OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

s =

vuut�r
2p

= r

s
a0

4Rc2
: (28:2)
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w SOGLASII S PRINCIPOM SOOTWETSTWIQ, PRI IS^EZA@]E MALYH

ZNA^ENIQH s DOLVNO POLU^ATXSQ WYRAVENIE DLQ NX@TONOWA PO-

TENCIALA. oTKUDA SLEDUET, ^TO ZARQD g0 = kM , GDE k - GRAWITA-

CIONNAQ POSTOQNNAQ, M - MASSA WSEH ^ASTIC W SLOE. wELI^INA a0
NA POWERHNOSTI OBOLO^KI RAWNA POLOWINE OT WELI^INY USKORENIQ

SWOBODNOGO PADENIQ PROBNYH ^ASTIC NA OBOLO^KU, ^TO DAET DLQ s

s =
r

4R

s
rg
R
; rg =

2kM

c2
; (28:3)

GDE rg - GRAWITACIONNYJ RADIUS.

dLQ SKALQRNOGO GRAWITACIONNOGO POLQ URAWNENIE (27.15) SWO-

DITSQ K WIDU
@

@r

�
exp

�� � �

2

�
r2
@ 

@r

�
= 0; (28:4)

INTEGRIRUQ KOTOROE PRI WYPOLNENII PRINCIPA SOOTWETSTWIQ, PO-

LU^AEM

exp
�� � �

2

�
r2
@ 

@r
= kM: (28:5)

wOSPOLXZUQSX WYRAVENIEM DLQ \NERGII (27.30), POLU^IM

W = �n
2
km (R): (28:6)

eSLI MY PRENEBREVEM "USKORENIEM" ^ASTIC NA SFERE, TO W SILU

KLASSI^ESKOGO SOOTNO[ENIQ

 = �kM
R
;

POLU^AEMOGO IZ (28.1) PRI s! 0, NAHODIM

W =
n

2

k2m 2

R
: (28:7)

iZ PRINCIPA SOOTWETSTWIQ DLQ NX@TONOWSKOGO GRAWITACIONNOGO

POLQ WYBIRAEM

n = �1
k
; (28:8)

POSLE ^EGO WYRAVENIE DLQ \NERGII POLQ WNE OBOLO^KI W NULEWOM

PRIBLIVENII SOWPADAET S NX@TONOWSKIM ANALOGOM.

W = �1
2

km 2

R
: (28:9)
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zNAK MINUS GOWORIT O TOM, ^TO MASSY W GRAWITACII WSEGDA PRITQ-

GIWA@TSQ. w \LEKTROSTATIKE ODNOIMENNYE ZARQDY OTTALKIWA@T-

SQ, PO\TOMU \LEKTROSTATI^ESKAQ \NERGIQ ZARQVENNOGO [ARA DLQ

ZARQDA L@BOGO ZNAKA POLOVITELXNA.

oTMETIM, ^TO RASSMATRIWAEMAQ NAMI NX@TONOWSKAQ SKALQR-

NAQ GRAWITACIQ RASSMATRIWAETSQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE-

WREMENI. oNA NI W KOEM SLU^AE NE PRETENDUET NA ZAMENU oto I

PREDSTAWLQET ^ISTO METODI^ESKIJ INTERES, KAK NEKOTORYJ ^AST-

NYJ SLU^AJ BEZMASSOWOGO MEZONNOGO SKALQRNOGO POLQ, DLQ KOTO-

ROGO URAWNENIQ BOLEE PROSTY, ^EM DLQ MASSIWNYH MEZONOW.

iZ FORMULY (28.9) SLEDUET, ^TO PRI R ! 0 \NERGIQ GRAWITA-

CIONNOGO POLQ OBOLO^KI PRI FIKSIROWANNOJ MASSEM STREMITSQ K

MINUS BESKONE^NOSTI. |TO WPOLNE ESTESTWENNO DLQ TEORII kULONA

I nX@TONA I QWLQETSQ GLAWNOJ TRUDNOSTX@ \TIH TEORIJ.

nAJDEM ZNA^ENIE \NERGII SKALQRNOGO GRAWITACIONNOGO POLQ

W NA[EM SLU^AE. dLQ \TOGO WOSPOLXZUEMSQ WYRAVENIQMI (28.6) I

(28.1) PRI p = 1. w REZULXTATE POLU^IM

 (R) = �g
0 exp(��2)p�

2Ri�

�
�(i�)

�
; s(R) = � =

1

4

s
rg
R
: (28:10)

pRI R! 0, � !1, PO\TOMU ISPOLXZUQ FORMULU (19.22), NAHODIM

W = �2Mc2:

zNAK MINUS W \NERGII OZNA^AET NALI^IE PRITQVENIQ MEVDU ^AS-

TICAMI, A UDWOENIE \NERGII OBUSLOWLENO NALI^IEM DAWLENIQ pU-

ANKARE SO STORONY VESTKOJ OBOLO^KI NA ^ASTICY.

29. |NERGIQ PROTONA

w RAZDELE 19 PRI RASSMOTRENII \LEKTROMAGNITNOJ \NERGII

\LEKTRONA DLQ USTRANENIQ EGO WZRYWA POD DEJSTWIEM KULONOWSKIH

SIL BYLO NEOBHODIMO WWODITX POWERHNOSTNOE DAWLENIE pUANKARE.

pRIRODA \TOGO DAWLENIQ NEIZWESTNA, ODNAKO ONO NEOBHODIMO DLQ

OB_QSNENIQ USTOJ^IWOSTI \LEKTRONA. pRI RASSMOTRENII PROTONA

DAWLENIE pUANKARE OBUSLOWLENO ESTESTWENNYMI QDERNYMI SILA-

MI. dLQ PROSTOTY BUDEM S^ITATX, ^TO ZARQD PROTONA RAZMAZAN PO

EGO POWERHNOSTI, A OTRICATELXNOE DAWLENIE SO STORONY SOZDANNO-

GO PROTONOM \LEKTROMAGNITNOGO POLQ UDERVIWAET PROTON OT KOL-

LAPSA. tAKIM OBRAZOM, SILA SO STORONY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ
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IGRAET ROLX SWQZI DLQ PROTIWODEJSTWIQ OSNOWNYM QDERNYM SI-

LAM SVATIQ. |TA SILY, NAPRAWLENNYE PO RADIUSU OT CENTRA PRO-

TONA, PROTIWOPOLOVNY PO ZNAKU SILAM pUANKARE DLQ \LEKTRONA,

I W OTLI^IE OT SIL pUANKARE, WYZYWA@T POLOVITELXNOE "USKO-

RENIE" DLQ \LEMENTOW ZARQDOW NA POWERHNOSTI PROTONA. pO\TOMU

DLQ WY^ISLENIQ \NERGII PROTONA BUDEM ISPOLXZOWATX FORMULU

(19.3).

dALXNEJ[EE WY^ISLENIE \LEKTROSTATI^ESKOJ \NERGII PROTONA

PROIZWODITSQ PO FORMULAM RAZDELA 19 S POLOVITELXNYM "USKO-

RENIEM" I DLQ PROTONA PRIWODIT K SOOTNO[ENI@ (19.23) S N=1,

T.E.

W = mpc
2
�
1� 4mpc

2R

e2

�
; (29:1)

GDE mp - MASSA POKOQ PROTONA, A R - EGO HARAKTERNYJ RAZMER. pO-

SLEDNQQ FORMULA SPRAWEDLIWA, KOGDA PARAMETR � W (19.8) MNOGO

BOLX[E EDINICY, ^TO \KWIWALENTNO R ! 0. pO\TOMU DLQ TO^E^-

NOGO PROTONA EGO \NERGIQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ

W = mpc
2: (29:2)
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gLAWA 8

relqtiwistskaq kinematika
deformiruemoj sredy

w \TOJ GLAWE RASSMOTRENA KINEMATIKA DEFORMIRUEMOJ SREDY

W RAMKAH sto. nA GIPERPOWERHNOSTQH ORTOGONALXNYH MIROWYM

LINIQM ^ASTIC SREDY (AKTUALXNOJ I NA^ALXNOJ) NAJDENY TENZORY

DEFORMACIJ W RAZLI^NYH SISTEMAH OTS^ETA, OBOB]A@]IE KLAS-

SI^ESKIE TENZORY aLXMANSI, gRINA, kO[I, fINGERA. pOLU^ENY

RELQTIWISTSKIE URAWNENIQ SOWMESTNOSTI DEFORMACIJ I WYWEDE-

NY SOOTNO[ENIQ, SWQZYWA@]IE TENZOR RASPROSTRANENIQ NATQVE-

NIJ SO SKOROSTX@ IZMENENIQ TENZORA DEFORMACIJ W RAZLI^NYH

PREDSTAWLENIQH.nAJDENY RELQTIWISTSKIE URAWNENIQ SOWMESTNOS-

TI DLQ TENZORA SKOROSTEJ DEFORMACIJ.

30. fORMALIZM ORTOGONALXNYH REPEROW W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO I rIMANA

nEGOLONOMNYE PREOBRAZOWANIQ I TETRADNYJ FORMALIZM W PRE-

DYDU]IH RAZDELAH ISPOLXZOWALISX LI[X \PIZODI^ESKI. w \TOJ

I POSLEDU@]IH GLAWAH FORMALIZM ORTOGONALXNYH REPEROW I NE-

GOLONOMNYE GEOMETRI^ESKIE OB_EKTY QWLQ@TSQ OPREDELQ@]IMI.

tAK KAK W LITERATURE, HORO[O IZWESTNOJ ^ITATELQM (NAPRIMER,

[7]), SWEDENIJ PO TETRADNOMU FORMALIZMU NEDOSTATO^NO DLQ DALX-

NEJ[EGO IZLOVENIQ, A KNIGI [128], [1], [22], W KOTORYH FORMALIZM

DAN DOSTATO^NO POLNO, STALI BIBLIOGRAFI^ESKOJ REDKOSTX@, TO

DLQ UDOBSTWA ^ITATELEJ PRIWEDEM NEOBHODIMYE W DALXNEJ[EM

SOOTNO[ENIQ PO FORMALIZMU ORTOGONALXNYH REPEROW. dLQ BO-

LEE TESNOJ SWQZI S KLASSI^ESKOJ MEHANIKOJ DEFORMIRUEMYH SRED

BUDEM ISPOLXZOWATX W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO NE SIGNATURU

(+ � ��), KAK W PREDYDU]IH RAZDELAH, A ZADAWATX INTERWAL S
POMO]X@ WYRAVENIQ

�dS2 = ���dx�dx�; (30:1)

GDE METRI^ESKIJ TENZOR IMEET PROSTEJ[IJ WID

g�� = ���; �; � = 1; 2; 3; 4; x4 = ict; i =
p�1:
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wS@DU W DALXNEJ[EM GRE^ESKIE INDEKSY BUDUT IZMENQTXSQ OT

EDINICY DO ^ETYREH, A LATINSKIE - OT EDINICY DO TREH. w SI-

LU WYBORA x4 = ict NE DELAETSQ RAZLI^IQ MEVDU KOWARIANTNYMI

I KONTRAWARIANTNYMI KOMPONENTAMI.

w KAVDOJ TO^KE GALILEEWOJ SISTEMY KOORDINAT POSTROIM OR-

TONORMIROWANNYJ REPER - TETRADU. kAVDAQ IZ TETRAD BUDUT OT-

LI^ATXSQ DRUG OT DRUGA TOLXKO PARALLELXNYMI SDWIGAMI ( ODNO-

RODNOE POLE TETRAD), �
O;~h�

�
; (30:2)

OBRAZU@]EE PRQMOLINEJNU@ TETRADNU@ RE[ETKU. nARQDU S TET-

RADAMI (30.2) WWEDEM PROIZWOLXNOE NEODNORODNOE POLE TETRAD

�
O;~h(�)

�
;

KOTORYE SWQZANY S WEKTORAMI TETRAD (30.2) LOKALXNYM ORTOGO-

NALXNYM PREOBRAZOWANIEM

~h(�) = h�(�)~h�: (30:3)

tETRADNYE INDEKSY PROIZWOLXNOGO TETRADNOGO POLQ BUDEM ZA-

KL@^ATX W SKOBKI. kO\FFICIENTY h�(�) NAZYWA@TSQ KO\FFICI-

ENTAMI lAME. wYBRAW TO^KU O KAKOJ LIBO TETRADY (30.2) ZA NA-

^ALO OTS^ETA, OSTALXNYM TO^KAM O SOPOSTAWLQ@TSQ KOORDINATY

mINKOWSKOGO x�, OTS^ITYWAEMYE WDOLX NAPRAWLENIJ TETRADNYH

WEKTOROW. pODOBNO TETRADAM (30.2), TETRADY (30.3) TAKVE OBRAZU-

@T ORTOGONALXNU@, NO UVE ISKRIWLENNU@ TETRADNU@ RE[ETKU, S

KOTOROJ MOVNO SWQZATX KOORDINATNU@ SETKU x(�), KAK I DLQ TET-

RAD (30.2). kOORDINATNYE SETKI TETRAD (30.2) I (30.3) SWQZANY

LOKALXNYM ORTOGONALXNYM PREOBRAZOWANIEM

dx(�) = h�(�)dx�: (30:4)

tOT FAKT, ^TO TETRADNYE WEKTORY EDINI^NY I ORTOGONALXNY ZA-

PI[ETSQ W WIDE

~h(�) �~h(�) = �(��); ~h� �~h� = ���: (30:5)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET

h�(�)h�(�) = �(��); h�(�)h�(�) = ���; ~h� � ~h(�) = h�(�):

(30:6)
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tAK KAK W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA-WREMENI NAHODQTSQ DWA OR-

TONORMIROWANNYH REPERA, TO L@BOJ WEKTOR ~A MOVET BYTX RAZLO-

VEN PO WEKTORAM \TIH REPEROW.

~A = A�
~h� = A(�)~h(�): (30:7)

oTKUDA, ISPOLXZUQ (30.5) I (30.6), POLU^AEM

A(�) = h�(�)A�; A� = h�(�)A(�): (30:8)

zAMETIM, ^TO SOOTNO[ENIE (30.4) W OB]EM SLU^AE NEINTEGRIRUE-

MO, T.K. dx(�) NE QWLQETSQ POLNYM DIFFERENCIALOM. w \TOM SLU-

^AE PREOBRAZOWANIE (30.4) NAZYWAETSQ NEGOLONOMNYM.

nAJDEM IZMENENIE �x(�) PRI OBHODE PO ZAMKNUTOMU KONTURU

W SLU^AE (30.4).

�x(�) =
I
(L)

h�(�)dx� =
Z
(f)

C��(�)df�� 6= 0: (30:9)

mY ISPOLXZOWALI TEOREMU sTOKSA PRI PEREHODE OT INTEGRALA PO

ZAMKNUTOMU KONTURU (L) K INTEGRALU PO OHWATYWAEMOJ KONTUROM

POWERHNOSTI (f).

C��(�) =
1

2

�@h�(�)
@x�

� @h�(�)

@x�

�
: (30:10)

wELI^INA C��(�) NAZYWAETSQ OB_EKTOM NEGOLONOMNOSTI, KOTORYJ

QWLQETSQ OB]EKOWARIANTNYM TENZOROM W INDEKSAH �; �, NO NE OT-

NOSITELXNO INDEKSA �. tOLXKO W TOM SLU^AE, KOGDA WSE KOMPONEN-

TY OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI RAWNY NUL@, PREOBRAZOWANIE BUDET

GOLONOMNYM. oTMETIM E]E ODNO WAVNOE OBSTOQTELXSTWO. tAK KAK

SOOTNO[ENIE (30.3) PRIWODIT K POQWLENI@ ISKRIWLENNOJ TETRAD-

NOJ RE[ETKI, TO PRI PARALLELXNOM PERENOSE NEKOTOROGO WEKTORA
~A EGO KOMPONENTY A(�), WSLEDSTWIE RAZLI^NOJ ORIENTACII TET-

RAD, BUDUT IZMENQTXSQ PO ZAKONU

dpA(�) = ��(��)A(�)dx�: (30:11)

zDESX OB_EKT SWQZNOSTI

��(��) = ���(��)

IGRAET TU VE ROLX, ^TO I SIMWOLY kRISTOFFELQ PRI PARALLELX-

NOM PERENESENII NEKOTOROGO WEKTORA A� W KRIWOLINEJNOJ KOORDI-

NATNOJ SISTEME. wELI^INY ��(��), OBRAZU@]IE OB]EKOWARIANT-

NYJ WEKTOR OTNOSITELXNO INDEKSA �, NAZYWA@TSQ KO\FFICIENTA-

MI WRA]ENIQ rI^^I, DLQ WY^ISLENIQ KOTORYH WOSPOLXZUEMSQ TEM
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FAKTOM, ^TO PRI PARALLELXNOM PERENOSE GALILEEWY KOMPONENTY

WEKTORA NE MENQ@TSQ

dpA� = dpA(�)h�(�) + A(�)dph�(�) = 0;

dpA(�) = �h�(�)@h�(�)
@x�

A(�)dx�:

oTKUDA, SRAWNIWAQ S (30.11), IMEEM

��(��) = �h�(�)@h�(�)
@x�

: (30:12)

kOWARIANTNYJ (ABSOL@TNYJ) DIFFERENCIAL WEKTORA A(�) ESTX

�DA(�) = dA(�) � dpA(�) =
�@A(�)
@x�

���(��)A(�)
�
dx�: (30:13)

�DA(�)

@x�
=� r�A(�) =

@A(�)

@x�
���(��)A(�): (30:14)

oTMETIM, ^TO �r�A(�) QWLQETSQ OB]EKOWARIANTNYM TENZOROM OT-

NOSITELXNO LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ TETRAD. dLQ L@BOGO TEN-

ZORA T�(�), ZADANNOGO GALILEEWYMI I TETRADNYMI KOMPONENTAMI,

IMEEM
�r�T�(�) =

@T�(�)

@x�
���(��)T�(�): (30:15)

w ^ASTNOSTI

�r�h�(�) =
@h�(�)

@x�
+ h�(�)

@h�(�)

@x�
h�(�) � 0: (30:16)

tAKIM OBRAZOM, PRI KOWARIANTNOM DIFFERENCIROWANII KO\FFI-

CIENTY lAME QWLQ@TSQ KOWARIANTNO POSTOQNNYMI. pROIZWODNAQ

PO NAPRAWLENI@ OT NEKOTOROGO GEOMETRI^ESKOGO OB_EKTA T W NA-

PRAWLENII x(�) OPREDELQETSQ PRI POMO]I RAWENSTWA

@T

@x(�)
= h�(�)

@T

@x�
: (30:17)

pOKAVEM, ^TO \TI PROIZWODNYE NEKOMMUTATIWNY I WY^ISLIM IH

KOMMUTATOR

@2T

@x(�)@x(�)
= h"(�)

@h�(�)

@x"

@T

@x�
+ h"(�)h�(�)

@2T

@x"@x�
;

@2T

@x(�)@x(�)
� @2T

@x(�)@x(�)
=
�
h"(�)

@h�(�)

@x"
� h"(�)

@h�(�)

@x"

� @T
@x�

:
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wOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWAMI

C(��; 
) = C�"(
)h�(�)h"(�); (30:18)

C(��; 
)h�(
) = C(��)� =
1

2

�
h"(�)

@h�(�)

@x"
� h"(�)@h�(�)

@x"

�
:

(30:19)

iSPOLXZUQ (3.19), NAHODIM

@2T

@x(�)@x(�)
� @2T

@x(�)@x(�)
= 2C(��)�

@

@x�
= 2C(��; 
)

@

@x(
)
:

(30:20)

iZ (30.20) SLEDUET, ^TO NEKOMMUTATIWNOSTX PROIZWODNYH PO NA-

PRAWLENIQM QWLQETSQ SLEDSTWIEM TOGO, ^TO OB_EKT NEGOLONOMNOS-

TI OTLI^EN OT NULQ. pUTEM NEPOSREDSTWENNOJ PROWERKI MOVNO

UBEDITXSQ, ^TO MEVDU KO\FFICIENTAMI rI^^I I OB_EKTOM NEGO-

LONOMNOSTI SU]ESTWUET SOOTNO[ENIE

�("; ��) = h�(")��(��) = C(�"; �)+C(��; ")+C("�; �): (30:21)

oSTANOWIMSQ E]E NA ODNOM WAVNOM PUNKTE, OTMETIW, ^TO TETRA-

DY (O;~h(a)) TOLXKO ODNOJ TO^KOJ O (NA^ALOM) PRINADLEVAT PRO-

STRANSTWUmINKOWSKOGO, A WSQ OSTALXNAQ KONSTRUKCIQ EMU NE PRI-

NADLEVIT. gEOMETRI^ESKI \TO UTWERVDENIE OZNA^AET, ^TO PREOB-

RAZOWANIQ KOORDINATNOJ SETKI MENQET KOORDINATY TO^EKO, NO NE

IZMENQ@T ORIENTACII SAMIH TETRAD. rASSMOTRIM OBY^NYE (GLO-

BALXNYE) PREOBRAZOWANIQ lORENCA.

x�0 = L�0�x�; L�0�L�0� = ���; L�0� = const: (30:22)

iZ SOOTNO[ENIQ (30.8)

A(�) = h�(�)A�;

GDE A� I h�(�) PRI PREOBRAZOWANIQH lORENCA PREOBRAZU@TSQ KAK

4-WEKTORY, SLEDUET, ^TO

A0(�) = h0�(�)A
0
� = L�0�L�0�h�(�)A� = A(�): (30:23)

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR A(�), ZADANNYJ TETRADNYMI KOMPONENTA-

MI, PRI PREOBRAZOWANIQH lORENCA WEDET SEBQ KAK SOWOKUPNOSTX

SKALQROW. tAK KAK TETRADY DRUG OT DRUGA OTLI^A@TSQ TOLXKO

OTNOSITELXNOJ ORIENTACIEJ, TO ONI SWQZANY LOKALXNYM ORTOGO-

NALXNYM PREOBRAZOWANIEM

~h(�0) = !(�0�)~h(�); !(��)!(��) = �(��); (30:24)
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GDE KO\FFICIENTY PREOBRAZOWANIQ !(��) ZAWISQT OT KOORDINAT.

pREOBRAZOWANIE (30.24) OBRAZUET GRUPPU, DEJSTWU@]U@ W PRO-

STRANSTWE TETRAD, KOTORAQ WYPOLNQET PRIMERNO TU VE ROLX, ^TO I

GRUPPA PREOBRAZOWANIJ KOORDINATNOJ SETKI W PROSTRANSTWEmIN-

KOWSKOGO. pRI PREOBRAZOWANII (30.24) L@BOJ TENZOR A�1�2:::�n, ZA-

DANNYJ GALILEEWYMI KOMPONENTAMI, PREOBRAZUETSQ KAK SOWOKUP-

NOSTX SKALQROW. dEJSTWITELXNO

A0�1�2:::�n
= h�1

(�1)h�2
(�2):::h�n(�n)A(�1:::�n) =

= h�1
(�01)h�2

(�02):::h�n(�
0
n)!(�1�

0
1)!(�2�

0
2):::!(�n�

0
n)

!(�1

0
1)!(�2


0
2):::!(�n


0
n)A(


0
1


0
2:::


0
n) = A�1�2:::�n: (30:25)

tAKIM OBRAZOM, GEOMETRI^ESKIJ OB_EKT A�1:::�n(�1:::�m) PREDSTAW-

LQET SOBOJ TENZOR RANGA n OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ lOREN-

CA I TENZOR RANGA m OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ TETRAD. sWQZX

MEVDU GALILEEWYMI I TETRADNYMI KOMPONENTAMI W OB]EM SLU-

^AE, KAK I W SLU^AE (30.8), OSU]ESTWLQETSQ PRI POMO]I KO\FFI-

CIENTOW lAME.

A�1�2:::�n(�1�2:::�m)h�1
(
1)h�2

(
2):::h�n(
n) = A(
1:::
n�1:::�m);

(30:26)

A�1�2:::�n(�1�2:::�m)h�1(�1)h�2(�2):::h�m(�m) = A�1:::�n�1:::�m:

(30:27)

rASSMOTRIM, KAK IZMENQETSQ WEKTOR A(�) PRI PARALLELXNOM

PERENOSE PO BESKONE^NO MALOMU ZAMKNUTOMU KONTURU

I
dpA(�) =

I
�"(��)A(�)dx" =

1

2

Z
R��(��)A(�)df�� =

=
1

2

Z
df��

�@��(��)

@x�
� @��(��)

@x�
+

+��(�")��(�") ���(�")��(�")
�
A(�): (30:28)

oTKUDA

R��(��) =
@��(��)

@x�
� @��(��)

@x�
+��(�")��(�")���(�")��(�"):

(30:29)

pODSTAWLQQ (30.29) W (30.12), POLU^AEM, ^TO

R��(��) � 0; (30:30)
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GDE R��(��) - TENZOR KRIWIZNY, ZADANNYJ GALILEEWYMI I TETRAD-

NYMI KOMPONENTAMI.

tAKIM OBRAZOM, SWQZNOSTX ��(��) POQWILASX IMENNO POTOMU,

^TO MY WWELI NEKOTOROE PROIZWOLXNOE TETRADNOE POLE. oNA NE DA-

ET WKLADA W TENZOR KRIWIZNY, KOMPENSIRUQ WWEDENIE NEODNOROD-

NOGO TETRADNOGO POLQ, KOTOROE MY WWELI NARQDU S ODNORODNYM.

wYQSNIM TEPERX, ^TO NOWOGO DAET PEREHOD OT GALILEEWYH KOOR-

DINAT PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO K PROIZWOLXNYM KRIWOLINEJ-

NYM KOORDINATAM. pUSTX y� - KRIWOLINEJNYE KOORDINATY, WWE-

DENNYE NARQDU S GALILEEWYMI x� PRI POMO]I SOOTNO[ENIQ

y� = f�(x�); x� = ��(y
�): (30:31)

wYRAVENIE (30.1) PRIMET BOLEE OB]U@ FORMU

�dS2 = ĝ��dy
�dy�; (30:32)

GDE KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA ĝ�� IME@T SLEDU@]IJ WID

ĝ�� =
@x�
@y�

@x�
@y�

: (30:33)

rADIUS-WEKTOR ~r, PROWEDENNYJ IZ NA^ALA KOORDINAT W NEKOTORU@

TO^KUM , BUDET FUNKCIEJ KRIWOLINEJNYH KOORDINAT y�. rASSMOT-

RIM NOWYJ WEKTOR
~̂
h�, POLU^ENNYJ DIFFERENCIROWANIEM ~r PO y

�,

T.E.
~̂
h =

@~r

@y�
: (30:34)

kAVDYJ IZ \TIH ^ETYREH WEKTOROW QWLQETSQ KASATELXNYM K KOOR-

DINATNOJ LINII y� W TO^KEM I WSE WMESTE ONI OBRAZU@T LOKALX-

NYJ AFFINNYJ REPER, S KOTORYM MOVNO SWQZATX LOKALXNU@ KOSO-

UGOLXNU@ I PRQMOLINEJNU@ SISTEMU KOORDINAT. pRI PEREHODE OT

TO^KI K TO^KE WEKTORY
~̂
h� IZMENQ@T SWO@ DLINU I OTNOSITELXNU@

ORIENTACI@. l@BOJ WEKTOR ~A, ZADANNYJ W TO^KE M MOVET BYTX

RAZLOVEN PO WEKTORAM
~̂
h� AFFINNOGO REPERA, DLQ KOTOROGO TO^KA

M SLUVIT NA^ALOM

~A = Â�~̂h�: (30:35)

kO\FFICIENTY RAZLOVENIQ Â�, QWLQ@]IESQ W OB]EM SLU^AE

FUNKCIQMI KOORDINAT y�, NAZYWA@TSQ KRIWOLINEJNYMI KONTRA-

WARIANTNYMI KOMPONENTAMI WEKTORA ~A. w KAVDOJ TO^KE MOVET

BYTX POSTROEN TAKVE WZAIMNYJ AFFINNYJ REPER
~̂
h
�

TAKOJ, ^TO

~̂
h� � ~̂h

�

= ��� : (30:36)
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tOGDA

~A = Â�
~̂
h
�

; (30:37)

GDE Â� - KOWARIANTNYE KOMPONENTY WEKTORA. kROME TOGO, W KAV-

DOJ TO^KE GALILEEWOJ SISTEMY MOVET BYTX POSTROEN ORTONORMI-

ROWANNYJ REPER, WEKTORY KOTOROGO EDINI^NYE I ORTOGONALXNYE.

tAK KAK POLE TAKIH WEKTOROW W SOOTWETSTWII S (30.2) ODNORODNO,

TO
@~h�
@x"

=
@~h�
@y"

= 0: (30:38)

sKALQRNYE PROIZWEDENIQ WEKTOROW AFFINNOGO I ORTONORMIROWAN-

NOGO OBRAZU@T KO\FFICIENTY lAME

h"� = ~h" � ~̂h� = @~r

@x"
� @~r
@y�

=
@x"
@y�

; h�" =
~h" � ~̂h

�

=
@~r

@y�
@y�

@x"

~̂
h
�

=
@y�

@x"
:

(30:39)

kO\FFICIENTY lAME QWLQ@TSQ KOMPONENTAMI SME[ANNOGO TEN-

ZORA, INDEKSY KOTOROGO OTNOSQTSQ K RAZNYM KOORDINATNYM SIS-

TEMAM. |TI KO\FFICIENTY POZWOLQ@T SWQZATX ORTOGONALXNYE I

KRIWOLINEJNYE KOMPONENTY WEKTOROW.

A� = h��Â
� = h��Â�; Â� = h��A�; Â� = h��A�: (30:40)

pRI POMO]I IH MOVNO ZAPISATX KOMPONENTY METRI^ESKOGO TEN-

ZORA

ĝ�� =
@x�
@y�

@x�
@y�

= h��h��; ĝ�� =
@y�

@x�

@y�

@x�
= h��h

�
�; h��h

�
� = ���:

(30:41)

iSPOLXZUQ SOOTNO[ENIQ (30.3), WWEDEM PROIZWOLXNOE TETRADNOE

POLE fO;~h(�)g. tAKIM OBRAZOM, W KAVDOJ TO^KE WOZNIKA@T TRI

REPERA: DWA ORTOGONALXNYH I ODIN AFFINNYJ. sWQZX MEVDU PRO-

IZWOLXNYM ORTOGONALXNYM REPEROM I AFFINNYM TAKVE OSU]EST-

WLQETSQ PRI POMO]I PARAMETROW lAME.

~h(�) � ~̂h� = ĥ�(�); ~h(�) � ~̂h
�

= ĥ�(�); ĥ�(�)ĥ
�(�) = �(��);

ĥ�(�)ĥ�(�) = h"�h"� = ĝ��; ĥ�(�)ĥ
�(�) = h��h

�
� = ���;

ĥ�(�)ĥ�(�) = h��h
�
� = ĝ��: (30:42)

mEVDU AFFINNYMI I TETRADNYMI KOMPONENTAMI DLQ NEKOTOROGO

WEKTORA ~A IME@T MESTO RAWENSTWA.

A(�) = ĥ�(�)Â
� = h(�)�Â�; Â� = h(�)�A(�); Â� = h�(�)A(�):

(30:43)
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nAJDEM IZMENENIE �y� PRI OBHODE PO ZAMKNUTOMU KONTURU. iS-

POLXZUQ ZNA^ENIQ (30.39), POLU^IM

�y� =
I
(L)

h��dx� =
1

2

Z
(f)

�@h��
@x�

� @h��
@x�

�
df�� = 0: (30:43a)

|TIM SWOJSTWOM, KAK IZWESTNO, OBLADA@T GOLONOMNYE PREOBRAZO-

WANIQ. pODS^ITAEM ANALOGI^NOE IZMENENIE DLQ

dy(�) = ĥ�(�)dy
�:

�y(�) =
I
(L)

ĥ�(�)dx� =
Z
(f)

Ĉ��(�)df�� 6= 0; (30:43b)

TAK KAK OB_EKT NEGOLONOMNOSTI Ĉ��(�), OTNESENNYJ K PROIZWOLX-

NOJ KRIWOLINEJNOJ KOORDINATNOJ SETKE I OPREDELQEMYJ RAWENST-

WOM

C��(�) =
1

2

�@h�(�)
@y�

� @h�(�)

@y�

�

OTLI^EN OT NULQ. pRI PEREHODE K GALILEEWYM KOORDINATAM POLU-

^IM SOOTNO[ENIE (30.10).

rASSMOTRIM KAK BUDUT IZMENQTXSQ KOMPONENTY A(�) PRI PA-

RALLELXNOM PERENOSE NEKOTOROGO WEKTORA ~A.

dpA(�) = �̂"(��)A(�)dy
"; dpA(�) = dp(ĥ

�
�Â

�) =

= �ĥ�(�)����Â�dy� ++Â�@ĥ�(�)

@y�
dy� =

=
�
�ĥ�(�)ĥ�(�)��"� + +ĥ�(�)

@ĥ�(�)

@y�

�
A(�)dy":

oTKUDA NAHODIM

�̂"(��) = �ĥ�(�)ĥ�(�)��"� + ĥ�(�)
@ĥ�(�)

@y"
;

^TO \KWIWALENTNO

����: = ��
�;�: + ĥ�(�)

@ĥ�(�)

@y�
(30:44)

w GALILEEWYH KOORDINATAH KO\FFICIENTY rI^^I OPREDELQ@TSQ

SOOTNO[ENIEM (30.12). kO\FFICIENTY ���� (SIMWOLY kRISTOF-

FELQ) OPISYWA@T IZMENENIE LOKALXNYH AFFINNYH REPEROW PRI
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PEREHODE OT TO^KI K TO^KE. eSLI METRI^ESKIJ TENZOR POROVDEN

TOLXKO KRIWOLINEJNOJ SISTEMOJ KOORDINAT PLOSKOGO PROSTRAN-

STWA, TO KO\FFICIENTY SWQZNOSTI IME@T WID

���� =
@y�

@x�

@2x�
@y�@y�

: (30:45)

pRI \TOM ĝ�� I �
�
�� SWQZANY OBY^NYM OBRAZOM

�
�
�� =

1

2

�@ĝ��
@y�

+
@ĝ��
@y�

� @ĝ��
@y�

�
: (30:46)

kO\FFICIENTY rI^^I �̂("; ��) SWQZANY S OB_EKTOM NEGOLONOM-

NOSTI PO TOMU VE PRAWILU, KAK I (30.21).

�̂("; ��) = Ĉ(�"; �) + Ĉ(��; ") + Ĉ("�; �): (30:47)

Ĉ("�; �) = Ĉ��(�)ĥ
�(")ĥ�(�): (30:48)

kOWARIANTNYJ (ABSOL@TNYJ) DIFFERENCIAL WEKTORA A(�), KAK I

W SLU^AE (30.13) ESTX

�DA(�) = dA(�) � dpA(�) =
�@A(�)
@y�

� �̂�(��)A(�)
�
dy�: (30:49)

�DA(�)

@y�
=� r�A(�) =

@A(�)

@y�
� �̂�(��)A(�): (30:50)

dLQ L@BOGO TENZORA T̂�(�), ZADANNOGO AFFINNYMI I TETRADNYMI

KOMPONENTAMI, IMEEM

�r�T̂�(�) =
@T̂�(�)

@y�
� ����T̂�(�) � �̂�(��)T̂�(�): (30:51)

w GALILEEWYH KOORDINATAH (30.51) PEREHODIT W (30.15). �r�T̂�(�)

QWLQETSQ OB]EKOWARIANTNYM TENZOROM PO INDEKSAM �, � I WEKTO-

ROM PO OTNO[ENI@ K PREOBRAZOWANI@ TETRAD. w ^ASTNOSTI

�r�ĥ�(�) =
@ĥ�(�)

@y�
� ����ĥ�(�) � �̂�(��)ĥ�(�) � 0: (30:52)

tAKIM OBRAZOM, KAK I W SLU^AE (30.16) KO\FFICIENTY lAME QWLQ-

@TSQ KOWARIANTNO POSTOQNNYMI.

w RASSMOTRENNOM WY[E SLU^AE WSEGDA MOVNO OT KRIWOLINEJ-

NYH KOORDINAT y� PEREJTI K GALILEEWYM x�, TOGDA WSE SOROK KO\F-

FICIENTOW SWQZNOSTI ���� OBRATQTSQ W NULX. eSLI VE PROSTRANST-

WO RIMANOWO, TO GALILEEWU SISTEMU WO WSEM PROSTRANSTWE WWESTI
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NELXZQ I MY WYNUVDENY POLXZOWATXSQ TOLXKO KRIWOLINEJNYMI

SISTEMAMI KOORDINAT. dALEE, W RIMANOWOM PROSTRANSTWE WMESTO

RADIUSA-WEKTORA KONE^NYH RAZMEROW, KOTOROGO PRINCIPIALXNO NE

SU]ESTWUET, MOVNO POSTROITX W KAVDOJ TO^KE BESKONE^NO MALYJ

RADIUS WEKTOR d~r, ODNAKO ON BUDET PRINADLEVATX UVE DRUGOMU

MNOGOOBRAZI@ - KASATELXNOMU PLOSKOMU PROSTRANSTWU, KOTOROE

MOVNO POSTROITX W KAVDOJ TO^KE ISKRIWLENNOGO PROSTRANSTWA.

w \TOM KASATELXNOM (LOKALXNOM) PLOSKOM PROSTRANSTWE RASPOLA-

GA@TSQ AFFINNYJ I ORTONORMIROWANNYJ REPERY, A TAKVE L@BYE

WEKTORY, KOTORYE MOVNO POSTROITX PO IH KRIWOLINEJNYM KOM-

PONENTAM. tAKIM OBRAZOM, FORMALIZM PLOSKOGO PROSTRANSTWA W

KRIWOLINEJNYH KOORDINATAH PRIMENIM I K RIMANOWU PROSTRAN-

STWU, W KOTOROM, PRAWDA, METRI^ESKIJ TENZOR I SIMWOLY kRIS-

TOFFELQ NE WYRAVA@TSQ ^EREZ PROIZWODNYE OT GALILEEWYH KOOR-

DINAT, KAK \TO IMELO MESTO W PLOSKOM PROSTRANSTWE.w RIMANOWOM

PROSTRANSTWE PRINCIPIALXNO NELXZQ WYBRATX TAKOJ KOORDINAT-

NOJ SISTEMY, W KOTOROJ KOORDINATY METRI^ESKOGO TENZORA ĝ��
STANOWQTSQ POSTOQNNYMI WO WSEM PROSTRANSTWE. w SWQZI S \TIM W

RIMANOWOM PROSTRANSTWE POQWLQETSQ NOWAQ HARAKTERISTIKA, KO-

TORAQ OTLI^AET EGO OT PLOSKOGO PROSTRANSTWA, A IMENNO,{ KRI-

WIZNA. pRI PARALLELXNOM PERENOSE WEKTORA A(�) PO BESKONE^NO

MALOMU ZAMKNUTOMU KONTURU \TOT WEKTOR POLU^AET PRIRA]ENIE

�A(�), OPREDELQEMOE KAK

�A(�) =
I
dpA(�) =

I
�̂"(��)A(�)dy

" =
1

2

Z
R��(��)A(�)df

�� ;

(30:53)

GDE

R��(��) =
@�̂�(��)

@y�
� @�̂�(��)

@y�
+ �̂�(�")�̂�(�")� �̂�(�")�̂�(�"):

(30:54)

sOOTNO[ENIE (30.54) WYRAVAET TENZOR KRIWIZNY ^EREZ KO\FFI-

CIENTY rI^^I. sWERTYWAQ INDEKSY S POMO]X@ KO\FFICIENTOW

lAME ĥ�(�), ĥ�(�), POLU^IM SKALQRNU@ KRIWIZNU PROSTRANSTWA

R.

R = 4r�fĈ("�; �)ĥ�(")g � 4Ĉ(��; �)Ĉ(�"; ") + �̂("; ��)Ĉ(��; ");

(30:55)

GDE r� - KOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ OTNOSITELXNO GRUPPY PREOB-

RAZOWANIJ KOORDINATNOJ SETKI, DLQ KOTORYH TETRADNYE INDEKSY
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QWLQ@TSQ INWARIANTNYMI. pO\TOMU

r�Â
�(�1; :::�n) =

@Â�(�1; :::�n)

@y�
+ �

�
��Â

�(�1; :::�n): (30:56)

w ^ASTNOSTI IZ (30.52)

r�ĥ�(�) = �̂�(��)ĥ�(�): (30:57)

dO SIH POR MY RASSMATRIWALI ORTOGONALXNYE REPERY ĥ�(�)

KAK NEKOTOROE PROIZWOLXNOE TETRADNOE POLE. oDNAKO OSOBYJ IN-

TERES DLQ NAS BUDUT PREDSTAWLQTX TETRADY, SWQZANNYE S KAVDOJ

TO^KOJ NEKOTOROJ WREMENNO-PODOBNOJ KRIWOJ � (MIROWOJ LINIEJ)

W PROSTRANSTWE-WREMENI. wYPI[EM SOOTNO[ENIQ, NOSQ]IE NAZWA-

NIE FORMUL fRENE-sERRE.

�Â�

�S
= b̂B̂�; (30:58)

�B̂�

�S
= ĉĈ� + b̂Â�; (30:59)

�Ĉ�

�S
= d̂D̂� � ĉB̂�; (30:60)

�D̂�

�S
= �d̂Ĉ�; (30:61)

GDE

Â�Â� = �1; B̂�B̂� = Ĉ�Ĉ� = D̂�D̂� = 1: (30:62)

B̂�, Ĉ�, D̂� PREDSTAWLQ@T SOBOJ PERWU@ WTORU@ I TRETX@ NOR-

MALI K � SOOTWETSTWENNO, A b̂, ĉ, d̂ - PERWU@, WTORU@ I TRETX@

KRIWIZNY. �F̂ �=�S - ABSOL@TNAQ PROIZWODNAQ KONTRAWARIANTNOGO

WEKTORNOGO POLQ F � NA KRIWOJ y�(S), OPREDELQEMAQ RAWENSTWOM

�F̂ �

�S
=
dF̂ �

dS
+ ����F̂

�dy
�

dS
: (30:63)

pUSTX

Â� =
dy�

dS
(30:64)

ESTX MNIMO EDINI^NYJ WEKTOR, KASATELXNYJ K �. tOGDA IZ URAW-

NENIJ (30.58), (30.62) OPREDELQ@TSQ B̂� I b̂, IZ URAWNENIJ (30.59),

(30.62) OPREDELQ@TSQ Ĉ� I ĉ I IZ (30.60), (30.62) NAHODIM D̂� I d̂.

w SILU SOOTNO[ENIQ (30.62) TRI WEKTORA B̂�, Ĉ�, I D̂� - EDINI^-

NYE I ODIN Â� - MNIMOEDINI^NYJ. uSTANOWIM, ^TO ONI OBRAZU@T
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ORTOGONALXNYJ REPER I UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ (30.61). uMNO-

VAQ URAWNENIE (30.58) NA Â� I ISPOLXZUQ (30.62), IMEEM

Â�B̂
� = 0: (30:65)

aNALOGI^NO

ĉB̂�Ĉ
� = B̂�

�B̂�

�S
= 0; B̂�Ĉ

� = 0; (30:66)

Ĉ�
�Ĉ�

�S
= 0 = d̂Ĉ�D̂

� � ĉĈ�B̂�; Ĉ�D̂
� = 0: (30:67)

uMNOVAQ (30.59) NA Â�, IMEEM

Â�
�B̂�

�S
= ĉĈ�Â� � b̂:

dIFFERENCIRUQ (30.65), POLU^AEM

Â�
�B̂�

�S
= �B̂��Â�

�S
= �b̂:

oTKUDA

Ĉ�Â� = 0: (30:68)

oSTALXNYE SOOTNO[ENIQ DOKAZYWA@TSQ ANALOGI^NO. ~TOBY DOKA-

ZATX SPRAWEDLIWOSTX FORMULY (30.61), ZAME^AEM, ^TO L@BOJ WEK-

TOR MOVET BYTX RAZLOVEN PO REPERU Â�, B̂�, Ĉ�, D̂� I PO\TOMU

MOVNO ZAPISATX

�D̂�

�S
= �Â� + �B̂� + 
Ĉ� + �D̂�: (30:69)

uMNOVAQ \TO URAWNENIE POO^EREDNO NA Â�, B̂�, Ĉ�, D̂� I ISPOLXZUQ

UVE DOKAZANNYE USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI I URAWNENIQ (30.58) -

(30.60), POLU^AEM

� = � = � = 0; 
 = �d̂;

^TO UDOWLETWORQET (30.61).

rASSMOTRIM KRIWU@ �, ZADANNU@ URAWNENIEM y� = y�(S) I

WEKTORNOE POLE V̂ �, OPREDELENNOE NA �. eSLI WEKTOR V̂ � PERENO-

SITSQ PARALLELXNO WDOLX �, TO EGO ABSOL@TNAQ PROIZWODNAQ OBRA-

]AETSQ W NULX.
�V̂ �

�S
= 0: (30:70)
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pRI \TOM NI DLINA WEKTORA, NI EGO SKALQRNOE PROIZWEDENIE NE

MENQETSQ.kRIWAQ NOSIT NAZWANIE GEODEZI^ESKOJ, ESLI WSQKIJ WEK-

TOR KASATELXNYJ K \TOJ KRIWOJ W KAKOJ-LIBO TO^KE M OSTAETSQ

K NEJ KASATELXNYM PRI PARALLELXNOM PERENESENII WDOLX NEE. w

^ASTNOSTI, ESLI Â� = dy�=dS PRETERPEWAET PARALLELXNYJ PERE-

NOS WDOLX � I KRIWAQ NEIZOTROPNAQ, TO IZ RAWENSTWA �Â�=�S = 0

SLEDUET URAWNENIE GEODEZI^ESKOJ

d2y�

dS2
+ ���"

dy�

dS

dy"

dS
= 0: (30:71)

pOMIMO PARALLELXNOGO PERENOSA RASSMOTRIM NEOBHODIMYJ

NAM W DALXNEJ[EM PERENOS fERMI-uOLKERA. oPREDELIM PERENOS

fERMI-uOLKERA WEKTORA F̂ � S POMO]X@ URAWNENIQ

�F̂ �

�S
= b̂F̂"(Â

�B̂" � Â"B̂�); (30:72)

GDE b̂, Â�, B̂" WHODQT W FORMULY fRENE-sERRE, RASSMOTRENNYE WY-

[E. wAVNOE SWOJSTWO PERENOSA fERMI-uOLKERA SOSTOIT W TOM,

^TO W SILU FORMUL fRENE-sERRE, EDINI^NYJ KASATELXNYJ WEK-

TOR K KAKOJ-LIBO KRIWOJ (NEGEODEZI^ESKOJ) AWTOMATI^ESKI PRE-

TERPEWAET PERENOS fERMI-uOLKERA. |TOT PERENOS IMEET SHODSTWO

S PARALLELXNYM PERENOSOM W SMYSLE SOHRANENIQ NORMY WEKTORA

I SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ. dEJSTWITELXNO

d

dS
(F̂�F̂

�) = 2b̂F̂�F̂"(Â
�B̂" � Â"B̂�) = 0;

d

dS
(F̂�K̂

�) = b̂(F̂�K̂" + K̂�F̂")(Â
�B̂" � Â"B̂�) = 0: (30:73)

pOSKOLXKU PARALLELXNYJ PERENOS OPREDELQETSQ BOLEE PROSTYM

URAWNENIEM, ON W MATEMATI^ESKOM OTNO[ENII BOLEE FUNDAMEN-

TALEN, ^EM PERENOS fERMI-uOLKERA, ODNAKO POSLEDNIJ OKAZYWA-

ETSQ BOLEE WAVNYM W NEKOTORYH FIZI^ESKIH SITUACIQH. nAPRI-

MER, ESLI MY WOZXMEM TETRADU NA � TAK, ^TO ĥ�(4) OSTANETSQ

KASATELXNYM K �, TO PRI PERENOSE fERMI-uOLKERA SOHRANQETSQ

NE TOLXKO ĥ�(4) WDOLX �, NO SOHRANQETSQ TAKVE ORTONORMIROWAN-

NYJ 3-REPER, ORTOGONALXNYJ �. |TO PRIWODIT K OBRAZOWANI@ PRO-

STRANSTWENNOJ SISTEMY OTS^ETA DLQ NABL@DATELQ, DWIVU]EGOSQ

W PROSTRANSTWE-WREMENI WDOLX �. rASSMOTRIM TETRADU ĥ�(�), POD-

WERGA@]U@SQ PERENOSU fERMI-uOLKERA WDOLX � TAK, ^TO

iĥ�(4) = Â�: (30:74)
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oTKUDA SLEDUET S U^ETOM (30.72), ^TO

�ĥ�(�)

�S
= ib̂(ĥ�(4)B̂(�) � �(�4)B̂�): (30:75)

w ^ASTNOSTI
�ĥ�(4)

�S
= �ib̂B̂�: (30:76)

�ĥ�(k)

�S
= ib̂ĥ�(4)B̂(k): (30:77)

eSLI PERENOS fERMI-uOLKERA PRIMENITX K WEKTORU F̂ �, ORTOGO-

NALXNOMU W NEKOTOROJ TO^KE NA � K KASATELXNOMU WEKTORU A�, TO

\TA ORTOGONALXNOSTX SOHRANITSQ I W DALXNEJ[EM. tOGDA URAWNE-

NIE (30.72) PRIMET WID

�F̂ �

�S
= b̂F̂"Â

�B̂": (30:78)

|TO PRAWILO PERENOSA WPERWYE BYLO SFORMULIROWANO fERMI, PO-

\TOMU SOOTNO[ENIE (30.78) NOSIT NAZWANIE PERENOSA fERMI.

rASSMOTRIM NUVNYE W DALXNEJ[EM NEKOTORYE SWOJSTWA PRO-

STRANSTWA S ABSOL@TNYM PARALLELIZMOM. tAKIM PROSTRANSTWOM

BUDEM NAZYWATX PROSTRANSTWO, W KOTOROM REZULXTAT PARALLELXNO-

GO PERENOSA PROIZWOLXNOGO WEKTORA �̂� IZ TO^KI P W TO^KU Q PRI

L@BOM WYBORE \TIH TO^EK NE ZAWISIT OT PUTI PERENESENIQ rQ.

pODOBNYM SWOJSTWOM OBLADAET, NAPRIMER, EWKLIDOWO PROSTRAN-

STWO. wYQSNIM, SU]ESTWU@T LI DRUGIE PROSTRANSTWA S ABSOL@T-

NYM PARALLELIZMOM I KAKIE IMENNO. rASSMOTRIM RIMANOWO PRO-

STRANSTWO, W KAVDOJ TO^KE KOTOROGO W KASATELXNOM (LOKALXNOM)

PLOSKOM PROSTRANSTWE RASPOLAGA@TSQ AFFINNYJ I ORTONORMIRO-

WANNYJ REPERY
~̂
h
�

I ~h(�) SOOTWETSTWENNO. oB_QWIM PO OPREDE-

LENI@, ^TO WO WSEH TO^KAH RIMANOWA PROSTRANSTWA SOOTWETSTWU-

@]IE TETRADNYE WEKTORY ~h(�) QWLQ@TSQ PARALLELXNYMI. rAS-

SMOTRIM NEKOTORYJ WEKTOR ~� = �(�)~h(�). tAK KAK TETRADNOE POLE
~h(�) ZADANO I OB_QWLENO PARALLELXNYM, TO ESTESTWENNO S^ITATX,

^TO PRI PARALLELXNOM PERENOSE WEKTORA ~� EGO KOMPONENTY �(�) W

RAZNYH TETRADAH ODINAKOWY, T.E.

dp�(�) = 0; (30:79)

dp�̂
� = �������̂�dy�; (30:80)
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GDE SWQZNOSTX ��
�
�� NEIZWESTNA. nAJDEM \TU SWQZNOSTX

dp�(�) = dp(�̂
�ĥ�(�)) = 0;

�
��
�
��ĥ�(�)ĥ

�(�) � ĥ�(�)
@ĥ�(�)

@y�

�
�̂�dy� = 0:

oTKUDA, W SILU PROIZWOLXNOSTI �̂� I dy�, IMEEM

��
�
�� = ĥ�(�)

@ĥ�(�)

@y�
: (30:81)

eSLI WYRAVENIE (30.81) PODSTAWITX W RIMANOW TENZOR KRIWIZNY,

KOTORYJ WYRAVAETSQ OBY^NYM OBRAZOM W WIDE

R�
���: =

@����
@y�

� @����
@y�

+ ���"�
"
�� � ���"�

"
�� (30:82)

I ZAMENITX W \TOM TENZORE ���� ! �����, TO

�R�
���:(

��) � 0: (30:83)

tAKIM OBRAZOM, SWQZNOSTX (30.81) QWLQETSQ SWQZNOSTX@ PROSTRAN-

STWA S ABSOL@TNYM PARALLELIZMOM, TAK KAK REZULXTAT PARAL-

LELXNOGO PERENOSA WEKTORA �̂� W SILU (30.83) NE ZAWISIT OT PUTI

PERENOSA. iZ SOOTNO[ENIQ (30.81) SLEDUET, ^TO ����� NE QWLQETSQ

SIMMETRI^NOJ PO NIVNIM INDEKSAM. pO\TOMU MOVNO POSTROITX

TENZOR KRU^ENIQ, OPREDELQEMYJ KAK

C�
��: = ��[��] =

1

2

�@ĥ�(�)
@y�

� @ĥ�(�)

@y�

�
ĥ�(�): (30:84)

iSPOLXZUQ (30.41), NAHODIM WZAIMOSWQZX MEVDU TENZOROM KRU^E-

NIQ I OB_EKTOM NEGOLONOMNOSTI

C�
��: = ĥ�(�)Ĉ��(�): (30:85)

tAKIM OBRAZOM, IZ RAWENSTWA NUL@ TENZORA KRIWIZNY MOVNO PO-

LU^ITX DWA RE[ENIQ: 1) PLOSKOE PROSTRANSTWO, 2) WYRAVENIE DLQ

SWQZNOSTI W PROSTRANSTWE S ABSOL@TNYM PARALLELIZMOM. eSLI

POTREBOWATX RAWENSTWA NUL@ TENZORA KRU^ENIQ, TO PROSTRANSTWO

OKAVETSQ PLOSKIM.

iSSLEDUEM METRIKU PROSTRANSTWA, ZADAWAEMU@ W SOGLASII S

(30.42) WYRAVENIEM


̂�� = ĥ�(�)ĥ�(�):
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pODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE W (30.46) I (30.82), POLU^IM, ^TO TEN-

ZOR KRIWIZNY BUDET OTLI^EN OT NULQ, TAK KAK ISHODNOE PROSTRAN-

STWO RIMANOWO. rASSMATRIWAQ (30.43) I (30.83), ZAME^AEM, ^TO

POLNAQ RIMANOWA SWQZNOSTX SKLADYWAETSQ IZ KO\FFICIENTOW WRA-

]ENIQ rI^^I I SWQZNOSTI PROSTRANSTWA S ABSOL@TNYM PARALLE-

LIZMOM, T.E.

����: = �̂�
�;�: +

�����:: (30:86)

pO\TOMU NALI^IE KRIWIZNY RIMANOWA PROSTRANSTWA SWQZANO S OT-

LI^IEM OT NULQ KO\FFICIENTOW rI^^I. qSNO, ^TO SWQZNOSTX ABSO-

L@TNOGO PARALLELIZMA MOVNO WWESTI I W PROSTRANSTWE mINKOW-

SKOGO. w ^ASTNOSTI, W GALILEEWYH KOORDINATAH DOSTATO^NO PO-

LOVITX ���� = 0. tOT FAKT, ^TO W \TOM SLU^AE KO\FFICIENTY

rI^^I I KO\FFICIENTY SWQZNOSTI ABSOL@TNOGO PARALLELIZMA OT-

LI^A@TSQ ZNAKOM, OBUSLOWLEN TEM, ^TO PRI WYWODE POSLEDNIH MY

OB_QWILI "PARALLELXNYMI" TETRADNYE WEKTORY ~h(�), W TO WREMQ

KAK PRI WYWODE (30.12) PARALLELXNYMI WEKTORAMI W BUKWALXNOM

SMYSLE \TOGO SLOWA QWLQ@TSQ WEKTORY ~h�.

31. dWIVENIE SPLO[NOJ SREDY I TENZORY DEFORMACIJ

dWIVENIE SPLO[NOJ SREDY BUDEM OPISYWATX SNA^ALA W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO, INTERWAL W KOTOROM DAETSQ WYRAVENIEM

(30.1). wYBOR GALILEEWYH KOORDINAT DLQ OPISANIQ DWIVENIQ, WO-

OB]E GOWORQ, NE QWLQETSQ OBQZATELXNYM I PRI VELANII MOVNO

PEREJTI K L@BOJ KRIWOLINEJNOJ SISTEME KOORDINAT, NO TAK KAK

GALILEEWY KOORDINATY IME@T METRI^ESKIJ SMYSL, TO MY OTDAEM

IM PREDPO^TENIE.

kAVDOJ TO^KE SREDY W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO SOOTWET-

STWUET SWOQ MIROWAQ LINIQ. sLEDOWATELXNO, DLQ WSEJ SREDY MY

BUDEM IMETX KONGRUENCI@ MIROWYH LINIJ, HARAKTER KOTOROJ ZA-

WISIT I OT DWIVENIQ SREDY KAK CELOGO, TAK I OT DEFORMACIJ,

WOZNIKA@]IH W SREDE. eSLI SREDA OBLADAET TEM SWOJSTWOM, ^TO

POD DEJSTWIEM PRILOVENNYH SIL MENQET SWO@ FORMU { DEFORMI-

RUETSQ I POLNOSTX@ WOSSTANAWLIWAET SWO@ FORMU POSLE USTRANE-

NIQ PRI^INY, WYZYWA@]EJ DEFORMACI@, TO TAKU@ SREDU BUDEM

NAZYWATX UPRUGOJ. (mATEMATI^ESKOE OPREDELENIE UPRUGOJ SREDY

DADIM NIVE).

pREVDE, ^EM PEREHODITX K RELQTIWISTSKOMU OPISANI@ DWIVE-

NIQ SPLO[NOJ SREDY, OSTANOWIMSQ NA KLASSI^ESKOM RASSMOTRE-

NII. dLQ OPISANIQ DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY SU]ESTWU@T DWA
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METODA { METOD lAGRANVA I METOD |JLERA. dWIVENIE MATERIALX-

NOJ TO^KI W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NOJ SREDY OPISYWAETSQ

PRI POMO]I URAWNENIJ

xi = xi(t); (31:1)

GDE xi - TEKU]IE KOORDINATY, t - WREMQ. rASSMATRIWAQ ^ASTICU

SPLO[NOJ SREDY KAK MATERIALXNU@ TO^KU, PRIWEDENNYE URAWNE-

NIQ OPI[UT EE DWIVENIE. tAK KAK SPLO[NU@ SREDU, NEPRERYWNYM

OBRAZOM ZAPOLNQ@]U@ PROSTRANSTWO, MOVNO PREDSTAWITX SOSTO-

Q]EJ IZ BESKONE^NOGO MNOVESTWA TO^EK, TO DLQ OPISANIQ DWIVE-

NIQ \TIH TO^EK PRI POMO]I URAWNENIJ (31.1) NEOBHODIMO WWESTI

W NIH PARAMETRY ak, HARAKTERIZU@]IE KONKRETNU@ TO^KU SREDY.

tOGDA URAWNENIQ DWIVENIQ TO^EK MOVNO ZAPISATX W WIDE

xi = xi(ak; t): (31:2)

w ^ASTNOSTI, PARAMETRY ak, OBRAZU@]IE TREHMERNYJ WEKTOR,

MOVNO WYBRATX TAK, ^TOBY ONI OPREDELQLI NA^ALXNYE KOORDI-

NATY TO^EK SREDY. mETOD OPISANIQ (31.2) NOSIT NAZWANIE METODA

lAGRANVA, A PEREMENNYE ak NAZYWA@TSQ PEREMENNYMI lAGRANVA.

oDNAKO K WOPROSU O DWIVENII SREDY MOVNO PODOJTI I INA^E.

a IMENNO, ZA OB_EKT IZU^ENIQ MOVNO WYBRATX NEPODWIVNOE PRO-

STRANSTWO, ZAPOLNENNOE DWIVU]EJSQ SREDOJ, I IZU^ATX IZMENE-

NIE RAZLI^NYH \LEMENTOW DWIVENIQ W FIKSIROWANNOJ TO^KE PRO-

STRANSTWA, IZU^AQ IZMENENIE \TIH \LEMENTOW KAK S TE^ENIEM WRE-

MENI, TAK I PRI PEREHODE K DRUGIM TO^KAM PROSTRANSTWA. tOG-

DA WELI^INY, HARAKTERIZU@]IE DWIVENIE, RASSMATRIWA@TSQ KAK

FUNKCII KOORDINAT TO^KI xk I WREMENI t. |TOT METOD BYL RAZ-

WIT |JLEROM, PO\TOMU ^ETYRE ARGUMENTA xk I t NOSQT NAZWANIE

PEREMENNYH |JLERA. rAZRE[IW URAWNENIQ (31.2) OTNOSITELXNO ak,

POLU^IM

ak = ak(xi; t): (31:3)

eSLI ak HARAKTERIZUET NA^ALXNOE POLOVENIE TO^KI SREDY, TO

URAWNENIQ (31.3) UKAZYWA@T NA^ALXNOE POLOVENIE TOJ TO^KI SRE-

DY, KOTORAQ NAHODITSQ W MOMENT WREMENI t W TO^KE PROSTRANSTWA

xk. pRI RELQTIWISTSKOM RASSMOTRENII URAWNENIQ (31.2) ZAMENQ-

@TSQ URAWNENIQMI

x� = x�(�
�); (31:4)

GDE �k - LAGRANVEWY KOORDINATY, OPREDELQ@]IE NA^ALXNYE POLO-

VENIQ TO^EK SREDY, POSTOQNNYE WDOLX KAVDOJ IZ MIROWYH LINIJ,
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�4 - L@BOJ UDOBNYJ WREMENIPODOBNYJ PARAMETR, IZMENQ@]IJSQ

WDOLX MIROWYH LINIJ.

nA[ PODHOD K KINEMATIKE BAZIRUETSQ NA ISPOLXZOWANII LA-

GRANVEWYH SOPUTSTWU@]IH SISTEM OTS^ETA [44], [5].dEJSTWITELX-

NO, NAIBOLEE ESTESTWENNYM SPOSOBOM POSTROENIQ RELQTIWISTSKOJ

KINEMATIKI QWLQETSQ RASSMOTRENIE DWIVENIQ SREDY S TO^KI ZRE-

NIQ SEMEJSTWA PROSTRANSTWENNO PODOBNYH GIPERPOWERHNOSTEJ, OR-

TOGONALXNYH MIROWYM LINIQM. |TI MIROWYE LINII I GIPERPO-

WERHNOSTI OBRAZU@T INWARIANTNU@ STRUKTURU, NE ZAWISQ]U@ OT

WYBORA SISTEMY KOORDINAT. rASSMOTRENIE DWIVENIQ SREDY S PO-

ZICII TAKIH GIPERPOWERHNOSTEJ SWODQT ZADA^I DINAMIKI K ZADA-

^AM STATIKI, TAK KAK NA GIPERPOWERHNOSTQH SREDA WSEGDA POKOIT-

SQ. w RAZDELE 30 BYL DAN TETRADNYJ FORMALIZM, KOTORYJ SPRA-

WEDLIW DLQ PROIZWOLXNOGO TETRADNOGO POLQ ĥ�(�). oDNAKO OSOBYJ

INTERES DLQ NAS BUDUT PREDSTAWLQTX TETRADY, SWQZANNYE S MI-

ROWYMI LINIQMI. pUSTX h�(4) EDINI^NYJ WEKTOR, NAPRAWLENNYJ

PO KASATELXNOJ K MIROWOJ W NEKOTOROJ TO^KE. tAK KAK DWIVENIE

SPLO[NOJ SREDY OPISYWAETSQ PRI POMO]I KONGRUENCII MIROWYH

LINIJ, TO WOZNIKAET POLE EDINI^NYH KASATELXNYH WEKTOROW.pOLE

\TIH WEKTOROW, KAK O^EWIDNO, SOWPADAET PO NAPRAWLENI@ S POLEM

4-SKOROSTI V�. pO\TOMU IMEET MESTO RAWENSTWO

ih�(4) = V�: (31:5)

kAK IZWESTNO IZ [20], W SLU^AE DWIVENIQ SREDY BEZ WRA]ENIJ,

MIROWYE LINII OBRAZU@T NORMALXNU@ KONGRUENCI@, T.E. SU]EST-

WUET SEMEJSTWO TREHMERNYH GIPERPOWERHNOSTEJ, PO OTNO[ENI@

K KOTORYM MIROWYE LINII ORTOGONALXNY. sOGLASNO METODU lA-

GRANVA, WWEDEM ^ETYRE PARAMETRA y�, PERWYE TRI IZ KOTORYH yk

POSTOQNNY WDOLX KAVDOJ MIROWOJ LINII, A ^ETWERTYJ y4 - PE-

REMENNYJ (WREMENNOJ). w KA^ESTWE WREMENNOGO PARAMETRA y4 WY-

BEREM PARAMETR, NUMERU@]IJ ORTOGONALXNYE MIROWYM MIROWYM

LINIQM GIPERPOWERHNOSTI. pRI NALI^II WRA]ENIJ SREDY TAKOJ

PARAMETR BUDET NEGOLONOMNYM, A PRI OTSUTSTWII - GOLONOMNYM.

uRAWNENIQ KONGRUENCIJ MIROWYH LINIJ DLQ GOLONOMNYH LA-

GRANVEWYH KOORDINAT PRINIMA@T WID

x� = x�(y
�): (31:6)

wEKTOR 4-SKOROSTI V� W PEREMENNYH lAGRANVA OPREDELQETSQ KAK

V� = �
@x�
@y4

; (31:7)
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GDE SKALQRNYJ MNOVITELX � WYBIRAETSQ ZDESX TAKIM OBRAZOM, ^TO

V�V� = �2
@x�
@y4

@x�
@y4

= �1: (31:8)

(oBRATIM WNIMANIE, ^TO W SILU WYBRANNOJ W (30.1) METRIKI, 4-

SKOROSTX NORMIRUETSQ W \TOM RAZDELE NA MINUS EDINICU, A NE

NA EDINICU, KAK W (1.2)). tAK KAK TRI LAGRANVEWYH PARAMETRA

yk HARAKTERIZU@T POLOVENIQ MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY NA

GIPERPOWERHNOSTQH, A y4 OTS^ITYWAETSQ WDOLX KAVDOJ MIROWOJ

LINII, TO y�, O^EWIDNO, QWLQ@TSQ SKALQRNYMI FUNKCIQMI OT-

NOSITELXNO GLOBALXNYH PREOBRAZOWANIJ lORENCA. sOWOKUPNOSTX

LAGRANVEWYH PARAMETROW yk OBRAZUET NA L@BOJ FIKSIROWANNOJ

GIPERPOWERHNOSTI y4 = const DEFORMIRUEMU@ KRIWOLINEJNU@ KO-

ORDINATNU@ SETKU, KOTORAQ NAZYWAETSQ SOPUTSTWU@]EJ SISTEMOJ

KOORDINAT. oNA, O^EWIDNO, BUDET IZMENQTXSQ W ZAWISIMOSTI OT

y4. kAK W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NOJ SREDY [44], TAK I PRI

RELQTIWISTSKOM RASSMOTRENII [5], [46], WYBOR TAKOJ SISTEMY KO-

ORDINAT PRI FIKSIROWANNOM y4 W NA[EJ WLASTI, NO W SLEDU@]IJ

MOMENT (y4 + dy4) ONA UVE NE PODWLASTNA NAM, TAK KAK ONA "WMO-

ROVENA" W SREDU I DEFORMIRUETSQ WMESTE S NEJ. tAKU@ WMORO-

VENNU@ W SREDU SISTEMU KOORDINAT PO ANALOGII S KLASSI^ESKOJ

MEHANIKOJ SPLO[NOJ SREDY [44] OPREDELIM KAK SOPUTSTWU@]U@

SISTEMU. kOORDINATY TO^EK SPLO[NOJ SREDY yk NA L@BOJ PROIZ-

WOLXNOJ, NO FIKSIROWANNOJ GIPERPOWERHNOSTI y4 = const NE IZME-

NQ@TSQ, W TO WREMQ KAK METRI^ESKIJ TENZOR ĝkl NA \TIH GIPERPO-

WERHNOSTQH, OTNESENNYJ K SISTEME KOORDINAT yk, WOOB]E GOWORQ,

ZAWISIT OT y4. kROME GOLONOMNYH KOORDINAT yk NA WSQKOJ FIKSI-

ROWANNOJ GIPERPOWERHNOSTI y4 = const WOZNIKA@T NEGOLONOMNYE

KOORDINATY x(k). dEJSTWITELXNO, TAK KAK h�(4) KASATELXNYJ WEK-

TOR K MIROWOJ LINII, TO TRIADA h�(k) LEVIT W ORTOGONALXNOJ K

NEJ GIPERPOWERHNOSTI. pO\TOMU SISTEMA TETRAD (31.5) QWLQETSQ

SOPUTSTWU@]EJ SISTEMOJ OTS^ETA. |TO MOVNO DOKAZATX I MATE-

MATI^ESKI, PEREHODQ OT GALILEEWA PREDSTAWLENIQ K TETRADNOMU.

V (�) = h�(�)V� = i�(�4); V (k) = 0; V (4) = i; (31:9)

^TO I DOKAZYWAET UTWERVDENIE.

pRI IZMENENII PARAMETRA y4 TRIADY h�(k), SWQZANNYE S MIRO-

WYMI LINIQMI ^ASTIC SREDY, W OB]EM SLU^AE IZMENQ@TSQ. pROS-

TEJ[IM PERENOSOM, UDOWLETWORQ@]IM (31.5), T.E. OSTAWLQ@]IM

h�(4) WSEGDA KASATELXNYM K MIROWOJ LINII, QWLQETSQ PERENOS
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fERMI-uOLKERA (30.75), KOTORYJ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO ZA-

DAETSQ URAWNENIQMI

�h�(�)

�S
=
dh�(�)

dS
= ibh"(�)(h�(4)B" � h"(4)B�); (31:10)

GDE b, B" WHODQT W URAWNENIQ fRENE-sERRE (30.58-30.62), ZAPISAN-

NYE W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. tAK KAK TRIADY PERENOSQTSQ

PO fERMI, TO KAK IZWESTNO IZ [20], IH POLE QWLQETSQ TOJ SISTEMOJ

OTS^ETA, KOTORAQ POZWOLQET OBESPE^ITX PRAWILXNOE RELQTIWIST-

SKOE OBOB]ENIE NX@TONOWSKOGO PONQTIQ "NEWRA]A@]EJSQ SISTE-

MY OTS^ETA". pRI POSTUPATELXNOM DWIVENII \LEMENT SREDY NE

POWORA^IWAETSQ OTNOSITELXNO OSEJ PERENOSIMYH PO fERMI WDOLX

MIROWYH LINIJ.

wSQKOMU WEKTORU dyk, SOEDINQ@]EMU NA NEKOTOROJ GIPERPO-

WERHNOSTI y4 = const DWE SOSEDNIE MIROWYE LINII, STAWITSQ W

SOOTWETSTWIE WEKTOR dx(k) = h�(k)dx�, SOEDINQ@]IJ \TI VE MI-

ROWYE LINII. kOORDINATY x(�) W OTLI^IE OT y�, x� QWLQ@TSQ

NEGOLONOMNYMI. |TIMI KOORDINATAMI MOVNO POLXZOWATXSQ TOLX-

KO LOKALXNO (W BESKONE^NO MALOJ OKRESTNOSTI KAVDOJ TO^KI). w

OTLI^IE OT PROIZWOLXNYH KRIWOLINEJNYH KOORDINAT y�, NEGOLO-

NOMNYE KOORDINATY SOHRANQ@T OBY^NYJ METRI^ESKIJ SMYSL, W

TO WREMQ KAK PROIZWOLXNYE KRIWOLINEJNYE KOORDINATY y� EGO

TERQ@T. pO\TOMU WSE REZULXTATY, POLU^ENNYE W PROIZWOLXNYH

KOORDINATAH, PREVDE ^EM SRAWNIWATX S OPYTOM, NEOBHODIMO WY-

RAZITX W LOKALXNOJ (SWQZANNOJ S NABL@DATELEM) ORTOGONALXNOJ

SISTEME KOORDINAT. tAK KAK LOKALXNYE ORTOGONALXNYE PREOBRA-

ZOWANIQ STOLX WAVNY, TO ESTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS, NELXZQ

LI IH SDELATX GOLONOMNYMI?

uSLOWIQ ORTOGONALXNOSTI

h�(�)h�(�) = �(��)

I USLOWIQ GOLONOMNOSTI

h�(�) =
@x(�)

@x�
;

WYTEKA@]IE IZ RAWENSTWA NUL@ OB_EKTA NEGOLONOMNOSTI (30.10),

DA@T SISTEMU DESQTI DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

@x(�)

@x�

@x(�)

@x�
= �(��);
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KOTORYM DOLVNY UDOWLETWORQTX ^ETYRE FUNKCII x(�) = f�(x�).

qSNO, ^TO \TO W OB]EM SLU^AE NEWOZMOVNO.

pEREJDEM K RASSMOTRENI@ DEFORMACIJ, KOTORYE WOZNIKA@T

PRI DWIVENII SREDY POD DEJSTWIEM SIL. nA[ "RELQTIWISTSKIJ"

PODHOD PO FORME I SODERVANI@ PO^TI POLNOSTX@ \KWIWALENTEN

KLASSI^ESKOMU PODHODU, RAZWIWAEMOMU W [IROKO IZWESTNOJ MONO-

GRAFII l.i. sEDOWA [44]. oTLI^IE NA[EGO PODHODA OT KLASSI^ES-

KOGO SOSTOIT W ZAMENE NA^ALXNOGO I AKTUALXNOGO SOSTOQNIQ SREDY

NA NA^ALXNYE I AKTUALXNYE GIPERPOWERHNOSTI, ORTOGONALXNYE

MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY. tAKIM OBRAZOM, "RELQTIWIZM"

PROQWLQETSQ W ZAMENE NX@TONOWSKOGO WREMENI t NA PARAMETR y4=ic,

NUMERU@]IJ ORTOGONALXNYE MIROWYM LINIQM GIPERPOWERHNOSTI.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNYE PEREME]ENIQ SREDY. pUSTX fO; x�g
KOORDINATY SOBYTIJ RAZLI^NYH TO^EK KONTINUUMA. oTMETIM ^E-

TYRE OSNOWNYE SISTEMY KOORDINAT, KOTORYMI BUDEM POLXZOWATX-

SQ.

1. sISTEMA fO; x1; x2; x3; x4g S WEKTORNYM BAZISOM h� (30.2),

(30.38), g�� = ���, x4 = ict, �dS2 = ���dx�dx� WYBIRAETSQ KAK

SISTEMA OTS^ETA, W KOTOROJ OPREDELQETSQ PEREME]ENIE ILI DWI-

VENIE. (nAZOWEM EE SISTEMOJ NABL@DATELQ).

2. lAGRANVEWA SISTEMA fM; yk; _y4g S WEKTORAMI BAZISA
@~r0
@yk

=
~_hk;

@~r0
@ _y4

=
~_h4; (31:11)

OTWE^A@]AQ POLOVENIQM TO^EK SREDY NA NEKOTOROJ NA^ALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const. w \TOJ SISTEME OBRAZY PODWIVNYH

TO^EK FIKSIROWANY. 4-RADIUS-WEKTOR ~r0 SOEDINQET NA^ALO KOORDI-

NAT so S NA^ALXNYMI KOORDINATAMI TO^EK DWIVU]EJSQ SREDY.

3. lAGRANVEWA SOPUTSTWU@]AQ SISTEMA fM; y� S WEKTORAMI

BAZISA
@~r

@y�
=
~̂
h�; (31:12)

OTWE^A@]AQ IZMENENNYM POLOVENIQM TO^EK SREDY NA RASSMATRI-

WAEMOJ (AKTUALXNOJ) GIPERPOWERHNOSTI y4.

4. |JLEROWA SOPUTSTWU@]AQ SISTEMA, PREDSTAWLQ@]AQ SOBOJ

SISTEMU TETRAD h�(�), PERENOSIMYH PO fERMI-uOLKERU.

kAK IZWESTNO IZ KLASSI^ESKOJ MEHANIKI SPLO[NOJ SREDY [44],

PRI IZU^ENII KONE^NYH PEREME]ENIJ NEOBHODIMO POLXZOWATX-

SQ SAMYM OB]IM WIDOM KRIWOLINEJNYH KOORDINAT. oDNAKO DLQ

PROSTOTY BAZISY SISTEMY 1 ~h� I SISTEMY 4 ~h(�) MOVNO FIKSI-

ROWATX PO WYBORU, W TO WREMQ KAK BAZISY LAGRANVEWYH SISTEM 2
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~_hk I 3
~̂
hk NE MOGUT WYBIRATXSQ PROIZWOLXNO, TAK KAK ONI SWQZANY

DRUG S DRUGOM ^EREZ SWOJSTWA PEREME]ENIQ.

rASSMOTRIM DWE BESKONE^NO BLIZKIE MIROWYE LINII DWIVU]E-

GOSQ KONTINUUMA NA NEKOTOROJ PROIZWOLXNOJ, NO FIKSIROWANNOJ

GIPERPOWERHNOSTI y4 = const: M (y1; y2; y3; y4) I M 0(y1 + dy1; y2 +

dy2; y3+dy3; y4). pUSTX NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const

POLOVENIE TO^KI M 0 PO OTNO[ENI@ K TO^KE M OPREDELENO BES-

KONE^NO MALYM WEKTOROM d~r0, A NA GIPERPOWERHNOSTI y
4 (W SILU

NEPRERYWNOSTI) BESKONE^NO MALYM WEKTOROM d~r. iZ OPREDELENIQ

BAZISOW (31.11) I (31.12) IMEEM

d~r0 =
@~r0
@yk

dyk =
~_hkdy

k; d~r =
@~r

@yk
dyk =

~̂
hkdy

k: (31:13)

dLQ NA^ALXNOGO I DEFORMIROWANNOGO SOSTOQNIQ POLU^AEM

dl20 = (d~r0 � d~r0) = (
~_hk � ~_hl)dykdyl = _gkldy

kdyl;

_gkl = (
~_hk � ~_hl) = @ _x�

@yk
@ _x�
@yl

; _x� = _x�(y
k; _y4) (31:14)

dl2 = (d~r � d~r) = (
~̂
hk � ~̂hl)dykdyl = ĝkldy

kdyl;

ĝkl = (
~̂
hk � ~̂hl) = @x�

@yk
@x�
@yl

; x� = x�(y
k; y4) (31:15)

dEFORMACI@ UDOBNO OPREDELITX SLEDU@]IM OBRAZOM

dl2 � dl20 = (ĝkl � _gkl)dy
kdyl = 2ukldy

kdyl; (31:16)

GDE

ukl =
1

2
(ĝkl � _gkl): (31:17)

zDESX ĝkl - METRI^ESKIJ TENZOR NA GIPERPOWERHNOSTI y
4 = const,

_gkl - METRI^ESKIJ TENZOR NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 =

const. ukl MOVNO RASSMATRIWATX KAK KOWARIANTNYE KOMPONENTY

TENZORA OTNOSITELXNO LAGRANVEWYH PEREMENNYH yk NA FIKSIRO-

WANNYH AKTUALXNOJ ILI NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTQH. kO\FFI-

CIENTY MATRICY ukl QWLQ@TSQ SKALQRNYMI FUNKCIQMI OTNOSI-

TELXNO PREOBRAZOWANIJ lORENCA. tAK KAK ZAKON DWIVENIQ (31.6)

IZWESTEN, A LAGRANVEWY PARAMETRY y� - GOLONOMNY, TO RAZRE[IW

SISTEMU (31.6) OTNOSITELXNO y�, POLU^IM

y� = y�(x�): (31:18)
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wOSPOLXZOWAW[ISX (31.6) I (31.18), PREDSTAWIM TENZORY DEFORMA-

CIJ (31.17), OTNESENNYMI K LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME

KOORDINAT I K NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI SOOTWETSTWENNO

ûkl =
1

2

�@x�
@yk

@x�
@yl

� _gkl
�
; (31:19)

_ukl =
1

2

�
ĝkl � @ _x�

@yk
@ _x�
@yl

�
: (31:20)

pEREHODQ OT LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEMY K SISTEME NA-

BL@DATELQ, POLU^IM POSLE NESLOVNYH WY^ISLENIJ

U�� = ûklh
k
�h

l
� =

1

2

�
g��� � _gkl

@yk

@x�

@yl

@x�

�
; (31:21)

g��� = ��� + V�V� (31:22)

tENZOR OTNOSITELXNO GLOBALXNYH PREOBRAZOWANIJ lORENCA g���
SOWPADAET S OPERATOROM PROEKTIROWANIQ ILI PROEKCIONNYM, WWE-

DENNYM NAMI RANEE W (10.67). oDNAKO W SILU WYBRANNOJ NAMI W

\TOM RAZDELE NORMIROWKI 4-SKOROSTI I WWEDENNOJ METRIKI, W FOR-

ME ZAPISI IME@TSQ NEPRINCIPIALXNYE RAZLI^IQ. rASSMOTRIM BO-

LEE PODROBNO SWOJSTWA \TOGO OPERATORA.

g���V� � 0; g��1�2
g��2�3

:::g��n�1�n
= g��1�n

: (31:23)

w POSLEDNEM SOOTNO[ENII PO INDEKSAM �2; :::�n�1 PROIZWEDENO

SUMMIROWANIE. oPERATOR PROEKTIROWANIQ PROEKTIRUET L@BOJ 4-

WEKTOR F� NA GIPERPOWERHNOSTX, ORTOGONALXNU@ MIROWYM LINIQM.

dEJSTWITELXNO

g��"F� = P" = F" + V"V�F�; P"V" = F"V" � V�F� = 0: (31:24)

oT SISTEMY NABL@DATELQ MOVNO PEREJTI K SOPUTSTWU@]IM TET-

RADAM, T.E. K SOPUTSTWU@]EJ SISTEME |JLERA

U (��) = U��h�(�)h�(�) (31:25)

iZ SWOJSTW PROEKCIONNOGO OPERATORA I POSTOQNSTWA LAGRANVEWYH

KOORDINAT yk WDOLX KAVDOJ IZ MIROWYH LINIJ ^ASTIC SREDY, T.E.

IZ RAWENSTWA

V�
@yk

@x�
=
dyk

dS
= 0
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SLEDUET, ^TO TENZOR U�� ORTOGONALEN 4-SKOROSTI V�. oTS@DA W SI-

LU SIMMETRII U�� IMEET LI[X [ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT.

tAK VE [ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT IMEET TENZOR W LOKALXNYH

TETRADAH U (��), POSKOLXKU ih�(4) = V�.

U (4k) = U (44) = 0; U (ab) =
1

2

�
�(ab)� _gkl

@yk

@x(a)

@yl

@x(b)

�
: (31:26)

tENZOR U (ab) W LOKALXNYH TETRADAH QWLQETSQ ANALOGOM TENZORA

aLXMANSI DLQ KONE^NYH DEFORMACIJ W NERELQTIWISTSKOM PRI-

BLIVENII [129]. {ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT U (ab) PREDSTAW-

LQ@T SOBOJ SKALQRNYE FUNKCII OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ

lORENCA. tENZOR aLXMANSI U�� OTNOSITELXNO LORENCEWYH PRE-

OBRAZOWANIJ, OTNESENNYJ K PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO, QWLQETSQ

RELQTIWISTSKIM OBOB]ENIEM EGO KLASSI^ESKOGO WYRAVENIQ. oN

SODERVIT DESQTX OTLI^NYH OT NULQ KOMPONENT, IZ KOTORYH [ESTX

NEZAWISIMYH.

nARQDU S TENZOROM aLXMANSI, WWEDEM W RASSMOTRENIE TENZOR

kO[I, KOTORYJ W LOKALXNYH TETRADAH IMEET WID

s (ab) = (�(ab)� 2U (ab)) = _gkl
@yk

@x(a)

@yl

@x(b)
: (31:27)

pEREHODQ K PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO, POLU^IM

s�� = h�(a)h�(b)s (ab) = _gkl
@yk

@x�

@yl

@x�
= g��� � 2U��: (31:28)

tENZOR kO[I W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME KOORDINAT

MOVNO POLU^ITX IZ (31.28), ISPOLXZUQ PARAMETRY lAME (30.39)

Ĉmn = h�nh�ms�� = _gmn =
@x�
@yn

@x�
@ym

� 2ûmn: (31:29)

iZ ORTOGONALXNOSTI TENZORA kO[I (31.28) 4-SKOROSTI V� SLEDUET,

^TO ON TAK VE IMEET [ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT.

aNALOGI^NYM OBRAZOM, ISPOLXZUQ (31.20), POLU^IM WYRAVE-

NIQ DLQ RAZLI^NYH TENZOROW DEFORMACIJ, ZADANNYH NA NEKOTO-

ROJ NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const. a IMENNO, ESLI OT

LAGRANVEWOJ NA^ALXNOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEMY PEREJDEM K NA-

^ALXNOJ SISTEME NABL@DATELQ, TO POLU^IM

_U�� = _ukl _h
k
�
_hl� = �

1

2

�
_g��� � ĝkl

@yk

@ _x�

@yl

@ _x�

�
; (31:30)
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GDE _g��� = ��� + _V� _V� - PROEKCIONNYJ OPERATOR NA NA^ALXNOJ GI-

PERPOWERHNOSTI. oT NA^ALXNOJ SISTEMY NABL@DATELQ PEREJDEM K

NA^ALXNYM SOPUTSTWU@]IM TETRADAM , T.E. K NA^ALXNOJ SOPUT-

STWU@]EJ SISTEME |JLERA.

_U(��) = _U�� _h�(�) _h�(�) (31:31)

_U(4k) = _U(44) = 0; U (ab) = �1
2

�
�(ab)� ĝkl

@yk

@ _x(a)

@yl

@ _x(b)

�
:

(31:32)

nARQDU S TENZOROM _U(ab) WWEDEM W RASSMOTRENIE TENZOR kO[I
_C(ab), OPREDELQEMYJ KAK

_s (ab) = (�(ab) + 2 _U(ab)) = ĝkl
@yk

@ _x(a)

@yl

@ _x(b)
: (31:33)

pEREHODQ K PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO, POLU^IM

_s�� = _h�(a) _h�(b) _s (ab) = ĝkl
@yk

@ _x�

@yl

@ _x�
: (31:34)

tENZOR kO[I W NA^ALXNOJ LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME

KOORDINAT IMEET WID

_Cmn = _h�n _h�m _s�� = ĝmn = 2 _umn + _gmn: (31:35)

tENZORY, KOTORYE OBRATNY TENZORAM kO[I, NOSQT NAZWANIE TEN-

ZOROW DEFORMACIJ fINGERA [129]. tENZORY fINGERA W LOKALXNYH

TETRADAH NA NA^ALXNOJ I AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTQH OPREDE-

LQ@TSQ IZ USLOWIJ

C(ab)B(bn) = �(an); _C(ab) _B(bn) = �(an): (31:36)

w ^ASTNOSTI, TENZOR fINGERA NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI

IMEET WID

B(ab) = _gkl
@x(a)

@yk
@x(b)

@yl
(31:37)

B�� = h�(a)h�(b)B(ab) = _gkl
@x�
@yk

@x�
@yl

: (31:38)

rASSMOTRIM WYRAVENIQ DLQ TENZOROW DEFORMACIJ ^EREZ KOMPO-

NENTY 4-WEKTORA PEREME]ENIJ. eSLI METRIKI NA^ALXNOGO I AKTU-

ALXNOGO SOSTOQNIQ EWKLIDOWY, TO MOVNO WWESTI 4-WEKTOR PEREME-

]ENIQ ~u, OPREDELQEMYJ KAK

~u = ~r � ~r0; (31:39)
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GDE ~r0 I ~r - ^ETYREHMERNYE RADIUSY WEKTORY W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO NA NA^ALXNOJ _y4 I AKTUALXNOJ y4 GIPERPOWERHNOS-

TQH SOOTWETSTWENNO. ("eSTESTWENNOE" TREBOWANIE EWKLIDOWOSTI

NA^ALXNYH I AKTUALXNYH METRIK NA NA[ WZGLQD QWLQETSQ O^ENX

SPORNYM. eSLI DO WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ SREDA POKOILASX W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, TO POSLE WKL@^ENIQ SILOWOGO POLQ (S

NA[EJ TO^KI ZRENIQ) PROSTRANSTWO-WREMQ PERESTALO BYTX PLOS-

KIM. w PLOSKOM PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, KAK MY NEODNOKRATNO

POD^ERKIWALI, W PRINCIPE NEWOZMOVNO TWERDOTELXNOE DWIVENIE

W ODNORODNYH SILOWYH POLQH. oDNAKO W \TOJ GLAWE MY RABOTAEM

W RAMKAH sto, OSTAWLQQ MODERNIZACI@ RELQTIWISTSKOJ TEORII

UPRUGOSTI DO LU^[IH WREMEN.)

dIFFERENCIRUQ (31.39) PO yk, ISPOLXZUQ (31.11), (31.12), PO-

LU^IM
@~u

@yk
=
~̂
hk � ~_hk: (31:40)

rASKLADYWAQ WEKTOR ~u PO BAZISU
~̂
h�, IMEEM

@~u

@yk
=
~̂
h�
@û�

@yk
+ û�

@
~̂
h�
@yk

=

=
�@û�
@yk

+ û��̂�k�

�
~̂
h� = r̂kû

�~̂h�: (31:41)

pRI WYWODE POSLEDNEJ FORMULY ISPOLXZOWALI (30.45). r̂kû
� - KO-

WARIANTNAQ PROIZWODNAQ PO METRIKE ĝ��. iZ (31.40), (31.41) I

(31.17) IMEEM

ukl =
1

2
(ĝkl � _gkl) =

1

2
(
~̂
hk � ~̂hl � ~_hk � ~_hl) =

=
1

2
[
~̂
hk � ~̂hl � (

~̂
hk � r̂kû

�~̂h�) � (~̂hl � r̂lû
"~̂h")] =

=
1

2
[r̂kûl + r̂lûk � r̂kû"r̂lû

"]: (31:42)

rASKLADYWAQ WEKTOR ~u PO BAZISU
~_h�, POLU^IM ANALOGI^NOE (31.42)

WYRAVENIE

ukl =
1

2
[ _rk _ul + _rl _uk + _rk _u" _rl _u

"]: (31:43)

pREDSTAWLQET INTERES RASSMOTRETX WYRAVENIE DLQ TENZORA

DEFORMACIJ ukl, OTNESENNOGO K PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO.

U�� = hk�h
l
�ukl =

1

2

@yk

@x�

@yl

@x�

� @~u
@yk

~̂
hl +

@~u

@yl
~̂
hk � @~u

@yk
@~u

@yl

�
: (31:44)
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dLQ DALXNEJ[EGO WY^ISLENIQ WOSPOLXZUEMSQ PREDWARITELXNYMI

SOOTNO[ENIQMI

@yk

@x�

@yl

@x�

@~u

@yk
~̂
hl =

@yk

@x�

@yl

@x�

@x"
@yl

@u"
@yk

=

=
�@u"
@x�

� @u"
@y4

@y4

@x�

��
�"� � @x"

@y4
@y4

@x�

�
: (31:45)

rASSMOTRIM RAWENSTWO

@x"
@y�

@y�

@x�
= �"�;

UMNOVAQ OBE ^ASTI KOTOROGO NA V", IMEEM

V"
@x"
@y�

@y�

@x�
= V�: (31:46)

tAK KAK V" ORTOGONALEN GIPERPOWERHNOSTI y
4, A @x"=@y

k KASATELEN

K NEJ, TO IMEET MESTO USLOWIE ORTOGONALXNOSTI

V"
@x"
@yk

= 0: (31:47)

oTKUDA (31.46) PRIMET WID

V"
@x"
@y4

@y4

@x�
= V�: (31:47)

iZ (31.7) I (31.8) IMEEM

@y4

@x�
= ��V�: (31:48)

tAK KAK W KA^ESTWE NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ WYBRANA NEDEFORMI-

ROWANNAQ SREDA, OTOBRAVAEMAQ TO^KAMI NEKOTOROJ NA^ALXNOJ GI-

PERPOWERHNOSTI _y4 = const, TO

u" = x"(y
k; y4) � _x"(y

k; _y4); (31:49)

@u"
@y4

=
@x"
@y4

; (31:50)

@~u

@yk
@~u

@yl
@yk

@x�

@yl

@x�
=
�@u"
@x�

+ V"V�
��@u"
@x�

+ V"V�
�

(31:51)
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w REZULXTATE NAHODIM

U�� =
1

2

�@u"
@x�

g�"� +
@u"
@x�

g�"� �
�@u"
@x�

+ V"V�
��@u"
@x�

+ V"V�
��
: (31:52)

pEREHOD K SOPUTSTWU@]IM TETRADAM DAET

U (��) = h�(�)h�(�)U��; U (a4) = U (44) = 0;

U (ab) =
1

2

��Du(a)
@x(b)

+
�Du(b)

@x(a)
�

�Du(")

@x(b)

�Du(")

@x(b)

�
; (31:53)

GDE �Du(b) - ABSOL@TNYJ DIFFERENCIAL (30.14), �D=@x(a) - PRO-

IZWODNAQ PO NAPRAWLENI@ (30.17). tENZOR U (ab) ESTX TENZOR aLX-

MANSI W LOKALXNYH TETRADAH, WYRAVENNYJ W KOMPONENTAH WEK-

TORA PEREME]ENIQ.{ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT \TOGO TENZORA

ESTX SKALQRNYE FUNKCII OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ lORENCA.

iZ ORTOGONALXNOSTI TENZORA aLXMANSI 4-SKOROSTI SLEDUET, ^TO

Ua4 = i
vb
c
Uab; U44 = �vavb

c2
Uab; (31:54)

GDE DLQ V� ISPOLXZUETSQ OBY^NAQ FORMA ZAPISI

Va =
va

c
q
1� v2=c2

; V4 =
iq

1� v2=c2
:

pEREHOD K NERELQTIWISTSKOMU PREDELU Va ! 0, V4 ! i DAET

Uab =
1

2

�@ua
@xb

+
@ub
@xa

� @uk
@xa

@uk
@xb

�
; Ua4 = U44 = 0: (31:55)

zDESXUab - KLASSI^ESKIJ TENZOR DEFORMACIJ aLXMANSI, WYRAVEN-

NYJ ^EREZ PROIZWODNYE OT WEKTORA DEFORMACIJ ua.

aNALOGI^NYM SPOSOBOM, KAK I WY[E, OT TENZORA ukl MOVNO

PEREJTI K NA^ALXNOJ SISTEME NABL@DATELQ, ^TO DAET

_U�� =
1

2

�@u"
@ _x�

_g�"� +
@u"
@ _x�

_g�"� +
�@u"
@ _x�

+ _V" _V�
��@u"
@ _x�

+ _V" _V�
��
: (31:56)

oT NA^ALXNOJ SISTEMY NABL@DATELQ PEREJDEM K NA^ALXNYM SO-

PUTSTWU@]IM TETRADAM

_U(��) = _h�(�) _h�(�) _U��; _U(a4) = _U(44) = 0;

_U(ab) =
1

2

��Du(a)
@ _x(b)

+
�Du(b)

@ _x(a)
+

�Du(")

@ _x(b)

�Du(")

@ _x(b)

�
; (31:57)
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A ZATEM K NERELQTIWISTSKOMU PREDELU

_Uab =
1

2

�@ua
@ _xb

+
@ub
@ _xa

+
@uk
@ _xa

@uk
@ _xb

�
; _Ua4 = _U44 = 0: (31:58)

32. gEOMETRI^ESKIJ SMYSL TENZOROW DEFORMACIJ

wYQSNIM GEOMETRI^ESKIJ SMYSL KOMPONENT TENZORA DEFORMA-

CIJ. nA[E RASSMOTRENIE SREDY NA GIPERPOWERHNOSTQH, KOTORYE

ORTOGONALXNY MIROWYM LINIQM ^ASTIC, PODOBNO KLASSI^ESKOMU

RASSMOTRENI@ W MGNOWENNYH SOSTOQNIQH. tENZORY DEFORMACIJ

W \TOM SLU^AE SOWPADA@T PO FORME S ANALOGI^NYMI TENZORAMI

KLASSI^ESKOJ MEHANIKI SPLO[NOJ SREDY. pO\TOMU DLQ WYQSNENIQ

GEOMETRI^ESKOGO I MEHANI^ESKOGO SMYSLA TENZOROW DEFORMACIJ

BUDEM SLEDOWATX METODAM l.i. sEDOWA [44] I w. pRAGERA [129].

rASSMOTRIM KOMPONENTY ukl IZ (31.17)

ĝkl =
~̂
hk � ~̂hl = j~̂hkjj~̂hlj cos  ̂kl; _gkl =

~_hk �~_hl = j~_hkjj~_hlj cos _ kl; (32:1)

GDE  ̂kl - UGLY MEVDU WEKTORAMI
~̂
hk I

~̂
hl, _ kl - UGLY MEVDU

~_hk I
~_hl.

nAJDEM OTNO[ENIE

j~̂hkj
j~_hkj

=
j~̂hkjdyk
j~_hkjdyk

=
jd~rkj
jd~r0kj =

dlk
dl0k

= Lk + 1; (32:2)

GDE dlk I dl0k - \LEMENTY DUG KOORDINATNYH LINIJ y
k, A SUMMIRO-

WANIE PO k OTSUTSTWUET.Lk - KO\FFICIENTY OTNOSITELXNYH UDLI-

NENIJ W NAPRAWLENIQH yk, OPREDELQEMYE SOOTNO[ENIQMI

Lk =
dlk � dl0k
dl0k

: (32:3)

iZ PRODELANNYH WYKLADOK SLEDUET, ^TO TENZOR ukl PREDSTAWIM W

WIDE

2ukl = [(1 + Lk)(1 + Ll) cos  ̂kl � cos _ kl]j~_hkjj~_hlj: (32:4)

eSLI INDEKSY U ukl ODINAKOWY, TO

2uii = [(1 + Li)
2 � 1] _gii: (32:5)
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Li =

vuut1 + 2uii
_gii
� 1: (32:6)

eSLI POLE 4-SKOROSTI _V� NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 PO-

STOQNNO, TO SOPUTSTWU@]U@ SISTEMU W NA^ALXNOM SOSTOQNII

MOVNO WZQTX DEKARTOWOJ, T.E. _gkl = �kl. (kAK BUDET POKAZANO DALEE,

PRI NEODNORODNOM POLE NA^ALXNYH SKOROSTEJ NA^ALXNAQ TREHMER-

NAQ GIPERPOWERHNOSTX BUDET RIMANOWA DAVE W sto, I NA^ALXNYE

DEKARTOWY KOORDINATY MOVNO WWODITX LI[X LOKALXNO.) eSLI DE-

FORMACII MALY, TO, RASKLADYWAQ (32.6) W RQD, IMEEM

Li = uii; (32:7)

T.E. KOWARIANTNYE KOMPONENTY TENZORA DEFORMACIJ S ODINAKOWY-

MI INDEKSAMI W SLU^AE BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ SOWPADA@T

S KO\FFICIENTAMI OTNOSITELXNYH UDLINENIJ WDOLX DEKARTOWYH

OSEJ KOORDINAT NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const. rAS-

SMOTRIM ukl PRI k 6= l. rADI PROSTOTY NA NA^ALXNOJ GIPERPO-

WERHNOSTI WYBEREM W DANNOJ TO^KE TAKU@ SISTEMU KOORDINAT, W

KOTOROJ
~_hk WZAIMNO ORTOGONALXNY, T.E. _ kl = �=2. pOLAGAQ

 ̂ij =
�

2
� �ij ;

POLU^IM IZ (31.17) I (32.1)

2ukl = j~_hkjj~_hlj sin�kl (32:8)

ILI

sin�kl =
2uklp
ĝkkĝll

: (32:9)

oTS@DA WIDNO, ^TO W OB]EM SLU^AE UGLY, BYW[IE NA NA^ALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI PRQMYMI, POSLE DEFORMACII PERESTA@T BYTX

PRQMYMI, I KOWARIANTNYE KOMPONENTY ukl PRI k 6= l HARAKTERI-

ZU@T IZMENENIE PERWONA^ALXNO PRQMOGO KOORDINATNOGO UGLA.

dLQ WYQSNENIQ GEOMETRI^ESKOGO SMYSLA TENZORA DEFORMACIJ

aLXMANSI U (ab) W LOKALXNYH TETRADAH (31.26) WOSPOLXZUEMSQ SO-

OTNO[ENIEM

dx(i)�x(j) � _gkldy
k�yl = 2U (jk)dx(j)�x(k): (32:10)

sMYSL \TOGO SOOTNO[ENIQ SOSTOIT W SLEDU@]EM: rASSMOTRIM

DWIVENIE NEKOTOROJ ^ASTICY SREDY P . pUSTX
��!
PP 0 I

��!
PP 00 DWA IS-

HODQ]IH IZ TO^KI WEKTORA, UKAZYWA@]IH NA SOSEDNIE ^ASTICY.
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pUSTX NA NEKOTOROJ AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI y4 = const WEK-

TORY
��!
PP 0 I

��!
PP 00 IME@T KOMPONENTY dx(i) I �x(i) SOOTWETSTWENNO.

nA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const IH KOMPONENTY ZADA-

@TSQ W WIDE dyi I �yi. eSLI OKRESTNOSTX RASSMATRIWAEMOJ ^ASTI-

CY NE PRETERPEWAET DEFORMACII, TO TREUGOLXNIK PP 0P 00 IMEET NA

AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI TU VE SAMU@ FORMU, ^TO I NA NA-

^ALXNOJ. tOGDA LEWAQ ^ASTX RAWENSTWA (32.10) OBRA]AETSQ W NULX

PRI L@BOM WYBORE ^ASTIC P 0 I P 00 W OKRESTNOSTI ^ASTICY P . tA-

KIM OBRAZOM, PRI OTSUTSTWII DEFORMACIJ SIMMETRI^NYJ TENZOR

U (jk) OBRA]AETSQ W NULX.

oBOZNA^IM DLINY MATERIALXNYH \LEMENTOW
��!
PP 0 I

��!
PP 00 NA AK-

TUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI ^EREZ dl I �l SOOTWETSTWENNO, A NA

NA^ALXNOJ - dl0 I �l0. wWEDEM W AKTUALXNOM SOSTOQNII EDINI^NYE

WEKTORY n(i) I �(i) WDOLX
��!
PP 0 I

��!
PP 00 SOOTWETSTWENNO, TAK ^TOBY

WYPOLNQLISX RAWENSTWA.

dx(i) = n(i)dl; �x(i) = �(i)�l: (32:11)

iZ (32.10) I (32.11) POSLE SOKRA]ENIQ NA dl�l IMEEM

cos � � dl0
dl

�l0
�l

cos _� = 2U (ij)n(i)�(j): (32:12)

eSLI, W ^ASTNOSTI, ^ASTICA P 00 SOWPADAET S P 0, TO POSLEDNEE SO-

OTNO[ENIE PRIMET WID

1�
�dl0
dl

�2
= 2U (ij)n(i)n(j): (32:13)

oTNO[ENIE dl=dl0 NAZOWEM KO\FFICIENTOM DLINY I OBOZNA^IM

KAK
dl

dl0
= �(n) = L+ 1; (32:14)

GDE L - KO\FFICIENT OTNOSITELXNOGO UDLINENIQ. iZ (32.13) NAHO-

DIM

�(n) =
1q

1 � 2U (ij)n(i)n(j)
: (32:14)

lINEJNYE \LEMENTY, KOTORYE NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI

SOWPADA@T S TETRADNYMI WEKTORAMI h(k), IME@T SLEDU@]IE KO-

\FFICIENTY DLIN:

�(1) =
1q

1� 2U (11)
; �(2) =

1q
1� 2U (22)

�(3) =
1q

1� 2U (33)
:

(32:15)
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rASSMOTRIM LINEJNYE \LEMENTY
��!
PP 0 I

��!
PP 00, KOTORYE NA AKTU-

ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI ORTOGONALXNY DRUG DRUGU.

�dl0
dl

�l0
�l

cos _� = 2U (ij)n(i)�(j): (32:16)

wWEDQ

!(jk) = �
��
2
� _�

�

KAK UMENX[ENIE UGLA NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI MEVDU DWU-

MQ LINEJNYMI \LEMENTAMI
��!
PP 0 I

��!
PP 00, KOTORYE NA AKTUALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI ORTOGONALXNY DRUG DRUGU, POLU^IM

!(jk) = arcsin(2�(j)�(k)U (jk)n(j)�(k)): (32:17)

w ^ASTNOSTI, ESLI NAPRAWLENIE LINEJNYH \LEMENTOW NA AKTUALX-

NOJ GIPERPOWERHNOSTI SOWPADAET S NAPRAWLENIEM TETRADNYH WEK-

TOROW ~h(1), ~h(2), TO UMENX[ENIE UGLA OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

!(12) = arcsin(2�(1)�(2)U (12)): (32:18)

pRI BESKONE^NO MALOM DEFORMIROWANII IZ NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ

IMEEM

�(n) = 1 + 2U (nn); !(12) = 2U (12): (32:19)

GDE SUMMIROWANIE PO n OTSUTSTWUET.

dLQ WYQSNENIQ GEOMETRI^ESKOGO SMYSLA TENZORA DEFORMACIJ
_U(ab) WOSPOLXZUEMSQ SOOTNO[ENIEM

ĝkldy
k�yl � d _x(i)� _x(j) = 2 _U(jk)d _x(j)� _x(k); (32:20)

GDE ĝkldy
k�yl - SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW

��!
PP 0 I

��!
PP 00 NA

NEKOTOROJ AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI y4 = const, A d _x(i)� _x(i)

SKALQRNOE PROIZWEDENIE \TIH WEKTOROW NA NA^ALXNOJ GIPERPO-

WERHNOSTI _y4 = const W SOPUTSTWU@]EJ SISTEME |JLERA.

oBOZNA^IM DLINY MATERIALXNYH \LEMENTOW
��!
PP 0 I

��!
PP 00 NA

NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI ^EREZ d _l I � _l SOOTWETSTWENNO, A NA

AKTUALXNOJ - dl I �l. wWEDEM W NA^ALXNOM SOSTOQNII EDINI^NYE

WEKTORY _n(i) I _�(i) WDOLX
��!
PP 0 I

��!
PP 00 SOOTWETSTWENNO, TAK ^TOBY

WYPOLNQLISX RAWENSTWA.

d _x(i) = _n(i)d _l; � _x(i) = _�(i)� _l; d _l = dl0: (32:21)
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iZ (32.20) I (32.21) POSLE SOKRA]ENIQ NA dl0�l0 IMEEM

dl

dl0

�l

�l0
cos � � cos _� = 2 _U(ij) _n(i) _�(j): (32:22)

eSLI, W ^ASTNOSTI, ^ASTICA P 00 SOWPADAET S P 0, TO POSLEDNEE SO-

OTNO[ENIE PRIMET WID

� dl
dl0

�2
= 1 + 2 _U (ij) _n(i) _n(j): (32:23)

dLQ KO\FFICIENTOW DLINY _�(n) NAHODIM

_�(n) =
r
1 + 2 _U (ij) _n(i) _n(j): (32:24)

pERWONA^ALXNO PRQMOJ UGOL MEVDU LINEJNYMI \LEMENTAMI
��!
PP 0 I

��!
PP 00, KOTORYE NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI BYLI ORTOGONALX-

NY DRUG DRUGU I SOWPADALI S NAPRAWLENIQMI
~_h(1) I

~_h(2), UMENX-

[ITSQ NA WELI^INU

_!(12) = arcsin
�2 _U (12)
_�(1) _�(2)

�
: (32:25)

tAKIM OBRAZOM, _U(jk) W LOKALXNYH TETRADAH W TO^NOSTI SOW-

PADAET S TENZOROM DEFORMACIJ gRINA W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE

SPLO[NOJ SREDY, WWODIMOM W DEKARTOWYH KOORDINATAH. tAK KAK

WSE TENZORY W LOKALXNYH TETRADAH SOWPADA@T PO FORME S ANALO-

GI^NYMI TENZORAMI W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED, TO

ONI IME@T TOT VE SAMYJ GEOMETRI^ESKIJ I MEHANI^ESKIJ SMYSL,

^TO I PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII. pO\TOMU MY OGRANI^I-

LISX LI[X KRATKIM RASSMOTRENIEM GEOMETRI^ESKIH SWOJSTW RAZ-

LI^NYH TENZOROW DEFORMACIJ. oTMETIM, ^TO PRI OTSUTSTWII DE-

FORMACIJ W SREDE TENZORY aLXMANSI I gRINA OBRA]A@TSQ W NULX,

W TO WREMQ KAK TENZORY kO[I I fINGERA IME@T WID

C(ab) = B(ab) = _C(ab) = _B(ab) = �(ab); (32:26)

KOTORYJ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO SWODITSQ K WYRAVENIQM

C�� = B�� = g���;
_C�� = _B�� = _g���: (32:27)

tAKIM OBRAZOM, PRI OTSUTSTWII DEFORMACIJ TENZORY kO[I I

fINGERA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO SOWPADA@T S OPERATORAMI
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PROEKTIROWANIQ, ZADA@]IMI PROSTRANSTWENNU@ METRIKU NA OR-

TOGONALXNYH MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY GIPERPOWERHNOSTQH

{ AKTUALXNOJ I NA^ALXNOJ SOOTWETSTWENNO.

33. gEOMETRIQ ORTOGONALXNYH MIROWYM LINIQM

GIPERPOWERHNOSTEJ I URAWNENIQ SOWMESTNOSTI

DEFORMACIJ

kOMPONENTY TENZORA DEFORMACIJ W OB]EM SLU^AE OPREDELQ-

@TSQ W SOGLASII S SOOTNO[ENIEM (31.17). s DRUGOJ STORONY, W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO [ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT ukl OPRE-

DELQ@TSQ ^EREZ PROIZWODNYE TOLXKO ^ETYREH FUNKCIJ 4-WEKTORA

PEREME]ENIQ u�. pO\TOMU ukl DOLVNY UDOWLETWORQTX OPREDELEN-

NYM URAWNENIQM, KOTORYE NAZYWA@TSQ URAWNENIQMI SOWMESTNOS-

TI DEFORMACIJ I QWLQ@TSQ USLOWIQMI INTEGRIRUEMOSTI. sLEDUQ

RABOTAM [25], [130], OSTANOWIMSQ NA OSNOWNYH SOOTNO[ENIQH TEO-

RII GIPERPOWERHNOSTEJ W PRIMENENII K SPLO[NYM SREDAM, S^ITAQ

PO OPREDELENI@, ^TO WME]A@]EE PROSTRANSTWO-WREMQ QWLQETSQ

PROSTRANSTWOM mINKOWSKOGO, T.E. IMEET MESTO TOVDESTWO

R��;"� � 0; (33:1)

GDE R��;"� - TENZOR KRIWIZNY rIMANA-kRISTOFFELQ.

uRAWNENIQ KONGRUENCIJ MIROWYH LINIJ ^ASTIC SPLO[NOJ SRE-

DY DLQ GOLONOMNYH LAGRANVEWYH KOORDINAT PRINIMA@T WID

x� = x�(y
�): (31:6)

pRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII y4 \TI URAWNENIQ PREDSTAWLQ@T SO-

BOJ URAWNENIQ GIPERPOWERHNOSTI �V3, ORTOGONALXNOJ MIROWYM LI-

NIQM. mETRI^ESKIJ TENZOR NA �V3 IMEET WID

ĝkl =
@x�
@yk

@x�
@yl

: (33:2)

w KAVDOJ TO^KE M NA �V3 STROIM REPER, SOSTOQ]IJ IZ ^ETYREH

WEKTOROW (30.39)

h�k =
@x�
@yk

; V� = �
@x�
@y4

: (33:3)

rEPER (33.3) NOSIT NAZWANIE SOPROWOVDA@]EGO REPERA GIPERPO-

WERHNOSTI [25], DLQ KOTOROGO IME@T MESTO SLEDU@]IE DERIWACI-

ONNYE FORMULY, WYRAVA@]IE ABSOL@TNYE PROIZWODNYE OT SME-

[ANNYH TENZOROW h�k, V� ^EREZ SAMI \TI TENZORY, A IMENNO:

�r̂kh�l = bklV�;
�r̂kV� = blkh�l; (33:4)
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GDE �r̂k ABSOL@TNAQ PROIZWODNAQ NA
�V3, KO\FFICIENTY SWQZNOSTI

��̂nkl WY^ISLQ@TSQ NA
�V3, ISHODQ IZ METRI^ESKOGO TENZORA ĝkl. eSLI

WME]A@]EE PROSTRANSTWO RIMANOWO, TO

�r̂k�
�
l =

@��l
@yk

+ h"k�
�
"��

�
l � ��̂nkl�

�
n: (33:5)

dLQ NA[EGO SLU^AQ h"k = h"k, �
�
"� = 0, TAK KAK WO WME]A@]EM

EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE WYBRANY DEKARTOWY KOORDINATY. pO\-

TOMU

�r̂kh�l =
@h�l
@yk

� ��̂nklh�n: (33:6)

bOLEE TOGO, DLQ L@BOGO TENZORA, OTNESENNOGO K PROSTRANSTWU

mINKOWSKOGO, IMEET MESTO SOOTNO[ENIE

�r̂kT�1:::�n =
@T�1:::�n
@yk

: (33:7)

w FORMULE (33.4) TENZOR bkl = blk NAZYWAETSQ WTORYM OSNOWNYM

TENZOROM GIPERPOWERHNOSTI �V3 (S^ITAQ, ^TO PERWYJ TENZOR - MET-

RI^ESKIJ TENZOR ĝkl), A OTWE^A@]U@ EMU INWARIANTNU@ KWADRA-

TI^NU@ FORMU

bkldy
kdyl;

NAZYWAEM WTOROJ KWADRATI^NOJ FORMOJ NA �V3. sIMMETRIQ bkl WY-

TEKAET IZ O^EWIDNOGO SOOTNO[ENIQ

�r̂kh�l =
� r̂lh�k: (33:8)

eSLI RASSMATRIWATX DERIWACIONNYE FORMULY KAK SISTEMU DIF-

FERENCIALXNYH URAWNENIJ OTNOSITELXNO h�k(y
l), V�(y

l), S^ITAQ

IH NEIZWESTNYMI FUNKCIQMI, TO KAK USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI

\TOJ SISTEMY POLU^A@TSQ URAWNENIQ

�R̂ik;lm = �(bilbkm � bklbim); (33:9)

�r̂kblm =� r̂lbkm; (33:10)

PERWYE IZ KOTORYH NAZYWA@TSQ URAWNENIQMI gAUSSA, A WTORYE

- URAWNENIQMI pETERSONA-kODACCI [25]. uRAWNENIQ gAUSSA PRED-

STAWLQ@T SOBOJ WESXMA WAVNYE SOOTNO[ENIQ, SWQZYWA@]IE PER-

WYJ I WTOROJ OSNOWNYE TENZORY NA GIPERPOWERHNOSTI �V3. oDNA-

KO PERWYJ TENZOR NA �V3 WHODIT W URAWNENIE gAUSSA ^EREZ TENZOR

KRIWIZNY.
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iSPOLXZUQ DERIWACIONNYE FORMULY I PRINQTU@ NAMI KINE-

MATIKU, POSTARAEMSQ NAJTI BOLEE PROSTYE SOOTNO[ENIQ, SWQZY-

WA@]IE OSNOWNYE TENZORY.

iZ (33.4) POSLE UMNOVENIQ NA V� IMEEM

�V��r̂kh�l = bkl: (33:11)

pERESTAWLQQ INDEKSY k I l, POLU^IM

blk + bkl = �V�(�r̂kh�l +
�r̂lh�k) = 2bkl; (33:12)

T.E.

bkl = �1
2
V�(

�r̂kh�l +
�r̂lh�k): (33:13)

tAK KAK V� ORTOGONALEN GIPERPOWERHNOSTI, TO

V�h�l = 0: (33:14)

bERQ ABSOL@TNU@ PROIZWODNU@ OT �r̂k(V�h�l), POLU^IM S U^ETOM

(33.7)

V�
�r̂kh�l = �h�l@V�

@yk
: (33:15)

u^ITYWAQ (33.13) I (33.15), POLU^IM

bkl =
1

2

�
h�l

@V�
@yk

+ h�k
@V�
@yl

�
: (33:16)

u^TQ (33.14) I (31.7), NAHODIM

bkl =
1

2

�
�
@

@y4
(h�lh�k)

�
: (33:16)

tAK KAK h�lh�k = ĝkl = ĝlk, A

�
@

@y4
=

@

@s
; (33:17)

GDE s - INTERWAL WDOLX MIROWOJ LINII, TO OKON^ATELXNO IMEEM

bkl =
1

2

@ĝkl
@s

: (33:18)

fORMULA (33.18) USTANAWLIWAET PROSTU@ WZAIMOSWQZX MEVDU PER-

WYM I WTORYM OSNOWNYMI TENZORAMI NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERH-

NOSTI.uRAWNENIQ gAUSSA (33.9) S ISPOLXZOWANIEM (33.18) SWODQTSQ

K WIDU

�R̂ik;lm = �1
4

�@ĝkl
@s

@ĝim
@s

� @ĝil
@s

@ĝkm
@s

�
; (33:19)
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A URAWNENIQ pETERSONA-kODACCI DA@T

�r̂k
@ĝlm
@s

= �r̂l
@ĝkm
@s

: (33:20)

o^ENX PRIME^ATELXNYM QWLQETSQ TOT FAKT, ^TO URAWNENIQ gA-

USSA (33.19) PREDSTAWLQ@T SOBOJ SISTEMU IZ [ESTI NEZAWISIMYH

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ [ESTI KOMPONENT

METRI^ESKOGO TENZORA ĝkl. wSE FORMULY W \TOM PARAGRAFE POLU^E-

NY DLQ AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI.o^EWIDNO, ^TO TO^NO TAKIE

VE SOOTNO[ENIQ BUDUT IMETX MESTO I DLQ NA^ALXNOJ GIPERPOWERH-

NOSTI S METRI^ESKIM TENZOROM _gkl. dLQ IH POLU^ENIQ NEOBHODIMO

LI[X SDELATX ZAMENU WSEH AKTUALXNYH TENZOROW NA NA^ALXNYE.

w ^ASTNOSTI, URAWNENIQ gAUSSA NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI

BUDUT IMETX WID

� _̂Rik;lm = �1
4

�@ _̂gkl
@ _s

@ _̂gim
@ _s

� @ _̂gil
@ _s

@ _̂gkm
@ _s

�
; (33:21)

rASSMOTRIM NERELQTIWISTSKOE PRIBLIVENIE. tAK KAK

V"
@x"
@yk

= 0;

TO
@x4
@yk

= �Va
V4

@xa
@yk

:

pO\TOMU

ĝkl =
@xa
@yk

@xb
@yl

�
�ab +

VaVb
V 2
4

�
: (33:22)

pRI NERELQTIWISTSKOM RASSMOTRENII Va ! 0, V4 ! i, ds ! cdt,

c!1, ^TO DAET

ĝkl =
@xa
@yk

@xa
@yl

; (33:23)

�R̂ik;lm = 0; � _̂Rik;lm = 0: (33:24)

tAKIM OBRAZOM, URAWNENIQ gAUSSA DLQ AKTUALXNOGO I NA^ALXNOGO

SOSTOQNIJ PREDSTAWIMY W FORME (32.24) I QWLQ@TSQ URAWNENIQMI

SOWMESTNOSTI DEFORMACIJ PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII. pRI

RELQTIWISTSKOM RASSMOTRENII URAWNENIQMI SOWMESTNOSTI DEFOR-

MACIJ QWLQ@TSQ URAWNENIQ (33.19) I (33.21). wYPI[EM \TI URAW-

NENIQ W RAZWERNUTOM WIDE. pUSTX RE[ENIEM URAWNENIJ (33.21)

QWLQ@TSQ FUNKCII

_gkl = _gkl(y
k; y4): (33:25)
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tOGDA IZ (31.17) IMEEM

ĝkl = _gkl + 2ukl: (33:26)

lEWU@ ^ASTX URAWNENIJ (33.19) PREDSTAWIM W SLEDU@]EJ IZWEST-

NOJ FORME [25]

�R̂ik;lm =
1

2

� @2ĝim
@yk@yl

� @2ĝil
@yk@ym

� @2ĝkm
@yi@yl

+
@2ĝkl
@yi@ym

�
+

+ĝpq
�
��̂qlk

��̂pmi � ��̂qli
��̂pmk

�
;

��̂naj =
1

2

�@ĝan
@yj

+
@ĝjn
@ya

� @ĝaj
@yn

�
: (33:27)

eSLI W (33.27) PODSTAWITX (33.26), TO TAK KAK NA^ALXNYE FUNKCII

_gkl IZWESTNY, TO POLU^IM URAWNENIE OTNOSITELXNO FUNKCIJ ukl.

pRI \TOM KOMPONENTY ĝpq OPREDELQ@TSQ KAK \LEMENTY MATRICY,

OBRATNOJ MATRICE S KOMPONENTAMI ĝpq

jjĝpqjj = jj _gpq + 2upqjj�1: (33:27)

eSLI NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI WYBRATX _gkl = const, TO

URAWNENIQ (33.19) PRIMUT WID

� @2uim
@yk@yl

� @2uil
@yk@ym

� @2ukm
@yi@yl

+
@2ukl
@yi@ym

�
+

+ĝpq
�
GqlkhGpmi �GqliGpmk

�
=
�@ukl
@s

@uim
@s

� @uil
@s

@ukm
@s

�
;

Gnaj =
1

2

�@uan
@yj

+
@ujn
@ya

� @uaj
@yn

�
: (33:28)

w NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII PRAWAQ ^ASTX (33.28) OBRA]A-

ETSQ W NULX I POLU^A@TSQ IZWESTNYE KLASSI^ESKIE URAWNENIQ SOW-

MESTNOSTI [44]. w SLU^AE BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ, PRENEB-

REGAQ WELI^INAMI WTOROGO PORQDKA MALOSTI, POLU^AEM SLEDU@-

]IE RELQTIWISTSKIE URAWNENIQ SOWMESTNOSTI

� @2uim
@yk@yl

� @2uil
@yk@ym

� @2ukm
@yi@yl

+
@2ukl
@yi@ym

�
=
�@ukl
@s

@uim
@s

� @uil
@s

@ukm
@s

�
:

(33:29)

w SLU^AE BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ W TENZORE ukl (31.42) I

(31.43) MOVNO OTBROSITX KWADRATI^NYE ^LENY WTOROGO PORQDKA

MALOSTI, ^TO DAET

ukl =
1

2
(ĝkl � _gkl) =

1

2
[r̂kûl + r̂lûk] =

1

2
[ _rk _ul + _rl _uk]: (33:30)
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w NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII URAWNENIQ SOWMESTNOSTI

(33.29) PRIOBRETA@T WID

� @2uim
@yk@yl

� @2uil
@yk@ym

� @2ukm
@yi@yl

+
@2ukl
@yi@ym

�
= 0 (33:31)

I NOSQT NAZWANIE URAWNENIJ SOWMESTNOSTI sEN-wENANA [44]. kAK

POKAZANO W [44], TENZOR DEFORMACIJ ukl W PREDSTAWLENII KONE^NYH

PEREME]ENIJ (33.30) OBRA]AET URAWNENIQ sEN-wENANA W TOVDEST-

WO. w RELQTIWISTSKOM SLU^AE, RAZWIWAEMOM NAMI, WMESTO URAW-

NENIJ sEN-wENANA ISPOLXZU@TSQ URAWNENIQ (33.29), KOTORYE OT-

LI^A@TSQ OT URAWNENIJ (33.31) NENULEWOJ PRAWOJ ^ASTX@. tAK

KAK DLQ SLU^AQ BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ TENZORY DEFOR-

MACIJ (33.30) WNE[NE SOWPADA@T S IH KLASSI^ESKIM ANALOGOM,

TO, KAK KAVETSQ NA PERWYJ WZGLQD, MY PRI[LI K PROTIWORE^I@

PRI RELQTIWISTSKOM RASSMOTRENII. wEDX PRI PODSTANOWKE (33.30)

W (33.29) MY DOLVNY POLU^ITX SLEWA 0 W SILU SPRAWEDLIWOSTI

URAWNENIQ sEN-wENANA, A SPRAWA - W OB]EM SLU^AE WELI^INU OT-

LI^NU@ OT NULQ.oDNAKO \TO PROTIWORE^IE QWLQETSQ TOLXKO KAVU-

]IMSQ. dELO W TOM, ^TO PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII KOWARI-

ANTNYE PROIZWODNYE W (33.30) WY^ISLQ@TSQ S POMO]X@ TREHMER-

NOGO METRI^ESKOGO TENZORA I SOOTWETSTWU@]IH TREHMERNYH SIM-

WOLOW kRISTOFFELQ W LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ AKTUALXNOJ

(ILI NA^ALXNOJ) SISTEME KOORDINAT, W TO WREMQ KAK PRI RELQTI-

WISTSKOM RASSMOTRENII PROSTRANSTWENNYE KOWARIANTNYE PROIZ-

WODNYE W (33.30) WY^ISLQ@TSQ S ISPOLXZOWANIEM ^ETYREHMERNOGO

METRI^ESKOGO TENZORA ĝ��. |TO WIDNO IZ WYWODA (31.42) I (31.43).

tAKIM OBRAZOM, "RELQTIWIZM" PROQWLQETSQ W "RASKRYTII" KOWA-

RIANTNYH PROIZWODNYH.

34. tENZORY SKOROSTEJ DEFORMACIJ I IH SWQZX S

TENZORAMI DEFORMACIJ I TENZOROM KRIWIZNY

w PREDYDU]EM RAZDELE PRI WYWODE TENZOROW DEFORMACIJ MY

NE INTERESOWALISX ISTORIEJ WOZNIKNOWENIQ DEFORMACIJ W SREDE,

A LI[X KONSTATIROWALI FAKT PRISUTSTWIQ ILI OTSUTSTWIQ IH.

oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET OPISANIE PROCESSA WOZNIKNOWENIQ

DEFORMACIJ W SREDE. zAJMEMSQ POSTROENIEM KINEMATIKI KONTI-

NUUMA.

iZ SOOTNO[ENIJ (31.28), (31.29) I ORTOGONALXNOSTI TENZORA
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DEFORMACIJ kO[I 4-SKOROSTI V� SLEDUET RAWENSTWO

_gkldy
kdyl = C��

@x�
@y"

@x�
@y�

dy"dy� = C��
@x�
@yk

@x�
@yl

dykdyl: (34:1)

dIFFERENCIRUQ OBE ^ASTI RAWENSTWA PO y4 I S^ITAQ, ^TO RAWEN-

STWO SPRAWEDLIWO PRI PROIZWOLXNYH dyk, POLU^IM

@

@y4

�
C��

@x�
@yl

@x�
@yj

�
=
@ _glj
@y4

: (34:2)

eSLI _gkl NE ZAWISIT OT y
4, T.E. NA^ALXNOE SOSTOQNIE FIKSIROWANO,

TO IMEET MESTO SLEDU@]EE UTWERVDENIE:

eSLI QKOBIAN PREOBRAZOWANIQ det jjI�;"jj OT KOORDINAT x� K

KOORDINATAM y" OTLI^EN OT NULQ, TO PRI FIKSIROWANNOM NA-

^ALXNOM SOSTOQNII (T.E. PRI @ _gkl=@y
4 = 0) RAWENSTWO (34.2) \K-

WIWALENTNO URAWNENIQM

D�� � V�
@C��
@x�

+
@V�
@x�

C�� +
@V�
@x�

C�� = 0: (34:3)

dOKAZATELXSTWO:

dIFFERENCIROWANIE (34.2) DAET

@s��
@y4

@x�
@yl

@x�
@yj

+C��
@

@yl

�@x�
@y4

�@x�
@yj

+C��
@x�
@yl

@

@yj

�@x�
@y4

�
= 0: (34:4)

w SILU TOGO, ^TO C��V� = 0, IMEEM

C��
@

@yl

�@x�
@y4

�
= C��

@

@yl

�V�
�

�
=
1

�
C��

@V�
@yl

: (34:5)

pO\TOMU

@s��
@y4

@x�
@yl

@x�
@yj

+
1

�
C��

@V�
@yl

@x�
@yj

+
1

�
C��

@x�
@yl

@V�
@yj

= 0 (34:6)

rASSMATRIWAQ POLE 4-SKOROSTEJ KAK FUNKCI@ PEREMENNYH x" I

MENQQ INDEKSY SUMMIROWANIQ, POLU^AEM

�
�
@s��
@y4

+ C��
@V�
@x�

+ C��
@V�
@x�

�@x�
@yl

@x�
@yj

= 0 (34:7)

u^ITYWAQ, ^TO W PEREMENNYH |JLERA DLQ L@BOJ FUNKCII  (x�)

SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

�
@ 

@y4
= �

@ 

@x�

@x�
@y4

= V�
@ 

@x�
=
d 

ds
;

303



IMEEM

D��
@x�
@yl

@x�
@yj

= 0: (34:8)

tAK KAK

D�� = D��; D��V� = 0;

TO (34.8) \KWIWALENTNO SOOTNO[ENIQM

D��I�;"I�;� = 0: (34:9)

tAK KAK PO USLOWI@ UTWERVDENIQ det jjI�;"jj 6= 0, TO OTS@DA WYTE-

KAET

D�� = 0; (34:10)

^TO I DOKAZYWAET UTWERVDENIE. iSPOLXZUQ (31.28), POSLEDNEE SO-

OTNO[ENIE PREDSTAWIM W WIDE

��� = V�
@U��
@x�

+
@V�
@x�

U�� +
@V�
@x�

U��; (34:11)

GDE

��� � 1

2

�@V�
@x�

+
@V�
@x�

+
@V�
@x�

V�V� +
@V�
@x�

V�V�
�

(34:12)

PO TERMINOLOGII RABOTY [20] NOSIT NAZWANIE TENZORA RASPROSTRA-

NENIQ NATQVENIJ, SOWPADA@]IM S WWEDENNYM NAMI RANEE W GLAWE

1 TENZOROM SKOROSTEJ DEFORMACIJ ��� (1.3). nEPRINCIPIALXNOE

OTLI^IE (34.12) OT (1.3) TOLXKO W WYBORE SIGNATURY METRIKI I

SOOTWETSTWU@]EJ NORMIROWKI 4-SKOROSTI.

wYRAVENIE (34.11) PREDSTAWLQET SOBOJ RELQTIWISTSKOE OB-

OB]ENIE KLASSI^ESKOGO WYRAVENIQ DLQ MATERIALXNOJ SKOROSTI

IZMENENIQ TENZORA DEFORMACIJ aLXMANSI. tAK KAK ��� = ���,

���V� = 0, TO SISTEMA (34.1) SODERVIT LI[X 6 NEZAWISIMYH URAW-

NENIJ. iSPOLXZUQ RAWENSTWO

@V�
@x�

U�� =
�@V�
@x�

+ V�V�
@V�
@x�

�
U��;

POLU^IM
@V�
@x�

U�� = (��� + !��)U��; (34:13)

GDE

!�� � 1

2

�@V�
@x�

� @V�
@x�

+
@V�
@x�

V�V� � @V�
@x�

V�V�
�
: (34:14)
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o�� - NOSIT NAZWANIE TENZORA SPINA SPLO[NOJ SREDY [20]. |TOT

TENZOR SOWPADAET S WWEDENNYM NAMI RANEE W GLAWE 1 (S TO^NOSTX@

DO WYBORA SIGNATURY METRIKI I USLOWIQ NORMIROWKI 4-SKOROSTI)

S TENZOROM UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ (1.4). |TOT TENZOR ANTI-

SIMMETRI^EN I ORTOGONALEN 4-SKOROSTI.

dWIVENIE SREDY MOVNO NAZWATX POSTUPATELXNYM, ESLI !�� =

0. pO ANALOGII S KLASSI^ESKOJ MEHANIKOJ SPLO[NOJ SREDY [129]

WWEDEM PONQTIE SKOROSTI DEFORMACIJ aLXMANSI I OBOZNA^IM EE

KAK

U �
�� �

dU��
ds

� !��U�� � !��U��: (34:15)

iSPOLXZUQ (34.13), PREDSTAWIM (34.11) W WIDE

��� = V�
@U��
@x�

+ (��� + !��)U�� + (��� + !��)U��: (34:16)

oTKUDA POLU^IM

U �
�� = ��� � !��U�� � !��U��: (34:17)

eSLI TELO DWIVETSQ KAK VESTKOE W SMYSLE bORNA, T.E. RASSTOQNIQ

L@BYMI DWUMQ SOSEDNIMI MIROWYMI LINIQMI W PROCESSE DWIVE-

NIQ NE IZMENQETSQ, TO KAK IZWESTNO ��� = 0. oTKUDA SLEDUET

U �
�� = 0:

dLQ SLU^AQ OTSUTSTWIQ WRA]ENIQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE PRI

VESTKOM DWIVENII \KWIWALENTNO USLOWI@

U �
�� =

dU��
ds

= 0: (34:18)

sMYSL POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ STANOWITSQ OSOBENNO QSNYM, ES-

LI PEREPISATX POSLEDNEE SOOTNO[ENIE W POLE TETRAD, KOTOROE

PREDSTAWLQET U NAS \JLEROWU SOPUTSTWU@]U@ SISTEMU OTS^ETA.

a IMENNO
dU��
ds

=
dh�(a)

ds
h�(b)U (ab)+

+h�(a)
dh�(b)

ds
U (ab) + h�(a)h�(b)

dU (ab)

ds
= 0:

oTKUDA IMEEM

h�(k)h�(b)
dU��
ds

=
dU (kn)

ds
= 0: (34:18)
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pRI WYWODE U^LI, ^TO TRIADA h�(a) PERENOSITSQ PO fERMI, T.E.

dh�(a)

ds
= V�h"(a)B"b; V�h�(k) = i�(k4) = 0: (34:19)

tAKIM OBRAZOM, ESLI TELO DWIVETSQ KAK VESTKOE W SMYSLE bORNA

TELO, TO TENZOR DEFORMACIJ aLXMANSI W SOPUTSTWU@]IH TETRA-

DAH OSTAETSQ POSTOQNNYM. w ^ASTNOSTI, ESLI NA NEKOTOROJ NA-

^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI TELO NAHODILOSX W NEDEFORMIROWAN-

NOM SOSTOQNII, TO PRI VESTKOM DWIVENII NIKAKIH DEFORMACIJ W

SREDE NE WOZNIKAET.

iSPOLXZUQ SOOTNO[ENIE (31.29), NAJDEM WZAIMOSWQZX MEVDU

MATERIALXNOJ SKOROSTX@ IZMENENIQ TENZORA DEFORMACIJ ûkl I

TENZOROM SKOROSTEJ DEFORMACIJ, S^ITAQ NA^ALXNOE SOSTOQNIE

FIKSIROWANNYM.

dĈmn
ds

=
d _gmn
ds

=
d

ds
(h�nh�m)� 2

d

ds
ûmn: (34:20)

oTKUDA

d

ds
ûmn =

1

2

dĝmn
ds

=
1

2

�
h�n

dh�m
ds

+ h�m
dh�n
ds

�
= bnm; (34:21)

GDE MY WOSPOLXZOWALISX (33.18). fORMULA (34.21) SWQZYWAET WTO-

ROJ OSNOWNOJ TENZOR GIPERPOWERHNOSTI SO SKOROSTX@ IZMENENIQ

TENZORA DEFORMACIJ ûnm. wYQSNIM SWQZX MEVDU TENZOROM bnm I

�̂mn, T.E. SWQZX MEVDU WTORYM OSNOWNYM TENZOROM GIPERPOWERH-

NOSTI I TENZOROM SKOROSTEJ DEFORMACIJ W SOPUTSTWU@]EJ LA-

GRANVEWOJ SISTEME.

�̂nm = ���h�nh�m =
1

2

�@V�
@ym

h�n +
@V�
@yn

h�m
�
: (34:22)

iSPOLXZUQ (33.16), POLU^AEM OKON^ATELXNO

�̂nm = ���h�nh�m = bnm: (34:23)

pO\TOMU (34.21) MOVNO PREDSTAWITX W OKON^ATELXNOM WIDE

dûmn
ds

=
1

2

dĝmn
ds

= bmn = �̂mn: (34:24)

tAKIM OBRAZOM, WTOROJ OSNOWNOJ TENZOR GIPERPOWERHNOSTI bkl
TOVDESTWENEN S TENZOROM SKOROSTEJ DEFORMACIJ �̂kl. eSLI OKREST-

NOSTX RASSMATRIWAEMOJ ^ASTICY DWIVETSQ KAK VESTKOE W SMYSLE
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bORNA TELO, TO ��� = 0. pO\TOMU dûnm=ds = 0. mOVNO DOKAZATX I

OBRATNOE UTWERVDENIE, A IMENNO:

eSLI SKOROSTX IZMENENIQ TENZORA DEFORMACIJ dûmn=ds = 0,

TO OKRESTNOSTX RASSMATRIWAEMOJ ^ASTICY DWIVETSQ KAK VESTKOE

W SMYSLE bORNA TELO.

dEJSTWITELXNO, TAK KAK ���V� = 0, TO IZ RAWENSTWA NUL@ WY-

RAVENIQ

���
@x�
@yn

@x�
@ym

= 0

WYTEKAET, ^TO

���
@x�
@y"

@x�
@y�

= 0:

tAK KAK

det
����
����@x�
@y"

����
���� 6= 0;

TO ��� = 0, ^TO I DOKAZYWAET UTWERVDENIE.

iSPOLXZUQ (34.23), NAHODIM DLQ URAWNENIJ gAUSSA (33.9) SOOT-

NO[ENIQ
�R̂ik;lm = �̂kl�̂im � �̂il�̂km: (34:25)

pEREHOD OT SOPUTSTWU@]EJ SISTEMY K SISTEME NABL@DATELQ (T.E.

K PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO) DAET

�R��;
� =
�R̂ik;lmh

i
�h

k
�h

l

h

m
� = ��
��� � ��
���: (34:26)

pRI VESTKOM DWIVENII ��� = 0 I GIPERPOWERHNOSTX, ORTOGONALX-

NAQ MIROWYM LINIQM, STANOWITSQ PLOSKOJ.

~TOBY POLU^ITX USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI DLQ KOMPONENT

TENZORA SKOROSTEJ DEFORMACIJ, PRODIFFERENCIRUEM URAWNENIQ

gAUSSA (34.25) PO y4, ISPOLXZUQ (33.27) I (34.24) I (34.25)

1

2

� @2Tim
@yk@yl

� @2Til
@yk@ym

� @2Tkm
@yi@yl

+
@2Tkl
@yi@ym

�
+

+
@

@y4

�
ĝpq

�
��̂qlk

��̂pmi� ��̂qli
��̂pmk

��
=

@

@y4

�
�̂kl�̂im� �̂il�̂km

�
: (34:27)

zDESX

Tim � �̂im
�
: (34:28)

eSLI URAWNENIQ (34.27) QWLQ@TSQ DEJSTWITELXNO URAWNENIQMI

SOWMESTNOSTI DLQ TENZORA SKOROSTEJ DEFORMACIJ, TO OB]IM IN-

TEGRALAMI \TIH URAWNENIJ DOLVNY BYTX KOMPONENTY TENZORA
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(34.22). dOKAVEM, ^TO WYRAVENIQ (34.22) OBRA]A@T W TOVDEST-

WO (34.27). iZ ORTOGONALXNOSTI V�h�l = 0 WYTEKAET

�̂im = �1
2

�
V�
@h�i
@ym

+ V�
@h�m
@yi

�
= ��@x�

@y4
@2x�
@ym@yi

; (34:29)

Tim = �@x�
@y4

@2x�
@ym@yi

; (34:30)

@2Tim
@yk@yl

= �
� @3x�
@y4@yk@yl

@2x�
@yi@ym

+
@3x�

@yi@yk@ym
@2x�
@y4@yl

+

+
@3x�

@yi@yl@ym
@2x�
@y4@yk

+
@4x�

@yi@ym@yk@yl
@x�
@y4

�
; (34:31)

@2Tim
@yk@yl

� @2Til
@yk@ym

=
� @3x�
@y4@yk@ym

@2x�
@yi@yl

� @3x�
@y4@yk@yl

@2x�
@yi@ym

�
+

+
� @3x�
@yi@yk@yl

@2x�
@y4@ym

� @3x�
@yi@yk@ym

@2x�
@y4@yl

�
; (34:32)

@2Tkl
@yi@ym

� @2Tkm
@yi@yl

=
� @3x�
@y4@yi@yl

@2x�
@yk@ym

� @3x�
@y4@yi@ym

@2x�
@yk@yl

�
+

+
� @3x�
@yk@yi@ym

@2x�
@y4@yl

� @3x�
@yk@yi@yl

@2x�
@y4@ym

�
; (34:33)

@2Tim
@yk@yl

� @2Til
@yk@ym

� @2Tkm
@yi@yl

+
@2Tkl
@yi@ym

=
� @3x�
@y4@yk@ym

@2x�
@yi@yl

+
@3x�

@y4@yl@yi
@2x�
@yk@ym

�
�

�
� @3x�
@y4@yi@ym

@2x�
@yk@yl

+
@3x�

@y4@yk@yl
@2x�
@yi@ym

�
=

=
@

@y4

�@h�m
@yk

@h�l
@yi

� @h�m
@yi

@h�l
@yk

�
: (34:34)

iSPOLXZUQ FORMULY (33.6) I (33.4), IMEEM

@h�l
@yk

=� r̂kh�l +
��̂nklh�n:

oTKUDA, PRAWAQ ^ASTX (34.34) SWODITSQ K WIDU

@

@y4

��
�r̂kh�m + ��̂nkmh�n

��
�r̂ih�l +

��̂pilh�p
�
�
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�
�
�r̂ih�m + ��̂nimh�n

��
�r̂kh�l +

��̂pklh�n
��

=

=
@

@y4
(�bkmbil + bklbim) +

@

@y4

�
��̂nkm

��̂pilĝnp � ��̂nim
��̂pklĝnp

�
: (34:35)

lEWAQ ^ASTX (34.27) S U^ETOM (34.35) PREOBRAZUETSQ K WIDU

@

@y4
(�̂kl�̂im � �̂km�̂il) +

@

@y4

�
��̂pkm

��̂pil � ��̂pim
��̂pkl

�
+

+
�
��̂plk

��̂pmi � ��̂pli
��̂pmk

�
=

@

@y4
(�̂kl�̂im � �̂km�̂il): (34:36)

iTAK, SISTEMA (34.27) UDOWLETWORQETSQ TOVDESTWENNO I QWLQETSQ

SISTEMOJ URAWNENIJ SOWMESTNOSTI DLQ KOMPONENT TENZORA SKOROS-

TEJ DEFORMACIJ W RELQTIWISTSKOM SLU^AE.

nA \TOM MY ZAKAN^IWAEM KINEMATIKU I PEREHODIM K DINAMIKE

SPLO[NOJ SREDY W sto.
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gLAWA 9

relqtiwistskaq dinamika

deformiruemoj sredy

w \TOJ GLAWE WYWEDENO RELQTIWISTSKOE URAWNENIE NERAZRYW-

NOSTI I NAJDENO EGO RE[ENIE. nA OSNOWE WARIACIONNOGO PRINCIPA

lAGRANVA POSTROENA RELQTIWISTSKAQ DINAMIKA IZOTROPNOGO UP-

RUGOGO KONTINUUMA. pOLU^EN RELQTIWISTSKIJ ZAKON gUKA I POKA-

ZANO, ^TO MEHANI^ESKAQ SISTEMA URAWNENIJ, OPISYWA@]AQ POWEDE-

NIE RELQTIWISTSKOGO IZOTROPNOGO UPRUGOGO KONTINUUMA, QWLQETSQ

ZAMKNUTOJ. w KA^ESTWE PRIMEROW RE[ENA ZADA^A O RASPROSTRANE-

NII PLOSKIH WOLN W NEOGRANI^ENNOJ IZOTROPNOJ DWIVU]EJSQ SRE-

DE I W RAMKAH sto NAJDEN ANALOG VESTKOGO "RAWNOUSKORENNOGO"

DWIVENIQ KONTINUUMA, PRIWED[IJ K KONCEPCII bORNA.

35. pLOTNOSTX SREDY. uRAWNENIE NERAZRYWNOSTI

wAVNOJ HARAKTERISTIKOJ SPLO[NOJ SREDY QWLQETSQ EE PLOT-

NOSTX. dLQ OPREDELENIQ POSLEDNEJ RASSMOTRIM NA NEKOTOROJ PRO-

IZWOLXNOJ, NO FIKSIROWANNOJ GIPERPOWERHNOSTI y4 = const MALYJ

OB_EM �V . mASSA WYDELENNOGO OB_EMA NA \TOJ GIPERPOWERHNOSTI

ESTX �m. tOGDA PLOTNOSTX@ SREDY NA DANNOJ GIPERPOWERHNOSTI,

ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM, NAZOWEM WELI^INU ��, OPREDELQ-

EMU@ RAWENSTWOM

�� = lim
�V!0

�m

�V
=
dm

dV
: (35:1)

tAK KAK �� OPREDELQETSQ NA ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM

^ASTIC SREDY GIPERPOWERHNOSTI, TO ONA QWLQETSQ INWARIANTNOJ

PLOTNOSTX@ TOJ ^ASTI MASSY POKOQ, KOTORAQ PRI DWIVENII NE

MENQETSQ. pUSTX OB_EM dV QWLQETSQ OB_EMOM NEKOTOROGO PARAL-

LELEPIPEDA, POSTROENNYM IZ BESKONE^NO MALYH WEKTOROW dx(i),

�x(i), �x(i). sOGLASNO IZWESTNOMU SOOTNO[ENI@ ANALITI^ESKOJ

GEOMETRII, OB_EM \TOGO PARALLELEPIPEDA ESTX

dV = "(ijk)dx(i)�x(j)�x(k): (35:2)

tAK KAK MY PRIMENQEM TOLXKO PRAWOSTORONNIE SISTEMY KOORDI-

NAT, TO dV QWLQETSQ ISTINNYM SKALQROM OTNOSITELXNO PREOBRA-

ZOWANIJ TRIAD ~h(k). "(ijk) - EDINI^NYJ, SOWER[ENNO ANTISIM-

METRI^NYJ PSEWDOTENZOR, DLQ KOTOROGO SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE
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IZWESTNYE SOOTNO[ENIQ [7].

"(123) = 1; "(ijk) = "(jki) = "(kij) =

�"(jik) = �"(kji) = �"(ikj); "(abc)"(lmn) =

= �(al)�(bm)�(cn) + �(am)�(bn)�(cl) + �(an)�(bl)�(cm)�
��(al)�(bn)�(cm) � �(an)�(bm)�(cl) � �(am)�(bl)�(cn);

"(abn)"(lmn) = �(al)�(bm)� �(am)�(bl);

"(amn)"(lmn) = 2�(al); "(lmn)"(lmn) = 6: (35:3)

~ASTICY SREDY, IME@]IE NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI OB_-

EM dV , NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const ZANIMALI OB_-

EM d _V .

d _V = "(ijk)d _x(i)� _x(j)� _x(k): (35:4)

tAK KAK WEKTOR d _x(i) LEVIT NA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI, TO

EGO WYRAVENIE W KOMPONENTAH ESTX

d _x(i) = _hp(i)dy
p: (35:5)

kAK IZWESTNO, DETERMINANTD MATRICY NEKOTOROGO TENZORA T (pq)

MOVNO ZAPISATX W WIDE

D =
1

6
"(ijk)"(pqr)T (ip)T (jq)T (kr): (35:6)

kROME TOGO, DLQ \TOGO DETERMINANTA IME@T MESTO \KWIWALENTNYE

SOOTNO[ENIQ, A IMENNO

D = "(ijk)T (i1)T (j2)T (k3) = "(ijk)T (1i)T (2j)T (3k): (35:7)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET RAWENSTWO

"(pqr)D = "(ijk)T (ip)T (jq)T (kr) = "(ijk)T (pi)T (qj)T (rk):

(35:8)

iSPOLXZUQ (35.8), PREDSTAWIM (35.4) W FORME

d _V = "(ijk) _hp(i) _hq(j) _hr(k)dy
p�yq�yr = det jj _hn(m)jj"pqrdyp�yq�yr:

(35:9)

nA NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI IMEET MESTO RAWENSTWO

_hn(4) = 0; _hn(m) _hk(m) = _gnk: (35:10)
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oTKUDA

det jj _gnkjj = det jj~_hm(k)jjdet jj _hn(m)jj = (det jj _hn(m)jj)2;
~_hm(k) � _hk(m):

pO\TOMU

det jj _hn(m)jj =
q
det jj _gnkjj �

q
_g: (35:11)

oTKUDA IMEEM

d _V =
q
_g"pqrdy

p�yq�yr: (35:12)

tAK KAK NA NA^ALXNOJ I AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTQH LAGRAN-

VEWY KOORDINATY ^ASTIC ODINAKOWY, TO dyp MOVNO RASSMATRI-

WATX KAK FUNKCII TETRADNYH PEREMENNYH |JLERA NA AKTUALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI y4 = const, T.E.

d _V =
q
_g"pqr

@yp

@x(i)

@yq

@x(j)

@yr

@x(k)
dx(i)�x(j)�x(k) =

=
q
_g det

����
���� @y

n

@x(m)

����
����dV; (35:13)

GDE PRI WYWODE WOSPOLXZOWALISX (35.2) I (35.8). iZ SOHRANENIQ

\LEMENTA MASSY POKOQ (BEZ U^ETA UPRUGOGO WZAIMODEJSTWIQ, KOTO-

ROE BUDET RASSMOTRENO DALEE) NA NA^ALXNOJ I AKTUALXNOJ GIPER-

POWERHNOSTQH SLEDUET

dm = ��dV = ��0d
_V ; (35:14)

^TO DAET

�� = ��0
q
_g det jj�n(m)jj; �n(m) � @yn

@x(m)
: (35:15)

zDESX ��0 - PLOTNOSTX SREDY W ESTESTWENNOM NEDEFORMIROWANNOM

SOSTOQNII, OTNESENNAQ K NA^ALXNOJ ORTOGONALXNOJ MIROWYM LI-

NIQM GIPERPOWERHNOSTI I QWLQ@]AQSQ PO\TOMU (KAK I ��) INWA-

RIANTNOJ PLOTNOSTX@.

dOKAVEM SLEDU@]U@ TEOREMU:

pLOTNOSTX �� = ��0
p
_g det jj�n(m)jj UDOWLETWORQET URAWNENI@

NERAZRYWNOSTI, T.E. IMEET MESTO RAWENSTWO

@

@x�
(��V�) = 0: (35:16)
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dOKAZATELXSTWO.

nA PROIZWOLXNOJ FIKSIROWANNOJ GIPERPOWERHNOSTI IMEET MES-

TO RAWENSTWO
@x(k)

@yb
@yb

@x(l)
= �(kl): (35:17)

dIFFERENCIRUQ RAWENSTWO PO s I UMNOVAQ NA @yn=@x(k), POLU^IM

� @yn

@x(k)

d

ds

�@x(k)
@yb

� @yb

@x(l)
=
@x(k)

@yb
d

ds

� @yb

@x(l)

� @yn

@x(k)
=

d

ds

� @yn
@x(l)

�
;

(35:18)
d

ds

�@x(k)
@yb

�
=
dh�(k)

ds

@x�
@yb

+ h�(k)
d

ds

�@x�
@yb

�
: (35:19)

w SILU PERENOSA fERMI, KOTORYJ ISPOLXZUETSQ NAMI PRI PERENOSE

TRIAD WDOLX MIROWYH LINIJ, IMEEM

dh�(k)

ds

@x�
@yb

= bB�h�(k)V�
@x�
@yb

= 0:

pO\TOMU (35.19) PREDSTAWLQETSQ W FORME

d

ds

�@x(k)
@yb

�
= h�(k)�

@

@y4

�@x�
@yb

�
= h�(k)�

@

@yb

�@x�
@y4

�
=

= h�(k)�
@

@yb

�V�)
�

�
= h�(k)�V�

@

@yb

�1
�

�
+ h�(k)

@V�
@yb

= h�(k)
@V�
@yb

:

(35:20)

pODSTAWLQQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE W (35.18), NAHODIM

d

ds

� @yn
@x(l)

�
= � @yn

@x(k)

@yb

@x(l)
h�(k)

@V�
@yb

= �h�(k) @y
n

@x(k)

@V�
@x(l)

;

T.E.
d

ds
(�n(l)) = ��n(k)h�(k) @V�

@x(l)
: (35:21)

iSPOLXZUQ (35.7), PREDSTAWIM PLOTNOSTX �� W WIDE

�� =
q
_g"pqr�

p(1)�q(2)�r(3): (35:22)

nAJDEM IZMENENIE PLOTNOSTI �� WDOLX MIROWYH LINIJ. tAK KAK

NA^ALXNOE SOSTOQNIE FIKSIROWANO, TO d(
p
_g)=ds = 0. pO\TOMU,

WOSPOLXZOWAW[ISX (35.21), NAHODIM

d��

ds
= ���0

q
_g"pqr

�
�p(k)h�(k)

@V�
@x(1)

�q(2)�r(3)+
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+�p(1)�r(3)�q(k)h�(k)
@V�
@x(2)

+ �p(1)�q(2)�r(k)h�(k)
@V�
@x(3)

�
=

= ���0
q
_g"pqr�

p(1)�q(2)�r(3)h�(k)
@V�
@x(k)

= ���g���
@V�
@x�

= ���@V�
@x�

:

(35:23)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET

d��

ds
+ ��

@V�
@xa

= V"
@��

@xv
+ ��

@V"
@xv

=
@

@x"
(��V") = 0;

^TO I DOKAZYWAET TEOREMU.

pRIWEDEM WTOROJ SPOSOB DOKAZATELXSTWA TEOREMY. dLQ \TOGO

PEREPI[EM (35.14) W DRUGOJ \KWIWALENTNOJ FORME. tAK KAK

�n(m)
@x(m)

@yl
= �(nm);

TO

det jj�n(m)jj = 1

det
����
����@x(m)

@yl

����
����
;

det
����
����@x(m)
@yl

����
���� = det

����
����h�(m)@x�

@yl

����
���� = det jjĥl(m)jj:

s DRUGOJ STORONY

ĝln = ĥl(�)ĥn(�) = ĥl(k)ĥn(k) + ĥl(4)ĥn(4) = ĥl(k)ĥn(k);

POSKOLXKU

ĥl(4) = h"(4)
@x"
@yl

=
V"
i

@x"
@yl

= 0

W SILU USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI 4-SKOROSTI V" AKTUALXNOJ GIPER-

POWERHNOSTI. pO\TOMU

det jjĥl(m)jj =
q
det jjĝkljj �

q
ĝ; �� = ��0

vuut _g

ĝ
: (35:14a)

sOOTNO[ENIE (35.14A) PREDSTAWLQET SOBOJ URAWNENIE NERAZRYW-

NOSTI W PEREMENNYH lAGRANVA. oNO IMEET TO^NO TAKOJ VE WID,

KAK I W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NOJ SREDY [44]. rAZNICA

MEVDU KLASSI^ESKIM I RELQTIWISTSKIM URAWNENIEM NERAZRYWNOS-

TI W PEREMENNYH lAGRANVA SOSTOIT W TOM, ^TO ĝkl I _gkl METRI^ES-

KIE TENZORY NA NA^ALXNOJ I AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTQH, OR-

TOGONALXNYH MIROWYM LINIQM, W TO WREMQ KAK PRI KLASSI^ESKOM
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OPISANII \TI VE TENZORY ZADA@TSQ GIPERPLOSKOSTQH ODNOWREMEN-

NYH SOBYTIJ (AKTUALXNOJ I NA^ALXNOJ).

oT URAWNENIJ NERAZRYWNOSTI W FORME lAGRANVA PEREJDEM K

URAWNENIQM W FORME |JLERA. dIFFERENCIRUQ (35.14A) PO s, IMEEM

d��

ds
= �1

2
��0
q
_gĝ�3=2

dĝ

ds
;

dĝ

ds
=

@ĝ

@ĝik

@ĝik
@s

= Aik@ĝik
@s

;

GDE Aik - ALGEBRAI^ESKOE DOPOLNENIE \LEMENTA ĝik. s DRUGOJ STO-

RONY, Aik = ĝĝik. kROME TOGO, ISPOLXZUQ SOOTNO[ENIE (34.24),

POLU^AEM
d��

ds
= ���0���

@x�
@yi

@x�
@yk

ĝik:

tAK KAK

ĝik =
@yi

@x�

@yk

@x�
;

TO
d��

ds
= ���0���g���g��� = ���0��� = ���0

@V�
@x�

:

oTKUDA SNOWA IMEEM (35.16). iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET,

^TO PRI VESTKOM W SMYSLE bORNA DWIVENII PLOTNOSTX �� WDOLX

MIROWYH LINIJ OSTAETSQ NEIZMENNOJ.

iZ SOOTNO[ENIQ (35.16) WYWEDEM INTEGRALXNYJ ZAKON SOHRA-

NENIQ. pROINTEGRIRUEM (35.16) PO ^ETYREHOB_EMU

d
 = dx1dx2dx3dx4: (35:24)

w REZULXTATE POLU^IM

Z @

@x�
(��V�)d
 = 0: (35:25)

iSPOLXZUQ TEOREMU gAUSSA, INTEGRIRUQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE

PO OB_EMU NEOGRANI^ENNO RAS[IRQ@]EMUSQ W PROSTRANSTWENNO

PODOBNYH NAPRAWLENIQH I OGRANI^ENNOMU WO WREMENNO PODOBNYH

NAPRAWLENIQH DWUMQ TREH-PLOSKOSTQMI x04 = const I x004 = const

I S^ITAQ, ^TO NA GRANICAH PROSTRANSTWENNOGO OB_EMA PODINTEG-

RALXNOE WYRAVENIE OBRA]AETSQ W NULX, IMEEM

Z @

@x�
(��V�)d
 =

I
��V� dS� = 0:

iNTEGRAL PO ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI, OGRANI^IWA@]IJ ^ETYREH-

OB_EM, RAZOB_EM NA TRI INTEGRALA:I
��V� dS� =

Z
��VkdSk +

Z
��V4dS

0
4 �

Z
��V4dS

00
4 = 0:
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Z
��VkdSk = 0;

TAK KAK INTEGRIROWANIE PROISHODIT PO BESKONE^NO UDALENNOJ PO-

WERHNOSTI, OGRANI^IWA@]IJ PROSTRANSTWENNYJ OB_EM, GDE WE-

]ESTWO OTSUTSTWUET. pO\TOMU IMEEM
Z
��V4dS

0
4 =

Z
��V4dS

00
4 ; (35:26)

GDE dS4 = dV = dx1dx2dx3. oTKUDA POLU^IMZ
t=t1

��V4dV =
Z

t=t2

��V4dV: (35:27)

iNYMI SLOWAMI
R
��V4dV , RASSMOTRENNYJ W L@BOJ MOMENT WRE-

MENI t, SOHRANQETSQ, T.E. IMEET MESTO RAWENSTWO.

M � = �i
Z
��V4dV =

Z
��dV � = const; (35:28)

GDE dV � - \LEMENT SOBSTWENNOGO OB_EMA W SOPUTSTWU@]EJ SISTE-

ME |JLERA. rAWENSTWO (35.38) WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ MASSY

POKOQ TELA.

36. wARIACIONNYJ PRINCIP lAGRANVA DLQ IZOTROPNOJ

UPRUGOJ SREDY

eSLI WOPROSAM RELQTIWISTSKOJ GIDRODINAMIKI I GAZOWOJ DINA-

MIKI W LITERATURE UDELQETSQ DOSTATO^NO MNOGO WNIMANIQ, TO

WOPROSY, SWQZANNYE S RELQTIWISTSKOJ TEORIEJ UPRUGOSTI, RAS-

SMATRIWA@TSQ ZNA^ITELXNO REVE. pRI \TOM, BOLX[INSTWO AWTO-

ROW PODHODQT K RASSMOTRENI@ PROBLEMY S POZICIJ oto. oDNA-

KO, PREDSTAWLQET INTERES RASSMOTRETX \TU PROBLEMU S POZICIJ

sto. wARIACIONNYE METODY W RELQTIWISTSKOJ MEHANIKE SPLO[-

NYH SRED RAZWITY W RABOTAH l.i. sEDOWA I EGO U^ENIKOW (SM., NA-

PRIMER, [5] I LITERATURU K NEJ), k.p. sTAN@KOWI^A [133]. wO MNO-

GIH ZADA^AH MEHANIKI SPLO[NOJ SREDY MOVNO NE U^ITYWATX TER-

MI^ESKIH PROCESSOW I OGRANI^ITXSQ TOLXKO ^ISTO MEHANI^ESKIM

RASSMOTRENIEM. pOMIMO \TOGO BUDEM RASSMATRIWATX DLQ PROSTO-

TY TOLXKO IZOTROPNYE TELA. dLQ WYWODOW OSNOWNYH ZAKONOW DWI-

VENIQ UPRUGOJ SREDY WOSPOLXZUEMSQ WARIACIONNYM PRINCIPOM,

PREDPOLAGAQ, ^TO UPRUGOJ SREDE KAK NEKOTOROJ OBOB]ENNOJ DINA-

MI^ESKOJ SISTEME MOVET BYTX SOPOSTAWLENA FUNKCIQ lAGRANVA,

PREDSTAWLQ@]AQ SOBOJ OB_EMNYJ INTEGRAL OT PLOTNOSTI FUNK-

CII lAGRANVA �. pOSLEDNQQ ZAWISIT OT FUNKCIJ POLQ y� I IH
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PERWYH PROIZWODNYH PO \JLEROWYM KOORDINATAM I WREMENI. iN-

TEGRAL OT FUNKCII lAGRANVA PO WREMENI NAZYWAETSQ DEJSTWIEM.

oNO MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE INTEGRALA OT � PO ^ETY-

REHMERNOMU OB_EMU
, GDE d
 OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM (35.24).

dEJSTWIE S PREDSTAWIM W WIDE

S = � i
c

Z
�d
: (36:1)

mY PREDPOLAGAEM, ^TO DEJSTWIE DOLVNO BYTX \KSTREMALXNYM

DLQ DEJSTWITELXNOGO DWIVENIQ, T.E. DLQ TAKIH ZNA^ENIJ y�, KO-

TORYE DOLVNY UDOWLETWORQTX "URAWNENIQM POLQ". tAK KAK \TI

URAWNENIQ DOLVNY BYTX RELQTIWISTSKI INWARIANTNYMI, TO RE-

LQTIWISTSKIM INWARIANTOM DOLVNA BYTX FUNKCIQ �. pRI WYWODE

OB]IH SOOTNO[ENIJ, W KOTORYH PLOTNOSTX LAGRANVIANA NE KON-

KRETIZIRUETSQ, MY SLEDUEM IZWESTNYM METODAM, RAZRABOTANNYM

W KLASSI^ESKOJ I KWANTOWOJ TEORII POLQ, NAPRIMER, W RABOTAH

[131], [7], [132], [109]. ~ASTO W KA^ESTWE LAGRANVIANA W MEHANI-

KE SPLO[NYH SRED WYBIRAETSQ DAWLENIE, KOTOROE QWLQETSQ SKALQ-

ROM OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ lORENCA. sLEDUQ w.a.fOKU [3],

W KA^ESTWE PLOTNOSTI FUNKCII lAGRANVA WYBIRAEM INWARIANT,

OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM

� = ���c2
�
1 +

�

c2

�
; (36:2)

GDE �� OPREDELQETSQ (35.22). � - POTENCIALXNAQ \NERGIQ UPRUGOGO

SVATIQ EDINICY MASSY, RASSMATRIWAEMAQ NA AKTUALXNOJ GIPER-

POWERHNOSTI (KAK I ��) I QWLQ@]AQSQ PO\TOMU SKALQROM OTNOSI-

TELXNO PREOBRAZOWANIJ lORENCA. lAGRANVIAN, PODOBNYJ (36.2),

RASSMATRIWALSQ w.a. fOKOM [3] PRI WYWODE RELQTIWISTSKIH URAW-

NENIJ IDEALXNOJ VIDKOSTI, ODNAKO W NA[EM SLU^AE "FUNKCIQM

POLQ" y� PRIPISYWAETSQ DRUGOJ FIZI^ESKIJ SMYSL, ^EM W RABO-

TE [3]. pOD "POLEWYMI FUNKCIQMI" y�, W SILU RASSMATRIWAEMOJ

NAMI KINEMATIKI, MY PONIMAEM ^ETYRE SKALQRNYE OTNOSITELX-

NO GLOBALXNYH PREOBRAZOWANIJ lORENCA FUNKCII, PERWYE TRI IZ

KOTORYH yk POSTOQNNY WDOLX KAVDOJ MIROWOJ LINII, A y4 POSTOQ-

NEN NA KAVDOJ FIKSIROWANNOJ GIPERPOWERHNOSTI, ORTOGONALXNOJ

MIROWYM LINIQM. wELI^INY @y�=@x" PREDSTAWLQ@T SOBOJ KOMPO-

NENTY SME[ANNOGO TENZORA, TAK KAK x" PRINADLEVIT PROSTRAN-

STWU mINKOWSKOGO, A y� K LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ SISTEME.
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dEJSTWITELXNO, PUSTX, NAPRIMER x" = x"(x
0�), TOGDA

@y�

@x0�
=
@y�

@x"

@x"
@x0�

: (36:3)

tAKIM OBRAZOM @y�=@x" PRI PREOBRAZOWANIQH x" = x"(x
0�) WEDET

SEBQ KAK SOWOKUPNOSTX KOWARIANTNYH WEKTOROW.

pUSTX y0� = y0�(y�). tOGDA

dy0� =
@y0�

@y�
@y�

@x"
dx";

@y0�

@x"
=
@y0�

@y�
@y�
@x"

: (36:4)

sLEDOWATELXNO, @y�=@x" PRI PREOBRAZOWANIQH y
0� = y0�(y�) WEDUT

SEBQ KAK SOWOKUPNOSTX KONTRAWARIANTNYH WEKTOROW.

oB]AQ WARIACIQ DEJSTWIQ (36.1) SWQZANA S WARXIROWANIEM KAK

POLEWYH FUNKCIJ y�, TAK I GRANICY OBLASTI INTEGRIROWANIQ.

rASSMOTRIM, PREVDE WSEGO, WARIACI@ DEJSTWIQ PRI ZAKREPLENNYH

GRANICAH, PREDPOLAGAQ, ^TO WARIACIQ POLEWYH FUNKCIJ �y� NA

GRANICE RAWNA NUL@.

�S = � i
c

Z  @�
@y�

�y� +
@�

@
�
@y�

@x"

��
�@y�
@x"

�!
d
 =

= � i
c

Z  @�
@y�

�y� +
@

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

��y�
!
� @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

�
!
�y�

!
d
 = 0:

(36:5)

rASSMOTRIM OTDELXNO WTOROJ ^LEN, T.E.

Z @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

��y�
!
d
 =

I @�

@
�
@y�

@x"

��y�dS" = 0; (36:6)

GDE MY PRIMENILI TEOREMU gAUSSA, ZAMENIW INTEGRAL PO ^ETYREH-

OB_EMU INTEGRALOM PO POWERHNOSTI, OHWATYWA@]IJ \TOT OB_EM.

nO WARIACIQ NA GRANICE OBLASTI PO PREDPOLOVENI@ RAWNA NUL@,

TAK KAK MY WARXIROWALI PRI ZAKREPLENNYH GRANICAH. pO\TOMU

INTEGRAL (36.6) OBRA]AETSQ W NULX. oTKUDA SLEDUET, ^TO

�S = � i
c

Z  @�
@y�

� @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

�
!!
�y�d
 = 0: (36:7)

w SILU PROIZWOLXNOSTI �y� NAHODIM SLEDU@]IE "URAWNENIQ DWI-

VENIQ" ("URAWNENIQ POLQ")

@�

@y�
� @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

�
!
= 0: (36:8)
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|TIM URAWNENIQM, FIZI^ESKIJ SMYSL KOTORYH WYQSNIM POZVE,

DOLVNO UDOWLETWORQTX DEJSTWITELXNOE DWIVENIE SREDY.

rASSMOTRIM TEPERX WARIACI@ DEJSTWIQ, S^ITAQ, ^TO I OBLASTX

INTEGRIROWANIQ 
 PODWERGNUTA WMESTE S "WOLNOWYM POLEM" BES-

KONE^NO MALOMU PREOBRAZOWANI@, S^ITAQ PO-PREVNEMU, ^TO WA-

RIACIQ �S = 0. rASSMOTRIM BESKONE^NO MALOE PREOBRAZOWANIE

KOORDINAT

x0� = x� + �x�; (36:9)

�x� = X���!�; (� = 1; 2; 3:::s); (36:10)

GDE �!� - BESKONE^NO MALYE PARAMETRY. pRI TAKOM PREOBRAZOWA-

NII "FUNKCII POLQ" y�(x") PEREHODQT W FUNKCII y
0�(x0"), T.E.

y�(x")! y0�(x0") = y�(x") + �y�(x"); (36:11)

GDE

�y�(x") �  ���!�: (36:12)

pOLNAQ WARIACIQ �y� OBUSLOWLENA KAK WARIACIEJ FORMY ��y�, TAK

I WARIACIEJ KOORDINAT, T.E.

��y� = �y� � @y�

@x"
�x" =

�
 �� �

@y�

@x"
X"�

�
�!�: (36:13)

pOLNAQ WARIACIQ DEJSTWIQ �S MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

�S = � i
c
�
Z
�d
 = � i

c

 Z
��d
+

Z
��d


!
= 0; (36:14)

�� = ���+
��

@x"
�x" =

@�

@y�
��y� +

@�

@
�
@y�

@x"

���
�@y�
@x"

�
+
��

@x"
�x"; (36:15)

�d
 = d

@�x"
@x"

: (36:16)

oTKUDA

�S = � i
c

Z " @�
@y�

��y� +
@�

@
�
@y�

@x"

� @

@x"
��y� +

��

@x"
�x" + �

@�x"
@x"

#
d
 = 0:

(36:17)

pRI WYWODE POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ MY U^LI, ^TO OPERATORY �� I

@=@x" KOMMUTIRU@T. w SILU URAWNENIJ DWIVENIQ (36.8) I (36.13)

POLU^AEM

�S = � i
c

Z @

@x"

"
@�

@
�
@y�

@x"

�� �� � @y�

@x�
X��

�
+�X"�

#
�!�d
 = 0; (36:18)
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^TO \KWIWALENTNO SOOTNO[ENI@ (TEOREMA |. nETER [131])

@ ���"

@x"
= 0; (36:19)

GDE

���" � @�

@
�
@y�

@x"

�� �� � @y�

@x�
X��

�
+�X"�: (36:20)

iSPOLXZUQ TEOREMU gAUSSA, INTEGRIRUQ SOOTNO[ENIE (36.19) PO

OB_EMU NEOGRANI^ENNO RAS[IRQ@]EMUSQ W PROSTRANSTWENNO PO-

DOBNYH NAPRAWLENIQH I OGRANI^ENNOMU WO WREMENNO PODOBNYH

NAPRAWLENIQH DWUMQ TREH-PLOSKOSTQMI x04 = const I x004 = const

I S^ITAQ, ^TO NA GRANICAH PROSTRANSTWENNOGO OB_EMA PODINTEG-

RALXNOE WYRAVENIE OBRA]AETSQ W NULX, IMEEM
Z
���4dV = const; (36:21)

GDE PRI WYWODE ISPOLXZOWALI TOT VE METOD, ^TO I PRI WYWODE

ZAKONA SOHRANENIQ MASSY POKOQ (35.28). rASSMOTRIM NEKOTORYE

^ASTNYE SLU^AI.

37. tENZOR \NERGII-IMPULXSA I URAWNENIQ DWIVENIQ

pUSTX PREOBRAZOWANIE (36.9) SOOTWETSTWUET BESKONE^NO MALYM

SME]ENIQM (TRANSLQCIQM) KOORDINAT, T.E.

�x� = �!�; X�� = ���; (�; � = 1; 2; 3; 4): (37:1)

tAK KAK y� PREDSTAWLQET SOBOJ SOWOKUPNOSTX SKALQRNYH FUNKCIJ

OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ (36.9), TO

y0�(x0�)� y�(x�) = 0 = �y� =  ���!�: (37:2)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ WYTEKAET

 �� = 0; (37:3)

^TO PRIWODIT WYRAVENIE DLQ (36.20) K WIDU

���" = T�� = ���� � @�

@
�
@y�

@x�

� @y�
@x�

; (37:4)

@T��
@x"

= 0; (37:5)
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P� = � i
c

Z
T�4dV = const; (37:6)

tENZOR T��, OPREDELENNYJ SOOTNO[ENIEM (37.4), NOSIT NAZWA-

NIE KANONI^ESKOGO TENZORA \NERGII-IMPULXSA. sOHRANQ@]IJSQ 4-

WEKTOR P� NAZYWAETSQ ^ETYREH-WEKTOROM \NERGII-IMPULXSA. kOM-

PONENTA
c

i
P4 = �

Z
T44dV = const

PREDSTAWLQET SOBOJ POLNU@ \NERGI@ SISTEMY, A

Pk = � i
c

Z
Tk4dV = const

WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ IMPULXSA ZAMKNUTOJ SISTEMY. oTME-

TIM, ^TO W OB]EM SLU^AE TENZOR T�� NE QWLQETSQ SIMMETRI^NYM.

pRIMENIM RAZWITYJ WY[E FORMALIZM DLQ OTYSKANIQ TENZORA

\NERGII-IMPULXSA UPRUGOJ SREDY. dLQ \TOGO W SOOTNO[ENIE (37.4)

PODSTAWIM PLOTNOSTX FUNKCII lAGRANVA � IZ (36.2), WWEDQ DLQ

KRATKOSTI OBOZNA^ENIE
@y�

@x�
� ��� : (37:6)

wY^ISLIM
@�

@���
= �c2 @�

�

@���

�
1 +

�

c2

�
� ��

@�

@���
: (37:7)

iSPOLXZUQ WYRAVENIE (35.22), NAHODIM

@��

@���
=

@��

@�i(k)

@�i(k)

@���
=

@��

@�i(k)
h"(k)�

i
��

"
� = ��0

q
_g"pqrh�(k)�

i
��

�[�(1k)�pi�q(2)�r(3)+�(2k)�qi�p(1)�r(3)+�(3k)�ri�p(1)�q(2)]; (37:8)
@��

@���
��� = ��0

q
_g"pqrh�(k)h�(l)

@yi

@x(l)
� [�(1k)�pi�q(2)�r(3)+

+�(2k)�qi�
p(1)�r(3) + �(3k)�ri�

p(1)�q(2)] = ��0
q
_g"pqrh�(k)h�(l)�

�[�(1k)�p(l)�q(2)�r(3) + �(2k)�q(l)�p(1)�r(3)+

+�(3k)�r(l)�p(1)�q(2)] = ��0
q
_g"pqr�

p(l)�q(2)�r(3)�
�[h�(1)h�(1) + h�(2)h�(2) + h�(3)h�(3)] = ��g���: (37:9)

rASSMOTRIM WYRAVENIE

��
@�

@���
@��� = ��

@�

@�i(k)

@�i(k)

@���
��� =
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��
@�

@�i(k)
�i�h�(k)

@y�

@x(l)
h�(l) = ��

@�

@�i(k)
�i(l)h�(k)h�(l): (37:10)

pRI WYWODE MY ISPOLXZOWALI SOOTNO[ENIQ

@yi

@x�
=

@yi

@x(�)
h�(�) =

@yi

@x(4)
h�(4) +

@yi

@x(l)
h�(l);

W KOTOROM
@yi

@x(4)
=
1

i

@yi

@s
= 0;

TAK KAK LAGRANVEWY KOORDINATY NE MENQ@TSQ WDOLX MIROWYH LI-

NIJ. eSLI WWESTI OBOZNA^ENIE

��
@�

@�i(k)
�i(l) � �S(kl); (37:11)

TO MOVNO UWIDETX, ^TO TENZOR S(kl) W LOKALXNYH TETRADAH SOWPA-

DAET S IZWESTNYM WYRAVENIEM DLQ TENZORA NAPRQVENIJ W KLAS-

SI^ESKOJ TEORII UPRUGOJ SREDY W DEKARTOWYH KOORDINATAH [129],

S TOJ LI[X RAZNICEJ, ^TO PEREMENNYE |JLERA xk ZAMENQ@TSQ

NA TETRADNYE SOPUTSTWU@]IE PEREMENNYE |JLERA x(k). iSPOLX-

ZUQ PRODELANNYE WY^ISLENIQ, POLU^AEM DLQ TENZORA \NERGII-

IMPULXSA WYRAVENIE

T�� = "V�V��S��; " = �� =
q
_g��0c

2 det
����
���� @y

i

@x(k)

����
����
�
1+

�

c2

�
; (37:12)

S�� = h�(k)h�(l)S(kl); (37:13)

GDE S�� - TENZOR NAPRQVENIJ, OTNESENNYJ K PROSTRANSTWU mIN-

KOWSKOGO. sOOTNO[ENIE (37.12) SOWPADAET S OB]IM WYRAVENIEM

RABOTY [20], W KOTOROJ WELI^INA " I S�� NE KONKRETIZIRUETSQ.

tREBOWANIQ, KOTORYE W [20] NAKLADYWA@TSQ NA TENZOR NAPRQVE-

NIJ,

S��V� = 0; S��V� = 0; (37:14)

W NA[EM SLU^AE WYPOLNQ@TSQ TOVDESTWENNO, ^TO SLEDUET IZ OR-

TOGONALXNOSTI TETRAD WIDA

h�(k)V� = ih�(k)h�(4) = i�(k4) = 0:

kROME TOGO, DLQ TENZORA T�� IME@T MESTO O^EWIDNYE SOOTNO[E-

NIQ

" = t��V�V�; �S�� = g���g
�
��T��: (37:15)
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pOSLEDNIE SOOTNO[ENIQ SOWPADA@T S ANALOGI^NYMI RAZLOVENI-

QMI PRI OTSUTSTWII TEPLOWYH POTOKOW, POLU^ENNYMI W RABOTAH

[134], [135].

pO ANALOGII S KLASSI^ESKOJ MEHANIKOJ SPLO[NOJ SREDY WWE-

DEM PONQTIE UPRUGOGO POTENCIALA E ILI PLOTNOSTI \NERGII W

EDINICE SOBSTWENNOGO OB_EMA, KOTORYJ SWQZAN S POTENCIALXNOJ

\NERGIEJ UPRUGOGO SVATIQ � PRI POMO]I SOOTNO[ENIQ

E = ��0�: (37:16)

rASSMATRIWAQ W SOOTNO[ENII (37.11) � KAK FUNKCI@ TENZORA kO-

[I W LOKALXNYH TETRADAH (31.27), IMEEM

S(kl) = ��� @�

@C(ab)

@C(ab)

@�i(k)
�i(l) = �2�

�

��0

@E

@C(ak)
C(al): (37:17)

tAK KAK MY RASSMATRIWAEM ZDESX TOLXKO IZOTROPNYE SREDY, TO,

KAK IZWESTNO IZ KLASSI^ESKOJ TEORII SPLO[NYH SRED [44], [129],

UPRUGIJ POTENCIAL MOVNO PREDSTAWITX KAK FUNKCI@ OSNOWNYH

INWARIANTOW KAKOGO-LIBO TENZORA DEFORMACIJ, NAPRIMER, TENZO-

RA kO[I. iZWESTNO TAKVE, ^TO L@BOJ SIMMETRI^NYJ TENZOR WTO-

ROGO RANGA MOVET IMETX NE BOLEE TREH NEZAWISIMYH INWARIANTOW.

w ^ASTNOSTI, OSNOWNYMI INWARIANTAMI Ik TENZORA kO[I C(ab)

BUDUT W SOGLASII SO [129] WYRAVENIQ

I1 = C(aa); I2 = �1
2
"(ipq)"(irs)C(pr)C(qs);

I3 =
1

6
"(ijk)"(pqr)C(ip)C(jq)C(kr): (37:18)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ WYTEKA@T RAWENSTWA

@I1
@C(ij)

= �(ij);
@I2

@C(ij)
= C(ij)� C(kk)�(ij);

@I3
@C(ij)

= C(ip)C(pj) � I1C(ij)� I2�(ij): (37:19)

dLQ DALXNEJ[IH WY^ISLENIJ RASSMOTRIM URAWNENIE gAMILX-

TONA-k\LI, SPRAWEDLIWOE DLQ L@BOGO SIMMETRI^NOGO TENZORA

K(ab), A IMENNO

K(ip)K(pq)K(qj) = K1K(ip)K(pj) +K2K(ij) +K3�(ij); (37:20)
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GDE Ki - OSNOWNYE INWARIANTY TENZORA K(ip). w ^ASTNOSTI, DLQ

TENZORA kO[I URAWNENIE gAMILXTONA-k\LI DAET

C(ip)C(pq)C(qj) = I1C(ip)C(pj) + I2C(ij) + I3�(ij): (37:21)

uMNOVAQ OBE ^ASTI RAWENSTWA (37.21) NA OBRATNYJ TENZOR fIN-

GERA B(jl), OPREDELQEMYJ FORMULOJ (31.37), POLU^AEM

C(ip)C(pl) = I1C(il) + I2�(il) + I3B(il): (37:22)

tOGDA POSLEDNEE RAWENSTWO W (37.19) IMEET WID

@I3
@C(ij)

= I3B(ij): (37:23)

sOOTNO[ENIE (37.17) PREDSTAWIM W WIDE

S(kl) = �2�
�

��0

@E

@Ii

@Ii
@C(ak)

C(al) = �2�
�

��0

�@E
@I1

C(kl)+

+
@E

@I2
(C(al)C(ak) � C(nn)C(kl)) + I3

@E

@I3
�(kl)

�
: (37:24)

iSPOLXZUQ (37.21), POLU^IM OKON^ATELXNO

S(kl) = �2�
�

��0

��
I2
@E

@I2
+ I3

@E

@I3

�
�(kl) +

@E

@I1
C(kl)) + I3

@E

@I2
B(kl)

�
:

(37:25)

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET, ^TO TENZOR S(kl) QWLQETSQ

SIMMETRI^NYM. tENZOR NAPRQVENIJ W PROSTRANSTWEmINKOWSKOGO

SWEDETSQ K WIDU

S�� = �2�
�

��0

��
I2
@E

@I2
+ I3

@E

@I3

�
g��� +

@E

@I1
C�� + I3

@E

@I2
B��

�
: (37:26)

tAKIM OBRAZOM, TENZOR \NERGII-IMPULXSA T��, POLU^ENNYJ IZ KA-

NONI^ESKOGO TENZORA \NERGII-IMPULXSA (37.4), OKAZALSQ SIMMET-

RI^NYM. tAK KAK S��V� = 0, TO TENZOR NAPRQVENIJ IMEET LI[X

[ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT.

rASSMOTRIM PEREHOD OT UPRUGOJ SREDY K IDEALXNOJ VIDKOSTI.

w NERELQTIWISTSKOM SLU^AE TAKOJ PEREHOD, KAK IZWESTNO IZ [3],

SWODITSQ K FORMALXNOJ ZAMENE ~Sik ! �P�ik, GDE P - DAWLENIE.

pO\TOMU ESTESTWENNYM PEREHODOM W RELQTIWISTSKOM SLU^AE OT

UPRUGOGO TELA K IDEALXNOJ VIDKOSTI BUDET SOOTNO[ENIE

S(kl) = �P�(kl); (37:27)
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RASSMOTRENNOE NA GIPERPOWERHNOSTI NORMALXNOJ MIROWYM LINI-

QM I QWLQ@]EESQ PO\TOMU RELQTIWISTSKI INWARIANTNYM. iZ PO-

SLEDNEGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET,^TO

S(kl)h�(k)h�(l) = S�� = �Pg���; (37:28)

aNALOGI^NOE SOOTNO[ENIE DLQ IDEALXNOJ VIDKOSTI WWODITSQ W

RABOTE [135]. wYRAZIM TENZOR NAPRQVENIJ ^EREZ \NERGI@ UPRUGO-

GO SVATIQ

�S�� = Pg��� = ��
@�

@�i(k)
�i(l)h�(k)h�(l): (37:29)

tAK KAK DLQ IDEALXNOJ VIDKOSTI � = �(��), TO

Pg��� = ��
@�

@��
@��

@�i(k)
�i(l)h�(k)h�(l): (37:30)

wYRAVENIE (37.9) PO ANALOGII S (37.10) PREDSTAWIM W FORME

@��

@���
��� =

@��

@�i(k)

@�i(k)

@���
��� =

@��

@�i(k)
�i(l)h�(k)h�(l): (37:31)

iSPOLXZUQ (37.9), FORMULU (37.30) MOVNO ZAPISATX KAK

Pg��� = ��2
d�

d��
g���; (37:32)

^TO \KWIWALENTNO

P = ��2
d�

d��
(37:33)

ILI

� =
Z dP
��
� P

��
: (37:34)

tAKIM OBRAZOM, TENZOR \NERGII-IMPULXSA DLQ IDEALXNOJ VIDKOS-

TI IMEET WID

T�� = (��c2 + ���+ P )V�V� + P���: (37:35)

sOOTNO[ENIQ (37.33-37.35) W TO^NOSTI SOWPADA@T S ANALOGI^NY-

MI WYRAVENIQMI W MONOGRAFII w.fOKA [3].oTMETIM, ^TO PRI WY-

WODE (37.33) MY NE ISPOLXZOWALI NIKAKIH DOPOLNITELXNYH PRED-

POLOVENIJ, KAKIE DELALISX PRI WYWODE ANALOGI^NOGO SOOTNO[E-

NIQ W [3].
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uRAWNENIQ DWIVENIQ UPRUGOJ SREDY POLU^IM IZ ZAKONOW SO-

HRANENIQ (37.5). iSPOLXZUQ WYRAVENIE (37.12), IMEEM

@T��
@x�

= V�
@

@x�
("V�) + "V�

@V�
@x�

� @S��
@x�

= 0: (37:36)

uMNOVAQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE NA V�, POLU^AEM WYRAVENIE

@

@x�
("V�) = �V�@S��

@x�
;

PODSTANOWKA KOTOROGO W (37.36) DAET

"
dV�
ds

= g���
@S��
@x�

: (37:37)

pOSLEDNIE URAWNENIQ PREDSTAWLQ@T SOBOJ URAWNENIQ DWIVENIQ

UPRUGOJ SREDY.

tAK KAK PRI WYWODE TEOREMY nETER ISPOLXZOWALISX "URAWNE-

NIQ POLQ" (36.8), TO ESTESTWENNO USTANOWITX SWQZX IH S URAWNENI-

QMI DWIVENIQ. eSLI W \LEKTRODINAMIKE URAWNENIQM POLQ PRIPI-

SYWAETSQ QWNYJ SMYSL, TO W TEORII UPRUGOSTI IH SMYSL NE QSEN

I PO\TOMU EGO NEOBHODIMO WYQSNITX. iSPOLXZUQ (37.11), NAHODIM

@T��
@x�

=
@�

@x�
� @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

� @y�
@x�

!
=

@�

@y�
@y�

@x�
+

@�

@
�
@y"

@x�

� @

@x�

�@y�
@x�

�
� @�

@
�
@y�

@x�

� @

@x�

�@y�
@x�

�
�

� @

@x"

 
@�

@
�
@y�

@x"

�
!
@y�

@x�
=
@y�

@x�

 
@�

@y�
� @

@x�

 
@�

@
�
@y�

@x�

�
!!
; (37:38)

ILI
@T��
@x�

@x�
@y"

=
@�

@y"
� @

@x�

 
@�

@
�
@y"

@x�

�
!
= 0: (37:39)

tAKIM OBRAZOM, "URAWNENIQ POLQ" (36.8) OKAZALISX POLNOSTX@ \K-

WIWALENTNYMI URAWNENIQM DWIVENIQ (37.37), TAK KAK OBA SOOTNO-

[ENIQ MOGUT BYTX POLU^ENY IZ ODNIH I TEH VE ZAKONOW SOHRANE-

NIQ
@T��
@x�

= 0:
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38. tENZOR MOMENTA KOLI^ESTWA DWIVENIQ

pUSTX PREOBRAZOWANIE (36.9) SOOTWETSTWUET BESKONE^NO MALO-

MU PREOBRAZOWANI@ lORENCA, ILI, ^TO TO VE SAMOE, BESKONE^NO

MALOMU POWOROTU. kAK IZWESTNO, KONE^NOE PREOBRAZOWANIE lOREN-

CA ZAPISYWAETSQ W WIDE

x�0 = L�0�x�; L�0�L�0� = ���; L�0� = const: (30:22)

rASSMOTRIM BESKONE^NO MALYE PREOBRAZOWANIQ lORENCA, T.E.

L�" = ��" + �!�"; (38:1)

GDE �!�" - BESKONE^NO MALYE PARAMETRY. iZ USLOWIQ ORTOGONALX-

NOSTI MATRIC lORENCA IMEEM

L�"L�� = �"� + �!�" + �!"� + �!�"�!�� = �"�: (38:2)

iZ (38.2), PRENEBREGAQ WTORYM PORQDKOM MALOSTI, IMEEM

�!�" = ��!"�: (38:3)

tAKIM OBRAZOM, SOOTNO[ENIE (36.9) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

x0� = x� + �!�"x": (38:4)

s DRUGOJ STORONY, IZ (36.10) IMEEM

�x� = �!�"x" = X�(
�)�!(
�); (� ! (
�)); (36:10)

GDE INDEKS � ZAMENEN NA "SOBIRATELXNYJ" INDEKS (
�). zDESX SKOB-

KI, ESTESTWENNO, NE QWLQ@TSQ SIMWOLOM SIMMETRIROWANIQ. w RE-

ZULXTATE IMEEM

(X�(
�) � ��
x�)�!(
�) = 0: (38:5)

u^ITYWAQ ANTISIMMETRI@ BESKONE^NO MALYH PREOBRAZOWANIJ

�!
� I IH PROIZWOLXNOSTX, IMEEM IZ (38.5), ^TO

X�(
�) =
1

2
(��
x� � ���x
): (38:6)

tAK KAK PRI PREOBRAZOWANII KOORDINAT (38.4) FUNKCII POLQ y�

WEDUT SEBQ KAK SOWOKUPNOSTX SKALQRNYH FUNKCIJ, TO

y0�(x0
)� y�(x
) = �y� = 0: (38:7)
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s DRUGOJ STORONY, IZ (36.12)

�y�(x") =  �(
�)�!(
�) = 0: (38:8)

iZ (38.8) SLEDUET, ^TO LIBO  �(
�) =  �(�
), LIBO  
�
(
�) = 0. nO TAK

KAK FUNKCII POLQ y� ESTX SKALQRNYE FUNKCII PRI L@BYH PREOB-

RAZOWANIQH x", (A NE TOLXKO PRI PREOBRAZOWANIQH TRANSLQCIJ ILI

POWOROTOW), TO IZ RAWENSTWA NUL@ �y� W (36.12) I PROIZWOLXNOSTI

�!� WYTEKAET, ^TO  
�
� = 0, A SLEDOWATELXNO I

 �(
�) = 0: (38:9)

pODSTANOWKA (38.9) I (38.6) W (36.20) DAET

��(
�);" = T�"X�(
�) =
1

2
(T
"x� � T�"x
): (38:10)

wWEDEM OBOZNA^ENIE

m 0
(�
);" = T
"x� � T�"x
: (38:11)

w KWANTOWOJ TEORII POLQ OBY^NO POD POSLEDNEJ WELI^INOJ PONI-

MAETSQ ORBITALXNYJ MOMENT WOLNOWOGO POLQ, A POD WELI^INOJ

S�
;" =
@�

@
�
@y�

@x"

� �(�
) (38:12)

PONIMAETSQ SPINOWYJ MOMENT. iH SUMMA PREDSTAWLQET SOBOJ POL-

NYJ MOMENT. w NA[EM SLU^AE W SILU (38.9) SPINOWYJ MOMENT RA-

WEN NUL@, PO\TOMU ORBITALXNYJ I POLNYJ MOMENT SOWPADA@T. iZ

(36.19) WYTEKAET, ^TO DOLVNY IMETX MESTO SOOTNO[ENIQ

2
@ ��(
�);"

@x"
=
@M 0

(�
);"

@x"
= 0; (38:13)

^TO \KWIWALENTNO SLEDU@]EMU WYRAVENI@, WYTEKA@]EMU IZ

DIFFERENCIROWANIQ (38.11) I ZAKONA SOHRANENIQ \NERGII (37.5),

A IMENNO
@M 0

(�
);"

@x"
= t
� � T�
 = 0: (38:14)

kAK MY DOKAZALI RANEE, TENZOR \NERGII-IMPULXSA SIMMETRI^EN,

PO\TOMU RAWENSTWO (38.14) UDOWLETWORQETSQ AWTOMATI^ESKI I IZ

NEGO IME@T MESTO ZAKON SOHRANENIQ MOMENTA KOLI^ESTWA DWIVE-

NIQ SPLO[NOJ IZOTROPNOJ UPRUGOJ SREDY. pROWEDQ TE VE SAMYE
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WY^ISLENIQ, KAK I PRI POLU^ENII WYRAVENIQ (36.21), IMEEM ZA-

KON SOHRANENIQ W WIDE

�m 0
�
 = �

i

c

Z
(T
4x� � T�4x
)dV = const: (38:15)

pROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY �M 0
ik QWLQ@TSQ RELQTIWISTSKIM

OBOB]ENIEM ZAKONA SOHRANENIQ MOMENTA IMPULXSA SPLO[NOJ SRE-

DY. wYQSNIM, SLEDUQ [7], SMYSL SOHRANQ@]IHSQ KOMPONENT �M 0
4i.

�m 0
4i = x4

�
� i
c

Z
(Ti4dV

�
+
i

c

Z
xiT44dV = const: (38:16)

w SILU (37.6) IMEEM

x4Pi +
i

c

Z
xiT44dV = const: (38:17)

w SILU ZAKONA SOHRANENIQ \NERGII

�
Z
T44dV = W = const: (38:18)

pODELIW OBE ^ASTI RAWENSTWA (38.17) NA W , POLU^IM

x4
Pi
W
� i

c
Ri = const; Ri �

R
xiT44dVR
T44dV

: (38:19)

zDESX Ri ESTX RELQTIWISTSKOE OPREDELENIE CENTRA INERCII SIS-

TEMY. dIFFERENCIRUQ (38.19) PO WREMENI t, POLU^IM S U^ETOM

SOHRANENIQ POLNOGO IMPULXSA I \NERGII SISTEMY, ^TO

dRi

dt
= vci = c2

Pi
W

= const; (38:20)

T.E. CENTR INERCII ZAMKNUTOJ SISTEMY DWIVETSQ S POSTOQNNOJ

SKOROSTX@ vci .

39. rELQTIWISTSKIJ ZAKON gUKA

w KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NYH SRED POD ZAKONOM gUKA PO-

NIMA@T ZAKON, USTANAWLIWA@]IJ SWQZX MEVDU TENZORAMI NAPRQ-

VENIJ I DEFORMACIJ. mY POPYTAEMSQ USTANOWITX \TU SWQZX I W

RELQTIWISTSKOM SLU^AE. pOSKOLXKU NA NEKOTOROJ AKTUALXNOJ GI-

PERPOWERHNOSTI, ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM, SREDA POKOIT-

SQ, TO EE SWOJSTWA \KWIWALENTNY SWOJSTWAM SREDY W LAGRANVEWOJ

329



SOPUTSTWU@]EJ SISTEME OTS^ETA PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRE-

NII. pO\TOMU WSE OSNOWNYE WYWODY KLASSI^ESKOJ TEORII SPLO[-

NOJ SREDY \KWIWALENTNY WYWODAM RELQTIWISTSKOGO RASSMOTRENIQ

STO^KI ZRENIQ GIPERPOWERHNOSTEJ, NORMALXNYH MIROWYM LINIQM

^ASTIC SREDY. hOTQ TENZOR KRIWIZNY TAKIH GIPERPOWERHNOSTEJ W

OB]EM SLU^AE OTLI^EN OT NULQ, ODNAKO KRIWIZNA IH ZAWISIT NE

OT TENZOROW DEFORMACIJ, A OT TENZOROW SKOROSTEJ DEFORMACIJ.

tAKIM OBRAZOM, W RAMKAH sto KRIWIZNA GIPERPOWERHNOSTEJ NE

WLIQET NA TENZOR NAPRQVENIJ UPRUGOGO TELA, ZAWISQ]IJ OT TEN-

ZORA DEFORMACIJ.

kAK MY OTME^ALI RANEE, W SILU RASSMATRIWAEMOJ NAMI KI-

NEMATIKI, DLQ L@BOGO AKTUALXNOGO (NA^ALXNOGO) MOMENTA "WRE-

MENI" y4 = const W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA-WREMENI IMEETSQ

^ETYRE REPERA (DWA ORTOGONALXNYH I DWA AFFINNYH), A IMENNO:

1. sISTEMA fO; x1; x2; x3; x4g S WEKTORNYM BAZISOM h� (30.2),

(30.38), g�� = ���, x4 = ict, �dS2 = ���dx�dx� WYBIRAETSQ KAK SIS-

TEMA OTS^ETA, W KOTOROJ OPREDELQETSQ PEREME]ENIE ILI DWIVENIE

( SISTEMA NABL@DATELQ).

2. lAGRANVEWA SISTEMA fM; yk; _y4g S WEKTORAMI BAZISA
@~r0
@yk

=
~_hk;

@~r0
@ _y4

=
~_h4; (31:11)

OTWE^A@]AQ POLOVENIQM TO^EK SREDY NA NEKOTOROJ NA^ALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const. w \TOJ SISTEME OBRAZY PODWIVNYH

TO^EK FIKSIROWANY. 4-RADIUS-WEKTOR ~r0 SOEDINQET NA^ALO KOORDI-

NAT so S NA^ALXNYMI KOORDINATAMI TO^EK DWIVU]EJSQ SREDY.

3. lAGRANVEWA SOPUTSTWU@]AQ SISTEMA fM; y� S WEKTORAMI

BAZISA
@~r

@y�
=
~̂
h�; (31:12)

OTWE^A@]AQ IZMENENNYM POLOVENIQM TO^EK SREDY NA RASSMATRI-

WAEMOJ (AKTUALXNOJ) GIPERPOWERHNOSTI y4.

4. |JLEROWA SOPUTSTWU@]AQ SISTEMA, PREDSTAWLQ@]AQ SOBOJ

SISTEMU TETRAD h�(�), PERENOSIMYH PO fERMI-uOLKERU (30.75).

dADIM OPREDELENIE RELQTIWISTSKI UPRUGOGO TELA, POLXZUQSX

ANALOGIEJ S IZWESTNYM KLASSI^ESKIM OPREDELENIEM IZ MONOGRA-

FII l.i. sEDOWA [44].

nAZOWEM SREDU UPRUGOJ, W KOTOROJ KOMPONENTY TENZORA NAPRQ-

VENIJ Ŝki, (S(ki)) NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI DLQ KAVDOJ

^ASTICY QWLQ@TSQ FUNKCIQMI KOMPONENT TENZORA DEFORMACIJ
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ûij, U (ij), KOMPONENT METRI^ESKOGO TENZORA DANNOJ GIPERPOWERH-

NOSTI ĝij, (�(ij)), TEMPERATURY T̂ I DRUGIH FIZIKO-HIMI^ESKIH

PARAMETROW �̂i, T.E.

Ŝij = f̂ ij(ûkl; ĝkl; T̂ ; �̂i); (39:1)

S(kl) = f(kl)(U (kl); �(kl); T̂ ; �̂i); (39:2)

GDE PERWAQ FORMULA SOOTWETSTWUET SOPUTSTWU@]EJ LAGRANVEWOJ,

A WTORAQ - SOPUTSTWU@]EJ \JLEROWOJ SISTEMAM OTS^ETA. tAK KAK

W NASTOQ]EJ RABOTE MY INTERESUEMSQ ^ISTO MEHANI^ESKIMI PRO-

CESSAMI, TO W DALXNEJ[EM PARAMETRY T̂ I �̂i UKAZYWATX NE BUDEM.

kONKRETNYJ WID FUNKCIJ f̂ ij , (f(ij)) MOVET BYTX RAZLI^NYM DLQ

RAZLI^NYH MODELEJ SPLO[NYH SRED. kAK SLEDUET IZ OPYTA, NA-

PRQVENIQ I DEFORMACII WO MNOGIH TWERDYH TELAH SWQZANY MEV-

DU SOBOJ ZAKONOM gUKA. dLQ MALYH DEFORMACIJ, POWTORQQ TE VE

RASSUVDENIQ, ^TO I W KLASSI^ESKOJ TEORII UPRUGOSTI [44], MOVNO

NAPISATX

Ŝij = Âijklûkl; (39:3)

S(ij) = A(ijkl)U (kl): (39:4)

sOOTNO[ENIQ (39.3) I (39.4), ZADANNYE NA AKTUALXNOJ GIPERPO-

WERHNOSTI y4 = const, NAZOWEM RELQTIWISTSKIM ZAKONOM gUKA.

wSE WHODQ]IE W \TI WYRAVENIQ WELI^INY, T.E. TENZORY NAPRQVE-

NIJ, DEFORMACIJ I SWQZYWA@]IE IH KO\FFICIENTY, QWLQ@TSQ SO-

WOKUPNOSTX@ SKALQRNYH FUNKCIJ OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ

lORENCA. tENZORY Âijkl, A(ijkl) (PERWYJ QWLQETSQ TENZOROM OTNO-

SITELXNO PREOBRAZOWANIJ LAGRANVEWYH PEREMENNYH yk, A WTOROJ -

OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ TRIAD ~h(k)) IME@T 81 KOMPONENTU,

NO IZ-ZA SIMMETRII TENZOROW NAPRQVENIJ I DEFORMACIJ ^ISLO NE-

ZAWISIMYH KOMPONENT Âijkl, A(ijkl) RAWNO 36. eSLI SREDA, POD^I-

NQEMAQ ZAKONU gUKA, OBLADAET KAKIMI LIBO SWOJSTWAMI SIMMET-

RII, TO ^ISLO NEZAWISIMYH KOMPONENT Âijkl, A(ijkl) E]E SOKRA]A-

ETSQ. w ^ASTNOSTI, DLQ IZOTROPNOJ SREDY WSE Âijkl, A(ijkl) OPRE-

DELQ@TSQ WSEGO DWUMQ PARAMETRAMI. rELQTIWISTSKI IZOTROPNOJ

SREDOJ (PO ANALOGII S KLASSI^ESKOJ MEHANIKOJ SPLO[NYH SRED)

NAZOWEM TAKU@ SREDU, SWOJSTWA KOTOROJ ODINAKOWY PO WSEM NA-

PRAWLENIQM, WYBRANNYM NA NEKOTOROJ AKTUALXNOJ GIPERPOWERH-

NOSTI. dADIM BOLEE TO^NOE MATEMATI^ESKOE OPREDELENIE SIMMET-

RII I, W ^ASTNOSTI, IZOTROPII, OSNOWYWAQSX NA IZWESTNOM KLAS-

SI^ESKOM OPREDELENII [44], S TOJ LI[X RAZNICEJ, ^TO WSE SWOJST-

WA SREDY MY RASSMATRIWAEM NA GIPERPOWERHNOSTQH, ORTOGONALX-

NYH MIROWYM LINIQM, W TO WREMQ KAK PRI KLASSI^ESKOM OPISANII
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SWOJSTWA SREDY ZADA@TSQ W MGNOWENNOM SOSTOQNII NA GIPERPLOS-

KOSTI t = const. uPRUGIE SWOJSTWA SREDY SREDY ZADA@TSQ S POMO-

]X@ TENZOROW Âijkl, A(ijkl).

bUDEM GOWORITX, ^TO SREDA NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI

y4 = const OBLADAET SIMMETRIEJ, ESLI SU]ESTWUET GRUPPA PREOB-

RAZOWANIJ KOORDINAT (TRIAD), TAKAQ, ^TO KOMPONENTY TENZOROW,

ZADA@]IH SWOJSTWA SREDY, NE MENQ@TSQ PRI PREOBRAZOWANIQH,

PRINADLEVA]IH \TOJ GRUPPE. w ^ASTNOSTI, SREDU NAZOWEM RELQ-

TIWISTSKI IZOTROPNOJ, ESLI KOMPONENTY TENZOROW, OPREDELQ@]IE

EE SWOJSTWA, NE MENQ@TSQ PRI L@BYH ORTOGONALXNYH PREOBRAZO-

WANIQH KOORDINAT (TRIAD) NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI. tAK

KAK UPRUGIE SWOJSTWA SREDY OPREDELQ@TSQ TENZOROM A(ijkl), TO

IZ OPREDELENIQ IZOTROPII WYTEKAET, ^TO

A0(ijkl) = A(ijkl); (39:5)

GDE

A0(ijkl) = !(ip)!(jq)!(kr)!(ls)A(pqrs); !(ip)!(jp) = �(ij)

(39:6)

dLQ WYQWLENIQ SMYSLA (39.5) RASSMOTRIM DWA DEFORMIROWANNYH

SOSTOQNIQ SPLO[NOJ SREDY NA y4 = const, KOTORYE IME@T ODINA-

KOWYJ WID W RAZNYH POWERNUTYH DRUG OTNOSITELXNO DRUGA SISTE-

MAH ~h(a) I ~h0(a), SWQZANNYH PREOBRAZOWANIEM

~h0(a) = !(ab)~h(b); !(ab) = const: (39:7)

U (ab) = U 0(ab): (39:8)

w SISTEMAH ~h(a) I ~h0(a) IMEEM SOOTWETSTWENNO

S(ij) = A(ijkl)U (kl); S0(ij) = A0(ijkl)U 0(kl): (39:9)

WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE (39.5), TO IZ RAWENSTWA (39.8) SLEDUET

S(ij) = S0(ij): (39:10)

tAKIM OBRAZOM, ESLI ODINAKOWYE DEFORMACII, W POWERNUTYH DRUG

OTNOSITELXNO DRUGA SISTEMAH, PRIWODQT K K ODINAKOWYM NAPRQ-

VENIQM, TO SREDA IZOTROPNA. eSLI VE U (ab) = U 0(ab), A A(ijkl) 6=
A0(ijkl), TO S(ij) 6= S0(ij), T.E. SREDA ANIZOTROPNA. tO^NO TAK VE

KAK I W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE SPLO[NOJ SREDY, MOVNO NAJTI,

^TO DLQ RELQTIWISTSKI IZOTROPNOJ SREDY

Âijkl = �ĝijĝkl + �(ĝikĝjl + ĝilĝjk); (39:11)
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A(ijkl) = ��(ij)�(kl) + �(�(ik)�(jl) + �(il)�(jk)); (39:12)

GDE � I � - KO\FFICIENTY lAME, ZADANNYE NA AKTUALXNOJ GI-

PERPOWERHNOSTI I QWLQ@]IESQ PO\TOMU SKALQRAMI OTNOSITELXNO

PREOBRAZOWANIJ lORENCA. dLQ TENZOROW NAPRQVENIJ IMEEM

Ŝij = �ûkkĝ
ij + 2�ĝikĝjlûkl; (39:13)

S(ij) = �U (kk)�(ij) + 2�U (ij): (39:14)

sOOTNO[ENIE (39.14) MOVNO POLU^ITX I IZ SOOTNO[ENIQ (37.17),

ESLI DLQ UPRUGOGO POTENCIALA W LOKALXNYH TETRADAH WYBRATX

TAKOE VE WYRAVENIE, KAK I W KLASSI^ESKOJ TEORII UPRUGOSTI W

DEKARTOWYH KOORDINATAH [43], A IMENNO

E =
�

2
U (ii)U (kk) + �U (ik)U (ik): (39:15)

iSPOLXZUQ POSLEDNEE SOOTNO[ENIE, FORMULU (37.17) PREDSTAWIM

W WIDE

S(kl) = �2�
�

��0

@E

@C(ak)
C(al) =

��

��0

@E

@U (ak)
[�(al)� 2U (al)]: (39:16)

iLI, OGRANI^IWAQSX LINEJNYM PRIBLIVENIEM, S U^ETOM, ^TO �� �
��0, IMEEM (39.14).pEREHODQ W (39.14) OT TETRADNOGO PREDSTAWLENIQ

K GALILEEWU, POLU^IM

S�� = h�(i)h�(j)S(ij) = �U��g
�
�� + 2�U��; (39:17)

GDE U�� OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIQMI (31.19) I (31.52). sOOTNO-

[ENIE (39.17) QWLQETSQ RELQTIWISTSKIM OBOB]ENIEM IZWESTNOGO

ZAKONA gUKA DLQ IZOTROPNOGO TELA W SISTEME OTS^ETA NABL@DATE-

LQ (PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO).

wSQKU@ DEFORMACI@ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY DEFOR-

MACIJ ^ISTOGO SDWIGA I WSESTORONNEGO SVATIQ, T.E.

U (ik) =
�
U (ik)� 1

3
�(ik)U (nn)

�
+
1

3
�(ik)U (nn): (39:18)

pERWYJ ^LEN SPRAWA QWLQETSQ DEWIATOROM, SWQZANNYJ S ^ISTYM

SDWIGOM ([PUR DEWIATORA RAWEN NUL@), WTOROJ ^LEN SWQZAN SO

WSESTORONNIM SVATIEM. pO\TOMU SOOTNO[ENIE (39.17) MOVNO ZA-

PISATX I W DRUGOJ FORME

S�� = kU��g
�
�� + 2�

�
U�� � 1

3
g���U��

�
; k = �+

2

3
�: (39:19)
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tAK KAK

S�� = 3kU��; g��� = 3; (39:20)

TO IZ (39.19) WYTEKAET, ^TO

U�� =
1

9k
S��g

�
�� +

1

2�

�
S�� � 1

3
g���S��

�
: (39:21)

pOSLEDNQQ FORMULA OPREDELQET TENZOR DEFORMACIJ PO TENZORU

NAPRQVENIJ.

40. zAMKNUTOSTX SISTEMY URAWNENIJ RELQTIWISTSKOJ

UPRUGOJ SREDY

oBSUDIM POLU^ENNYE NAMI URAWNENIQ DLQ OPISANIQ POWEDE-

NIQ RELQTIWISTSKOJ UPRUGOJ SREDY. tAK KAK PRI \TOM DLQ PROS-

TOTY RASSMOTRENIQ MY NE U^ITYWALI WZAIMODEJSTWIQ MEVDU ME-

HANI^ESKIMI I TERMI^ESKIMI PROCESSAMI, TO POLAGALI, ^TO POLE

TEMPERATUR, KOTOROE BUDET WLIQTX NA PLOTNOSTX SREDY, S^ITA-

EM ZADANNYM IZ NEMEHANI^ESKIH SOOBRAVENIJ. w SILU TOGO, ^TO

V�V� = �1, IZ ^ETYREH URAWNENIJ DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY

(37.37) LI[X TRI URAWNENIQ QWLQ@TSQ NEZAWISIMYMI. oNI OB-

RAZU@T SISTEMU TREH URAWNENIJ DLQ DEWQTI NEIZWESTNYH FUNK-

CIJ: TREH PROSTRANSTWENNYH KOMPONENT 4-SKOROSTI Vk I [ESTI

NEZAWISIMYH KOMPONENT TENZORA NAPRQVENIJ Skn. nALI^IE [ESTI

NEZAWISIMYH KOMPONENT TENZORA NAPRQVENIJ SWQZANO S EGO SIM-

METRIEJ I ORTOGONALXNOSTI 4-SKOROSTI, ^TO DAET

Sk4 = i
vb
c
Skb; S44 = �vavb

c2
Sab: (40:1)

pRI \TOM PLOTNOSTX �� UDOWLETWORQET URAWNENI@ NERAZRYWNOSTI

(35.16), RE[ENIE KOTOROGO MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE (35.14a).

pREDSTAWIM WYRAVENIE DLQ PLOTNOSTI KAK FUNKCI@ TENZORA DE-

FORMACIJ kO[I (31.27), (31.28). zAME^AEM, ^TO

det jjs (ab)jj = det
����
���� _gkl @y

k

@x(a)

@yl

@x(b)

����
����: (40:2)

oTKUDA SLEDUET

det
����
���� @y

a

@x(b)

����
���� = 1p

_gkl

q
det jjs (ab)jj: (40:3)
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iSPOLXZUQ (35.15), IMEEM S U^ETOM (37.18)

�� = ��0

vuut1
6
[2C��C��C�� � 3C��C��C"" + C��C��C��]: (40:4)

tAKIM OBRAZOM, PLOTNOSTX �� ZAWISIT OT TENZOROW kO[I W TET-

RADNOM ILI GALILEEWOM PREDSTAWLENII.

wY^ISLIM TENZOR NAPRQVENIJ S��, WYRAVAQ EGO ^EREZ TENZOR

kO[I, OTNESENNYJ K PROSTRANSTWUmINKOWSKOGO.iZ SOOTNO[ENIJ

(37.13) I (37.17) POLU^IM

S�� = �2�
�

��0
g���

@E

@C(��)
C(��): (40:5)

tAKIM OBRAZOM, URAWNENIQ DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY (37.37)

MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

��c2
�
1 +

E

��0c
2

�
V"
@V�
@x"

= � 2

��0
g���

@

@x�

�
��g���C��

@E

@C��

�
; (40:6)

GDE W (40.6) WHODQT TOLXKO WELI^INY, WYRAVA@]IESQ ^EREZ TEN-

ZOR kO[I, 4-SKOROSTX I EE PROIZWODNYE. oTMETIM, ^TO TENZOR kO-

[I IZ-ZA ORTOGONALXNOSTI 4-SKOROSTI I SIMMETRII IMEET [ESTX

NEZAWISIMYH KOMPONENT. tAK KAK DLQ TREH NEZAWISIMYH KOMPO-

NENT 4-SKOROSTI I [ESTI NEZAWISIMYH KOMPONENT TENZORA kO[I

IMEETSQ LI[X TRI NEZAWISIMYH URAWNENIQ DWIVENIQ, TO DLQ ZA-

MKNUTOSTI SISTEMY NEOBHODIMO E]E [ESTX NEZAWISIMYH URAWNE-

NIJ. w KA^ESTWE TAKOWYH MOVNO ISPOLXZOWATX URAWNENIQ (34.3).

D�� � V�
@C��
@x�

+
@V�
@x�

C�� +
@V�
@x�

C�� = 0: (34:3)

w SILU TOGO, ^TO D�� = D�� I D��V� = 0, \TO URAWNENIE IMEET

LI[X [ESTX NEZAWISIMYH KOMPONENT.

tAKIM OBRAZOM, DLQ DEWQTI NEIZWESTNYH FUNKCIJ W NA[EM

RASPORQVENII IMEETSQ DEWQTX NEZAWISIMYH URAWNENIJ, ^TO I DO-

KAZYWAET ZAMKNUTOSTX SISTEMY URAWNENIJ, OPISYWA@]IH POWE-

DENIE RELQTIWISTSKOGO UPRUGOGO KONTINUUMA.

pRI NALI^II WNE[NEGO POLQ, DEJSTWU@]EGO NA UPRUGU@ SREDU,

W PRAWOJ ^ASTI URAWNENIQ DWIVENIQ (40.6) NUVNO DOBAWITX ^LEN,

HARAKTERIZU@]IJ WZAIMODEJSTWIE SREDY S WNE[NIM POLEM.

eSLI MY POLU^ILI RE[ENIE W PEREMENNYH |JLERA, TO OT NIH

MOVNO PEREJTI I K PEREMENNYM lAGRANVA. pEREHOD OT ODNIH PE-

REMENNYH K DRUGIM PRI ZADANNOM POLE 4-SKOROSTI V�(x") SWQZAN
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S INTEGRIROWANIEM DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. dLQ NAHOVDE-

NIQ lAGRANVEWYH KOORDINAT yk WOSPOLXZUEMSQ URAWNENIEM

V�
@yk

@x�
=
dyk

dS
= 0; (40:7)

OZNA^A@]IM POSTOQNSTWO LAGRANVEWYH KOORDINAT WDOLX MIRO-

WYH LINIJ ^ASTIC DWIVU]EJSQ SREDY. iNTEGRALOM \TIH URAWNE-

NIJ BUDUT ISKOMYE FUNKCII yk = fk(x�). dLQ NAHOVDENIQ PARA-

METRA y4, NUMERU@]EGO ORTOGONALXNYE MIROWYM LINIQM GIPER-

POWERHNOSTI, WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (31.48)

@y4

@x�
= ��V�: (31:48)

pOLU^IM USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI \TOJ SISTEMY. uMNOVAQ OBE

^ASTI NA V�, NAHODIM, ^TO

� = V�
@y4

@x�
: (40:8)

pOSLE ^EGO SISTEMU (31.48) MOVNO ZAPISATX W \KWIWALENTNOJ FOR-

ME

g��"
@y4

@x"
= 0: (40:9)

rASSMOTRIM WYRAVENIE

g���
@

@x�

�
g��"

@y4

@x"

�
= g���

@g��"
@x�

@y4

@x"
+ g���g

�
�"

@2y4

@x�@x"
= 0: (40:10)

pERESTAWLQQ INDEKSY � I �, IMEEM

g���
@

@x�

�
g��"

@y4

@x"

�
= g���

@g��"
@x�

@y4

@x"
+ g���g

�
�"

@2y4

@x�@x"
= 0: (40:11)

wY^ITAQ IZ (4.10) WYRAVENIE (4.11), WOSPOLXZUQSX (31.48), POLU-

^AEM

��V"
�
g���

@g��"
@x�

� g���
@g��"
@x�

�
= 0: (40:12)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE POSLE PROSTYH PREOBRAZOWANIJ PRIWODIT

K RAWENSTWU

!�� = 0; (40:13)

GDE TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ OPREDELEN W (34.14) ILI

(PRI WYBORE DRUGOJ SIGNATURY) W (1.4).
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tAKIM OBRAZOM, USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY (31.48)

SWODQTSQ K IZWESTNOMU UTWERVDENI@ [20], ^TO PRI OTSUTSTWII

WRA]ENIJ MIROWYE LINII SREDY OBRAZU@T NORMALXNU@ KONGRU-

ENCI@. eSLI !�� 6= 0, TO SISTEMA (31.48) NESOWMESTNA, T.E. W \TOM

SLU^AE NELXZQ POSTROITX GIPERPOWERHNOSTI y4 = const, KOTORAQ

ORTOGONALXNA MIROWYM LINIQM ^ASTIC SREDY.

oTMETIM, ^TO PRI WYWODE TENZOROW DEFORMACIJ MY DOPUSKA-

LI SU]ESTWOWANIE SEMEJSTWA GIPERPOWERHNOSTEJ, ORTOGONALXNYH

MIROWYM LINIQM. oDNAKO, ESLI GLOBALXNYE GIPERPOWERHNOSTI SU-

]ESTWU@T PRI !�� = 0, TO W MALOJ OBLASTI IZMENENIQ PARAMETRA

yk, KOGDA RASSMATRIWA@TSQ DWE SOSEDNIE MIROWYE LINII, WSEG-

DA MOVNO POSTROITX LOKALXNO NORMALXNU@ IM GIPERPOWERHNOSTX.

aPPARAT NEGOLONOMNYH PREOBRAZOWANIJ, RAZWITYJ NAMI W GLA-

WE 2, DOPUSKAET RASSMOTRENIE PROIZWOLXNOGO DWIVENIQ SPLO[NOJ

SREDY KAK S OTSUTSTWIEM, TAK I S NALI^IEM WRA]ENIJ. oN POZ-

WOLQET LEGKO OBOB]ITX POLU^ENNYE W \TOJ GLAWE REZULXTATY NA

SLU^AJ PROIZWOLXNOGO DWIVENIQ KONTINUUMA. oDNAKO MY \TIM

ZANIMATXSQ NE BUDEM, A RE[IM NEKOTORYE KONKRETNYE ZADA^I.

41. pLOSKIE UPRUGIE WOLNY W NEOGRANI^ENNOJ

IZOTROPNOJ SREDE

rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE MALYH WOZMU]ENIJ W UPRUGIH

TELAH. pRI ADIABATI^ESKIH DEFORMACIQH TENZOR NAPRQVENIJ S��
SWQZAN S TENZOROM DEFORMACIJ U�� PRI POMO]I RELQTIWISTSKOGO

ZAKONA gUKA (39.17), (39.19), A URAWNENIQ DWIVENIQ UPRUGOJ SREDY

ZADA@TSQ FORMULOJ (37.37). rANEE PRI WYWODE TENZOROW DEFORMA-

CIJ (31.44), (31.56) W KA^ESTWE NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ MY WYBIRA-

LI NEDEFORMIROWANNU@ SREDU, OTOBRAVAEMU@ TO^KAMI NEKOTOROJ

NA^ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI _y4 = const S METRI^ESKIM TENZOROM

_gkl. oDNAKO NA^ALXNOE SOSTOQNIE MOVNO OPREDELQTX PO RAZNOMU.

w OB]EM SLU^AE FORMULA (31.50) NE IMEET MESTA, T.E.

@u"
@y4

6= @x"
@y4

:

pRAWAQ ^ASTX FORMULY (31.45) S U^ETOM (31.48) IMEET WID

�@u"
@x�

� @u"
@y4

@y4

@x�

��
�"� � @x"

@y4
@y4

@x�

�
=
�@u"
@x�

+
@u"
@s

V�
�
g�"� =

@u"
@x�

g���g
�
"�:

337



sOOTWETSTWENNO, PRAWAQ ^ASTX (31.51) ZAPI[ETSQ W WIDE

�@u"
@x�

� @u"
@y4

@y4

@x�

��@u"
@x�

� @u"
@y4

@y4

@x�

�
=
@u"
@x�

@u"
@x�

g���g
�
��:

pO\TOMU TENZOR DEFORMACIJ (31.52) MOVNO PREDSTAWITX W FORME

U�� =
1

2

�
g���g

�
"�

�@u"
@x�

+
@u�
@x"

� @u�
@x�

@u�
@x"

��
: (41:1)

pEREHOD K SOPUTSTWU@]IM TETRADAM DAET

U�� =
1

2
h�(�)h�(�)h�(k)h�(k)h"(l)h�(l)

�@u"
@x�

+
@u�
@x"

� @u�
@x�

@u�
@x"

�
=

=
1

2
�(�k)�(�l)

��Du(l)
@x(k)

+
�Du(k)

@x(l)
�

�Du(�)

@x(k)

�Du(�)

@x(l)

�
;

U (ab) =
1

2

��Du(b)
@x(a)

+
�Du(a)

@x(b)
�

�Du(�)

@x(a)

�Du(�)

@x(b)

�
;

U (a4) = U (44) = 0: (41:2)

oTMETIM, ^TO FORMULA (41.1) POLU^ENA DLQ OB]EGO SLU^AQ PRI

USLOWII, ^TO 4-WEKTOR PEREME]ENIQ ~u SU]ESTWUET. oNA OBOB]AET

FORMULU (31.52), W KOTOROJ NA^ALXNOE SOSTOQNIE FIKSIROWANO.

rASSMOTRIM SLU^AJ BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ. sREDA,

OTOBRAVAEMAQ TO^KAMI NEKOTOROJ AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI

y4 = const (MY S^ITAEM, ^TO WRA]ENIQ OTSUTSTWU@T), W OB]EM

SLU^AE DEFORMIRUEMA. w KA^ESTWE NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ NA \TOJ

VE GIPERPOWERHNOSTI WWEDEM TAKOE WOOBRAVAEMOE SOSTOQNIE, W KO-

TOROM NA KAVDYJ \LEMENT NE DEJSTWU@T NIKAKIE SILY. (wNE[NIE

POLQ MY ZDESX NE RASSMATRIWAEM.) tAKIM OBRAZOM, NA AKTUALXNOJ

GIPERPOWERHNOSTI SREDA NAHODITSQ W DWUH SOSTOQNIQH: ISTINNOM

DEFORMIROWANNOM I "PRIMYSLENNOM" (TERMINOLOGIQ [44]) NEDE-

FORMIROWANNOM SOSTOQNII, PO OTNO[ENI@ K KOTOROMU MY I BU-

DEM IZMERQTX DEFORMACI@ SREDY. tOT FAKT, ^TO RASSMATRIWAE-

MAQ GIPERPOWERHNOSTX W OB]EM SLU^AE ISKRIWLENA, NI W KOEJ MERE

NE OZNA^AET E]E, ^TO W SREDE OTSUTSTWU@T ILI PRISUTSTWU@T DE-

FORMACII, TAK KAK KRIWIZNA GIPERPOWERHNOSTI OPREDELQETSQ NE

TENZOROM DEFORMACIJ, A TENZOROM SKOROSTEJ DEFORMACIJ. sLEDO-

WATELXNO, DLQ L@BOJ PROIZWOLXNOJ NORMALXNOJ MIROWYM LINIQM

GIPERPOWERHNOSTI, SREDA NA KOTOROJ DEFORMIROWANA, NAJDETSQ TA-

KOE POLE SKOROSTEJ DLQ NEDEFORMIROWANNOGO SOSTOQNIQ, KOTORAQ
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INDUCIRUET GIPERPOWERHNOSTX, SOWPADA@]U@ S DANNOJ W OB]EJ

OBLASTI IH ZADANIQ.

tAK KAK MY RASSMATRIWAEM BESKONE^NO MALYE DEFORMACII, A

W KA^ESTWE NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ WYBIRAEM SOSTOQNIE NA AKTU-

ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI, TO MALY BUDUT NE TOLXKO DEFORMACII,

NO I 4-WEKTORY PEREME]ENIQ ~u, KOTORYE PO POSTROENI@ LEVAT W

KASATELXNOM K y4 = const PROSTRANSTWE. oTKUDA IMEEM

u(4) = 0; ih�(4)u� = V�u� = 0: (41:3)

dLQ MALYH DEFORMACIJ SOOTNO[ENIQ (41.2) I (41.1) PREDSTAWLQ-

@TSQ W WIDE

U (ab) =
1

2

��Du(b)
@x(a)

+
�Du(a)

@x(b)

�
; U (a4) = U (44) = 0: (41:4)

U�� =
1

2
g���g

�
"�

�@u"
@x�

+
@u�
@x"

�
: (41:5)

w SILU SOOTNO[ENIQ (34.16) PRI OTSUTSTWII WRA]ENIQ WIDNO, ^TO

PRI BESKONE^NO MALYH U�� MALY TAKVE ���, SLEDOWATELXNO, PRO-

IZWEDENIE ���U�� PREDSTAWLQ@T BOLEE WYSOKIJ PORQDOK MALOSTI,

^EM ��� I dU��=ds. pO\TOMU SOOTNO[ENIE (34.16) SWODITSQ K WIDU

��� = V�
@U��
@x�

: (41:6)

wY^ISLIM 4-USKORENIE dV�=ds, ISPOLXZUQ RAWENSTWA

x� � _x� = u�;
dx�
ds

=
du�
ds

+
d _x�
ds

=
du�
ds

+
d _x�
d _s

d _s

ds
:

tAK KAK u� BESKONE^NO MAL, TO SOBSTWENNOE WREMQ NA DWUH BESKO-

NE^NO BLIZKIH MIROWYH LINIQH OTLI^AETSQ MALO, PO\TOMU

V� � _V� =
du�
ds

= V"
@u�
@x"

: (41:7)

pOWTORNOE DIFFERENCIROWANIE (41.7) PO s S U^ETOM, ^TO d _V�=ds =

0, DAET

dV�
ds

=
dV"
ds

@u�
@x"

+ V"V�
@2u�
@x"@x�

= V"V�
@2u�
@x"@x�

; (41:8)

GDE SOHRANENY ^LENY ODNOGO PORQDKA MALOSTI, TAK KAK RASSMAT-

RIWAETSQ TOT SLU^AJ, KOGDA MALY NE TOLXKO DEFORMACII, NO I
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PEREME]ENIQ I USKORENIQ. pRI \TOM SKOROSTX v NE PREDPOLAGAET-

SQ MALOJ, HOTQ MALY EE GRADIENTY.

iTAK, KAK I W KLASSI^ESKOJ TEORII UPRUGOSTI, PRI WYWODE

URAWNENIJ DLQ UPRUGIH WOLN MY DELAEM SLEDU@]IE DOPU]ENIQ:

s^ITAEM MALYMI WELI^INAMI DEFORMACII, PEREME]ENIQ, GRADI-

ENTY SKOROSTEJ I USKORENIQ. pROIZWEDENIE L@BYH IZ \TIH WE-

LI^IN ESTX WTOROJ PORQDOK MALOSTI. w POLU^ENNYH URAWNENIQH

BUDEM OSTAWLQTX TOLXKO ^LENY PERWOGO PORQDKA MALOSTI.

iZ \TOGO DOPU]ENIQ NAHODIM

dU��
ds

=
1

2
g���g

�
"�

d

ds

�@u"
@x�

+
@u�
@x"

�
: (41:9)

zAMETIM, ^TO SOOTNO[ENIE (41.6), PRIMENENNOE K BESKONE^NO

MALYM DEFORMACIQM, SPRAWEDLIWO LI[X W TOM SLU^AE, ESLI NA-

^ALXNOE SOSTOQNIE FIKSIROWANO. fORMULY (34.3) I (34.16) BYLI

POLU^ENY PRI USLOWII, ^TO @ _gkl=@y
4 = 0. dLQ NASTOQ]EJ ZADA^I

\TO USLOWIE NE IMEET MESTA. oBOB]IM, DOKAZANNOE DLQ SOOTNO-

[ENIQ (34.3) UTWERVDENIE, NA SLU^AJ @ _gkl=@y
4 6= 0. dLQ \TOGO

PRAWU@ ^ASTX (34.2) PREDSTAWIM W WIDE

@ _glj
@y4

=
@

@y4

�@ _x"
@ _yl

@ _x"
@ _yj

�
=

@

@ _yl

� _V"
_�

�@ _x"
@ _yj

+
@

@ _yj

� _V"
_�

�@ _x"
@ _yl

=

=
�@ _V�
@ _x�

+
@ _V�
@ _x�

++ _V�
d _V�
d _s

+ _V�
d _V�
d _s

�@ _x�
@ _yl

@ _x�
@ _yj

= 2 _���
@ _x�
@ _yl

@ _x�
@ _yj

: (41:10)

tAK KAK _��� = _���, _��� _V� = 0, TO

@ _glj
@y4

= 2 _���
�@ _x�
@ _yl

@ _x�
@ _yj

+
@ _x�
@ _y4

@ _x�
@ _yj

+
@ _x�
@ _yl

@ _x�
@ _y4

+
@ _x�
@ _y4

@ _x�
@ _y4

�
: (41:11)

sOOTNO[ENIE (41.11) S U^ETOM POSLEDNEGO RAWENSTWA ZAMENQETSQ

NA

D��
@x�
@y"

@x�
@y�

= 2 _���
@ _x�
@ _y"

@ _x�
@ _y�

; (41:12)

GDE @=@ _y� = @=@ya. fORMULA (41.12) SPRAWEDLIWA DLQ L@BYH DE-

FORMACIJ, ESLI TOLXKO NA^ALXNOE SOSTOQNIE ZADAETSQ NA AKTU-

ALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI. dLQ BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ,

ISPOLXZUQ RAWENSTWO x� � _x� = u�, I OTLI^IE OT NULQ QKOBIANA

PREOBRAZOWANIQ

det
����
����@x�
@y"

����
���� 6= 0
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POLU^AEM

��� = _��� +
dU��
ds

: (41:13)

rASSMOTRIM WYRAVENIE

d

ds

@u"
@x�

= V�
@2u"

@x�@x�
=

@

@x�

�@u"
@x�

V�
�
� @V�
@x�

@u"
@x�

�

� @

@x�

du"
ds

=
@V"
@x�

� @ _V"
@x�

: (41:14)

iSPOLXZUQ POSLEDNEE RAWENSTWO, NAHODIM DLQ (41.9)

dU��
ds

� ��� � _���: (41:15)

tAKIM OBRAZOM, WYRAVENIE (41.5) OBRA]AET (41.13) W TOVDESTWO.

w RAZDELE 40 BYLO POKAZANO, ^TO ZAMKNUTOJ SISTEMOJ DLQ UP-

RUGOJ SREDY QWLQETSQ SISTEMA IZ DEWQTI URAWNENIJ, IZ KOTORYH

TRI URAWNENIQ DINAMI^ESKIH I [ESTX - KINEMATI^ESKIH. tAK KAK

DLQ BESKONE^NO MALYH DEFORMACIJ SOOTNO[ENIE (41.5) QWLQETSQ

RE[ENIEM (41.13), TO DLQ NAHOVDENIQ TREH NEZAWISIMYH KOMPO-

NENT 4-WEKTORA u" OSTAETSQ TRI NEZAWISIMYH URAWNENIQ DWIVENIQ

(37.37), KOTORYE S ISPOLXZOWANIEM ZAKONA gUKA, MOVNO ZAPISATX

W WIDE

"
dV�
ds

= g���
@S��
@x�

= g���

�
�̂
@g���
@x�

U"" + �̂g���
@U""
@x�

+ 2�
@U��
@x�

�
; (41:16)

GDE �̂ I � - KO\FFICIENTY lAME DLQ ADIABATI^ESKIH PROCESSOW,

ZADANNYE NA AKTUALXNOJ GIPERPOWERHNOSTI. iZ (41.3) WYTEKAET,

^TO
@V�
@x"

u� +
@u�
@x"

V� = 0;

ILI, OTBROSIW ^LENY WTOROGO PORQDKA MALOSTI, NAHODIM

@u�
@x"

V� � 0:

iZ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ IMEEM

@u4
@x"

= �Vk
V4

@uk
@x"

= i
vk
c

@uk
@x"

; U"" =
@u"
@x"

: (41:17)

zAME^AQ, ^TO

g���
@g���
@x�

=
dV�
ds

;
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WOSPOLXZUQSX TAKVE DOPU]ENIEM O MALOSTI, POLU^AEM IZ (41.16)

URAWNENIQ

"V�V�
@2ua
@x�@x�

= �̂g�a�

� @2uk
@x�@xk

+ i
vk
c

@2uk
@x�@x4

�
+ �g���

@2ua
@x�@x�

+

+�g�a�
@2uk
@x�@xk

+ �
ivk
c
g�a�

@2uk
@x4@x�

+�a; (41:18)

GDE

�a = �̂
i

c
g�a�

@vk
@x�

@uk
@x4

+ �
i

c
g�a4g

�
��

@vk
@x�

@uk
@x�

+

+�
i

c
g�a�g

�
�4

@vk
@x�

@uk
@x�

+ �
@V�
@x�

@ua
@x"

V" � "
@V�
@x�

@ua
@x"

V�: (41:19)

oTMETIM, ^TO �a QWLQ@TSQ MALYMI WELI^INAMI PO SRAWNENI@ S

OSTALXNYMI ^LENAMI URAWNENIQ (41.18), TAK KAK W NIH WHODQT W

QWNOM WIDE PROIZWEDENIQ MALYH WELI^IN GRADIENTOW SKOROSTEJ I

GRADIENTOW DEFORMACIJ.

dOPUSTIM TEPERX, ^TO WELI^INY uk QWLQ@TSQ FUNKCIQMI

TOLXKO OT x1 I x4. pOLE SKOROSTEJ SREDY ~v PUSTX SOWPADAET S

OSX@ x1. tOGDA DLQ OTDELXNYH KOMPONENT uk POLU^IM URAWNENIQ

["V 2
4 + (2�+ �̂)V 2

1 ]
@2u1
@x24

+ 2V1V4["� (2� + �̂)]
@2u1
@x1@x4

+

+["V 2
1 + (2� + �̂)V 2

4 ]
@2u1
@x21

= �1; (41:20)

["V 2
4 + �V 2

1 ]
@2u2
@x24

+ 2V1V4["� �] @
2u2

@x1@x4
+ ["V 2

1 + �V 2
4 ]
@2u2
@x21

= �2;

(41:21)

["V 2
4 + �V 2

1 ]
@2u3
@x24

+ 2V1V4["� �] @
2u3

@x1@x4
+ ["V 2

1 + �V 2
4 ]
@2u3
@x21

= �3:

(41:22)

iSSLEDUEM POLU^ENNYE URAWNENIQ. iZ (37.12) SLEDUET WYRAVENIE

" =
q
_g��0c

2 det
����
���� @y

i

@x(k)

����
����
�
1 +

�

c2

�
;

KOTOROE DLQ MALYH DEFORMACIJ SWODITSQ K WIDU

" � ��0c
2: (41:23)
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kAK IZWESTNO IZ KLASSI^ESKOJ TEORII UPRUGOSTI [43], [44], MEVDU

KO\FFICIENTAMI lAME I PLOTNOSTX@ SREDY ��0 SU]ESTWU@T SLE-

DU@]IE SOOTNO[ENIQ

�̂+ 2� = c2l �
�
0; � = c2t�

�
0; (41:24)

GDE cl I ct - PRODOLXNYE I POPERE^NYE SKOROSTI ZWUKA SOOTWET-

STWENNO. iZ (41.24) SLEDUET, ^TO cl > ct. rASSMOTRIM DWIVENIE

"RELQTIWISTSKI TWERDOGO" TELA. dLQ KLASSI^ESKI TWERDYH TEL

SKOROSTI ZWUKA (PRODOLXNYE I POPERE^NYE) STREMQTSQ K BESKONE^-

NOSTI. w SOGLASII VE SO sto, L@BYE WZAIMODEJSTWIQ PEREDA@TSQ

SO SKOROSTQMI, NE PREWY[A@]IMI SKOROSTX SWETA W WAKUUME. pO

\TOJ PRI^INE MY WWEDEM OPREDELENIE "RELQTIWISTSKI TWERDOGO"

TELA. nAZOWEM TELO "RELQTIWISTSKI TWERDYM", ESLI PRODOLXNAQ

SKOROSTX ZWUKA cl RAWNA SKOROSTI SWETA W WAKUUME c. dLQ "RELQ-

TIWISTSKI TWERDOGO" TELA W SILU (41.23) IMEEM

�̂+ 2� = " = ��0c
2 = ��0c

2
l : (41:25)

dLQ "RELQTIWISTSKI TWERDYH" TEL, PRENEBREGAQ POPRAWKAMI WTO-

ROGO PORQDKA MALOSTI �1 PO SRAWNENI@ S DRUGIMI ^LENAMI, IMEEM

WMESTO (41.20) URAWNENIE

2u1 �
� @2
@x21

� 1

c2
@2

@t2

�
u1 = 0: (41:26)

pOSLEDNEE URAWNENIE PREDSTAWLQET SOBOJ HORO[O IZWESTNOE URAW-

NENIE PLOSKOJ WOLNY, RASPROSTRANQ@]EJSQ WDOLX OSI x1 SO SKO-

ROSTX@ SWETA W WAKUUME. pRI^EM SKOROSTX SWETA (KAK I DOLVNO

BYTX W sto) NE ZAWISIT OT SKOROSTI DWIVENIQ SREDY.

dLQ KOMPAKTNOSTI ZAPISI URAWNENIQ (41.20) WWEDEM OBOZNA^E-

NIQ

�["V 2
4 + (2� + �̂)V 2

1 ] = a11; x4 = ict = ix; x1 = y;

a12 =
1

i
V1V4["� (2� + �̂)]; a22 = ["V 2

1 + (2�+ �̂)V 2
4 ]; (41:27)

POSLE KOTORYH URAWNENIE PRINIMAET WID

a11
@2u1
@x2

+ 2a12
@2u1
@x@y

+ a22
@2u1
@y2

� �1 = 0: (41:28)

s POMO]X@ PREOBRAZOWANIQ PEREMENNYH

� = �(x; y); � =  (x; y) (41:29)
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MY POLU^AEM NOWOE URAWNENIE, \KWIWALENTNOE ISHODNOMU, A IMEN-

NO

�a11
@2u1
@�2

+ 2�a12
@2u1
@�@�

+ �a22
@2u1
@�2

� ��1 = 0; (41:30)

GDE

�a11 = a11
�@�
@x

�2
+ 2a12

@�

@x

@�

@y
+ a22

�@�
@y

�2
;

�a12 = a11
@�

@x

@�

@x
+ a12

�@�
@x

@�

@y
+
@�

@y

@�

@x

�
+ a22

@�

@y

@�

@y
;

�a22 = a11
�@�
@x

�2
+ 2a12

@�

@x

@�

@y
+ a22

�@�
@y

�2
; (41:31)

A FUNKCIQ ��1 NE ZAWISIT OT WTORYH PROIZWODNYH.

eSTESTWENNO POSTAWITX WOPROS: KAK WYBRATX � I �, ^TOBY URAW-

NENIE W \TIH PEREMENNYH IMELO NAIBOLEE PROSTU@ FORMU? wYBE-

REM PEREMENNYE � I � TAK, ^TOBY �a11 = 0. rASSMOTRIM DIFFEREN-

CIALXNYE URAWNENIQ S ^ASTNYMI PROIZWODNYMI PERWOGO PORQDKA.

a11
@2z

@x2
+ 2a12

@2z

@x@y
+ a22

@2z

@y2
= 0: (41:32)

wOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ [82], KOTORAQ GLASIT, ^TO ESLI �(x; y) =

const PREDSTAWLQET SOBOJ OB]IJ INTEGRAL OBYKNOWENNOGO DIFFE-

RENCIALXNOGO URAWNENIQ

a11dy
2 � 2a12dxdy + a22dx

2 = 0; (41:33)

TO FUNKCIQ z = �(x; y) UDOWLETWORQET URAWNENI@ (41.32).

uRAWNENIE (41.33) RASPADAETSQ NA DWA URAWNENIQ

dy

dx
=
a12 +

q
a212 � a11a22
a11

;
dy

dx
=
a12 �

q
a212 � a11a22
a11

: (41:34)

zNAK PODKORENNOGO WYRAVENIQ W \TIH URAWNENIQH OPREDELQET TIP

URAWNENIQ (41.28). iSPOLXZUQ (41.27), IMEEM

a212 � a11a22 = "(�̂ + 2�) > 0: (41:35)

|TO OZNA^AET, ^TO URAWNENIE (41.28) OTNOSITSQ K GIPERBOLI^ES-

KOMU TIPU. uRAWNENIQ (41.34) POSLE NESLOVNYH ALGEBRAI^ESKIH

PREOBRAZOWANIJ, U^ITYWAQ, ^TO

V1 =
v1

c
r
1� v21

c2

; V4 =
ir

1� v21
c2

;
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SWODQTSQ K WIDU

dy

dx
=
v1 + cl
c+ v1cl

c

;
dy

dx
=
v1 � cl
c� v1cl

c

: (41:36)

hARAKTERISTI^ESKIE URAWNENIQ (41.36) SOWPADA@T S HARAKTERIS-

TI^ESKIMI URAWNENIQMI DLQ PLOSKIH WOLN W RELQTIWISTSKOJ GA-

ZOWOJ DINAMIKE [136]. tAK KAK W NA[EM SLU^AE v1 I cl PRAKTI^ESKI

POSTOQNNY, TO INTEGRALAMI (41.36) BUDUT WYRAVENIQ

y � v1 + cl
c+ v1cl

c

x = C1; y � v1 � cl
c � v1cl

c

x = C2: (41:37)

pOLAGAQ

� = y � v1 + cl
c+ v1cl

c

x; � = y � v1 � cl
c� v1cl

c

x (41:38)

I WOSPOLXZUQSX WY[EUPOMQNUTOJ LEMMOJ, MY OBRATIM W NULX KO-

\FFICIENTY �a11 I �a22 W URAWNENII (41.30), KOTOROE PRI ��1 = 0

SWODITSQ K WIDU
@2u1
@�@�

= 0: (41:39)

rE[ENIEM POSLEDNEGO URAWNENIQ BUDET

u1 = f1(�) + f2(�); (41:40)

KOTOROE POSLE PODSTANOWOK (41.38) I (41.27) DA@T

u1 = f1
�
x1 � v1 + cl

1 + v1cl
c2
t
�
+ f2

�
x1 � v1 � cl

1 � v1cl
c2
t
�
: (41:41)

rE[ENIE (41.41) IMEET PROSTOJ FIZI^ESKIJ SMYSL. fUNKCII f1
I f2 PREDSTAWLQ@T SOBOJ DWE PLOSKIE WOLNY, BEGU]IE NAWSTRE-

^U DRUG DRUGU SO SKOROSTQMI v01 I v
0
2 OTNOSITELXNO NEPODWIVNOJ

SISTEMY OTS^ETA. pRI \TOM

v01 =
v1 + cl
1 + v1cl

c2
; v02 =

cl � v1
1� v1cl

c2
: (41:42)

sOOTNO[ENIQ (41.42) PREDSTAWLQ@T SOBOJ HORO[O IZWESTNYJ RE-

LQTIWISTSKIJ ZAKON SLOVENIQ SKOROSTEJ, NAPRAWLENNYH PO ODNOJ

PRQMOJ. uRAWNENIQ (41.21) I (41.22) RE[A@TSQ ANALOGI^NO I IH

RE[ENIQ OTLI^A@TSQ OT (41.41) LI[X ZAMENOJ W (41.41) PRODOLX-

NOJ SKOROSTI ZWUKA cl NA POPERE^NU@ SKOROSTX ZWUKA ct.

u2;3 = �f1
�
x1 � v1 + ct

1 + v1ct
c2
t
�
+ �f2

�
x1 � v1 � ct

1� v1ct
c2
t
�
: (41:43)
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tAKIM OBRAZOM, PRI OTSUTSTWII WNE[NIH SIL RE[ENIEM URAW-

NENIQ (41.16) W AKUSTI^ESKOM PRIBLIVENII QWLQ@TSQ PRODOLX-

NYE I POPERE^NYE WOLNY, KOTORYE RASPROSTRANQ@TSQ NEZAWISI-

MO DRUG OT DRUGA. fAZOWYE SKOROSTI \TIH WOLN SKLADYWA@TSQ

(RELQTIWISTSKI) IZ SOOTWETSTWU@]IH FAZOWYH SKOROSTEJ OTNO-

SITELXNO NEPODWIVNOJ SISTEMY PL@S (MINUS) SKOROSTI SISTEMY

v1 KAK CELOJ. pRI v1 = 0 RE[ENIQ (41.41), (41.43) OPISYWA@T PRO-

DOLXNYE I POPERE^NYE WOLNY W IZOTROPNOJ SREDE W KLASSI^ESKOJ

TEORII UPRUGOSTI W SLU^AE MALYH DEFORMACIJ. kONE^NO, \TOT RE-

ZULXTAT MOVNO BYLO OVIDATX S SAMOGO NA^ALA, A RASSMOTRENNAQ

ZADA^A QWLQETSQ NEKOTOROJ PREDWARITELXNOJ PROWERKOJ POSTROEN-

NOGO APPARATA. l@BOPYTNO, ^TO RELQTIWISTSKIJ ZAKON SLOVENIQ

SKOROSTEJ, WYTEKA@]IJ IZ PREOBRAZOWANIJ lORENCA, POLU^EN IZ

RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ TEORII UPRUGOSTI.

42. rELQTIWISTSKIJ OSCILLQTOR

iSPOLXZUQ RELQTIWISTSKOE URAWNENIE nX@TONA,

m0c
dV�
ds

= F�; (42:1)

RASSMOTRIM DWIVENIE MATERIALXNOJ TO^KI WDOLX OSI x1. w PRI-

WEDENNOM URAWNENII m0 - MASSA POKOQ, F� - 4-WEKTOR SILY, OPRE-

DELQEMYJ OBY^NYM OBRAZOM

Fk =
fk

c
r
1� v2

c2

; F4 =
ifkvk

c2
r
1� v2

c2

; (42:1)

GDE fk - TREHMERNYJ WEKTOR SILY. sOPUTSTWU@]IE TETRADY DLQ

DANNOGO DWIVENIQ OPREDELQ@TSQ RAWENSTWOM

h�(�) =

0
BBBBBB@

�iV4 0 0 iV1
0 1 0 0

0 0 1 0

�iV1 0 0 �iV4

1
CCCCCCA ; (42:2)

GDE � - NOMER STROKI, A � - NOMER STOLBCA. pEREHOD K SOPUTSTWU-

@]IM TETRADAM DAET

m0ch�(k)
dV�
ds

= h�(k)F� = F (k); F (4) = 0: (42:3)
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tAK KAK V1 = V , V2 = V3 = 0, TO

m0ch�(1)
dV�
ds

= m0

dV

dt
: (42:3)

pO\TOMU URAWNENIE (42.3) PREDSTAWIM W WIDE

m0

dV

dt
= F (1) = h1(1)F1 + h4(1)F4 =

1

c
f1: (42:4)

rELQTIWISTSKI INWARIANTNYM OPREDELENIEM UPRUGOJ SILY BUDET

RAWENSTWO

F (1) = �1
c
k0x(1); (42:5)

GDE k0 - KO\FFICIENT VESTKOSTI, ZADANNYJ W SOPUTSTWU@]EJ TET-

RADE I QWLQ@]IJSQ PO\TOMU SKALQROM OTNOSITELXNO PREOBRAZO-

WANIJ lORENCA.

dx(1) = h�(1)dx� = L��0L��0h�0(1)dx�0 = h�0dx�0: (42:6)

iZ (42.6) SLEDUET, ^TO dx(1) - SKALQR OTNOSITELXNO PREOBRAZOWA-

NIJ lORENCA (L��0 - MATRICA lORENCA).

x(1) =
Z
L

h�(1)dx�: (42:6)

iNTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ WDOLX PRQMOJ LINII L, LEVA]EJ

NA GIPERPLOSKOSTI dx(4) = 0 I SOEDINQ@]EJ MIROWU@ LINI@

xk = 0 S MIROWOJ LINIEJ RASSMATRIWAEMOJ ^ASTICY. rAWENSTWO

dx(4) = 0 \KWIWALENTNO

dx(4) = h�(4)dx� =
1

i
V�dx� = 0: (42:7)

s^ITAQ, ^TO NA GIPERPLOSKOSTI dx(4) = 0 TETRADNOE POLE POSTO-

QNNO, ISPOLXZUQ (42.7), POLU^IM

x(1) =
x1Z
0

�
h1(1) � V1

V4
h4(1)

�
d� =

ix1
V4
: (42:8)

uRAWNENIE (42.3) PREDSTAWIM W WIDE

m0

dV

dt
= �k0

c

x1p
1 + V 2

: (42:9)

s^ITAQ, ^TO
dV

dt
=
dV

dx1
v =

cVp
1 + V 2

dV

dx1
;
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POLU^IM

m0c
2V

dV

dx1
= �k0x1: (42:10)

iNTEGRAL \TOGO URAWNENIQ IMEET WID

V 2 = � k0
m0c2

x1
2 + C1:

pOSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ C1 OPREDELIM IZ USLOWIQ, ^TO PRI

x1 = 0 DOLVNO BYTX V = V0. oTKUDA IMEEM

V = V0

vuut1 � k0x12

m0V
2
0 c

2
; x1 � A =

vuutm0V
2
0 c

2

k0
: (42:11)

dx1
dt

= v =

r
k0
m0
(A2 � x21)r

1 + k0(A2�x21)
m0c2

< c: (42:12)

iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (42.12) PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

!0t+ �0 =

vuut1 + !02A2

c2
E
�
arcsin

x1
A
; k
�

(42:13)

GDE �0 - PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ,

!0 =

vuut k0
m0

; k2 =
!2
0A

2

c2 + !2
0A

2
; (42:14)

AE(u; k) - \LLIPTI^ESKIJ INTEGRAL WTOROGO RODA.eSLI !2
0A

2=c2 �
1, TO SOOTNO[ENIE (42.13) SWODITSQ K KLASSI^ESKOMU

x1 = A sin(!0t+ �0): (42:15)

pRI

V 2
0 =

!2
0A

2

c2
=
k0A

2

m0c2
� 1; (42:16)

T.E. KOGDA POTENCIALXNAQ \NERGIQ DEFORMACII MNOGO BOLX[E

\NERGII POKOQ ^ASTICY, MOVNO POLXZOWATXSQ RQDOM [105]

E(u; k) =
2

�
E0(k) ln tan

�u
2
+
�

4

�
+ :::;

E0(k) =
�

2

�
1� 1

2
k02 � :::�

�(2n� 1)!!

2nn!

� k0n

2n� 1
� :::

�
; k0 =

p
1� k2:

(42:17)
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pRI WYPOLNENII NERAWENSTWA (42.16) k0 � 1, PO\TOMUE0(k) � �=2.

E(u; k) � ln tan
�u
2
+
�

4

�
; u = arcsin

�x1
A

�
: (42:18)

fORMULA (42.13) DLQ RASSMATRIWAEMOGO SLU^AQ (42.16) PREDSTAWI-

MA W WIDE

tan
��
4
+
1

2
arcsin

�x1
A

��
= e

ct

a
+

c�0
!0A : (42:19)

lEWAQ ^ASTX POSLEDNEJ FORMULY MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

tan
��
4
+
1

2
arcsin

�x1
A

��
=

1 + x1
Ar

1 � x21
A2

: (42:20)

iSPOLXZUQ (42.20), RAZRE[IW (42.19) OTNOSITELXNO x1, POLU^AEM

x1 = A tanh
�ct
A
+
c�0
!0A

�
; (42:21)

v =
dx1
dt

=
c

cosh2
�
ct
A
+ c�0

!0A

�; (42:22)

pOSTOQNNU@ �0 OPREDELIM IZ NA^ALXNYH USLOWIJ. pUSTX PRI t = 0

^ASTICA NAHODILASX W NA^ALE KOORDINAT, T.E. x1 = 0. tOGDA

x1 = A tanh
�ct
A

�
; v =

c

cosh2
�
ct
A

�: (42:23)

tAKIM OBRAZOM, KOGDA \NERGIQ UPRUGOJ DEFORMACII NAMNOGO PRE-

WY[AET \NERGI@ POKOQ ^ASTICY, KOLEBATELXNYJ PROCESS NE IME-

ET MESTA. ~ASTICA, WYHODQ IZ NA^ALA KOORDINAT SO SKOROSTX@

BLIZKOJ K SKOROSTI SWETA, ZA BESKONE^NOE WREMQ DOSTIGAET SWOEGO

AMPLITUDNOGO ZNA^ENIQ.

43. pRQMOLINEJNOE RELQTIWISTSKOE VESTKOE DWIVENIE

SPLO[NOJ SREDY

w RAZDELE 2 GLAWY 1 MY RASSMATRIWALI RELQTIWISTSKIE VEST-

KIE RAWNOUSKORENNYE nso I DOKAZALI, ^TO W PROSTRANSTWE mIN-

KOWSKOGO W PRINCIPE NEWOZMOVNO VESTKOE W SMYSLE bORNA RAW-

NOUSKORENNOE DWIVENIE KONTINUUMA. pROSTRANSTWO mINKOWSKOGO

OKAZALOSX "TESNYM", ^TOBY UDOWLETWORITX ODNOWREMENNO KRITE-

RIQM VESTKOSTI I RAWNOUSKORENNOSTI. sLEDOWATELXNO, WOZNIKA-

ET WOPROS, KAKAQ nso W sto QWLQETSQ ANALOGOM KLASSI^ESKOJ
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VESTKOJ RAWNOUSKORENNOJ SISTEMY OTS^ETA? w NAU^NOJ LITERATU-

RE PEREHOD W VESTKU@ "RAWNOUSKORENNU@" (KAWY^KI NA[I) nso

SWQZYWA@T S PREOBRAZOWANIQMI mELLERA (2.11). oDNAKO FIZI^ES-

KIJ SMYSL KOORDINAT I "WREMENI" W nso mELLERA NE OBSUVDAET-

SQ. pO\TOMU IMEET SMYSL, NE ISPOLXZUQ PREOBRAZOWANIQ mELLERA,

OPISATX VESTKU@ nso W RAMKAH sto NA OSNOWE RELQTIWISTSKOJ

MEHANIKI SPLO[NYH SRED [4]. iMENNO TAKIM PUTEM [EL AWTOR,

NI^EGO NE PODOZREWAQ W TO WREMQ O PREOBRAZOWANIQH mELLERA.

iTAK, POSTAWIM I RE[IM SLEDU@]U@ ZADA^U. pUSTX W MOMENT

WREMENI t = 0 WDOLX OSI x1 PRIHODIT W DWIVENIE POKOQ]AQSQ

RANEE SPLO[NAQ SREDA. pRI \TOM, ^ASTICA SREDY, NAHODQ]AQSQ

W POKOE W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI W NA^ALE \JLEROWYH KOOR-

DINAT, DWIVETSQ TAK, ^TO EE USKORENIE W LOKALXNO SOPUTSTWU@-

]EJ SISTEME OTS^ETA POSTOQNNO I RAWNO a0. tREBUETSQ OPREDELITX

KAK BUDUT DWIGATXSQ OSTALXNYE ^ASTICY SREDY, ESLI DWIVENIE

SREDY QWLQETSQ VESTKIM W SMYSLE bORNA. mY NE MOVEM TREBO-

WATX POSTOQNSTWA USKORENIQ W LOKALXNO SOPUTSTWU@]IH TETRA-

DAH WSEH ^ASTIC, TAK KAK \TO TREBOWANIE NE SOWMESTNO S KRITERI-

EM VESTKOSTI PO bORNU. o^EWIDNO, ^TO W SISTEME NABL@DATELQ

(O; x1; x2; x3; x4) POLE 4-SKOROSTI V� IMEET WID

V1 = V1(x1; x4); V2 = V3 = 0; V4 = i
q
1 + V 2

1 : (43:1)

pRI \TOM

V� = ih�(4) = �
@x�
@y4

;

h�(�) =

0
BBBBBB@

�iV4 0 0 iV1
0 1 0 0

0 0 1 0

�iV1 0 0 �iV4

1
CCCCCCA ; (43:2)

GDE � - NOMER STROKI, A � - NOMER STOLBCA.

4-USKORENIE a(�) W LOKALXNO SOPUTSTWU@]EJ SISTEME IMEET

WID

a(�) = h�(�)
dV�
ds

; a(2) = a(3) = a(4) = 0; a(1) =
i

V4

dV1
ds

=
a0
c2
;

(43:3)

GDE a0 - OBY^NOE TREHMERNOE USKORENIE.

tAK KAK MY INTERESUEMSQ SEJ^AS DWIVENIEM INDIWIDUALXNOJ

^ASTICY SREDY, POKOQ]EJSQ W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI W NA-
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^ALE KOORDINAT, TO DLQ OPISANIQ EE DWIVENIQ PEREJDEM K PERE-

MENNYM lAGRANVA. sOOTNO[ENIE (43.3) PRIMET WID

�
@V1
@y4

=
@V1
@s

=
V4
i

a0
c2

=
q
1 + V 2

1

a0
c2
; (43:4)

GDE s = c� , a0 = const, � - SOBSTWENNOE WREMQ DWIVU]EJSQ ^ASTI-

CY. iNTEGRIROWANIE (43.4) PRI USLOWII, ^TO PRI s = 0 DOLVNO

BYTX V1 = 0, DAET

@x1
@s

= V1 = sinh
�a0s
c2

�
;

@x4
@s

= V4 = i
q
1 + V 2

1 = i cosh
�a0s
c2

�
:

(43:5)

iNTEGRIROWANIE POSLEDNIH URAWNENIJ PRI USLOWII, ^TO PRI s = 0

DOLVNO BYTX x1 = x4 = 0 PRIWODIT K HORO[O IZWESTNYM SOOTNO-

[ENIQM [7] (GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE)

x1 =
c2

a0
cosh

�a0s
c2

�
� c2

a0
; x4 = i

c2

a0
sinh

�a0s
c2

�
; (43:6)

ISKL@^AQ s IZ KOTORYH, NAHODIM

x1 =
c2

a0

�vuut1 + a20t
2

c2
� 1

�
: (43:7)

w OTLI^IE OT RAWNOUSKORENNOJ SISTEMY lOGUNOWA [6], W KOTOROJ

WSE ^ASTICY SREDY SOWER[A@T GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE S RAW-

NYMI DRUG DRUGU I POSTOQNNYMI USKORENIQMI W LOKALXNO SOPUT-

STWU@]EJ SISTEME, MY TREBUEM POSTOQNSTWA USKORENIQ LI[X DLQ

ODNOJ ^ASTICY SREDY. wSE OSTALXNYE ^ASTICY DOLVNY DWIGATX-

SQ TAKIM OBRAZOM, ^TOBY SOHRANITX KONGRUENCI@ MIROWYH LI-

NIJ ^ASTIC SREDY VESTKOJ W SMYSLE bORNA. w RAWNOUSKORENNOJ

SISTEME lOGUNOWA, W SILU (2.10), NARU[AETSQ KRITERIJ VESTKOS-

TI. w NA[EM SLU^AE, STARAQSX SOHRANITX KRITERIJ VESTKOSTI I

OSTATXSQ W RAMKAH sto, MY WYNUVDENY OTKAZATXSQ OT RAWENSTWA

USKORENIJ DLQ WSEH ^ASTIC SREDY.

dLQ DALXNEJ[EGO RE[ENIQ ZADA^I WOSPOLXZUEMSQ KRITERIEM

VESTKOSTI, T.E. RE[IM URAWNENIQ

��� = 0; (43:8)

GDE ��� ZADAETSQ FORMULOJ (34.12). dLQ RASSMATRIWAEMOGO NAM

DWIVENIQ SISTEMA URAWNENIJ (43.8) SWODITSQ K ODNOMU EDINST-

WENNOMU URAWNENI@

�11 =
@V1
@x1

+ V1V"
@V1
@x"

= 0; (43:9)
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RE[ENIE KOTOROGO MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

V�x� = 	(V1); (43:10)

GDE 	 - PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ. dLQ RE[ENIQ ZADA^I kO[I PO

OTYSKANI@ FUNKCII 	 WOSPOLXZUEMSQ USLOWIQMI, ^TO PRI x1 I

x4, WY^ISLENNYMI W (43.6), V1 I V4 ZADA@TSQ SOOTNO[ENIEM (43.5).

oTKUDA NAHODIM

	(V1) = � c
2

a0
V1: (43:11)

pODSTAWIW (43.11) W (43.10) I WOSPOLXZUQSX, ^TO V1 = V4v1=(ic),

POLU^IM
dx1
dt

= v1 =
a0t

1 + a0x1
c2
: (43:12)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE OPREDELQET POLE SKOROSTEJ ISKOMOJ VEST-

KOJ so W PEREMENNYH |JLERA. pRI NERELQTIWISTSKOM RASSMOTRE-

NII c!1 POLU^AEM KLASSI^ESKOE VESTKOE RAWNOUSKORENNOE DWI-

VENIE. hOTQ PREDELXNYJ PEREHOD W FORMULE (43.12) PRIWODIT K

KLASSI^ESKI PRAWILXNOMU REZULXTATU, ODNAKO RASPREDELENIE SKO-

ROSTEJ, NA PERWYJ WZGLQD, PRIWODIT K PROTIWORE^I@ S OSNOWNYM

POLOVENIEM sto, SOGLASNO KOTOROMU SKOROSTX ^ASTIC SREDY NE

MOVET BYTX BOLX[E SKOROSTI SWETA W WAKUUME. dEJSTWITELXNO,

ESLI FIKSIROWATX PROIZWOLXNU@ TO^KU x1, TO MOVNO WSEGDA UKA-

ZATX TAKOJ MOMENT WREMENI t, ^TO SKOROSTX ^ASTIC SREDY v1 W

\TOJ TO^KE PREWYSIT SKOROSTX SWETA c. tAKIM OBRAZOM, ILI SO-

OTNO[ENIE (43.12) NE WERNO, LIBO OBLASTX ZADANIQ FUNKCII v1
OGRANI^ENA. dLQ WYQSNENIQ \TOGO WOPROSA RASSMOTRIM DWIVENIE

SREDY S TO^KI ZRENIQ LAGRANVEWOJ SISTEMY KOORDINAT. iNTEG-

RIRUQ SOOTNO[ENIE (43.12) PRI USLOWII, ^TO PRI t = 0 DOLVNO

BYTX x1 = y1, GDE y1 - NA^ALXNYE KOORDINATY TO^EK KONTINUUMA,

POLU^AEM

x1 =
c2

a0

�vuuta20t2
c2

+
�
1 +

a0y1

c2

�2 � 1
�
;

v1(y
1; t) =

a0ts
a20t

2

c2
+
�
1 + a0y1

c2

�2 : (43:13)

iZ POLU^ENNOGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET, ^TO WSE ^ASTICY SREDY

IME@T SKOROSTX MENX[U@, ^EM SKOROSTX SWETA, ZA ISKL@^ENIEM

^ASTIC S LAGRANVEWYMI KOORDINATAMI y1 = �c2=a0, KOTORYE DWI-
VUTSQ SO SWETOWOJ SKOROSTX@. iTAK, POSTAWLENNAQ ZADA^A IMEET
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SMYSL LI[X DLQ TEH TO^EK KONTINUUMA, NA^ALXNYE KOORDINATY

KOTORYH y1 � �c2=a0. iZ SOOTNO[ENIQ (43.13) WYTEKAET NERAWEN-
STWO �

1 +
a0x1
c2

�2 � a20t
2

c2
=
�
1 +

a0y
1

c2

�2 � 0;

KOTOROE \KWIWALENTNO NERAWENSTWU

1 +
a0x1
c2

� a0t

c
:

oTKUDA SLEDUET, ^TO (43.12) UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

S � a0t

1 + a0x1
c2

= v1: (43:14)

tAKIM OBRAZOM, ESLI MY FIKSIRUEM W (43.12) ILI (43.14) L@BU@

TO^KU PROSTRANSTWA x1 � �c2=a0 TO RE[ENIE (43.14) SPRAWEDLIWO
LI[X DO TOGO MOMENTA WREMENI t, KOGDA W FIKSIROWANNU@ TO^-

KU PROSTRANSTWA NE POPADET "KRAJNQQ" ^ASTICA, NA^ALXNAQ KO-

ORDINATA KOTOROJ y1 = �c2=a0, A SKOROSTX v1 = c. pRI L@BOM

FIKSIROWANNOM t W (43.14) RE[ENIE SPRAWEDLIWO DLQ TEH TO^EK

PROSTRANSTWA x1, KOTORYE BOLX[E KOORDINATY KRAJNEJ ^ASTICY

W MOMENT WREMENI t.

pOLAGAQ W FORMULE (43.13) y1 = 0, POLU^IM WYRAVENIQ

x1 =
c2

a0

�vuut1 + a20t
2

c2
� 1

�
;

v1(y
1; t) =

a0tr
1 +

a20t
2

c2

; (43:15)

KOTORYE SOWPADA@T S IZWESTNYMI WYRAVENIQMI DLQ SME]ENIQ I

SKOROSTI RAWNOUSKORENNOGO DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO^KI SREDY,

RASPOLOVENNOJ PERWONA^ALXNO W NA^ALE KOORDINAT [7].

wY^ISLIM WELI^INU USKORENIQ W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH.

iZ WYRAVENIJ (43.10) I (43.11) NAHODIM

V1 =
a0t

c

1s�
1 + a0x1

c2

�2 � a20t
2

c2

: (43:16)

w SILU (43.3), USKORENIE W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH IMEET WID

a(1) =
a0
c2

1s�
1 + a0x1

c2

�2 � a20t
2

c2

: (43:17)
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pEREHODQ K PEREMENNYM lAGRANVA, POLU^IM

a(y1; t) =
a0

1 + a0y1

c2

: (43:18)

tAKIM OBRAZOM, KAVDAQ FIKSIROWANNAQ ^ASTICA SREDY DWIVETSQ

S POSTOQNNYM W SOBSTWENNOJ SISTEME OTS^ETA USKORENIEM, NO \TI

USKORENIQ NE RAWNY DRUG DRUGU.pO\TOMU NAZWATX TAKOE DWIVENIE

RELQTIWISTSKI VESTKIM I RAWNOUSKORENNYM MOVNO LI[X WESXMA

USLOWNO.

lEGKO PROWERITX, ^TO W SILU WYBRANNOJ NAMI KINEMATIKI

TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ !�� TOVDESTWENNO RAWEN NU-

L@, PO\TOMU MIROWYE LINII OBRAZU@T NORMALXNU@ KONGRUENCI@.

zADA^A PO OTYSKANI@ PARAMETRA y4 SWODITSQ K INTEGRIROWANI@

URAWNENIJ

g��"
@y4

@x"
= 0; (40:9)

USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI DLQ KOTORYH !�� = 0 W NA[EM SLU^AE

WYPOLNENY. eSLI RASPISATX PO KOMPONENTAM DWA URAWNENIQ IZ

(40.9) DLQ � = 1; 4, TO OKAZYWAETSQ, ^TO OBA IZ NIH SWODQTSQ K

ODNOMU URAWNENI@
@y4

@x1
+
v1
c2
@y4

@t
= 0: (43:19)

dWA OSTALXNYH URAWNENIQ SWODQTSQ K WIDU

@y4

@x2
=
@y4

@x3
= 0;

RE[ENIE KOTORYH y4 = y4(x1; t). pODSTAWIW IZ (43.12) W (43.19),

POLU^IM URAWNENIE

@y4

@x1
+

a0t

c2 + a0x1

@y4

@t
= 0: (43:20)

rE[IW POSLEDNEE URAWNENIE, POLU^IM

y4 = f
� t

a0x1 + c2

�
: (43:21)

dLQ OPREDELENIQ FUNKCII f WYBEREM y4 = is WDOLX MIROWOJ LI-

NII ^ASTICY, WYHODQ]EJ IZ NA^ALA KOORDINAT, DLQ KOTOROJ SPRA-

WEDLIWY URAWNENIQ (43.6). tOGDA

is = f
� 1

a0c
tanh

a0s

c2

�
;
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ILI

f(u) = i
c2

a0
artanh(uca0);

^TO DAET

y4 = i
c2

a0
artanh

� a0t

c+ a0x1
c

�
= i

c2

a0
artanh

�v1
c

�
: (43:21)

wY^ISLIM SKALQRNYJ MNOVITELX

� = V"
@y4

@x"
:

wY^ISLENIQ DA@T

� =
is�

1 + a0x1
c2

�2 � a20t
2

c2

=
i

1 + a0y1

c2

: (43:22)

wELI^INA � QWLQETSQ INTEGRIRU@]IM MNOVITELEM, SWQZYWA@-

]IM POLNYJ DIFFERENCIAL dy4 S ds, KOTORYJ POLNYM DIFFE-

RENCIALOM NE QWLQETSQ.

nAJDEM URAWNENIQ KONGRUENCII MIROWYH LINIJ DLQ RASSMAT-

RIWAEMOGO DWIVENIQ, T.E. OPREDELIM FUNKCII x� = x�(y
�). tAK

KAK NA^ALXNAQ GIPERPOWERHNOSTX, ORTOGONALXNAQ MIROWYM LINI-

QM, SOWPADAET S GIPERPLOSKOSTX@ x4 = 0, TO W KA^ESTWE LAGRAN-

VEWYH SOPUTSTWU@]IH KOORDINAT yk MOVNO WYBRATX NA^ALXNYE

KOORDINATY POKOQ]EGOSQ TELA. w SILU TOGO, ^TO SREDA DWIVETSQ

WDOLX OSI x1, IMEEM x2 = y2, x3 = y3. rAZRE[IW SOWMESTNO SISTEMU

URAWNENIJ (43.21) I (43.13) OTNOSITELXNO t I x1, POLU^IM

t =
c

a0

�
1+

a0y
1

c2

�
sinh

�a0y4
ic2

�
; x1 =

c2

a0

��
1 +

a0y
1

c2

�
cosh

�a0y4
ic2

�
� 1

�
:

(43:23)

eSLI OBOZNA^ITX
y4

ic
� T;

TO ZAKON DWIVENIQ (43.23) W TO^NOSTI SOWPADAET S PREOBRAZOWA-

NIQMI mELLERA (2.11). oTMETIM, ^TO W LITERATURE PREOBRAZOWA-

NIE mELLERA (SM., NAPRIMER,[IROKO IZWESTNU@ MONOGRAFI@ w.a.

fOKA [3]) SWQZYWA@T (O[IBO^NO!) S PEREHODOM OT iso K VESTKOJ

RAWNOUSKORENNOJ nso.o[IBKA SOSTOIT W TOM, ^TO nsomELLERA,

QWLQQSX VESTKOJ, NE QWLQETSQ RAWNOUSKORENNOJ. oB \TOM GOWORIT
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FORMULA (43.18), KOTORAQ SODERVITSQ I W KNIGE mELLERA [2].mEL-

LER (W OTLI^IE OT EGO INTERPRETATOROW) NE S^ITAET SWO@ SISTEMU

RAWNOUSKORENNOJ.

iTAK, NEODNORODNOE SILOWOE POLE PRIWODIT K RELQTIWISTSKI

VESTKOMU DWIVENI@ (O^EWIDNO, USKORENIE (43.18) MOVET BYTX

OBUSLOWLENO TOLXKO NEODNORODNYM SILOWYM POLEM), A ODNORODNOE

SILOWOE POLE (SISTEMA lOGUNOWA) PRIWODIT K NARU[ENI@ VEST-

KOSTI. |TO OBSTOQTELXSTWO, NA NA[ WZGLQD, QWLQETSQ GLAWNOJ

TRUDNOSTX@ OPISANIQ SPLO[NOJ SREDY W RAMKAH PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO. tOLXKO WYHODQ ZA RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-

WREMENI, MOVNO DOBITXSQ TOGO, ^TO ODNORODNOE SILOWOE POLE NE

BUDET NARU[ATX VESTKOSTI DWIVU]EJSQ W NEM SREDY. |TO MY

POKAZALI W GLAWE 1.

iSPOLXZUQ (42.23) I (42.22), WY^ISLIM METRI^ESKIJ TENZOR NA

AKTUALXNOJ, ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM GIPERPOWERHNOSTI.

ĝkl =
@x�
@yk

@x�
@yl

= �kl: (43:24)

tAKIM OBRAZOM, METRI^ESKIJ TENZOR gkl NE ZAWISIT OT PARAMETRA

y4. sLEDOWATELXNO, NA L@BOJ, W TOM ^ISLE I NA NA^ALXNOJ GI-

PERPOWERHNOSTI METRI^ESKIJ TENZOR _gkl = �kl. pO\TOMU TENZOR

DEFORMACIJ

ukl =
1

2
(ĝkl � _gkl) = 0: (43:25)

pOLU^ENNYJ REZULXTAT NE QWLQETSQ NEOVIDANNYM. oN WYTEKA-

ET IZ OB]EJ RAZWITOJ ZDESX TEORII, SOGLASNO KOTOROJ VESTKOE W

SMYSLE bORNA DWIVENIE IZ NA^ALXNOGO NEDEFORMIROWANNOGO SO-

STOQNIQ NE PRIWODIT K WOZNIKNOWENI@ W SREDE DEFORMACIJ.

hARAKTERNOJ OSOBENNOSTX@ POLU^ENNOGO RE[ENIQ QWLQETSQ

NALI^IE "GORIZONTA". t.E TAKAQ nso MOVET OSU]ESTWLQTXSQ

TOLXKO OGRANI^ENNYMI TELAMI, RAZMER KOTORYH WDOLX OSI x1 W

NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI OPREDELQETSQ INTERWALOM

� c
2

a0
< x1 <1:

44. oB_QSNENIE \FFEKTOW oto NA OSNOWE MEHANIKI sto

I SWOJSTW nso

rAZDEL 21 BYL POSWQ]EN MODELIROWANI@ POLEJ GRAWITACII W

RAMKAH oto. oDNAKO SU]ESTWUET I DRUGAQ WOZMOVNOSTX OB_QSNE-

NIQ WSEH \FFEKTOW oto NA BAZE RELQTIWISTSKOJ MEHANIKI sto
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I U^ETE SWOJSTW NEINERCIALXNOSTI zEMLI, NA KOTOROJ WYNUVDEN

NAHODITXSQ NABL@DATELX I EGO PRIBORY. iZWESTNO, ^TO ODNOJ IZ

OSNOWNYH TRUDNOSTEJ oto QWLQETSQ TA, ^TO URAWNENIQ |JN[TEJ-

NA (URAWNENIQ POLQ) OB]EKOWARIANTNY, W TO WREMQ KAK WSE EE RE-

ZULXTATY NE QWLQ@TSQ TAKOWYMI. bOLEE TOGO ..."\JN[TEJNOWSKOJ

FORMULIROWKE TEORII TQGOTENIQ PRISU] TOT OSNOWNOJ NEDOSTA-

TOK, ^TO ONA SOWER[ENNO UMAL^IWAET O FIZI^ESKOJ SISTEME OT-

S^ETA, OTNOSITELXNO KOTOROJ DOLVNY PROIZWODITXSQ IZMERENIQ

[40]." oDNAKO NE SU]ESTWUET TAKOGO QWLENIQ I NET TAKOGO NABL@-

DATELQ, KOTORYH NELXZQ BYLO BY OTNESTI K KAKOJ LIBO SISTEME

OTS^ETA. iNOGDA POSLEDNQQ ZADAETSQ POMIMO WOLI I VELANIQ \KS-

PERIMENTATORA. oN S EGO PRIBORAMI, KAK PRAWILO, NAHODITSQ NA

zEMLE. pRINADLEVNOSTX NABL@DATELQ K TAKOJ so NAKLADYWAET

OPREDELENNYE POPRAWKI NA REZULXTATY NABL@DENIJ, S KOTORYMI

SLEDUET S^ITATXSQ. pODROBNO \TI WOPROSY RASSMOTRENY W RABO-

TAH w. i. rODI^EWA [1], [13-15].

w PREDLAGAEMOM RAZDELE ISSLEDU@TSQ GEOMETRI^ESKIE SWOJST-

WA PROSTRANSTWA-WREMENI nso DLQ SLU^AQ, KOGDA METRI^ESKIE

TENZORY NA GIPERPOWERHNOSTQH ORTOGONALXNYH MIROWYM LINI-

QM DLQ nso I KWAZI-iso SOWPADA@T. mETRI^ESKIJ TENZOR nso

PRI \TOM ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ KONGRUENCIEJ MIROWYH LINIJ,

OPISYWA@]IH DWIVENIE BAZISA nso W SILOWOM POLE L@BOJ PRI-

RODY. dAETSQ GEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ OSNOWNYH HARAKTE-

RISTIK KONTINUUMA, PREDSTAWLQ@]IH BAZIS nso. pOKAZYWAETSQ,

^TO TENZOR AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI W LOKALXNO SOPUT-

STWU@]IH TETRADAH SODERVIT W SEBE INFORMACI@ O SILOWOM POLE,

W KOTOROM DWIVETSQ \TOT BAZIS, A TAKVE WYRAVAETSQ ^EREZ TEN-

ZOR SKOROSTEJ DEFORMACIJ I TENZOR UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ

SPLO[NOJ SREDY. nA OSNOWE TOGO, ^TO GRAWITACIONNAQ I INERTNAQ

MASSY SOWPADA@T, IZ PRINCIPA NAIMENX[EGO DEJSTWIQ WYWODITSQ

TENZOR GRAWITACIONNOGO POLQ I URAWNENIQ PROBNOJ MASSY W GRA-

WITACIONNOM POLE. pRI \TOM, URAWNENIQ |JN[TEJNA NE ISPOLXZU-

@TSQ. wYWODQTSQ URAWNENIQ gAMILXTONA-qKOBI W nso DLQ PROB-

NOJ MASSY, MIROWAQ LINIQ KOTOROJ MOVET KAK PRINADLEVATX, TAK

I NE PRINADLEVATX KONGRUENCII MIROWYH LINIJ BAZISA nso. w

KA^ESTWE PRIMEROW, NA OSNOWE PREDLOVENNOJ W RABOTE SHEMY, RAS-

SMATRIWAETSQ DWIVENIE W CENTRALXNO-SIMMETRI^NOM GRAWITACI-

ONNOM POLE. pRI \TOM, POLU^ENNYE REZULXTATY DLQ SME]ENIQ PE-

RIGELIQ ORBITY, OTKLONENIQ LU^A SWETA, I KRASNOGO SME]ENIQ

TAKIE VE, KAK I W oto. nA OSNOWANII POLU^ENNYH REZULXTATOW
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DELA@TSQ WYWODY:

1. sHODSTWO MEVDU ZAKONAMI kULONA I nX@TONA POZWOLQET PO-

STROITX TEORI@ TQGOTENIQ W PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI PO

ANALOGII S \LEKTRODINAMIKOJ.

2. u^ET SWOJSTW nso, W KOTOROJ ISSLEDOWATELX PROWODIT SWOI

IZMERENIQ, QWLQETSQ STOLX VE NEOBHODIMYM, ^TO I SAMI URAWNE-

NIQ.

pOKAZYWAETSQ, ^TO IMENNO IZ-ZA TOGO, ^TO \KSPERIMENTATOR

I EGO PRIBORY NAHODQTSQ NA zEMLE (A NE NA sOLNCE I ZWEZDAH),

TRI IZWESTNYH \FFEKTA oto MOGUT BYTX OB_QSNENY W RAMKAH

FORMALIZMA, RAZWITOGO W PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI.

pEREJDEM K NEPOSREDSTWENNOMU RE[ENI@ POSTAWLENNOJ ZADA-

^I.

rASSMOTRIM MNOGOOBRAZIE, W KOTOROM ZADANA KONGRUENCIQ LI-

NIJ

x� = f�(y�): (44:1)

wS@DU W DALXNEJ[EM GRE^ESKIE INDEKSY BUDUT IZMENQTXSQ OT

EDINICY DO ^ETYREH, A LATINSKIE - OT EDINICY DO TREH. w KAVDOJ

TO^KE MNOGOOBRAZIQ M ZADADIM DWA TENZORNYH POLQ.

g��(M ) = g��(x
1; x2; x3; x4); ~g��(M ) = ~g��(x

1; x2; x3; x4): (44:2)

pUSTX g�� - ESTX METRI^ESKIJ TENZOR PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO,

A ~g�� - METRI^ESKIJ TENZOR NEKOTOROGO PSEWDORIMANOWA PROSTRAN-

STWA, KWADRATY INTERWALOW W KOTORYH MEVDU MEVDU ODNIMI I

TEMI VE TO^KAMI WYRAVA@TSQ SOOTWETSTWENNO KAK

�dS2 = g��dx
�dx�; (44:3)

�d ~S2 = ~g��dx
�dx�: (44:4)

kONGRUENCI@ (44.1) BUDEM RASSMATRIWATX S DWUH TO^EK ZRENIQ:

1. pUSTX (44.1) ESTX KONGRUENCIQ MIROWYH LINIJ, OTOBRAVA-

@]IH W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO DWIVENIE BAZISA NEKOTOROJ

so, PREDSTAWLQ@]EJ SOBOJ SOWOKUPNOSTX BESKONE^NOGO ^ISLA TEL,

ZAPOLNQ@]IH WSE PROSTRANSTWO (ILI ^ASTX EGO).rOLX PARAMETROW

y� WYPOLNQ@T LAGRANVEWY KOORDINATY, PERWYE TRI IZ KOTORYH

yk POSTOQNNY WDOLX KAVDOJ MIROWOJ LINII ^ASTICY SREDY, A y4

- PEREMENNYJ, "WREMENNOJ".

2. pUSTX (44.1) ESTX KONGRUENCIQ GEODEZI^ESKIH W PSEWDORIMA-

NOWOM PROSTRANSTWE S KANONI^ESKIM PARAMETROM y4.
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iZ OPREDELENIJ 1, 2 WYTEKA@T SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ

DV �

dS
=
@2x�

@S2
+ ��"�

@x"

@S

@x�

@S
= f�; (44:5)

~D ~V �

dy4
=
@2x�

@y42
+ ~��"�

@x"

@y4
@x�

@y4
= 0; (44:6)

V � = �
@x�

@y4
=
@x�

@S
= �~V �; (44:7)

GDE SKALQRNYJ MNOVITELX � WYBIRAETSQ TAK, ^TOBY WYPOLNITX

USLOWIE

g��V
�V � = �1: (44:8)

nA OSNOWE (44.7) SOOTNO[ENIE (44.6) PRINIMAET WID

@2x�

@S2
+ ~��"�

@x"

@S

@x�

@S
� V �@ ln �

@S
= 0: (44:9)

u^ITYWAQ (44.5), NAHODIM

S�"�V
"V � = V �@ ln �

@S
� f�; (44:10)

GDE

S�"� � ~��"� � ��"�: (44:11)

tAK KAK S�"� PREDSTAWLQET SOBOJ RAZNOSTX DWUH SIMWOLOW kRIS-

TOFFELQ W ODNOJ I TOJ VE TO^KE PROSTRANSTWA, TO \TA WELI^I-

NA QWLQETSQ OB]EKOWARIANTNYM TENZOROM AFFINNOJ DEFORMACII

SWQZNOSTI.

pREVDE ^EM PEREHODITX K DALXNEJ[EMU RASSMOTRENI@, PRO-

ANALIZIRUEM FIZI^ESKIJ SMYSL OPREDELENIJ 1 I 2. sOOTNO[ENIE

(44.5) PREDSTAWLQET SOBOJ RELQTIWISTSKIJ ZAKON nX@TONA W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO, A SOOTNO[ENIE (44.6) - URAWNENIQ GEO-

DEZI^ESKIH W PSEWDORIMANOWOM PROSTRANSTWE S RAWNYM NUL@ 4-

USKORENIEM ~f�. oDNAKO PO OPREDELENI@ RE[ENIQ URAWNENIJ (44.5)

I (44.6) ESTX ODNI I TE VE WELI^INY (44.1), KOTORYE MOVNO INTER-

PRETIROWATX KAK ZAKON DWIVENIQ SPLO[NOJ SREDY W PEREMENNYH

lAGRANVA W OB]EJ KOORDINACII. pRI \TOM PROSTYE SOOBRAVENIQ

PODSKAZYWA@T, ^TO SOOTNO[ENIQ (44.6) MOVNO INTERPRETIROWATX

KAK OPISANIE DWIVENIQ BAZISA nso S TO^KI ZRENIQ NABL@DATE-

LEJ, SWQZANNYH S TO^KAMI \TOGO BAZISA. tOGDA PO OTNO[ENI@ K
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KAVDOMU IZ NABL@DATELEJ SOOTWETSTWU@]IE TO^KI BAZISA POKO-

QTSQ, T.E. OTNOSITELXNAQ SKOROSTX I OTNOSITELXNOE USKORENIE BA-

ZISA PO OTNO[ENI@ K TAKIM NABL@DATELQM RAWNY NUL@. |TO WID-

NO I NEPOSREDSTWENNO IZ FORMULY (11.8), KOGDA MIROWAQ LINIQ

PROIZWOLXNOJ PROBNOJ ^ASTICY SOWPADAET S ODNOJ IZ MIROWYH

LINIJ BAZISA. o^EWIDNO, ^TO PRI V � = U� SLEDUET, ^TO OTNOSI-

TELXNOE 4-USKORENIE K� = 0.

iS^EZNOWENIE VE OB_EKTIWNO SU]ESTWU@]EGO POLQ USKORENIJ

(SILOWOGO POLQ) DOLVNO PRIWESTI K POQWLENI@ "^EGO-TO DRUGOGO",

^EM QWLQETSQ (KAK BUDET POKAZANO NIVE) TENZOR AFFINNOJ DEFOR-

MACII SWQZNOSTI ILI PROIZWODNYJ OT NEGO TENZOR KRIWIZNY.

cELX@ \TOGO RAZDELA QWLQETSQ USTANOWLENIE SWQZI MEVDU TEN-

ZORAMI g�� I ~g��, T.E. MEVDU METRI^ESKIM TENZOROM PROSTRANSTWA

mINKOWSKOGO I METRI^ESKIM TENZOROM PSEWDORIMANOWA PROSTRAN-

STWA, KAKIM W OB]EM SLU^AE OPISYWAETSQ BAZIS nso, ISTORIQ

DWIVENIQ KOTOROGO OTOBRAVAETSQ MNOVESTWOM MIROWYH LINIJ.

pOSTROIM K \TOMU SEMEJSTWU MIROWYH LINIJ (ESLI \TO OKAVET-

SQ NEWOZMOVNYM W KONE^NOJ, TO OGRANI^IMSQ MALYMI OBLASTQMI,

USTANOWIW MEVDU NIMI SWQZX) SEMEJSTWO ORTOGONALXNYH K NIM

GIPERPOWERHNOSTEJ, NA KOTORYH WYPOLNQETSQ USLOWIE ORTOGONALX-

NOSTI

V�
@x�

@yk
= 0: (44:12)

iSPOLXZUQ (44.12) I TOVDESTWO

V��
m
� u =

@x�

@y�
@y�

@x�
V�; (44:13)

POLU^IM
@y4

@x�
= ��V�; (44:14)

r�
@y4

@x�
= ��r�V� � V�

@�

@x�
: (44:15)

wOSPOLXZUQSX RAWENSTWOM

r�
@y4

@x�
�r�

@y4

@x�
= 0; (44:16)

SOOTNO[ENIE (44.16) SWEDEM K WIDU

DV�
dS

= �(��� + V �V�)
@ ln�

@x�
= f�; (44:17)
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ILI
DV�
dS

= �g���@ ln �
@x�

= f�: (44:18)

pOLAGAQ TAKVE

i
@x�

@y4
= ~V �;

i

�
� e�; (44:19)

~V � =
i

�
V � = e��V �; (44:20)

IMEEM
DV�
dS

= �g���
@�

@x�
= f�: (44:21)

tAK KAK

~g�� ~V
� ~V � = �1; (44:22)

TO WY^ITAQ IZ (44.22) WYRAVENIE (44.8) I ISPOLXZUQ (44.20), NA-

HODIM

(~g�� � e2�g��)V
�V � = 0: (44:23)

eSLI BY V � BYLO PROIZWOLXNYM, TO IZ (44.23) WYTEKALO BY

~g�� = e2�g��: (44:24)

oDNAKO V � ZADANO ZARANEE I (44.24) NE IMEET MESTA W OB]EM SLU-

^AE. oB]IM RE[ENIEM (44.23) BUDET SOOTNO[ENIE [13]

~g�� � e2�g�� = e2�a��; (44:25)

GDE a�� = a�� I a��V
� = 0. mNOVITELX e2� W PRAWOJ ^ASTI WWEDEN

IZ UDOBSTWA. pROIZWOLXNYJ TENZOR a��, LEVA]IJ NA GIPERPOWERH-

NOSTI, ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINIQM, NE MOVET BYTX OPREDE-

LEN BEZ DOPOLNITELXNYH USLOWIJ. dLQ WYQSNENIQ \TIH USLOWIJ

RASSMOTRIM NA PROIZWOLXNOJ ORTOGONALXNOJ MIROWYM LINQM GI-

PERPOWERHNOSTI KWADRAT "FIZI^ESKOGO" PROSTRANSTWENNOGO RAS-

STOQNIQ MEVDU DWUMQ BESKONE^NO BLIZKIMI ^ASTICAMI SREDY S

TO^KI ZRENIQ NABL@DATELEJ IZ DWUH PROSTRANSTW.

dl2 = g��
@x�

@yk
@x�

@yl
dykdyl; (44:26)

d~l2 = ~g��
@x�

@yk
@x�

@yl
dykdyl; (44:27)

^TO DAET

d~l2 � dl2 = (~̂gkl � ĝkl)dykdyl; (44:28)
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GDE ~̂gkl I ĝkl - TREHMERNYE "FIZI^ESKIE" TENZORY. dLQ WYQSNE-

NIQ SWQZI MEVDU PROSTRANSTWENNYMI METRI^ESKIMI TENZORAMI

RASSMOTRIM DWUH NABL@DATELEJ. pUSTX PERWYJ NABL@DATELX NA-

HODITSQ W DANNOJ nso, T.E. DWIVETSQ WMESTE S ODNOJ IZ ^ASTIC

SREDY, OTNOSITELXNO KOTOROJ EGO TREHMERNAQ SKOROSTX I USKORE-

NIE RAWNO NUL@. pUSTX WTOROJ NABL@DATELX DWIVETSQ RAWNOMER-

NO TAK, ^TO EGO SKOROSTX W KAKOJ TO MOMENT WREMENI SOWPADAET SO

SKOROSTX@ RASSMATRIWAEMOJ ^ASTICY SREDY. pO OTNO[ENI@ KO

WTOROMU NABL@DATEL@ W DANNYJ MOMENT WREMENI RASSMATRIWAE-

MAQ ^ASTICA TAKVE POKOITSQ, NO IMEET OTLI^NOE OT NULQ USKO-

RENIE. dALEE, OBA NABL@DATELQ IZMERQ@T PROSTRANSTWENNOE RAS-

STOQNIE MEVDU KAKIMI-LIBO DWUMQ BESKONE^NO BLIZKIMI FIKSI-

ROWANNYMI TO^KAMI ^ASTICY (T.E. RASSTOQNIE MEVDU DWUMQ BES-

KONE^NO BLIZKIMI MIROWYMI LINIQMI NA GIPERPOWERHNOSTI, KO-

TORAQ K \TIM LINIQM ORTOGONALXNA). w SOGLASII S sto, WSQKOE

NEINERCIALXNOE DWIVENIE LOKALXNO INERCIALXNO. pO\TOMU MY

MOVEM OVIDATX, ^TO REZULXTAT IZMERENIJ DWUH NABL@DATELEJ BU-

DET ODINAKOW.mATEMATI^ESKI \TO OZNA^AET OBRA]ENIE RAWENSTWA

(44.28) W NULX, ^TO PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

~̂gkl = ĝkl: (44:29)

uMNOVAQ POSLEDNEE RAWENSTWO NA

@yk

@x�
@yl

@x�

I U^ITYWAQ (44.7) I (44.14), A TAKVE RAWENSTWA

~V " = e��V "; ~V" = e�V"; ~V " ~V" = V "V" = �1; (44:30)

POLU^IM

~g�� = g�� +
�
1� e2�

�
V�V�: (44:31)

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

~g�� = e2�(g�� + a��); a�� =
�
e�2� � 1

�
g���: (44:32)

iTAK, TREBOWANIE (44.29) PRIWODIT K ODNOZNA^NOMU OPREDELENI@

~g��, ESLI ZADATX TAKOE POLE 4-SILY, ^TO BUDUT WYPOLNQTXSQ USLO-

WIQ INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY (44.21) DLQ OTYSKANIQ POLQ SKO-

ROSTEJ I KONFORMNOJ FUNKCII �. iZ (44.31) NAJDEM, ^TO KONTR-

WARIANTNYJ TENZOR ~g�� OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

~g�� = g�� +
�
1� e�2�

�
V �V � (44:33)
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ILI, ^TO TO VE SAMOE

~g�� = e�2�
�
g�� + b��

�
; b�� =

�
e2� � 1

�
g���: (44:34)

oTMETIM, ^TO W RABOTE [13] TENZORY a�� I b
�� NE KONKRETIZIRO-

WANY I SWQZANY LI[X USLOWIEM IH ORTOGONALXNOSTI 4-SKOROSTI,

KOTOROE W NA[EM SLU^AE WYPOLNQETSQ TOVDESTWENNO.kONE^NO, WY-

WOD TENZOROW a�� I b
��, OSNOWANNYJ NAMI NA RAWENSTWE BESKONE^NO

MALYH PROSTRANSTWENNYH RASSTOQNIJ W SOPUTSTWU@]EJ so DLQ

DLQ DWUH RAZLI^NYH NABL@DATELEJ, OTN@DX NE QWLQETSQ STROGIM.

pOSLEDNEE SLOWO W TEORETI^ESKIH ISSLEDOWANIQH WSEGDA PRINAD-

LEVIT \KSPERIMENTU.

rASSMOTRIM GEOMETRI@ DWIVU]EGOSQ KONTINUUMA DLQ NAJDEN-

NOGO NAMI METRI^ESKOGO TENZORA. tAK KAK OB]IJ ANALIZ GEOMET-

RI^ESKIH SWOJSTW so PODROBNO IZLOVEN W [13], TO MY OSTANOWIMSQ

TOLXKO NA SWOJSTWAH, SWQZANNYH S QWNYM ZADANIEM METRI^ESKIH

TENZOROW (44.31), (44.33). w SILU (44.11)

~��"� = ��"� + S�"�; (44:35)

GDE ~��"�, G
�
"� - SIMWOLY kRISTOFFELQ, SOOTWETSTWU@]IE METRI-

^ESKIM TENZORAM ~g�� I g�� SOOTWETSTWENNO. sLEDOWATELXNO,

~r�~g�� = 0; r�g�� = 0; (44:35)

GDE ~rs I r� - SIMWOLY SOOTWETSTWU@]IH KOWARIANTNYH PROIZ-

WODNYH. tENZOR AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOSTI S��� MOVET BYTX

NAJDEN IZ SOOTNO[ENIJ

S��� = ~g��S��;�; S��;� =
1

2

�
r�~g�� +r�~g�� �r�~g��

�
: (44:36)

iLI S U^ETOM (44.31) I (44.33) POLU^IM

S��� =
1

2
~g��

�
2V�V(�T�) + 2TV�r(�V�)+

+2TV�r[�V�] + 2TV�r[�V�] � V�V�T�
�
; (44:37)

GDE

T =
�
1� e2�

�
; T� =

@T

@x�
: (44:38)

nAJDEM WYRAVENIE DLQ TENZORA AFFINNOJ DEFORMACII SWQZNOS-

TI W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, DLQ

KOTORYH WYPOLNQETSQ USLOWIE

V � = ih�(4): (44:39)
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oTMETIM PREDWARITELXNOE RAWENSTWO

~g��h� (
) = h�(
) + i
�
1� e�2�

�
V ��(4
): (44:40)

w REZULXTATE NAHODIM

S(ab; c) = 0; S(ab; 4) = S(ba; 4) = i
�
e�2� � 1

�
�(ab);

S(a4; 4) = S(4a; 4) = �S(44; a) = �f(a) = h�(a)
@�

@x�
;

S(44; 4) = �id�
dS
; S(4b; c) = S(b4; c) =

= �S(4c; b) = i

2

�
1� e2�

�
!(bc); (44:41)

GDE �(ab) I !(ab) - SOOTWETSTWENNO TENZORY SKOROSTEJ DEFORMACIJ

I UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ W LOKALXNYH TETRADAH, KOTORYE W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO OPREDELENY S POMO]X@ SOOTNO[ENIJ

(34.12) I (34.14). lEGKO PROWERITX, ^TO PODSTANOWKA WYRAVENIQ

(44.37) W WYRAVENIE (44.10) OBRA]AET POSLEDNEE W TOVDESTWO. tA-

KIM OBRAZOM, MY WIDIM, ^TO TENZOR AFFINNOJ DEFORMACII SWQZ-

NOSTI W LOKALXNYH TETRADAH SODERVIT W SEBE KAK INFORMACI@ O

SILOWOM POLE, TAK I KINEMATI^ESKIE HARAKTERISTIKI KONTINUU-

MA.

tENZOR KRIWIZNY DLQ nso S U^ETOM, ^TO METRI^ESKIJ TENZOR

g�� PRINADLEVIT PROSTRANSTWU mINKOWSKOGO, MOVNO ZAPISATX W

WIDE
~R�
��;�: = 2

�
@[�~�

�
�]� +

~���[�
~���]�

�
=

= 2
�
r[�S

�
�]� + S��[�S

�
�]�

�
: (44:42)

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI so. eSLI W KA^ESTWE so

RASSMOTRETX KWAZI-iso, DLQ KOTOROJ

DV�
@S

= �(��� + V �V�)
@�

@x�
= f� = 0; r[�V�] = 0; (44:43)

TO

��� = r(�V�); !�� = 0:

tENZOR KRIWIZNY W \TOM SLU^AE PREDSTAWIM W WIDE

~R�
��;�: =

�
1� e�2�

��
������ � ������

�
; (44:44)
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GDE � = const. kAK MY POKAZALI RANEE, TENZOR SKOROSTEJ DEFORMA-

CIJ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO SOWPADAET SO WTORYM OSNOWNYM

TENZOROM GIPERPOWERHNOSTEJ, ORTOGONALXNYH MIROWYM LINIQM.

dLQ VESTKOGO W SMYSLE bORNA DWIVENIQ ��� = 0 I KWAZI-iso

PREWRA]AETSQ W iso S PARALLELXNYMI MIROWYMI LINIQMI. tA-

KIM OBRAZOM, PROISHOVDENIE TENZORA KRIWIZNY KWAZI-iso SWQ-

ZANO S TEM FAKTOM, ^TO TELA BAZISA KWAZI-iso NAHODQTSQ W OT-

NOSITELXNOM DWIVENII.

rASSMOTRIM URAWNENIQ DWIVENIQ W POLE TQVESTI PROBNOJ

MASSY S TO^EK ZRENIQ NABL@DATELEJ iso I nso. tAK KAK ZAKON

kULONA I ZAKON nX@TONA ODINAKOW, TO MOVNO POPYTATXSQ STROITX

TEORI@ GRAWITACIONNOGO POLQ PO ANALOGII S \LEKTRODINAMIKOJ.

oDNAKO, KAK IZWESTNO IZ OPYTA, MEVDU GRAWITACIONNYM POLEM

I \LEKTROSTATI^ESKIM IMEETSQ SU]ESTWENNOE RAZLI^IE. w GRAWI-

TACIONNOM POLE TELA RAZLI^NYH MASS ISPYTYWA@T ODINAKOWOE

USKORENIE. kAK IZWESTNO IZ sto, DWIVENIE ^ASTIC, IZ KOTORYH

SOSTOIT TELO, UWELI^IWAET MASSU \TOGO TELA. tAK KAK GRAWITACI-

ONNAQ I INERTNAQ MASSY \KWIWALENTNY, TO DWIVENIE MASSY DOLV-

NO UWELI^IWATX I SOZDAWAEMOE EJ GRAWITACIONNOE POLE, W TO WREMQ

KAK W \LEKTRODINAMIKE WELI^INA ZARQDA NE ZAWISIT OT SKOROSTI

ZARQDA.

iTAK, DEJSTWIE DLQ ^ASTICY, DWIVU]EJSQ W ZADANNOM GRAWI-

TACIONNOM POLE, S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELEJ iso SKLADYWA-

ETSQ IZ DWUH ^ASTEJ: IZ DEJSTWIQ SWOBODNOJ ^ASTICY I IZ ^LENA,

OPISYWA@]EGO WZAIMODEJSTWIE ^ASTICY S POLEM.

S =
Z b
a

�
�mcds+ m0

c
 A�dx

�
�
; (44:45)

GDE m0 - MASSA POKOQ PROBNOJ ^ASTICY, A� - 4-WEKTOR POTENCI-

AL,  - SKALQR, OPISYWA@]IJ OTLI^IE GRAWITACIONNOGO POLQ OT

\LEKTROMAGNITNOGO. zAMETIM, ^TO ESLI POLOVITX  = 1, m0 = e,

TO POLU^IM DEJSTWIE DLQ ZARQDA, DWIVU]EGOSQ W \LEKTROMAGNIT-

NOM POLE, KOTOROE (S TO^NOSTX@ DO WYBORA SIGNATURY METRIKI)

SOWPADAET S (21.2). iZ PRINCIPA NAIMENX[EGO DEJSTWIQ OBY^NYM

OBRAZOM [7] POLU^IM

m0c
DV 0

�

ds
=
m0

c
F��V

0�; (44:46)

F�� = r�( A�) �r�( A�) =
@( A�)

@x�
� @( A�)

@x�
; (44:47)
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@S

@x�
= m0cV

0
� +

m0

c
 A� = P�: (44:48)

dLQ OPREDELENIQ SMYSLA SKALQRA  WOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO W SLU-

^AE STATI^ESKOGO S TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ iso POLQ W GALI-

LEEWOJ SISTEME KOORDINAT DOLVEN OTSUTSTWOWATX WEKTORNYJ PO-

TENCIAL, T.E. Ak = 0. w \TOM SLU^AE URAWNENIE DWIVENIQ DOLVNO

IMETX WID

m0c
DV 0

k

ds
=
m0

c

@( A4)

@xk
V 0
4 : (44:49)

tAK KAK

V 0
k =

vk

c
r
1� v2

c2

; V 0
4 =

ir
1� v2

c2

; A4 = i�0;

ds = cdt

vuut1� v2

c2
; �0 = �kM0

r
; (44:50)

TO
d

dt

� m0vkr
1� v2

c2

�
=

@

@xk

�
 
km0M0

r

�
: (44:51)

w POSLEDNEJ FORMULE k - GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ,M0 - MASSA

ISTO^NIKA GRAWITIRU@]EGO TELA, r - RASSTOQNIE MEVDU CENTRA-

MI PROBNOGO TELA I ISTO^NIKA.tAK KAK PRI WOZRASTANII SKOROSTI

TELA EGO MASSA WOZRASTAET, TO DOLVNA WOZRASTATX I EGO POTENCI-

ALXNAQ \NERGIQ WZAIMODEJSTWIQ. pO\TOMU SKALQR  DOLVEN BYTX

RAWEN

 =
1r

1� v02

c2

;

GDE v0 - WELI^INA OTNOSITELXNOJ SKOROSTI MEVDU MASSAMI m0 I

M0. o^EWIDNO, ^TO \TOT SKALQR W OB]EM SLU^AE MOVNO PREDSTA-

WITX W QWNOM WIDE W LORENC KOWARIANTNOJ FORME.

 = jV 0
�V

00
� j;

GDE V 0
� - 4-SKOROSTX PROBNOGO TELA, V 00

� - 4-SKOROSTX ISTO^NIKA.

tAK KAK W ISHODNOJ iso ISTO^NIK POKOITSQ, TO V 00
k = 0, V 00

4 = i I

PO\TOMU

 = jV 0
�V

00
� j =

1r
1� v02

c2

:
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tAKIM OBRAZOM, URAWNENIE (44.51) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

d

dt

� m0v
0
kr

1� v02

c2

�
=

d

dt
(m\v

0
k) =

@

@xk

�km\M0

r

�
: (44:52)

tAKIM OBRAZOM, POSLEDNEE URAWNENIE NAPOMINAET KLASSI^ESKOE

NERELQTIWISTSKOE URAWNENIE DWIVENIQ, W KOTOROM MASSA POKOQ

PROBNOGO TELA m0 ZAMENENA NA \FFEKTIWNU@ MASSU DWIVU]EGOSQ

TELA m\. dLQ \LEKTRODINAMIKI  = 1.

dLQ OPISANIQ DWIVENIQ PROBNOJ ^ASTICY S TO^KI ZRENIQ NA-

BL@DATELQ IZ nso UDOBNEE WOSPOLXZOWATXSQ URAWNENIEM gAMILX-

TONA-qKOBI. pUSTX PROBNAQ ^ASTICA DWIVETSQ PO OTNO[ENI@ K

nso TAK, ^TO EE MIROWAQ LINIQ NE PRINADLEVIT KONGRUENCII MI-

ROWYH LINIJ, OBRAZU@]IH BAZIS nso. bUDEM PO-PREVNEMU OBO-

ZNA^ATX WEKTOR 4-SKOROSTI PROBNOJ ^ASTICY OTNOSITELXNO iso

KAK V 0� I KAK V � - POLE SKOROSTEJ BAZISA nso PO OTNO[ENI@ K

iso.

rASSMOTRIM PREDWARITELXNOE WYRAVENIE, NA OSNOWE KOTOROGO

POPYTAEMSQ WYWESTI URAWNENIE gAMILXTONA qKOBI. wOSPOLXZUQSX

FORMULOJ (44.33), NAHODIM

~g��m0cV
0
�m0cV

0
� = (g�� + �V �V �)m2

0c
2V 0

�V
0
� = �m2

0c
2[1� �(V �V 0

�)
2];

� � 1 � e�2�:
eSLI W \TO WYRAVENIE PODSTAWITX WMESTO m0cV

0
� EGO KOMPONENTY

IZ (44.48), TO POLU^IM

(g�� + �V �V �)
� @S
@x�

� m0

c
 A�

�� @S
@x�

� m0

c
 A�

�
+

+m2
0c

2[1� �(V �V 0
�)

2] = 0: (44:53)

iTAK, POLU^ILI URAWNENIE gAMILXTONA-qKOBI, KOTOROE OPISYWA-

ET DWIVENIE PROBNOJ MASSY DLQ NABL@DATELEJ W nso, ISPOLXZU-

@]IH KOORDINATY iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO. dLQ PEREHO-

DA OT nso K iso W URAWNENII (44.53) NUVNO POLOVITX � = 0.

dLQ DALXNEJ[IH ISSLEDOWANIJ PEREJDEM K SOPUTSTWU@]IM TET-

RADAM BAZISA nso, W KOTOROM ih�(4) = V �. dLQ \TOGO SLU^AQ

URAWNENIE (44.53) PRIMET WID

(1 � �)
� @S

@x(4)
� m0

c
 A(4)

�2
+
� @S

@x(k)
� m0

c
 A(k)

�
�
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�
� @S

@x(k)
� m0

c
 A(k)

�
+m2

0c
2[1� �(iV 0(4))2] = 0: (44:54)

nA OSNOWE POLU^ENNOGO URAWNENIQ RASSMOTRIM DWIVENIE PROB-

NOJ MASSY W CENTRALXNO-SIMMETRI^ESKOM GRAWITACIONNOM POLE.

rASSMOTRIM SNA^ALA SLU^AJ, KOGDA MIROWAQ LINIQ RASSMATRIWAE-

MOJ ^ASTICY PRINADLEVIT ODNOJ IZ MIROWYH LINIJ BAZISA nso.

dLQ \TOGO SLU^AQ V 0(4) = i. kROME TOGO PRIMEM, ^TO A(k) = 0.

tOGDA URAWNENIE (44.54) BUDET IMETX WID

(1� �)
�� @S

@x(4)
� m0

c
 A(4)

�2
+m2

0c
2
�
+

@S

@x(k)

@S

@x(k)
= 0: (44:55)

kONFORMNU@ FUNKCI@ � OPREDELIM IZ URAWNENIJ DWIVENIQ

(44.21) I (44.46), ZAPISANNYH W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH. uRAW-

NENIE (44.21) W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH PREDSTAWIMO W WIDE

h�(k)f� = f(k) = � @�

@x(k)
: (44:56)

uRAWNENIE (44.6) S U^ETOM A(k) = 0 W SOPUTSTWU@]IH TETRADAH

PREDSTAWIMO KAK

f(k) =
i

c2
@( 1A(4))

@x(k)

1

1 + A(4) 1

ic2

(44:57)

pOLAGAQ A(4) = i�, NAHODIM IZ SRAWNENIQ DWUH POSLEDNIH FOR-

MUL, ^TO
@�

@x(k)
=

@

@x(k)
ln
�
1 +

 1�

c2

�
: (44:58)

dLQ DALXNEJ[IH WY^ISLENIJ SDELAEM SLEDU@]IE FIZI^ESKIE DO-

PU]ENIQ: w CENTRE MASSIWNOGO TELA, SOZDA@]EGO GRAWITACIONNOE

POLE, WYBIRAEM NA^ALO KOORDINAT iso. w KA^ESTWE BAZISA nso

WYBIRAETSQ PLANETARNAQ SISTEMA OTS^ETA [1], T.E. SOWOKUPNOSTX

TEL, DWIVU]IHSQ PO ZAMKNUTYM ORBITAM W PLOSKOSTI � = �=2

(T.E. PLOSKOSTI x1; x2) WOKRUG OSI x3. o^EWIDNO, ^TO DLQ NABL@-

DATELEJ, NAHODQ]IHSQ NA ODNOM IZ TEL nso, PROSTRANSTWENNYE

RASSTOQNIQ IZMERQ@TSQ W GIPERPLOSKOSTI, ORTOGONALXNOJ MIRO-

WOJ TRUBKE NABL@DATELEJ. wYBIRAQ NA \TOJ GIPERPLOSKOSTI SFE-

RI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT, NA^ALO KOTOROJ SWQZANO S MIROWOJ

LINIEJ NA^ALA KOORDINAT iso, I U^ITYWAQ, ^TO DWIVENIE TEL

(S TO^KI ZRENIQ iso) PROISHODIT W ODNOJ PLOSKOSTI, IMEEM

f(3) = � @�

@x(3)
= 0;

@�

@x(k)
=
@�

@R

@R

@x(k)
=
@�

@R
n(k); k = 1; 2;
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n(k)n(k) = 1; � = ln
�
1 +

 1�

c2

�
: (44:59)

dLQ NABL@DATELQ IZ PLANETARNOJ nso URAWNENIE gAMILXTONA-

qKOBI SWEDETSQ K WIDU

(1� �)
�
� 1

c2

�@S
@�

+
m0

c
 1�)

�2
+m2

0c
2
�
+
�@S
@R

�2
+

1

R2

�@S
@u

�2
= 0;

(44:60)

GDE R - RADIALXNYE, u - UGLOWYE POLQRNYE KOORDINATY NA GIPER-

PLOSKOSTI.

dLQ OPREDELENIQ SKALQRA  1 PROINTEGRIRUEM (44.52), KOGDA

DWIVENIE PROISHODIT PO KRUGOWOJ ORBITE.

 1 =
1r

1 � v2

c2

=
1q

1� x+ O(x)
; x � kM0

Rc2
=

r0
2R

; (44:61)

GDEM0 - MASSA POKOQ TELA, SOZDA@]EGO GRAWITACIONNOE POLE, r0 -

GRAWITACIONNYJ RADIUS,O(x) - ^LENY BOLX[EGO PORQDKA MALOSTI

PO x, ^EM x. wELI^INA

1� � =
1�

1 +  1�
c2

�2 = 1 + 2x+ 4x2: (44:62)

w POSLEDNEM SOOTNO[ENII MY OGRANI^ILISX ^LENAMI WTOROGO PO-

RQDKA MALOSTI PO x.

pO OB]IM PRAWILAM RE[ENIE URAWNENIQ gAMILXTONA-qKOBI

I]EM W WIDE

S = �E0� +Mu+ SR(R)

S POSTOQNNOJ \NERGIEJ E0 I MOMENTOM IMPULXSA M . rADIALXNAQ

^ASTX DEJSTWIQ SWODITSQ K WIDU

SR =
Z vuut� 1

c2

�
E0 � m0 1

c
�
�2 �m2

0c
2
�
(1 � �) � M 2

R2
dR; (44:63)

GDE

� = �kM0

R
; �m0 1

c
� =

m0c
2xq

1 � x + O(x)
= m0c

2
�
x+

1

2
x2
�
:

(44:64)

rASKRYW PODKORENNOE WYRAVENIE W (44.63) I OGRANI^IW[ISX ^LE-

NAMI KWADRATI^NYMI PO x, IMEEM

SR =
Z ��

2E0m0 +
E02

c2

�
(1 + 2x+ 4x2) + 2E0m0x+
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+(5E0m0 +m2
0c

2)x2 � M 2

R2

�1=2
dR; (44:65)

GDE E0 - NERELQTIWISTSKAQ \NERGIQ (BEZ \NERGII POKOQ). tAK KAK

MY RASSMATRIWAEM NERELQTIWISTSKIJ SLU^AJ, TO E0 � E0 I PO-

\TOMU E0 � m0c
2. kAK IZWESTNO IZ [7], POPRAWO^NYE KO\FFICI-

ENTY PRI x I SWOBODNYJ ^LEN POD KORNEM OTRAVA@TSQ TOLXKO

NA NE PREDSTAWLQ@]EM OSOBOGO INTERESA IZMENENII SWQZI MEVDU

\NERGIEJ I MOMENTOM ^ASTICY I PARAMETRAMI EE NX@TONOWSKOJ

ORBITY (\LLIPSA). iZMENENIE KO\FFICIENTA PRI 1=R2 PRIWODIT

K BOLEE SU]ESTWENNOMU \FFEKTU - SME]ENI@ PERIGELIQ ORBITY.

tRAEKTORIQ OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ

u+
@SR
@M

= const:

iSPOLXZUQ WY^ISLENIQ IZ [7], POLU^IM

�u =
6�kM0

c2a(1� e2)
; (44:66)

GDE e - \KSCENTRISITET \LLIPSA, a - BOLX[AQ POLUOSX, �u - PE-

REME]ENIE NX@TONOWSKOGO \LLIPSA ZA WREMQ ODNOGO OBOROTA, T.E.

SME]ENIE PERIGELIQ ORBITY. pOLU^ENNAQ FORMULA (44.66) SOWPA-

DAET S ANALOGI^NYM WYRAVENIEM IZ oto. oTMETIM, ^TO ESLI BY

MY WYWELI \TU FORMULU PRI  1 = 1, ^TO SOOTWETSTWUET \LEKTRO-

DINAMIKE, TO POLU^ILI BY ZNA^ENIE PERIGELIQ S TO^KI ZRENIQ

nso KAK

�u =
5�Qq

c2a(1� e2)m0

=
5�Q2q2

c2M 2
; (44:67)

GDE Q - ZARQD, SOZDA@]IJ POLE, q - PROTIWOPOLOVNYJ PO ZNAKU

PROBNYJ ZARQD. sRAWNENIE POSLEDNEJ FORMULY S (26.40), GDE RAS-

SMATRIWALOSX DWIVENIE \LEKTRONA W POLE PROTONA, GOWORIT O IH

SOWPADENII. pEREHODQ K iso (T.E. � = 0 W (44.63)), POLU^IM DLQ

SLU^AQ MODIFICIROWANNOGO GRAWITACIONNOGO WZAIMODEJSTWIQ

�u =
2�kM0

c2a(1� e2)
; (44:68)

A DLQ \LEKTRODINAMIKI

�u =
�Qq

c2a(1� e2)m0

=
�Q2q2

c2M 2
: (44:69)

tAKIM OBRAZOM, SME]ENIE PERIGELIQ S TO^KI ZRENIQ iso DLQ

MODIFICIROWANNOJ GRAWITACII W TRI RAZA MENX[E, A DLQ \LEK-

TRODINAMIKI W PQTX RAZ MENX[E, ^EM DLQ NABL@DATELQ IZ nso.
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rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE SWETOWOGO LU^A W CENTRALXNO-

SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE S TO^KI ZRENIQ NABL@DA-

TELQ IZ nso. tAK KAK MIROWAQ LINIQ FOTONA NE PRINADLEVIT

KONGRUENCII MIROWYH LINIJ BAZISA nso, TO W FORMULE (44.53)

V �V 0
� 6= 1, NO MASSA POKOQ m0 = 0. pO\TOMU POSLEDNIJ ^LEN W

(44.53) WYPADAET. sLEDOWATELXNO, DLQ OPISANIQ FOTONA W (44.63)

NUVNO POLOVITX m0 = 0. sLEDUET OTMETITX ODNO O^ENX SU]EST-

WENNOE OBSTOQTELXSTWO.hOTQm0 ! 0, NO v ! c I  !1, OSTAWLQQ

KONE^NOJ WELI^INU \NERGII E

m0 

c2
=
E

c2
: (44:70)

zAKON SOHRANENIQ POLNOJ \NERGII FOTONA E0 W POLE TQVESTI IME-

ET O^EWIDNYJ WID

E0 = E � m0 M0k

R
= E(1 � x) = const: (44:71)

tAK KAK x - MALAQ WELI^INA PO SRAWNENI@ S EDINICEJ, TO

E = E0

�
1 � �

c2

�
: (44:72)

wYRAZIW \NERGI@ FOTONA ^EREZ ^ASTOTU � I POSTOQNNU@ pLANKA

h W WIDE

E = h�;

POLU^IM HORO[O IZWESTNYJ ZAKON IZMENENIQ ^ASTOTY W POLE TQ-

VESTI

� = �0
�
1� �

c2

�
: (44:73)

iZ FORMULY WIDNO, ^TO ^ASTOTA SWETA WOZRASTAET S UWELI^ENIEM

ABSOL@TNOJ WELI^INY POTENCIALA.

wYRAVENIE (44.63) S U^ETOM (44.62) I (44.71) MOVNO PREDSTA-

WITX W WIDE

SR =
Z vuutE2

0

c2
(1 + 4x+ 11x2)� M 2

R2
dR; (44:74)

dALEE, POLAGAQ E0 = h�0, M = m0 c�, GDE � - BLIVAJ[EE RASSTO-

QNIE DO CENTRA GRAWITIRU@]EGO TELA I PRENEBREGAQ x2, POLU^IM

SR
h

= 	R =
�0
c

Z vuut1 + 2r0
R
� �2

R2
dR; (44:75)
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wYRAVENIE (44.75) W TO^NOSTI SOWPADAET S RADIALXNOJ ^ASTX@

\JKONALA 	R, POLU^ENNOJ IZ oto [7]. w POSLEDNEJ FORMULE r0 -

GRAWITACIONNYJ RADIUS GRAWITIRU@]EGO TELA

r0 =
2kM

c2
:

iZ (44.75) SLEDUET, ^TO POD WLIQNIEM POLQ TQGOTENIQ SWETOWOJ

LU^ ISKRIWLQETSQ (PRITQGIWAETSQ K CENTRU), TAK ^TO UGOL MEVDU

ASIMPTOTAMI TRAEKTORII LU^A MENX[E � NA WELI^INU

�u =
4kM

c2�
: (44:76)

s TO^KI ZRENIQ NABL@DATELQ iso (� = 0) I UGOL OTKLONENIQ

�u =
2kM

c2�
; (44:77)

T.E. W DWA RAZA MENX[E.

oSNOWNYM REZULXTATOM \TOGO RAZDELA QWLQETSQ TOT, ^TO IMEN-

NO IZ-ZA TOGO, ^TO NABL@DATELX I EGO PRIBORY NAHODQTSQ NA zEM-

LE, A NE NA sOLNCE I ZWEZDAH, MOVNO OB_QSNITX IZWESTNYE \FFEK-

TY oto, NE ISPOLXZUQ URAWNENIQ POLQ |JN[TEJNA.
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gLAWA 10

ras~et prostej{ih sistem w
prostranstwe - wremeni
swqzannyh zarqdow

w \TOJ GLAWE NAJDENA METRIKA PROSTRANSTWA-WREMENI WNE I WNUT-

RI ZARQVENNOJ PO POWERHNOSTI BESKONE^NOJ PROWODQ]EJ TONKOJ

CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI KONE^NOGO RADIUSA. nAJDENO \LEKTRI-

^ESKOE POLE I WY^ISLENA EGO \NERGIQ. pROIZWEDEN ANALITI^ESKIJ

RAS^ET EMKOSTI CILINDRI^ESKOGO I [AROWOGO KONDENSATORA, U^I-

TYWA@]IJ WZAIMODEJSTWIE ZARQDOW S SOZDAWAEMYM \TIMI ZARQDA-

MI POLEM. nAJDENO POLE I GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI WNE

I WNUTRI [ARA, RAWNOMERNO ZARQVENNOGO PO OB_EMU. pOLU^ENNYE

WYRAVENIQ SODERVAT POPRAWKI K IH KLASSI^ESKIM ANALOGAM I DO-

PUSKA@T \KSPERIMENTALXNU@ PROWERKU.

45. |LEKTROMAGNITNOE POLE BEGU]EJ WOLNY,

SOZDANNOE TOKOM SWQZANNYH ZARQDOW

pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ IZ-

LU^ENIQ BEGU]EJ WOLNY TOKA, RASPROSTRANQW[EGOSQ PO TONKOMU

KRIWOLINEJNOMU PROWODU, NE U^ITYWAETSQ, ^TO ZARQDY NA POWERH-

NOSTI PROWODA ISPYTYWA@T SILU OTRICATELXNOGO DAWLENIQ SO

STORONY SOZDAWAEMOGO IMI POLQ. pREDSTAWLQET INTERES U^ESTX

\TO WZAIMODEJSTWIE. uRAWNENIQ mAKSWELLA W OB]EM SLU^AE SOW-

MESTNO S USLOWIQMI lORENCA BUDUT IMETX WID

1p�g
@

@y�

�p�gF ��
�
= �4�j

�

c
;

1p�g
@

@y�

�p�gA�
�
= 0: (15:1)

wWIDU TOGO, ^TO

F�� = 2@[�A�] = 2r[�A�];

DRUGIE URAWNENIQ mAKSWELLA

@�F�
 + @�F
� + @
F�� = r�F�
 +r�F
� +r
F�� � 0

WYPOLNQ@TSQ TOVDESTWENNO DLQ L@BOJ METRIKI.

w SOOTNO[ENII (15.1), W OTLI^II OT URAWNENIJ mAKSWELLA PRI

NALI^II GRAWITACIONNOGO POLQ, METRI^ESKIJ TENZOR NE IZWESTEN.

pO\TOMU \TI URAWNENIQ NELXZQ NEPOSREDSTWENNO INTEGRIROWATX.
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rANEE BYLI POLU^ENY URAWNENIQ DLQ NAHOVDENIQ STATI^ESKOJ

PLOTNOSTI ZARQDOW NA PROWODNIKE PROIZWOLXNOJ FORMY, GEOMET-

RII PROSTRANSTWA-WREMENI I \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDAWA-

EMOGO TAKIM PROWODNIKOM. bYLO POKAZANO, URAWNENIE DLQ PLOT-

NOSTI ZARQDOW SODERVIT NEIZWESTNYE KOMPONENTY METRI^ESKOGO

TENZORA so, ZAWISQ]IE OT PLOTNOSTI SWQZANNYH ZARQDOW, OT MAS-

SY I WELI^INY PROBNYH ZARQDOW, ZADA@]IH so. dLQ NAHOVDENIQ

GEOMETRII PROSTRANSTWA-WREMENI so PROBNYE ZARQDY ZAKREPLQ-

LISX NEPODWIVNYMI OTNOSITELXNO ZARQVENNOGO TELA. pO\TOMU

SILY SO STORONY POLQ URAWNOWE[IWALISX SILAMI REAKCII SWQZEJ.

mETRIKA so OPREDELQLASX FORMULOJ (23.6) I USLOWIQ SOPUTSTWIQ

(23.7). kOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA W SILU STATI^NOSTI PO-

LQ NE ZAWISELI OT WREMENNOJ KOORDINATY y0. iZ ZA OTSUTSTWII

WRA]ENIQ RAWNQLISX NUL@ g0k.

aNALOGI^NAQ PROCEDURA PRIMENIMA I PRI RASSMOTRENII PO-

LQ OT NESTACIONARNOGO TOKA, NO USLOWIQ STACIONARNOSTI UVE NE

BUDUT WYPOLNENY. kOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA DOLVNY

UDOWLETWORQTX E]E I URAWNENIQM STRUKTURY (1.7). iZ SKAZANNOGO

SLEDUET, ^TO RE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I W OB]EM WIDE ANALI-

TI^ESKI ZATRUDNITELXNO, POSKOLXKU PEREMENNYJ W PROSTRANSTWE

I WO WREMENI TOK OBUSLAWLIWAET (W SOGLASII S POSTULATOM \KWIWA-

LENTNYH SITUACIJ) POMIMO NESTACIONARNOGO \LEKTROMAGNITNOGO

POLQ I POLE NESTACIONARNOGO NEODNORODNOGO METRI^ESKOGO TENZO-

RA.

dLQ WYQSNENIQ FIZI^ESKOGO SMYSLA RE[ENIQ PREDELXNO UPROS-

TIM ZADA^U, S^ITAQ, ^TO BEGU]AQ WOLNA TOKA POSTOQNNOJ AMPLI-

TUDY J RASPROSTRANQETSQ PO BESKONE^NOMU TONKOMU PRQMOMU CI-

LINDRI^ESKOMU PROWODU. pUSTX PROWOD RASPOLOVEN NA OSI y3 = z.

tREBUETSQ WY^ISLITX NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO ~E I MAG-

NITNOGO ~H POLEJ WNE PROWODA.

bEZ U^ETA WZAIMODEJSTWIQ ZARQDOW NA PROWODE S SOZDAWAEMYM

IMI \LEKTRI^ESKIM POLEM RE[ENIE TRIWIALXNO. nAPRQVENNOSTX

MAGNITNOGO POLQ OPREDELQETSQ FORMULOJ

H� =
2J

c�
(45:1)

dLQ NAHOVDENIQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ MOVNO ISHODITX IZ TOGO,

^TO WOLNA RASPROSTRANQETSQ PO KOAKSIALXNOJ LINII PRI BESKO-

NE^NOM RADIUSE WNE[NEGO PROWODA. pO\TOMU DLQ \LEKTRI^ESKOGO
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POLQ IMEEM

E� =
2


�
; (45:2)

GDE SWQZX MEVDU LINEJNOJ PLOTNOSTX@ ZARQDA 
 I TOKOM J DAETSQ

PROSTYM SOOTNO[ENIEM

J = c
; E� = H�: (45:3)

sTATI^ESKAQ ZADA^A OB \LEKTRI^ESKOM POLE PRQMOJ ZARQVENNOJ

NITI BESKONE^NOJ DLINY S U^ETOM WZAIMODEJSTWIQ SWQZANNYH ZA-

RQDOW S POLEM RE[ENA W RAZDELE 19. sRAWNIWAQ TETRADNU@ KOM-

PONENTU POLQ F(0)(1) IZ (19.38) S RADIALXNOJ KOMPONENTOJ POLQ E�

IZ (45.2), UBEVDAEMSQ W IH TOVDESTWENNOSTI.

pOPYTAEMSQ OTWETITX NA WOPROS: "~TO NOWOGO PO SRAWNENI@ S

(45.1) I (45.2) DAET TOT FAKT, ^TO ZARQDY NA POWERHNOSTI PROWODA

QWLQ@TSQ SWQZANNYMI?"

dLQ UDOBSTWA SRAWNENIQ S REZULXTATAMI PARAGRAFA 19, WYBI-

RAEM METRIKU W WIDE

dS2 = exp(�)(dy0)2 � exp(�)d�2 � �2d�2 � dz2: (19:28)

GDE � I �, ISHODQ IZ SIMMETRII ZADA^I, ZAWISQT TOLXKO OT �.

fUNKCII �(�) I �(�) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. pROCEDURA

IH NAHOVDENIQ PODROBNO OPISANA W RAZDELE 19. tAK KAK MAGNIT-

NOE POLE NE DEJSTWUET NA POKOQ]IESQ PROBNYE ZARQDY, TO ONO NE

IZMENQET SILY REAKCII SWQZI, UDERVIWA@]IE \TI ZARQDY NEPO-

DWIVNYMI W \LEKTRI^ESKOM POLE. oDNAKO, SOZDANNOE TOKOM MAG-

NITNOE POLE, OKRUVA@]EE PROWODNIK, DEJSTWUET NA POWERHNOSTX

PROWODNIKA, SVIMAQ PROWOD WDOLX RADIUSA. tAK KAK MY S^ITAEM

PROWODNIK IDEALXNO PROWODQ]IM, TO TEKU]IJ PO PROWODNIKU TOK

QWLQETSQ POWERHNOSTNYM TOKOM [26]. pLOTNOSTX ZARQDA 
 S^ITA-

EM OTRICATELXNOJ, TAK ^TO PO POWERHNOSTI PROWODNIKA DWIVUTSQ

\LEKTRONY, SREDNQQ SKOROSTX v KOTORYH NI^TOVNO MALA PO SRAW-

NENI@ S FAZOWOJ SKOROSTX@ RASPROSTRANENIQ BEGU]EJ WOLNY TO-

KA, RAWNOJ SKOROSTI SWETA c. nA KAVDYJ IZ \LEKTRONOW SO STORONY

MAGNITNOGO POLQ TOKA BUDET DEJSTWOWATX SILA lORENCA. kAK IZ-

WESTNO [26], SVIMA@]EE DAWLENIE OPREDELQETSQ FORMULOJ

~PPOW = �~nHe
2

8�
; (45:4)

GDE ~n { EDINI^NYJ WEKTOR, NAPRAWLENNYJ WDOLX RADIUSA PROWODA,

He = H� { MAGNITNOE POLE SNARUVI PROWODA U EGO POWERHNOSTI.
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tAKIM OBRAZOM, SVIMA@]EE DAWLENIE PO WELI^INE RAWNO PLOT-

NOSTI \NERGII MAGNITNOGO POLQ. wELI^INA SILY F , DEJSTWU@]EJ

NA KUSOK CILINDRI^ESKOGO PROWODA PLO]ADI S, NA KOTOROJ RAZ-

ME]ENY N \LEKTRONOW RAWNA O^EWIDNO

F =
H2
�S

8�
: (45:5)

oTS@DA W SOGLASII S (45.3) NA KAVDYJ \LEKTRON DEJSTWUET SILA

F1 =
F

N
=
E2
�S

8�N
=
E�4��S

8�N
=
E�e

2
: (45:6)

pRI WYWODE (45.6) U^LI, ^TO E� = 4��, GDE � { POWERHNOSTNAQ

PLOTNOSTX ZARQDA. iTAK, SILA SO STORONY MAGNITNOGO POLQ NA PO-

WERHNOSTNYE \LEKTRONY S TO^NOSTX@ DO ZNAKA SOWPALA S SILOJ SO

STORONY \LEKTRI^ESKOGO POLQ, WYWOD KOTOROJ PRIWEDEN W RAZDELE

17. tAKIM OBRAZOM, ESLI W \LEKTROSTATIKE SILOJ REAKCII SWQZI,

UDERVIWA@]EJ SOZDA@]IE POLE ZARQDY NA POWERHNOSTI PROWOD-

NIKA NEPODWIVNYMI, BYLA SILA SO STORONY METALLI^ESKOJ RE-

[ETKI, TO W MAGNITOSTATIKE \TU ROLX WYPOLNQET SILA lORENCA.

w SOGLASII S POSTULATOM \KWIWALENTNYH SITUACIJ, RE[ENIE DLQ

\LEKTRI^ESKOGO POLQ OT BEGU]EJ STUPEN^ATOJ WOLNY TOKA, BUDET

TAKOE VE, KAK I DLQ \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ ZARQVENNOJ NITI.

tAK KAK KOMPONENTY METRI^ESKOGO TENZORA WHODQT W URAWNENIQ

mAKSWELLA, TO MAGNITNOE POLE ZAWISIT OT METRIKI.

rE[ENIE DLQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ POLU^ENO NAMI RANEE I IME-

ET WID

A0 = 2
I0(�)K0(�); � =
�a0
2c2

=
�eE0

4mc2
: (19:27)

F01 = �@A0

@�
=

a0
c2

(K1(�)I0(�) � I1(�)K0(�)): (19:32)

nA POWERHNOSTI CILINDRA WELI^INA POLQ E0 SOWPADAET S TETRAD-

NOJ KOMPONENTOJ F(0)(1). pO\TOMU DLQ WELI^INY � IMEEM

� =
�a0
2c2

=
�eE0

4mc2
=

�e


R2mc2
; � � R: (19:39)

E0 - NAPRQVENNOSTX POLQ NA POWERHNOSTI CILINDRA, I0, I1, K0

K1 - CILINDRI^ESKIE FUNKCII bESSELQ W OB]EPRINQTYH OBOZNA-

^ENIQH [82]. dLQ FUNKCIJ � I � BYLO NAJDENO

exp(�=2) = 1 +
qA0

m0c2
: (19:42)

376



exp(�=2) = � �

2


@A0

@�

1

1 + qA0

m0c2

: (19:43)

dLQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ BEGU]EJ WOLNY BUDUT SPRAWEDLIWY WSE

PRIWEDENNYE WY[E FORMULY DLQ STATI^ESKOGO \LEKTRI^ESKOGO

POLQ S U^ETOM USLOWIQ 
 = J=c IZ (2d.3).

dLQ NAHOVDENIQ MAGNITNOGO POLQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM

CILINDRI^ESKI-SIMMETRI^NYH STATI^ESKIH URAWNENIJ mAKSWEL-

LA W FORME (15.1) S ISPOLXZOWANIEM NAJDENNOJ METRIKI I FORMUL

DLQ POTENCIALA I NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ.

iSHODQ IZ SIMMETRII ZADA^I, PROSTRANSTWENNYE KOMPONENTY

4-POTENCIALA

Ak = �k3A(�); (45:7)

GDE A(�) { MODULX WEKTORNOGO POTENCIALA ~A. o^EWIDNO, ^TO PRI

NEZAWISIMOSTI SKALQRNOGO POTENCIALA OT WREMENI, IZ (45.7) I IZ

(15.1) SLEDUET, ^TO USLOWIE lORENCA WYPOLNQETSQ TOVDESTWENNO.

uRAWNENIQ mAKSWELLA (15.1) SWODQTSQ K WIDU

1p�g
@

@�

�
exp

�� � �

2

�
�
@A

@�

�
= �4�

c
j3;

p�g = � exp
�� + �

2

�
;

(45:8)

GDE j3 { PLOTNOSTX TOKA.

wNE PROWODA INTEGRIROWANIE (45.8) PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

@A

@�
=
k

�
exp

��� �

2

�
= � k

2


@A0

@�

1�
1 + qA0

m0c2

�2 ; (45:9)

GDE k { POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. iNTEGRIRUQ (45.9) E]E RAZ,

NAHODIM

A =
m0c

2k

2
q

� 1

1 + qA0

m0c2

+ c1
�
: (45:10)

sRAWNIWAQ (45.9) S (45.1), ISPOLXZUQ, ^TO W NERELQTIWISTSKOM

PRIBLIVENII ~H = ~r� ~A, (~r� ~A)� = �@Az=@�, NAHODIM k = �2
.
pOSTOQNNAQ c1 - PROIZWOLXNA. dLQ OPREDELENNOSTI WYBEREM EE

TAK, ^TOBY W NERELQTIWISTSKOM PRIBLIVENII WELI^INY A I A0

SOWPADALI. w REZULXTATE NAHODIM

A = �m0c
2

q

� 1

1 + qA0

m0c2

� 1
�
: (45:11)

tENZOR \LEKTROMAGNITNOGO POLQ DLQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA^I

IMEET OTLI^NYE OT NULQ KOMPONENTY F01 = �F10, OPREDELQEMYE

W (19.32) I F13 = �F31, DLQ KOTORYH IMEEM
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F13 = �@A
@�

= �@A0

@�

1�
1 + qA0

m0c2

�2 ; (45:12)

dLQ OTLI^NYH OT NULQ TETRADNYH KOMPONENT TENZORA POLQ S PO-

MO]X@ TETRAD (17.10) NAHODIM

F(1)(3) =
2J

c�
�
1 + qA0

m0c2

�; F(0)(1) = E(�) =
2J

c�
; (45:13)

iTAK, NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ W TETRADAH W TO^NOSTI

SOWPADAET S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM, A NAPRQVENNOSTX MAGNIT-

NOGO POLQ SODERVIT RELQTIWISTSKU@ POPRAWKU. nAJDEM OTLI^NYE

OT NULQ AFFINNYE I TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA \NERGII-

IMPULXSA. tENZOR \NERGII-IMPULXSA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W

KRIWOLINEJNYH KOORDINATAH OPREDELQETSQ FORMULOJ (17.14), A

TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA WY^ISLQ@TSQ PO PRAWILU (17.15).

w REZULXTATE DLQ INTERESU@]IH NAS KOMPONENT PLOTNOSTI \NER-

GII I PLOTNOSTI IMPULXSA NAHODIM

T 00 =
1

4�

�@A0

@�

�2
e��e�2�; T (0)(0) =


2

��2
: (45:14)

T 03 =
1

4�

�@A0

@�

�2
e��e�2�; T (0)(3) =


2

��2
1

1 + qA0

m0c2

: (45:15)

wY^ISLIM \NERGI@ POLQ OT \LEMENTA ZARQVENNOJ NITI DLINY h,

WOSPOLXZUQSX FORMULAMI (17.16) -(17.18), (19.18). dLQ TETRADNOJ

KOMPONENTY T (0)(0) TENZORA \NERGII-IMPULXSA IMEEM IZ (45.14) WY-

RAVENIE

W =
Z p�gT ��V� dS� = h


Z 1
R
F01 d�

= �h

Z 1
R

@A0

@�
d� = A0(R)
h � A0(1)
h (45:16)

tAK KAK PO DOKAZANNOMU W (19.41) A0(1) = 0, A NITX PO USLO-

WI@ IMEET RADIUS R ! 0, TO SOOTNO[ENIE (45.16) NA OSNOWE

(19.39) PRIMET WID

W = A0(R)
h = 2
2hI0
� e


2mc2

�
K0

� e


2mc2

�
: (45:17)

iZ FORMULY (45.17) SLEDUET, ^TO \NERGIQ \LEKTROMAGNITNOGO

POLQ WNUTRI CILINDRA DLINY h I BESKONE^NOGO RADIUSA QWLQETSQ
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KONE^NOJ WELI^INOJ, ^TO REZKO OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOGO ZNA-

^ENIQ \LEKTROMAGNITNOJ \NERGII POLQ BEGU]EJ WOLNY KOTORAQ

BESKONE^NO WELIKA.

pRI O^ENX BOLX[OJ PLOTNOSTI ZARQDOW NA NITI, T.E. PRI WY-

POLNENII USLOWIQ

e


2mc2
=

eJ

2mc3
= �0 � 1 (45:18)

IMEEM DLQ \NERGII WYRAVENIE

W =
2
hmc2

e
= 2Nmc2; (45:19)

GDE N - ^ISLO \LEKTRONOW NA DLINE h NITI. nERAWENSTWO (45.18)

\KWIWALENTNO NERAWENSTWU

J � 105A; (45:20)

GDE TOK WYRAVEN W AMPERAH.

iTAK, DLQ O^ENX BOLX[IH TOKOW PREDELXNAQ \NERGIQ \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ WNUTRI CILINDRA WYSOTY h I BESKONE^NOGO RA-

DIUSA RAWNA UDWOENNOJ MASSE POKOQN \LEKTRONOW, SOZDA@]IJ TOK

NA NITI. |NERGIQ \LEKTROMAGNITNOGO POLQ POROWNU RASPREDELQ-

ETSQ MEVDU \NERGIQMI \LEKTRI^ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ, ^TO

SLEDUET IZ SOOTNO[ENIJ (19.51) I (45.19).

qSNO, ^TO W REALXNOM SLU^AE SPRAWEDLIWO DRUGOE NERAWENSTWO

e


2mc2
=

eJ

2mc3
= �0 � 1 (45:21)

dLQ SLABYH POLEJ PRI USLOWII (45.21), ISPOLXZUQ IZWESTNYE

RAZLOVENIQ DLQ FUNKCIJ bESSELQ [82], IMEEM IZ (19.44), (19.45)

I0(�) ' 1; K0(�) ' �( ln (�=2) + C);

A0(�) ' �2J
c

�
ln
��a0
2c2

�
+ C

�
; �@A0

@�
' 2J

c�
; (45:22)

GDE C = 0:57721566490::: - ESTX POSTOQNNAQ |JLERA.

(45.22) S TO^NOSTX@ DO ZNA^ENIQ POSTOQNNYH W POTENCIALE SOW-

PADAET S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM. oDNAKO METRIKA PROSTRAN-

STWA-WREMENI DAVE W SLU^AE SLABOGO POLQ OSTAETSQ RIMANOWOJ,

KOTORAQ W SOGLASII S FORMULOJ (19.42) IMEET WID,

exp(�=2) = 1 +
qA0

m0c2
: (45:23)
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A WMESTO (19.43) IMEEM

exp(�=2) =
1

1 + qA0

m0c2

: (45:24)

iTAK, KAK DLQ SILXNOGO, TAK I DLQ SLABOGO POLEJ \NERGIQ \LEK-

TRI^ESKOGO POLQ OT BEGU]EJ WOLNY TOKA We RAWNA \NERGII MAG-

NITNOGO POLQ Wm. pRIRAWNIWAQ SOOTWETSTWU@]IE SOOTNO[ENIQ

DLQ \NERGIJ IH KLASSI^ESKIM ANALOGAM,

Wm =
LmJ

2h

2c2
; We =

Q2

2Ceh
; (45:25)

NAHODIM POGONNU@ INDUKTIWNOSTX Lm I POGONNU@ EMKOSTXCe BES-

KONE^NO TONKOGO PROWODA

Lm = 2I0
� eJ

2mc3

�
K0

� eJ

2mc3

�
' 2( ln

�4mc3
eJ

�
� C); Ce =

1

Lm
:

(45:26)

wY^ISLENIE POGONNOJ INDUKTIWNOSTI I EMKOSTI BESKONE^NO

TONKOGO PROWODA PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII PRIWODIT K

PRINCIPIALXNYM TRUDNOSTQM, SWQZANNYM S BESKONE^NOJ \NERGI-

EJ POLQ TO^E^NOGO ZARQDA. w NA[EM SLU^AE TAKIH TRUDNOSTEJ NE

WOZNIKAET KAK DLQ SLABOGO, TAK I DLQ SILXNYH POLEJ. rASSMOTRIM

BOLEE PODROBNO PRI^INY WOZNIKNOWENIQ TRUDNOSTEJ.

kAK IZWESTNO IZ [83], INDUKTIWNOSTX EDINICY DLINY BESKONE^-

NO DLINNOGO PROWODA ZAWISIT OT DLINY PROWODA I WY^ISLQETSQ W

NA[IH OBOZNA^ENIQH PO FORMULE

Lm = 2
�
ln
�2h
R

�
� 3

4

�
: (45:27)

dLQ \TOGO VE SLU^AQ IZ RABOTY [26] IMEEM

Lm = 2 ln
�h
R

�
: (45:28)

s DRUGOJ STORONY DLQ POGONNOJ INDUKTIWNOSTI KOAKSIALXNOJ

LINII IMEEM IZ [87] SOOTNO[ENIE

Lm = 2 ln
� b
R

�
; (45:29)

GDE b - WNE[NIJ, A R { WNUTRENNIJ RADIUS KOAKSIALXNOJ LINII.
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qSNO, ^TO DLQ BESKONE^NOJ KOAKSIALXNOJ LINII POGONNAQ IN-

DUKTIWNOSTX NE ZAWISIT OT DLINY PROWODA, ^TO I SLEDOWALO OVI-

DATX. kAZALOSX BY, ^TO PEREHOD K ODNOPROWODNOJ LINII OT KOAK-

SIALXNOJ DOLVEN POLU^ITXSQ PRI STREMLENII WNE[NEGO RADIUSA

K BESKONE^NOSTI. oDNAKO \TOGO NE PROISHODIT, INDUKTIWNOSTX W

SOGLASII S (45.29) STREMITSQ PRI \TOM K BESKONE^NOSTI.

iZ ANALIZA (45.27) I (45.28) WIDNO, ^TO ZAWISIMOSTX POGON-

NOJ INDUKTIWNOSTI DLINNOGO PROWODA OT DLINY PROWODA { QWNAQ

TRUDNOSTX KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ.

rASSMOTRIM K KAKOMU REZULXTATU PRIWODIT ANALIZ NA[EJ

FORMULY (45.26), PRIGODNOJ DLQ SLABYH POLEJ (MALYH TOKOW).

|TA FORMULA MOVET BYTX PREOBRAZOWANA K WIDU

Lm = 2
�
ln
�4h0
r0

�
� C

�
; h0 =

h

N
; (45:30)

GDE N { ^ISLO \LEKTRONOW NA DLINE h KUSKA PROWODA, r0 { KLASSI-

^ESKIJ RADIUS \LEKTRONA. tAK KAK KONCENTRACIQ ZARQDOW NA L@-

BOM KUSKE BESKONE^NOGO PROWODA O^EWIDNO POSTOQNNA, TO POGONNAQ

INDUKTIWNOSTX ESTESTWENNO NE ZAWISIT OT DLINY PROWODA, KAK I

DOLVNO BYTX PO LOGIKE WE]EJ.

uMNOVIW ^ISLITELX I ZNAMENATELX POD LOGARIFMOM W (45.30)

NA NEKIJ "FORMFAKTOR" k, TAKOJ, ^TOBY WYPOLNQLOSX RAWENSTWO

kr0 = R; 4kh = 2h1 (45:31)

POLU^IM POLU^IM FORMULU DLQ POGONNOJ INDUKTIWNOSTI, ANALO-

GI^NU@ (45.27), (45.28), IME@]U@ WID

Lm = 2
�
ln
�2h1
R

�
� C

�
; h1 =

2h

N

R

r0
: (45:32)

rASSMOTRIM FIZI^ESKIJ SMYSL WELI^INY h1, IME@]EJ RAZMER-

NOSTX DLINY. |TU WELI^INU MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

h1 = 4R
h

2Nr0
(45:33)

oTNO[ENIE h=2Nr0 PREDSTAWLQET SOBOJ OTNO[ENIE DLINY OTREZ-

KA, NA KOTOROJ RASPOLOVENY N \LEKTRONOW K IH OB]EJ DLINE

PRI PLOTNOJ UPAKOWKE. sAMA FORMULA (45.32) PRIMENIMA, KOGDA

h=2Nr0 � 1. fORMULA (45.26) MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

UDOBNOM DLQ SRAWNENIQ S \KSPERIMENTOM

Lm = 21:11� 2 ln
� J
J0

�
; J0 = 1A; (45:34)
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GDE J0 RAWEN ODNOMU AMPERU I TOK J IZMERQETSQ W AMPERAH. rAS-

S^ITAEM PO FORMULE (45.34) POGONNU@ EMKOSTX PROWODA DLINOJ

10 METROW I RADIUSA 0:06 MILLIMETRA PRI TOKE J = 0:1 aMPER.

dLQ \TOGO SLU^AQ IMEEM Lm = 25:715. uWELI^IW TOK W DESQTX RAZ,

POLU^IM Lm = 21:11.

rAS^ET PO FORMULE (45.28) DAET Lm = 24:048. tAKIM OBRAZOM,

NESMOTRQ NA PRINCIPIALXNO RAZNYE FORMULY RAS^ETA INDUKTIW-

NOSTI, REZULXTATY OKAZALISX BLIZKIMI.

nAJDEM FORMULU DLQ POGONNOJ INDUKTIWNOSTI KOAKSIALXNOJ

LINII DLQ MALYH TOKOW.

wY^ISLENIE \NERGII MAGNITNOGO POLQ MEVDU CENTRALXNYM

PROWODOM I WNE[NEJ OBOLO^KOJ PRIWODIT K SOOTNO[ENI@, WY-

TEKA@]EMU IZ (45.16), PUTEM DELENIQ \NERGII NA DWA I ZAMENY

BESKONE^NOGO WNE[NEGO RADIUSA NA EGO KONE^NOE ZNA^ENIE b.

Wm =
1

2

h(A0(R) � A0(b)) =

J2

c2
h ln

� b
R

�
: (45:35)

pRIRAWNIWAQ POLU^ENNU@ \NERGI@ EE ZNA^ENI@ IZ (45.25), POLU-

^AEM FORMULU W TO^NOSTI SOWPADA@]U@ S (45.29), T.E. S KLASSI-

^ESKOJ WELI^INOJ POGONNOJ EMKOSTI KOAKSIALXNOJ LINII.

iTAK, DLQ MALYH TOKOW W OTLI^IE OT ODNOPROWODNOJ LINII DLQ

KOAKSIALXNOJ LINII REZULXTATY OKAZALISX TOVDESTWENNYMI.

dLQ SILXNYH TOKOW BUDUT PROQWLQTXSQ RAZLI^IQ. oB]AQ FOR-

MULA DLQ POGONNOJ INDUKTIWNOSTI KOAKSIALXNOGO KABELQ BUDET

IMETX WID

Lm = 2
�
I0
� eJ

2mc3

�
K0

� eJ

2mc3

�
� I0

� eJb

2mc3R

�
K0

� eJb

2mc3R

��
: (45:36)

dLQ BOLX[IH TOKOW MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ IZWESTNYMI ASIMP-

TOTI^ESKIMI RAZLOVENIQMI DLQ FUNKCIJ bESSELQ [82].

I0(�) '
vuut 1

2��
e�; K0(�) '

s
�

2�
e��;

^TO PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

Lm =
2mc3

eJ

�
1� R

b

�
: (45:37)

|NERGIQ MAGNITNOGO POLQ NA EDINICE DLINY W KOAKSIALXNOJ LI-

NII MEVDU CENTRALXNYM PROWODOM I WNE[NEJ OBOLO^KOJ DLQ

SILXNYH TOKOW IMEET WID

Wm =
mc3J

e

�
1 � R

b

�
=
Nmc2

h

�
1� R

b

�
: (45:38)
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pRI b!1 ILI R ! 0 \NERGIQ MAGNITNOGO POLQ SOWPADAET S \NER-

GIEJ POKOQ MASS ZARQDOW NA EDINICE DLINY CENTRALXNOGO PROWODA.

pRI \TOM ZARQDY I TOKI IZ RASSMOTRENIQ WYPADA@T. tAKIM OB-

RAZOM, O^ENX SILXNYE TOKI (J � 105 A) SOZDA@T W PROSTRANSTWE

MAGNITNOE POLE WNUTRI CILINDRA DLINY h I BESKONE^NOGO RADI-

USA, \NERGIQ KOTOROGO OPREDELQETSQ PROIZWEDENIEM ^ISLA ZARQDOW

NA DLINE h NA \NERGI@ MASSY POKOQ ZARQDA. pRI KLASSI^ESKOM

RASSMOTRENII MAGNITNAQ \NERGIQ STREMITSQ K BESKONE^NOSTI, ^TO

LI[ENO FIZI^ESKOGO SMYSLA I QWLQETSQ PRINCIPIALXNOJ TRUD-

NOSTX@ KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ. pROIZWEDEM RAS^ET POGONNOJ

INDUKTIWNOSTI KOAKSIALXNOGO KABELQ DLQ REALXNOGO SLU^AQ, IME-

@]EGO MESTO W POLEOBRAZU@]IH SISTEMAH, IZLU^A@]IH SILXNYE

IMPULXSNYE \LEKTROMAGNITNYE POLQ. aRGUMENT W OB]EJ FORMULE

(45.36) PREDSTAWIM W WIDE

eJ

2mc3
= 2:9 � 10�5J; (45:39)

GDE TOK J IZMERQETSQ W AMPERAH. qSNO, ^TO DLQ REALXNYH TOKOW

J = 103 A I OTNO[ENIQ b=R = 10 WELI^INA ARGUMENTOW W FORMULE

(45.36) NE PREWOSHODIT

eJb

2mc3R
= 0:29: (45:40)

pRI \TOM ARGUMENT W PERWYH ^LENAH (45.36) BUDET W DESQTX RAZ

MENX[E. iSPOLXZUQ MALOSTX ARGUMENTOW I IZWESTNYE RAZLOVENIQ

DLQ MODIFICIROWANNYH FUNKCIJ bESSELQ [82]

I0(x) � 1 +
x2

4
; K0(x) � �

�
ln
�x
2

�
+ C

�
I0(x) +

x2

4
; (45:41)

NAHODIM

Lm = 2 ln
� b
R

�
+x2

�
ln
�x
2

�
+C� 1

2

�
; x =

eJb

2mc3R
= 0:29: (45:42)

sOOTNO[ENIE (45.42) DLQ RASSMATRIWAEMOGO SLU^AQ MOVNO PRED-

STAWITX W WIDE

Lm = 2 ln
� b
R

��
1� 0:033

�
: (45:43)

tAKIM OBRAZOM, S ROSTOM TOKOW POGONNAQ INDUKTIWNOSTX KABE-

LQ, A SLEDOWATELXNO I EGO WOLNOWOE SOPROTIWLENIE UMENX[AETSQ.

dLQ DANNOGO PRIMERA \TO UMENX[ENIE SOSTAWLQET 3%. wELI^I-

NA WOLNOWOGO SOPROTIWLENIQ DOLVNA ZAWISETX I OT POLQRNOSTI
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PODSOEDINENIQ KABELQ. uMENX[ENIE INDUKTIWNOSTI BUDET PROIS-

HODITX, ESLI MINUS IMPULXSNOGO GENERATORA PODSOEDINQTX K CEN-

TRALXNOMU PROWODNIKU.

sLEDUET OTMETITX, ^TO POLU^ENNYE FORMULY DLQ INDUKTIW-

NOSTI KOAKSIALXNOGO KABELQ NOSQT ^ISTO ILL@STRATIWNYJ HARAK-

TER I NE IME@T NEPOSREDSTWENNOGO PRAKTI^ESKOGO PRIMENENIQ.

sOOTNO[ENIQ TREBU@T, ^TOBY RADIUS WNUTRENNEGO PROWODA, A,

SLEDOWATELXNO, I WNE[NEGO BYL SOIZMERIM S KLASSI^ESKIM RADI-

USOM \LEKTRONA. qSNO, ^TO NA PRAKTIKE WSEGDA RASSMATRIWA@TSQ

PROWODA KONE^NOGO RADIUSA NAMNOGO PREWY[A@]EGO KLASSI^ES-

KIJ RADIUS \LEKTRONA.

wOPROSAM ISSLEDOWANIQ PROWODOW KONE^NOGO RADIUSA, CILIND-

RI^ESKIM KONDENSATORAM, KOAKSIALXNYM LINIQM I SRAWNENI@

KLASSI^ESKOJ I PREDLAGAEMOJ TEORIJ POSWQ]EN SLEDU@]IJ RAZ-

DEL.

w ZAKL@^ENIE RAZDELA RASSMOTRIM WOPROS OB \LEKTROMAGNIT-

NOM IMPULXSE I \LEKTROMAGNITNOJ MASSE POLQ TOKA BEGU]EJ WOL-

NY. tETRADNYE KOMPONENTY \LEKTROMAGNITNOGO 4 - IMPULXSA PO-

LQ BEGU]EJ WOLNY OPREDELIM W SOGLASII SO SLEDU@]EJ FORMULOJ

P (�) =
1

c

Z p�gT ��e(�)� dS� =
1

c

Z p�gT (0)(�) dV; (45:44)

W KOTOROJ NULEWAQ KOMPONENTA P (0) RAWNA \NERGII POLQW (45.16),

PODELENNOJ NA SKOROSTX SWETA c, A PROSTRANSTWENNYE TETRADNYE

KOMPONENTY P (k) OBRAZU@T TREHMERNYJ WEKTOR IMPULXSA POLQ. w

NA[EM SLU^AE OTLI^NOJ OT NULQ KOMPONENTOJ BUDET KOMPONENTA

P (3), DLQ KOTOROJ NA OSNOWE (19.42), (19.43) I (45.15), IMEEM W

CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH WYRAVENIE

P (3) =
1

c

Z
exp

�� + �

2

�
T (0)(3)�d�d�dz =


hm0c

q
ln
�
1 +

qA0(R)

m0c2

�

(45:45)

dLQ SLABYH TOKOW, UDOWLETWORQ@]IH NERAWENSTWU (45.21), MEVDU

IMPULXSOM POLQ, \NERGIEJ I \LEKTROMAGNITNOJ MASSOJ mem SU-

]ESTWU@T SLEDU@]IE HORO[O IZWESTNYE SOOTNO[ENIQ, WYTEKA@-

]IE IZ SRAWNENIQ FORMUL (45.17) I RAZLOVENNOJ W RQD tEJLORA

(c SOHRANENIEM DWUH ^LENOW RAZLOVENIQ) FORMULOJ (45.45).

W = cP (3) = memc
2: (45:46)

w OTLI^II OT ^ISTO KLASSI^ESKOGO RASSMOTRENIQ, \NERGIQ, IM-

PULXS POLQ I EGO \LEKTROMAGNITNAQ MASSA OT KUSKA PROWODA KONE^-

NOJ DLINY h QWLQ@TSQ KONE^NYMI WELI^INAMI DAVE DLQ SLABYH
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TOKOW. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII \TI WELI^INY BESKONE^NO

WELIKI. dLQ SILXNYH TOKOW, UDOWLETWORQ@]IH USLOWIQM (45.18)

ILI (45.20), \NERGIQ IMPULXS I \LEKTROMAGNITNAQ MASSA POLQ OT

KUSKA PROWODA TAKVE KONE^NA, ODNAKO \LEKTROMAGNITNYE MASSY,

WY^ISLENNYE RAZNYMI SPOSOBAMI ^EREZ IMPULXS I ^EREZ \NERGI@

- RAZLI^NY. dLQ SILXNYH TOKOW IMPULXS \LEKTROMAGNITNOGO POLQ

I \LEKTROMAGNITNAQ MASSA IME@T WID

P (3) = Nmc ln 3; m0
em = Nm ln 3: (45:47)

iZ FORMULY (45.19) DLQ \LEKTROMAGNITNOJ MASSY POLU^IM DRUGOE

ZNA^ENIE
W

c2
= mem = 2Nm: (45:48)

kAK IZWESTNO IZ KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ [83], PRI WY^ISLENII

\LEKTROMAGNITNOJ MASSY POLQ ^ASTICY IMEET MESTO SOOTNO[ENIE

m0
em

mem
=
4

3
: (45:49)

pRI \TOM, PRI WY^ISLENII (45.49) W KA^ESTWE \NERGII POLQ ^AS-

TICY (\LEKTRONA) RASSMATRIWALASX LI[X SOBSTWENNAQ \LEKTRO-

STATI^ESKAQ \NERGIQ POLQ ^ASTICY, A PRI WY^ISLENII IMPULXSA

POLQ RASSMATRIWALASX SUMMARNAQ WELI^INA \NERGIJ \LEKTRI^ES-

KOGO I MAGNITNOGO POLEJ ^ASTICY. w NA[EM SLU^AE \NERGIQ POLQ

(45.19) RASPREDELENA POROWNU MEVDU \NERGIQMI \LEKTRI^ESKOGO I

MAGNITNOGO POLEJ. pO\TOMU MOVNO WWESTI \LEKTROSTATI^ESKU@

MASSU POLQ me = mem=2. tOGDA POLU^IM SOOTNO[ENIE

m0
em

me
= ln 3 = 1:1: (45:50)

iTAK, PRI NA[EM RASSMOTRENII W SOGLASII S (45.19) \LEKTRI^ES-

KAQ \NERGIQ POLQ TOKA BEGU]EJ WOLNY W TO^NOSTI RAWNA \NERGII

POKOQ \LEKTRONOW NA PROWODE, A \LEKTROMAGNITNAQ MASSA POLQ, WY-

^ISLENNAQ PO FORMULE (45.47), LI[X NEZNA^ITELXNO PREWOSHODIT

\LEKTROSTATI^ESKU@ MASSU POLQ.

46. pOLE ZARQVENNOJ TONKOJ BESKONE^NOJ

CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI KONE^NOGO RADIUSA

w PREDYDU]EM RAZDELE MY RASSMOTRELI \LEKTROMAGNITNOE

POLE IZLU^ENIQ BEGU]EJ WOLNY TOKA, RASPROSTRANQW[EGOSQ PO
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TONKOMU KRIWOLINEJNOMU PROWODU. rASSMOTRENIE BYLO KAK ^IS-

TO KLASSI^ESKIM, TAK I U^ITYWALO, ^TO ZARQDY NA POWERHNOSTI

PROWODA WZAIMODEJSTWU@T S SOZDAWAEMYM IMI POLEM. oDNAKO RAS-

^ET BYL PROIZWEDEN W PREDELE BESKONE^NO TONKOGO PROWODA, ^TO NE

POZWOLQET PROWODITX SRAWNENIE REZULXTATOW S REALXNYMI SISTE-

MAMI.

pREDSTAWLQET INTERES U^ESTX KONE^NU@ TOL]INU PROWODA I

POLU^ITX FORMULY DLQ EMKOSTI CILINDRI^ESKOGO KONDENSATORA,

INDUKTIWNOSTI I WOLNOWOGO SOPROTIWLENIQ ODNOPROWODNOJ LINII

I KOAKSIALXNOGO KABELQ.

iZWESTNO [87], ^TO PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII POGONNAQ

EMKOSTX ODNOPROWODNOJ LINII KONE^NOGO RADIUSA I BESKONE^NOJ

DLINY STREMITSQ K NUL@, A POGONNAQ INDUKTIWNOSTX I WOLNOWOE

SOPROTIWLENIE STREMQTSQ K BESKONE^NOSTI. pRI^INA \TOGO SWQZA-

NA SWQZANO S TEM, ^TO PRI KLASSI^ESKOM PODHODE NAPRQVENNOSTX

\LEKTRI^ESKOGO POLQ WNE PROWODA UBYWAET OBRATNO PROPORCIO-

NALXNO RASSTOQNI@ OT CENTRA CILINDRA, ^TO PRIWODIT K BES-

KONE^NO BOLX[OJ \NERGII POLQ W OKRUVA@]EM PROSTRANSTWE (W

CILINDRE EDINI^NOJ DLINY, NO BESKONE^NO BOLX[OGO RADIUSA).

kAK MY DOKAZALI DLQ BESKONE^NO TONKOGO PROWODA, \NERGIQ

POLQ WNE PROWODA W CILINDRE EDINI^NOJ WYSOTY I BESKONE^NOGO

RADIUSA QWLQETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ. dOKAVEM, ^TO WELI^INA

\NERGII BUDET IMETX KONE^NOE ZNA^ENIE I WNE PROWODA KONE^NOJ

TOL]INY.

rE[ENIE DLQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ TONKOJ NITI POLU^ENO NAMI

RANEE W (19.27), (19.32), (19.39). mETRIKA PROSTRANSTWA-WREMENI

OPREDELQLASX FORMULAMI (19.28), (19.42), (19.43).

rASSMOTRIM POLE, OBLADA@]EE CILINDRI^ESKOJ SIMMETRIEJ,

SOZDAWAEMOE BESKONE^NO DLINNYM ZARQVENNYM METALLI^ESKIM

POLYM CILINDROM RADIUSA R. s^ITAEM, ^TO TOL]INA STENOK CI-

LINDRA MALA PO SRAWNENI@ S EGO RADIUSOM.

sOWMESTIM OSX z S OSX@ CILINDRA, WYBRAW NA^ALO KOORDINAT

W CENTRE CILINDRA. rAS^ET POLQ BUDEM PROIZWODITX W CILINDRI-

^ESKOJ SISTEME KOORDINAT, WOSPOLXZUQSX DLQ NAHOVDENIQ POTEN-

CIALA FORMULOJ (19.1), GDE r0 - TREHMERNOE ( EWKLIDOWO ) RASSTOQ-

NIE OT ZARQDA dQ DO TO^KI NABL@DENIQ , � - UGOL MEVDU RADIUSOM

- WEKTOROM ~r I ~i , ~i = ~a0=j ~a0 j. ~i DLQ KAVDOGO \LEMENTA ZARQDA dQ
NAPRAWLEN K CENTRU CILINDRA PERPENDIKULQRNO EGO POWERHNOSTI.

wELI^INA "USKORENIQ" a0 DLQ ZARQDOW WY^ISLQETSQ PO FORMULE

(19.2).
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tAK KAK PROSTRANSTWENNAQ GEOMETRIQ DLQ METRIKI (2.18) -

PLOSKAQ, TO IZ IZ FORMUL EWKLIDOWOJ GEOMETRII LEGKO POLU^ITX

FORMULU, SWQZYWA@]U@ WELI^INY r0 I � c RADIALXNOJ KOORDINA-

TOJ � I UGLOWOJ KOORDINATOJ � CILINDRI^ESKIH KOORDINAT.

r0 cos � = R � � cos�: (19:24)

|LEMENT ZARQDA dQ NA POWERHNOSTI CILINDRA MOVNO PREDSTAWITX

W WIDE

dQ = �Rd�dz =



2�
d�dz; (19:25)

GDE � I 
 SOOTWETSTWENNO POWERHNOSTNAQ I LINEJNAQ PLOTNOSTI

ZARQDOW.

pOTENCIAL OT ZARQVENNOGO \LEMENTA POWERHNOSTI PROWODQ]E-

GO CILINDRA W SOGLASII S (19.1) ZAPI[EM W WIDE

dA0 =



2�r0
exp

�
�a0r

0(1� cos �)

2c2

�
d�dz; (46:1)

w POSLEDNEJ FORMULE PRI WYBORE ZNAKA W \KSPONENTE MY U^ITY-

WAEM DWE WOZMOVNOSTI. wERHNIJ ZNAK OZNA^AET, ^TO ZARQDY NAHO-

DQTSQ NA POWERHNOSTI CILINDRA S "USKORENIEM", NAPRAWLENNYM

K CENTRU CILINDRA (NAPRIMER, NA WNE[NEM \LEKTRODE CILIND-

RI^ESKOGO KONDENSATORA). nIVNIJ ZNAK SOOTWETSTWUET ZARQDAM,

NAHODQ]IMSQ NA NARUVNOM \LEKTRODE CILINDRI^ESKOGO KONDENSA-

TORA. o^EWIDNO, ^TO "USKORENIQ" ZARQDOW, NAPRAWLENNYE WSEGDA

NARUVU METALLA NA WNUTRENNEJ I WNE[NEJ OBKLADKAH KONDENSA-

TORA IME@T DIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNYE NAPRAWLENIQ, S ^EM

I SWQZAN WYBOR ZNAKOW W (46.1)

iZ (46.1) IMEEM

A0 =
2


�
e�pR

Z �

0
e�p� cos �

�Z +1

�2

e�pr
0

q
r02 � �22

dr0
�
d�; (46:2)

GDE WWEDENY OBOZNA^ENIQ

p =
a0
2c2

; �2 =
q
�2 +R2 � 2�R cos�: (46:3)

wY^ISLENIE WNUTRENNEGO INTEGRALA PRIWODIT K SOOTNO[ENI@

A0 =
2


�
e�pR

Z �
0
e�p� cos �K0(�2p)d� (46:4)
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eSLI R = 0, TO POSLEDNEE SOOTNO[ENIE PRIWODITSQ K WIDU, POLU-

^ENNOMU NAMI RANEE

A0 = 2
I0(�)K0(�); � =
�a0
2c2

=
�eE0

4mc2
: (19:27)

E0 - NAPRQVENNOSTX POLQ NA POWERHNOSTI CILINDRA, I0, K0 - CI-

LINDRI^ESKIE FUNKCII bESSELQ W OB]EPRINQTYH OBOZNA^ENIQH

[82].

dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA (2d1.4) WOSPOLXZUEMSQ IZWESTNOJ

"TEOREMOJ SLOVENIQ" DLQ CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ [105]. pRED-

WARITELXNO WWEDEM SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ.

R1 = Rp; R2 = �2p; �1 = R1

�

R
= �p: (46:5)

w ^ASTNOSTI DLQ CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ hANKELQ H
(1)
0 (iR2)

SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

H
(1)
0 (iR2) = J0(iR1)H

(1)
0 (i�1) + 2

1X
k=1

Jk(iR1)H
(1)
k (i�1) cosk�: (46:6)

pOSLEDNQQ FORMULA SPRAWEDLIWA PRI USLOWII R1 < �1. u^ITYWAQ

SWQZX MEVDU FUNKCIQMI hANKELQ I MODIFICIROWANNYMI FUNK-

CIQMI bESSELQ

K�(z) =
�i

2
exp

��i�
2

�
H (1)
� (iz); Jk(iz) = ikIk(z); (46:7)

NAHODIM

K0(R2) = I0(R1)K0(�1) + 2
1X
k=1

Ik(R1)Kk(�1) cos k�: (46:8)

u^ITYWAQ POSLEDN@@ FORMULU, WY^ISLIM INTEGRAL (46.4)

A0 = 2
e�R1

�
I0(R1)I0(�1)K0(�1) + 2

1X
k=1

(�1)kIk(R1)Ik(�1)Kk(�1)
�
:

(46:9)

nAJDENNAQ FORMULA SPRAWEDLIWA PRI � > R, T.E. DLQ POTENCIA-

LA WNE CILINDRA. dLQ POTENCIALA WNUTRI CILINDRA PRI � < R

FORMULA PRIMET WID

A0 = 2
e�R1

�
I0(�1)I0(�1)K0(R1) + 2

1X
k=1

(�1)kIk(�1)Ik(�1)Kk(R1)
�
:

(46:9a)
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nA GRANICE CILINDRA PRI � = R OBE FORMULY O^EWIDNO SOWPADA-

@T.

nAJDEM POWEDENIE POTENCIALA (46.9) NA BOLX[IH RASSTOQNIQH

OT CILINDRA, T.E. POLAGAQ �� R. iSPOLXZUQ IZWESTNOE ASIMPTO-

TI^ESKOE RAZLOVENIE [47], PRIMENIMOE DLQ BOLX[IH z

I�(z)K�(z) � 1

2z
; (46:10)

A TAKVE IZWESTNU@ FORMULU SUMMIROWANIQ

2
1X
k=1

(�1)kIk(z) = e�z � I0(z); (46:11)

NAHODIM

A0(�1 � 1) =



�1
=
2
c2

a0�
=
2mc2R

e�
; (46:12)

GDE m - MASSA \LEKTRONA, ESLI CILINDR ZARQVEN OTRICATELXNO,

ILI MASSA QDRA METALLA, PRI POLOVITELXNOM ZARQDE, e - ZARQD

\LEKTRONA, PRINIMA@]IJ OTRICATELXNOE ZNA^ENIE PRI OTRICA-

TELXNOM ZARQDE CILINDRA I POLOVITELXNOE ZNA^ENIE (PO WELI-

^INE RAWNOE ZARQDU \LEKTRONA) PRI POLOVITELXNOM ZARQDE CI-

LINDRA. o^EWIDNO, ^TO PRI �!1 POTENCIAL STREMITSQ K NUL@,

A NE LOGARIFMI^ESKI RASHODITSQ, KAK IMEET MESTO PRI KLASSI-

^ESKOM RASSMOTRENII. tAKIM OBRAZOM, POWEDENIE POTENCIALA NA

BESKONE^NOSTI REZKO OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOGO ANALOGA, ^TO

W KONE^NOM ITOGE I PRIWODIT K USTRANENI@ RASHODIMOSTI DLQ

\NERGII \LEKTROMAGNITNOGO POLQ.

oTMETIM, ^TO FORMULA (46.12) PRIMENIMA NE TOLXKO DLQ BOLX-

[IH RASSTOQNIQH OT PROWODA. dELO W TOM, ^TO WELI^INY �1, R1

MOGUT BYTX O^ENX BOLX[IMI I NA SAMOJ POWERHNOSTI CILINDRA

MALOGO RADIUSA, ESLI PLOTNOSTI ZARQDOW NA PROWODE WELIKI. |TO

SLEDUET NEPOSREDSTWENNO IZ RAWENSTW (46.3) I (46.5). iTAK, DLQ

BOLX[IH PLOTNOSTEJ ZARQDOW POTENCIAL NA POWERHNOSTI CILIND-

RA KONE^NOGO RADIUSA IZ (46.12) IMEET WID

A0(R) =



R1

=
2
c2

a0R
=
2mc2

e
: (46:13)

|NERGIQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ WNE CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI MO-

VET BYTX WY^ISLENA PO OB]EJ FORMULE (19.18f) I PRIWODIT K

SOOTNO[ENI@

W = Nmc2: (46:14)
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wELI^INA \NERGII POLQ WNE PROWODQ]EJ PRI BOLX[OJ PLOTNOSTI

ZARQDOW NA OBOLO^KE OKAZALASX NEZAWISIMOJ OT ZNAKA I WELI^INY

ZARQDA. iZ PRIWEDENNOJ FORMULY SLEDUET, ^TO \NERGIQ POLQ OT-

RICATELXNO ZARQVENNOJ OBOLO^KI S ZARQDOM Q = Ne NA DLINE h

OPREDELQETSQ SUMMARNOJ \NERGIEJ POKOQ EE N \LEKTRONNYH MASS.

dLQ POLOVITELXNO ZARQVENNOJ OBOLO^KI ROLX MASSY IGRAET MAS-

SA QDRA.

pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII \NERGIQ POLQ WNE OBOLO^KI

STREMITSQ K BESKONE^NOSTI.

iSSLEDUEM POWEDENIE POLQ WNUTRI CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI.

kAK IZWESTNO, PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII POTENCIAL

WNUTRI OBOLO^KI POSTOQNEN I RAWEN POTENCIALU OBOLO^KI, A NA-

PRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ RAWNA NUL@. w POLE SWQZAN-

NYH ZARQDOW \TO NE TAK. kAK WIDNO IZ RE[ENIQ (46.9a) POTENCIAL

WNUTRI OBOLO^KI NE QWLQETSQ POSTOQNNOJ WELI^INOJ. pO\TOMU OT-

LI^NA OT NULQ I NAPRQVENNOSTX POLQ, KOTORAQ BUDET WY^ISLQTXSQ

PO FORMULE

F01 = �4
pe�R1

�
I0(�1)I1(�1)K0(R1)+

+2
1X
k=1

(�1)kKk(R1)Ik(�1)
�
Ik�1(�1)� k

�1
Ik(�1)

��
: (46:15)

iSSLEDUEM POWEDENIE POTENCIALA WNUTRI OBOLO^KI DLQ SLU-

^AQ SLABYH POLEJ. iSPOLXZUQ IZWESTNYE RAZLOVENIQ DLQ MALYH

ZNA^ENIJ ARGUMENTA [47]

Ik(�1) � �k1
2k�(k + 1)

; Kk(R1) � 1

2
�(k)

2k

Rk
1

; (46:16)

GDE �(k) - GAMMA-FUNKCIQ, POLU^IM POSLE SUMMIROWANIQ WYRAVE-

NIE

F01 = �2
a0
c2

e�R1

�
��1
2
lnR1 +

1

�1

1X
k=1

(�1)k 1
k!

� �21
2R1

�k�
=

= �2
a0
c2

e�R1

�
��1
2
lnR1 +

1

�1

�
exp

�
� �21
2R1

�
� 1

��
: (46:17)

oGRANI^IWAQSX ^LENAMI, SODERVA]IMI MNOVITELX 1=c2, POLU^IM

DLQ WELI^INY NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ WYRAVENIE

F01 = �@A0

@�
= E(�) = �E0

a0�

2c2
= �E0

E0e�

4mc2
; E0 =

2


R
: (46:18)
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zDESX E0 KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE NAPRQVENNOSTI NA POWERHNOSTI

ZARQVENNOGO PROWODQ]EGO CILINDRA. iZ FORMULY SLEDUET, ^TO W

OTLI^IE OT KLASSI^ESKOGO SLU^AQ POLE WNUTRI POLOSTI NE RAWNO

NUL@. pOLE LINEJNO WOZRASTAET S ROSTOM RASSTOQNIQ OT CENTRA,

ODNAKO W OTLI^IE OT POTENCIALA NAPRQVENNOSTX NA GRANICE CI-

LINDRA TERPIT RAZRYW. rAZNOSTX NAPRQVENNOSTEJ WNE I WNUTRI

CILINDRA MENX[E, ^EM PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII. oTNO[E-

NIE WNUTRENNEJ NAPRQVENNOSTI EWNU : WNUTRI CILINDRA K WNE[NEJ

NAPRQVENNOSTI NA GRANICE EWNE: = e0 DAETSQ FORMULOJ

EWNU :

EWNE:
=
eE0�

4mc2
: (46:19)

o^EWIDNO, ^TO \TO OTNO[ENIE RAWNO NUL@ W CENTRE CILINDRA I

MAKSIMALXNO NA GRANICE RAZDELA PRI � = R. rASSMOTRIM PRIMER.

pUSTX CILINDR ZARQVEN OTRICATELXNO I WELI^INA E0 = 106 V=m,

A RADIUS CILINDRA R = 0:05 m. tOGDA

EWNU :(R)

EWNE:(R)
=
eE0R

4mc2
= R1 = 0:024: (46:20)

dLQ CILINDRA, ZARQVENNOGO POLOVITELXNO, \TO OTNO[ENIE PRI

TEH VE PARAMETRAH � 10�6. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII \TO

OTNO[ENIE RAWNO NUL@ I NE ZAWISIT OT ZNAKA ZARQDA. w SOOTNO[E-

NII (46.19) BERETSQ OTNO[ENIE AFFINNYH KOMPONENT F01 TENZORA

POLQ PO RAZNYM OBLASTQM OT GRANICY RAZDELA OBOLO^KI, ODNAKO

"FIZI^ESKIMI" WELI^INAMI, IZMERQEMYE PRIBORAMI W RIMANOWOM

PROSTRANSTWE-WREMENI, QWLQ@TSQ TETRADNYE KOMPONENTY TENZORA

POLQ.

pO\TOMU WSTAET ZADA^A NAHOVDENIQ METRI^ESKOGO TENZORA I

POLQ TETRAD WO WNUTRENNEJ I WNE[NEJ OBLASTQH CILINDRI^ESKOJ

OBOLO^KI.

1. mETRI^ESKIJ TENZOR WNUTRI I WNE CILINDRI^ESKOJ

OBOLO^KI

sOWOKUPNOSTX \LEKTRONOW NA POWERHNOSTI CILINDRI^ESKOJ

OBOLO^KI NE PRINADLEVIT KONGRUENCII MIROWYH LINIJ BAZISA

nso (2.18), A WKL@^A@TSQ W SOWOKUPNOSTX MIROWYH LINIJ ^ASTIC

BAZISA, PRINADLEVA]IH CILINDRI^ESKI - SIMMETRI^NOJ LAGRAN-

VEWOJ SOPUTSTWU@]EJ nso S METRIKOJ WIDA

dS2 = exp(�)(dy0)2 � exp(�)d�2 � �2d�2 � dz2; (19:28)

GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT �.
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fUNKCII �(�) I �(�) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. dLQ IH NAHOV-

DENIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM CILINDRI^ESKI-SIMMETRI^NYH

STATI^ESKIH URAWNENIJ mAKSWELLA S ISPOLXZOWANIEM METRIKI

(19.28), ANALOGI^NYH PO ZAPISI URAWNENIQM \LEKTRODINAMIKI W

"ZADANNOM GRAWITACIONNOM POLE" [7]. zATEM SRAWNIM POLU^ENNOE

RE[ENIE S WYRAVENIEM DLQ POLQ, POLU^AEMOM IZ (46.9a).

dLQ OTLI^NOJ OT NULQ RADIALXNOJ KOMPONENTY "INDUKCII"

D1 IMEEM URAWNENIE

1p



@

@�

�
� exp(�=2)D1

�
= 4�d: (46:21)

w OTLI^II OT URAWNENIQ (19.29), ISPOLXZUEMOGO NAMI DLQ NAHOV-

DENIQ POLQ OT ZARQVENNOJ NITI, W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA POSLED-

NEGO URAWNENIQ STOIT NE NOLX, A PLOTNOSTX ISTO^NIKA, W KOTOROJ

d ESTX PLOTNOSTX "FIKTIWNYH" ZARQDOW WNUTRI CILINDRI^ESKOJ

POLOSTI. wWEDENIE "FIKTIWNOJ" PLOTNOSTI ZARQDOW QWLQETSQ NE-

OBHODIMYM USLOWIEM DLQ UDOWLETWORENIQ WNUTRI POLOSTI URAWNE-

NI@ mAKSWELLA (46.21), POSKOLXKU NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKO-

GO POLQ WNUTRI POLOSTI OTLI^NA OT NULQ. w KLASSI^ESKOM SLU^AE

WNUTRI POLOSTI RE[ENIE TRIWIALXNO I IMEET WID D1 = 0.

rE[ENIE (46.21) BUDET IMETX WID

D1 =
4� exp(��=2)

�

Z
d exp(�=2)�d�: (46:22)

mEVDU "INDUKCIEJ" D1 NAPRQVENNOSTX@ POLQ E1 I KOMPONENTOJ

TENZORA POLQ F01 SU]ESTWU@T IZWESTNYE SOOTNO[ENIQ [7]

D1 = 
11D
1 =

1p
g00
E1; E1 = F01; 
kl = �gkl; (46:22a)

GDE 
kl - PROSTRANSTWENNYJ METRI^ESKIJ TENZOR S OPREDELITELEM

RAWNYM 
.

qSNO, ^TO D1 NELXZQ WY^ISLITX BEZ ZNANIQ FUNKCIJ d(�) I

�(�). dOPUSTIM, ^TO RASSMATRIWAEMYJ "FIKTIWNYJ" ZARQD KAK

I REALXNYJ DOLVEN UDOWLETWORQTX URAWNENI@ NERAZRYWNOSTI. w

SOGLASII S NA[EJ OB]EJ IDEOLOGIEJ NEZARQVENNAQ OBOLO^KA NA-

HODILASX W PLOSKOM PROSTRANSTWE -WREMENI. sRAZU POSLE ZARQD-

KI OBOLO^KI PROSTRANSTWO WREMQ STALO RIMANOWYM I POQWILSQ

"\FFEKTIWNYJ" ZARQD. ~EREZ NEKOTOROE WREMQ, RAWNOE WREMENI

RELLAKSACII, METRIKA STALA STATI^ESKOJ, PREDSTAWIMOJ W FOR-

ME (19.28). pERWONA^ALXNO "FIKTIWNYJ" ZARQD NAHODILSQ W NEDE-

FORMIROWANNOM SOSTOQNII WNUTRI CILINDRI^ESKOJ POLOSTI I EGO
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PLOTNOSTX BYLA POSTOQNNOJ. pOSLE RELLAKSACII, PLOTNOSX FIK-

TIWNOGO ZARQDA STALA RAZLI^NOJ W RAZNYH TO^KAH POLOSTI, IME@-

]IH RAZNYE RADIALXNYE KOORDINATY. iZ ZAKONA SOHRANENIQ "\F-

FEKTIWNOGO" ZARQDA DO I POSLE DEFORMACIJ SREDY (35.14a) WYTE-

KAET RAWENSTWO

d
p

 = d0

p


0
: (46:23)

iZ POSLEDNEJ FORMULY SLEDUET

de�=2 = d0 = const: (46:24)

iNTEGRIRUQ (46.22), POLU^IM

D1 =
4� exp(��=2)

�

Z
d exp(�=2)�d� = 2� exp(��=2)�d0 + C1;

(46:25)

GDE d0 - PLOTNOSTX FIKTIWNYH ZARQDOW W NEDEFORMIROWANNOM SO-

STOQNII, C1 - POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. pOSTOQNNU@ INTEGRI-

ROWANIQ OPREDELIM IZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII, U^ITYWAQ ^TO PO-

LE W CENTRE OBOLO^KI DOLVNO BYTX RAWNO NUL@. oTKUDA C1 = 0.

iZ (46.22a) NAHODIM

F01 = E1 = 2�d0 exp
��+ �

2

�
�: (46:26)

pODSTANOWKA (46.15) W LEWU@ ^ASTX (46.26) POZWOLQET OTYSKATX

PERWOE URAWNENIE, SWQZYWA@]IE KOMPONENTY METRI^ESKOGO TEN-

ZORA WNUTRI CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI.

exp
��+ �

2

�
=

F01

2�d0�
: (46:26)

dLQ NAHOVDENIQ WTOROGO URAWNENIQ, SWQZYWA@]EGO \TI FUNK-

CII, RASSMOTRIM SILU SO STORONY POLQ, DEJSTWU@]U@ NA PROB-

NYJ ZARQD q, NAHODQ]IJSQ WNUTRI OBOLO^KI, ZAKREPLENNYJ W TO^-

KE S KOORDINATOJ � OT OSI CILINDRA. qSNO, ^TO PRI KLASSI^ESKOM

RASSMOTRENII \TA SILA RAWNA NUL@, TAK KAK POLE WNUTRI POLOSTI

OTSUTSTWUET. dLQ NA[EGO SLU^AQ \TO NE TAK. pUSTX MASSA PROBNO-

GO ZARQDA m0. tOGDA WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY F 1 MIROWOJ LINII

\TOGO ZARQDA MOVNO NAJTI IZ SOOTNO[ENIQ (1.5), ZAPISAW DLQ ZA-

KREPLENNYH ZARQDOW USLOWIE SOPUTSTWIQ DLQ METRIKI (19.28) W

WIDE

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2;
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V0 = (g00)
1=2; F 1 = F (�); F 0 = F 2 = F 3 = 0: (19:34)

oTKUDA IZ (1.5) IMEEM

F 1 =
1

2

d�

d�
exp(��): (19:35)

|TU VE WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJSTWU@]EJ NA ZA-

RQD SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ ZARQD W POLE NEPODWIVNYM.

|TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ I PROTIWOPOLOV-

NA EJ PO ZNAKU. |TO SLEDUET IZ RAWENSTWA NUL@ SIL. w RIMANOWOM

PROSTRANSTWE IZ RAWENSTWA NUL@ SIL OTN@DX NE SLEDUET RAWENST-

WA NUL@ WEKTORA PERWOJ KRIWIZNY (4 - USKORENIQ).

F 1 =
1

2

d�

d�
exp(��) = � q

m0c2
F 10V0:

oTKUDA IMEEM

exp(�=2) = � q

m0c2

Z
F01 d� =

qA0

m0c2
+ s2; (46:27)

GDE C2 - POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ.

pOSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ OPREDELIM IZ ESTESTWENNOGO TRE-

BOWANIQ PSEWDOEWKLIDOWOSTI METRIKI NA OSI CILINDRI^ESKOJ

OBOLO^KI, TAK KAK NAPRQVENNOSTX POLQ W CENTRE CILINDRA RAWNA

NUL@. w REZULXTATE IMEEM

exp(�=2) = 1 +
q�A0

m0c2
; �A0 = A0(�) � A0(0); (46:28)

GDE �A0 - RAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU TO^KOJ NABL@DENIQ I I

TO^KOJ NA OSI CILINDRA, A0 OPREDELQETSQ FORMULOJ (46.9a). dLQ

FUNKCII � POLU^IM SOOTNO[ENIE

exp
��
2

�
=

F01

2�d0�

1

1 + q�A0

m0c2

: (46:29)

w PREDYDU]IH FORMULAH QWLQETSQ NEOPREDELENNOJ E]E ODNA PO-

STOQNNAQ WELI^INA d0 - "FIKTIWNAQ" PLOTNOSTX ZARQDA, KOTORU@

TAKVE OPREDELIM IZ TREBOWANIQ PSEWDOEWKLIDOWOSTI PROSTRANST-

WA-WREMENI NA OSI CILINDRA. iZ SKAZANNOGO SLEDUET

d0 = lim
�!0

F01(�)

2��
�
1 + q�A0

m0c2

�: (46:30)
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dLQ WY^ISLENIQ PREDELA WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (46.17), ^TO DA-

ET

d0 = �E0

a0e
�R1

4�c2
(1 � R1 lnR1); E0 =

2


R
: (46:31)

wYQSNIM PROISHOVDENIE I FIZI^ESKIJ SMYSL "FIKTIWNOJ" PLOT-

NOSTI ZARQDA.

w KLASSI^ESKOJ \LEKTROSTATIKE NAPRQVENNOSTX POLQ WNUTRI

PROWODNIKA I WNUTRI L@BOJ ZAMKNUTOJ POLOSTI WSEGDA RAWNA NU-

L@. zARQDY WNUTRI PROWODNIKA TAKVE OTSUTSTWU@T. |TOT FAKT

QWLQETSQ SLEDSTWIEM SPRAWEDLIWOSTI ZAKONA kULONA DLQ POLQ TO-

^E^NOGO ZARQDA, ^TO PRIWODIT K SPRAWEDLIWOSTI URAWNENIQ lAP-

LASA DLQ POTENCIALA WNE ZARQDA. s NA[IH POZICIJ, SWQZANNYE

ZARQDY NE SOZDA@T WOKRUG SEBQ SFERI^ESKI SIMMETRI^NOGO KULO-

NOWSKOGO POLQ, ^TO PRIWODIT K NARU[ENI@ URAWNENIQ lAPLASA I

K POQWLENI@ OTLI^NOGO OT NULQ POLQ WNUTRI ZAMKNUTOJ PROWODQ-

]EJ OBOLO^KI. oSTAWAQSX W RAMKAH KWAZIMAKSWELLOWSKOJ TEORII,

ANALOGI^NOJ TEORII mAKSWELLA W "ZADANNOM GRAWITACIONNOM PO-

LE", MY BYLI WYNUVDENY WWODITX "FIKTIWNYE" ZARQDY. bEZ \TO-

GO BYLO NE WOZMOVNO UDOWLETWORITX URAWNENIQM mAKSWELLA W PO-

LOSTI. pOPYTKA W URAWNENII (46.21) S NULEWOJ PRAWOJ ^ASTX@ IS-

POLXZOWATX TRIWIALXNOE RE[ENIE D1 = 0, KAK W KLASSIKE, OBRE^E-

NA NA NEUDA^U, POSKOLXKU WNUTRI POLOSTI F01 W SOGLASII S (46.15)

OTLI^NA OT NULQ. oSOBENNOSTX@ "FIKTIWNYH" ZARQDOW QWLQETSQ

TO, ^TO ONI SOZDA@T POLE TOLXKO WNUTRI OBOLO^KI I NE WLIQ@T NA

POLE WNE OBOLO^KI. pOLE "FIKTIWNYH" ZARQDOW ZAMKNUTO I MENQ-

ET GEOMETRI@ PROSTRANSTWA-WREMENI WNUTRI POLOSTI. |TO REZKO

OTLI^AETSQ OT KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ, TAK KAK POLE REALXNYH

ZARQDOW, NASILXSTWENNO WWEDENNYH WNUTRX POLOSTI, IZMENQET I

WNE[NEE RE[ENIE. w PRINCIPE POLE "FIKTIWNYH" ZARQDOW MOVNO

IZMERITX. sU]ESTWUET LI NA SAMOM DELE POLE W POLOSTI MOVET

RE[ITX TOLXKO \KSPERIMENT.

wY^ISLIM "FIZI^ESKIE" , T.E. TETRADNYE KOMPONENTY POLQ

WNUTRI OBOLO^KI. w TETRADAH (17.10) NA OSNOWE FORMUL (46.22),

(46.22a) F(0)(1) KOMPONENTA TENZORA \LEKTROMAGNITNOGO POLQ IMEET

WID

F(0)(1) = exp
�
��+ �

2

�
F01 = 2�d0�: (46:31)

tAKIM OBRAZOM, TETRADNAQ KOMPONENTA POLQ, KOTORU@ I IZMERQET

FIZI^ESKIJ PRIBOR, OKAZALASX OTLI^NOJ OT NULQ. wY^ISLIM OT-

NO[ENIE TETRADNOJ KOMPONENTY POLQ WNUTRI CILINDRA F(0)(1) K
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TETRADNOJ KOMPONENTE POLQ WNE CILINDRA F 0
(0)(1) NA GRANICE RAZ-

DELA, T.E. USTREMLQQ K R ZNA^ENIQ � WNE I WNUTRI CILINDRA.

F(0)(1)

F 0
(0)(1)

=
F(0)(1)

E0

=
a0Re

�R1

2c2
(1 �R1 lnR1)

oTNO[ENIE TETRADNYH KOMPONENT TENZORA POLQ OTLI^AETSQ OT OT-

NO[ENIQ ANALOGI^NYH AFFINNYH KOMPONENT (46.20). rASSMOTRIM

PRIMER, PRIWEDENNYJ RANNEE. pUSTX CILINDR ZARQVEN OTRICA-

TELXNO I WELI^INA E0 = 106 V=m, A RADIUS CILINDRA R = 0:05

m. tOGDA OTNO[ENIE (46.20a) RAWNO 0:022, WMESTO 0:024 DLQ OTNO-

[ENIQ AFFINNYH KOMPONENT TENZORA POLQ.

wY^ISLIM \NERGI@ POLQ WNUTRI CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI

RADIUSA R I WYSOTY h. tETRADNAQ KOMPONENTA TENZORA \NERGII-

IMPULXSA WNUTRI CILINDRA T (0)(0) W SOGLASII S (17.14), (17.15) I

POLEM TETRAD (17.10) IMEET WID

T (0)(0) =
1

8�
4�2d0

2�2 (46:32)

|NERGIQ POLQ WNUTRI POLOSTI W SOGLASII S (17.16f) IMEET WID

W =
Z
V1

p�gT (0)(0)d3y =
�d0h

2

Z R
0
F01�

2d�; (46:33)

GDE F01 OPREDELQETSQ IZ (46.15). pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII

\NERGIQ POLQ WNUTRI CILINDRA RAWNA NUL@. dLQ SLABYH POLEJ

E0 � 106 V=m ILI MENX[E DLQ WY^ISLENIQ \NERGII POLQ MOV-

NO WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (46.17), KOTORAQ S U^ETOM (46.31)

PRIWODITSQ K WIDU

W1 = W0

a20R
2

8c4
e�2R1(1� R1 lnR1)

2; W0 =
�R2hE2

0

8�
(46:34)

w POSLEDNEJ FORMULE WWELI WELI^INU W0 ^ISLENNO RAWNU@ WE-

LI^INE \NERGII \LEKTRI^ESKOGO POLQ WNUTRI CILINDRA WYSOTY

h I RADIUSA R PRI USLOWII POSTOQNSTWA POLQ WNUTRI CILINDRA

NAPRQVENNOSTI E0. wY^ISLIM \NERGI@ POLQ WNE CILINDRA, WOS-

POLXZOWAW[ISX OB]EJ FORMULOJ

W2 =
1

2
A0

Z
�
p

 dV =

1

2
A0Q: (19:18f)

iZ FORMULY (46.9) NAHODIM DLQ A0(R) W SLU^AE SLABYH POLEJ

WYRAVENIE

A0(R) = 2
e�R1[� lnR1 � R1=2]: (46:35)
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wYRAVENIE DLQ \NERGII POLQ WNE CILINDRA PRIMET WID

W2 = 2W0e
�R1[� lnR1 � R1=2]: (46:36)

nAJDEM OTNO[ENIE WNUTRENNEJ \NERGII POLQ W CILINDRE K

WNE[NEJ \NERGII WNE CILINDRA.

W1

W2

=
a20R

2

16c4
(1� R1 lnR1)

2

[� lnR1 � R1=2]
e�R1: (46:37)

pUSTX CILINDR ZARQVEN OTRICATELXNO I WELI^INA E0 = 106 V=m,

A RADIUS CILINDRA R = 0:05 m. tOGDA OTNO[ENIE \NERGIJ

W1

W2

= 3 � 10�5: (46:38)

dLQ SLU^AQ SLABYH POLEJ POTENCIAL WNUTRI CILINDRA MENQ-

ETSQ PO ZAKONU

A0(�) = �2
e�R1

"
lnR1 � R1

2

�2

R2

#
: (46:39)

rAZNOSTX POTENCIALOW �A0(�) MEVDU CENTROM CILINDRA I PROIZ-

WOLXNOJ TO^KOJ WNUTRI CILINDRA

�A0(�) = �2
e�R1
R1

2

�2

R2
: (46:40)

mETRIKA PROSTRANSTWA{WREMENI, ESLI W KA^ESTWE PROBNYH ^ASTIC

WNUTRI CILINDRA POMESTITX \LEKTRONY S ZARQDOM e I MASSOJ m,

DLQ \TOGO SLU^AQ IMEET WID

exp(�=2) = 1� E2
0�

2e2

8m2c4
= exp(��=2): (46:41)

iTAK, DLQ SLABYH POLEJ METRIKA PROSTRANSTWA{WREMENI WNUT-

RI CILINDRA BLIZKA K METRIKE PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, TAK

KAK SODERVIT METRI^ESKIE KO\FFICIENTY, OTLI^A@]IESQ OT EDI-

NICY NA WELI^INY, PROPORCIONALXNYE 1=c4.

wNE CILINDRA METRIKA BUDET IMETX WID

exp(�=2) = 1 +
qA0

m0c2
: (19:42)

exp(�=2) = � �

2


@A0

@�

1

1 + qA0

m0c2

; (19:43)
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GDE A0 OPREDELQETSQ FORMULOJ (46.9). dLQ MALYH ZNA^ENIJ ARGU-

MENTA W A0 (T.E. DLQ SLABYH POLEJ I NEBOLX[IH RASSTOQNIJ OT

CENTRA CILINDRA), IMEEM

A0(�) = 2
e�R1[� ln �1 �R1=2]: (46:42)

oTKUDA DLQ METRIKI POLU^IM

exp(�=2) = 1 +
qA0

m0c2
= exp(��=2): (46:43)

dLQ BOLX[IH RASSTOQNIJ OT OSI CILINDRA (DAVE I W SLU^AE SLA-

BYH POLEJ) ARGUMENT W (46.9) WELIK. pO\TOMU DLQ A0(�) MOVNO

WOSPOLXZOWATXSQ ASIMPTOTI^ESKOJ FORMULOJ (46.12). eSLI W KA-

^ESTWE PROBNYH ^ASTIC, ZADA@]IH so, WYBRATX \LEKTRONY, TO

DLQ BOLX[IH RASSTOQNIJ OT OSI CILINDRA METRIKA PRIMET WID

exp(�=2) = 1 +
2R

�
; exp(�=2) =

2mc2

e�E0

1

1 + 2R
�

: (46:44)

l@BOPYTNO OTMETITX, ^TO I NA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT OSI

CILINDRA METRIKA NE QWLQETSQ PLOSKOJ. pOLAGAQ R=�! 0, NAHO-

DIM DLQ METRIKI WYRAVENIE

dS2 = (dy0)2 � (2mc2)2

(eE0�)2
d�2 � �2d�2 � dz2: (46:45)

wY^ISLIM POGONNU@ EMKOSTX BESKONE^NOGO CILINDRA RADIUSA R.

pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII \TA WELI^INA RAWNA NUL@, PO-

SKOLXKU \NERGIQ POLQ WNE CILINDRA STREMITSQ K BESKONE^NOSTI.

pRI NA[EM PODHODE POGONNAQ EMKOSTX Cp OTLI^NA OT NULQ I OPRE-

DELQETSQ FORMULOJ

Cp =
Q2

2Wh
=




A0(R)
=

=
1

2eR1

�
I20 (R1)K0(R1) + 2

P1
k=1(�1)kI2k(R1)Kk(R1)

�: (46:46)

pRI WYWODE WOSPOLXZOWALISX FORMULOJ (2d1.9) PRI � = R I WY-

BRALI WERHNIJ ZNAK. dLQ SLABYH POLEJ R1 � 1 FORMULA UPRO]A-

ETSQ I SWODITSQ K WIDU

Cp =
1

2 eR1[� lnR1 �R1=2]
=

1

lnR�21
: (46:47)
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dLQ O^ENX SILXNYH POLEJ R1 � 1

Cp =

e

2mc2
=
E0eR

4mc2
= R1: (46:48)

nAPRIMER, DLQ CILINDRA, ZARQVENNOGO OTRICATELXNO, WELI^INE

E0 = 106 V=m, I RADIUS CILINDRA R = 0:05 m POLU^IM DLQ

EMKOSTI 1 METRA DLINY WELI^INU EMKOSTI Cp = 13:4 SANTIMETRA.

dLQ CILINDRA, ZARQVENNOGO POLOVITELXNO, IMEEM

R+
1 =

R1

N
; N =

mp

m
A; (46:49)

GDE mp - MASSA PROTONA, m - MASSA \LEKTRONA, A - ^ISLO NUK-

LONOW W QDRE. dLQ POGONNOJ EMKOSTI POLOVITELXNO ZARQVENNOGO

CILINDRA C+
p NAHODIM

C+
p =

1

lnN 2 + lnR�21
: (46:50)

dLQ AL@MINIEWOGO CILINDRA, ZARQVENNOGO POLOVITELXNO,

PRI NAPRQVENNOSTI POLQ I RAZMERAH, UKAZANNYH WY[E, RAS^ET

PO FORMULE (46.50) DAET PRI N = 5 � 104 ZNA^ENIE EMKOSTI 1

METRA DLINY C+
p = 3:4 SANTIMETRA.

47. cILINDRI^ESKIJ KONDENSATOR

rASSMOTRIM CILINDRI^ESKIJ KONDENSATOR BESKONE^NOJ DLI-

NY, PREDSTAWLQ@]IJ SOBOJ DWE KOAKSIALXNYE CILINDRI^ESKIE

OBOLO^KI RADIUSOW b I d, b < d. tREBUETSQ WY^ISLITX POGONNU@

EMKOSTX TAKOGO KONDENSATORA DLQ SLEDU@]IH DWUH SLU^AEW:

A). wNUTRENNIJ CILINDR ZARQVEN POLOVITELXNO, A WNE[NIJ {

OTRICATELXNO,

B). wNUTRENNIJ CILINDR ZARQVEN OTRICATELXNO, A WNE[NIJ {

POLOVITELXNO.

A). dLQ SLABYH POLEJ, KOTORYE MY ZDESX I BUDEM RASSMATRI-

WATX, IMEEM IZ (46.9) WKLAD W POTENCIAL POLQ MEVDU OBKLADKAMI,

SOZDANNYJ WNUTRENNIM POLOVITELXNO ZARQVENNYM CILINDROM W

WIDE

A+
0 (�) ' �2


�
ln
��a0
2c2

�
+ C

�
; (47:1)

GDE C = 0:577::: - ESTX POSTOQNNAQ |JLERA. pOTENCIAL POLQ W ZA-

ZORE, OBUSLOWLENNYJ WNE[NIM OTRICATELXNO ZARQVENNYM POLYM
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CILINDROM IMEET WID

A�0 (�) = 2j
je+d1
"
ln d1 +

d1
2

�2

d2

#
: (47:2):

fORMULA (47.2) POLU^ENA IZ FORMUL (46.5), (46.39) WYBOROM WERH-

NIH ZNAKOW, ZAMENOJ d1 = R1, d1 = dp, d = R I U^ETOM TOGO, ^TO


 < 0.

rAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU WNUTRENNEJ I WNE[NEJ OBKLAD-

KAMI KONDENSATORA

�A+
0 = A+

0 (b) �A+
0 (d) = 2j
j ln d

b
;

�A�0 = A�0 (b) � A�0 (d) = �2j
jed1
d1
2

�
1 � b2

d2

�
;

�A0 = �A+
0+�A

�
0 = 2j
j

�
�ed1d1

2

�
1� b2

d2

�
+ ln

d

b

�
: (47:3)

oTKUDA NAHODIM WYRAVENIE DLQ POGONNOJ EMKOSTI C+

C+ =
j
j
�A0

=
1

2
�
�ed1 d1

2

�
1� b2

d2

�
+ ln d

b

�: (47:4)

u^ITYWAQ, ^TO

d1 =
eE0d

4mc2
; C0 =

1

2 ln d
b

; U = bE0 ln
d

b
; (47:5)

GDE C0 - KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE POGONNOJ EMKOSTI BESKONE^NOGO

CILINDRI^ESKOGO KONDENSATORA, A U - KLASSI^ESKOE WYRAVENIE

DLQ PRILOVENNOGO K NEMU NAPRQVENIQ, POLU^IM

C+ =
s0

1� eC0
2dU

2mc2b

�
1� b2

d2

�: (47:6)

B). pUSTX WNUTRENNIJ CILINDR ZARQVEN OTRICATELXNO, A

WNE[NIJ { POLOVITELXNO. dLQ \TOGO SLU^AQ NAHODIM IZ (46.42)

A�0 (�) = 2j
je�b1
"
ln
��eE0

4mc2

�
� b1

2

#
; b1 =

eE0b

4mc2
: (47:7)

"rELQTIWISTSKAQ" RAZNOSTX POTENCIALOW POTENCIALOW

A�0 (b)� A�0 (d) = �2j
je�b1 ln
�d
b

�
; A+

0 (b) � A+
0 (d) = 0: (47:8)
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oTKUDA NAHODIM DLQ EMKOSTI C� WYRAVENIE

C� = s0 exp
�eC0U

2mc2

�
: (47:9)

sLEDUET OTMETITX, ^TO W OTLI^IE OT KLASSIKI, PONQTIE EMKOSTI

W NA[EM SLU^AE NEODNOZNA^NO. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII

ZARQVENNOJ PROWODQ]EJ OBOLO^KI POLE WNUTRX POLOSTI NE PRO-

NIKAET. pO\TOMU PRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII DLQ EMKOSTI

UEDINENNOGO PROWODNIKA C SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

C =
Q

U
=

Q2

2W
; (47:10)

GDE Q - ZARQD, U - POTENCIAL, W - \NERGIQ POLQ WNE PROWODNIKA.

pRI NA[EM RASSMOTRENII POLE MOVET PRONIKATX I WNUTRX PRO-

WODQ]EJ OBOLO^KI, PO\TOMU RAS^ET PO FORMULE (47.10) KAK DLQ

UEDINENNOJ OBOLO^KI, TAK I DLQ KONDENSATORA PRIWODIT K RAZNYM

ZNA^ENIQM EMKOSTI.w KA^ESTWE ALXTERNATIWY MOVNO UKAZATX E]E

ODNU FORMULU DLQ EMKOSTI UEDINENNOJ PROWODQ]EJ OBOLO^KI.

C =
Q

A(0)

; (47:11)

GDE A(0) - TETRADNAQ WREMENNAQ KOMPONENTA 4-POTENCIALA NA PO-

WERHNOSTI PROWODNIKA. tOLXKO \KSPERIMENT POZWOLIT WYQSNITX

KAKAQ IZ PRIWEDENNYH FORMUL WYRAVAET DEJSTWITELXNU@ EM-

KOSTX OBOLO^KI.

wNUTRX SPLO[NOGO ZARQVENNOGO PROWODNIKA W \LEKTROSTATIKE

POLE PRONIKATX NE MOVET. w PROTIWNOM SLU^AE \TO BY PRIWELO

K WOZNIKNOWENI@ WNUTRI PROWODNIKA \LEKTRI^ESKOGO TOKA. w OT-

LI^IE OT KLASSI^ESKOGO RASSMOTRENIQ, PRI NA[EM PODHODE NE WSE

ZARQDY RASPOLOVENY NA POWERHNOSTI PROWODNIKA. ~ASTX ZARQDOW

RASPOLOVENY WNUTRI PROWODNIKA S TAKIM RASPREDELENIEM WNUT-

RENNIH ZARQDOW, KOTORYE KOMPENSIRU@T PLOTNOSTX "FIKTIWNYH"

ZARQDOW (SM. NAPRIMER (47.21)), SOZDAWAQ W SOWOKUPNOSTI S "FIK-

TIWNYMI" ZARQDAMI NULEWOE POLE WNUTRI PROWODNIKA. dLQ UEDI-

NENNOJ EMKOSTI SPLO[NOGO PROWODNIKA OBA WYRAVENIQ (47.10) \K-

WIWALENTNY, GDE POD WELI^INOJ ZARQDA Q PONIMAETSQ ZARQD NA

POWERHNOSTI PROWODNIKA.

tAKIM OBRAZOM, PRI NA[EM PODHODE EMKOSTX SPLO[NOGO PRO-

WODNIKA I EMKOSTX PROWODQ]EJ OBOLO^KI TAKOJ VE FORMY, KAK I

POWERHNOSTX SPLO[NOGO PROWODNIKA, MOGUT NE SOWPADATX.
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w SLU^AE PLOSKOGO KONDENSATORA RAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU

OBKLADKAMI MENX[E, ^EM W KLASSIKE.oTKUDA SLEDUET WOZRASTANIE

EMKOSTI PO SRAWNENI@ S KLASSI^ESKIM WYRAVENIEM. eSLI, SOHRA-

NQQ RASSTOQNIE MEVDU OBKLADKAMI CILINDRI^ESKOGO KONDENSATO-

RA h NEIZMENNYMI, NEOGRANI^ENNO UWELI^IWATX EGO RADIUS b, TO

CILINDRI^ESKIJ KONDENSATOR WYROVDAETSQ W PLOSKIJ. iZ FORMU-

LY (46.12) SPRAWEDLIWOJ NE TOLXKO DLQ BOLX[IH RASSTOQNIJ OT

CILINDRA, NO TAKVE I DLQ CILINDROW BOLX[IH RADIUSOW, NAHODIM

�A0 =
E0c

2h

a0b
; C� = C0

a0b

c2
; (47:12)

GDE C0 - KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE EMKOSTI PLOSKOGO KONDENSATORA.

qSNO, ^TO C� > C0, T.K. ASIMPTOTI^ESKAQ FORMULA (46.12) PRI-

MENIMA PRI USLOWII a0b=c
2 � 1.

eMKOSTX L@BOGO UEDINENNOGO PROWODNIKA MOVNO RASSMATRI-

WATX KAK EMKOSTX KONDENSATORA, ODNA IZ OBKLADOK KOTOROGO UDA-

LENA W BESKONE^NOSTX. tAK KAK \NERGIQ POLQ SWQZANNYH ZARQDOW

WO WSEH RASSMOTRENNYH PRIMERAH OKAZALASX MENX[E \NERGII POLQ

SWOBODNYH ZARQDOW, TO EMKOSTX UEDINENNYH PROWODNIKOW L@BOJ

FORMY DOLVNA BYTX BOLX[E IH KLASSI^ESKOJ EMKOSTI. wELI^I-

NY EMKOSTI DOLVNY ZAWISETX OT ZNAKA ZARQDA I WOZRASTATX OT

PRIKLADYWAEMOGO NAPRQVENIQ.

48. pOLE [ARA, ZARQVENNOGO PO OB_EMU

rASSMOTRIM \LEKTROSTATI^ESKOE POLE, OBLADA@]EE CENTRALX-

NOJ SIMMETRIEJ. pUSTX TAKOE POLE SOZDANO, NAPRIMER, [AROM,

RAWNOMERNO ZARQVENNYM PO OB_EMU. kAK IZWESTNO IZ KLASSI^ES-

KOJ \LEKTROSTATIKI, NAPRQVENNOSTX \LEKTRI^ESKOGO POLQ W CENT-

RE [ARA RAWNA NUL@, WOZRASTAQ PO LINEJNOMU ZAKONU WNUTRI[ARA

I UBYWAQ WNE [ARA, KAK POLE OT TO^E^NOGO ZARQDA, POME]ENNOGO

W CENTR [ARA. w NA[EJ MODELXNOJ ZADA^E S^ITAEM DLQ PROSTOTY

DI\LEKTRI^ESKU@ PRONICAEMOSTX RAWNOJ EDINICE. k TAKOJ ZADA-

^E MOVNO PODOJTI, RASSMATRIWAQ OBLAKO POSTOQNNOJ PLOTNOSTI

IZ ZARQDOW, SWQZANNYH NEWESOMYMI NITQMI DLIN OT NULQ DO R,

ZAKREPLENNYH W OB]EM CENTRE. sLEDOWATELXNO, POLE, SOZDAWAEMOE

KAVDYM IZ ZARQDOW BUDET TAKIM VE, KAK ESLI BY KAVDYJ IZ ZA-

RQDOW DWIGALSQ RAWNOUSKORENNO S USKORENIEM NAPRAWLENNYM OT

CENTRA [ARA. qSNO, ^TO HOTQ "USKORENIE" KAVDOGO OTDELXNOGO

ZARQDA POSTOQNNO, ODNAKO \TI "USKORENIQ" NE RAWNY DRUG DRU-

GU. ~EM BLIVE ZARQD RASPOLOVEN K CENTRU [ARA, TEM S MENX[EJ
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SILOJ DEJSTWUET NA NEGO \LEKTRI^ESKOE POLE, SOZDANNOE DRUGIMI

ZARQDAMI SISTEMY.

w NA[EJ ZADA^E TREBUETSQ NAJTI NAPRQVENNOSTX I \NERGI@

\LEKTRI^ESKOGO POLQ WNUTRI I WNE [ARA I GEOMETRI@ PROSTRAN-

STWA- WREMENI W \TIH OBLASTQH.iZ RAZDELA 19 QSNO, ^TO GEOMETRIQ

PROSTRANSTWA - WREMENI WNE I WNUTRI [ARA - RIMANOWA. pOLU^A-

EMAQ KRIWIZNA PROSTRANSTWA - WREMENI W OB]EM SLU^AE DRUGOJ

PRIRODY, ^EM W oto. oNA OBUSLOWLENA \LEKTROMAGNITNYM POLEM

SWQZANNYH ZARQDOW, FIZI^ESKAQ SITUACIQ KOTORYH \KWIWALENTNA

IH "RAZME]ENI@" W NEKOTOROJ nso. hOTQ PROSTRANSTWO-WREMQ I

ISKRIWLENO, ODNAKO NAPRQVENNOSTX POLQ W "FIZI^ESKOM" REPERE

(TETRADAH) SOWPADAET S KULONOWOJ. tAK KAK L@BOJ \KSPERIMENTA-

TOR FAKTI^ESKI IZMERQET POLQ W "FIZI^ESKIH" KOORDINATAH, TO

NEPOSREDSTWENNOE IZMERENIE NAPRQVENNOSTI, NAPRIMER, S POMO-

]X@ KRUTILXNYH WESOW, NE OTLI^AETSQ OT KULONOWSKOGO ZNA^ENIQ.

rIMANOWOSTX PROSTRANSTWA - WREMENI PROQWLQETSQ PRI WY^ISLE-

NII \NERGII POLQ. kAK MY UKAZYWALI RANEE, DLQ POLOVITELX-

NO ZARQVENNOGO TELA REALXNYE RELQTIWISTSKIE POPRAWKI MALY,

A DLQ OTRICATELXNO ZARQVENNOGO [ARA \TI POPRAWKI MOGUT OKA-

ZATXSQ ZNA^ITELXNYMI. dLQ OTRICATELXNO ZARQVENNOGO PO OB_-

EMU TELA \LEMENTARNYM SWQZANNYM ZARQDOM QWLQETSQ \LEKTRON.

dLQ RAS^ETA POTENCIALA A0 ZARQVENNOGO PO OB_EMU [ARA BUDEM

ISHODITX IZ FORMULY (19.1), W KOTOROJ USKORENIE a0 SWQZANNOJ

ZARQVENNOJ ^ASTICY WNUTRI [ARA OPREDELIM PO FORMULE

a0 =
F1

m
; (48:1)

W KOTOROJ TREBUETSQ OPREDELITX F1, DEJSTWU@]EJ SO STORONY SWQ-

ZI NA \LEKTRON MASSY m. o^EWIDNO, ^TO \TA SILA RAWNA PO WELI-

^INE I PROTIWOPOLOVNA PO ZNAKU SILE NA \LEKTRON SO STORONY

POLQ, SOZDANNOGO DRUGIMI ZARQDAMI SISTEMY. dLQ EE NAHOVDENIQ

ISPOLXZUEM IZWESTNYJ MAKSWELLOWSKIJ TENZOR NAPRQVENIJ \LEK-

TRI^ESKOGO POLQ W PUSTOTE [26], KOTORYJ W LOKALXNYH TETRADAH

PREDSTAWIM W WIDE

�(i)(k) =
1

4�

�
E(0)E(k) �

E2

2
�(i)(k)

�
: (48:2)

rASSMOTRIM W [ARE MYSLENNO WYDELENNU@ KONCENTRI^ESKU@ SFE-

RU RADIUSA x I NAJDEM SILU SO STORONY POLQ NA WNUTRENN@@
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POWERHNOSTX \TOJ SFERY

F(i)(x) = �
I
�(i)(k)n(k)df = �

Q2x4

2R6
n(i); E(i) = �En(i): (48:3)

zDESX n(i) - EDINI^NYJ WEKTOR, NAPRAWLENNYJ PO RADIUSU OT CENT-

RA, df - \LEMENT POWERHNOSTI SFERY, Q - POLNYJ ZARQD [ARA. nA

WNE[N@@ POWERHNOSTX KONCENTRI^ESKOJ SFERY RADIUSA x + dx

O^EWIDNO DEJSTWUET SILA F(i)(x+ dx)

F(i)(x + dx) =
Q2(x + dx)4

2R6
n(i) =

Q2x4

2R6
n(i) +

2Q2x3dx

R6
n(i): (48:4)

oTS@DA NA dN \LEKTRONOW, RASPOLOVENNYH W SLOE TOL]INY dx

DEJSTWUET SILA SO STORONY POLQ dF(i)

dF(i)(x) =
2Q2x3dx

R6
n(i): (48:5)

o^EWIDNO, ^TO ^ISLO ^ASTIC dN W [AROWOM SLOE TOL]INY dx

TAK OTNOSITSQ K POLNOMU ^ISLU ^ASTIC W [ARE N , KAK OTNO[ENIE

OB_EMA [AROWOGO SLOQ K OB_EMU [ARA, T.E.

dN =
3Nx2dx

R3
: (48:6)

oTS@DA SILA F1(i) DEJSTWU@]AQ SO STORONY POLQ NA \LEKTRON S

ZARQDOM e WY^ISLQETSQ PO FORMULE

F1(i)(x) =
2eQx

3R3
n(i): (48:7)

"uSKORENIE" a0, OBUSLOWLENNOE SILOJ SO STORONY POLQ, NAPRAWLE-

NO OT CENTRA SFERY I WY^ISLQETSQ PO FORMULE

a0(x) =
2eQx

3mR3
: (48:8)

w PLOSKOM PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO PRI RAWNOWESII ZARQDA W

POLE USKORENIE RAWNO NUL@. w RIMANOWOM PROSTRANSTWE PRI RAW-

NOWESII ZARQDOW IH MIROWYE LINII ISKRIWLENY I ROLX USKORE-

NIJ IGRA@T WEKTORY PERWOJ KRIWIZNY MIROWYH LINIJ ZARQDOW.

w PRINCIPE, PODSTAWLQQ 48:8 W (19.1) I PROIZWEDQ INTEGRIROWANIE

PO OB_EMU [ARA, MOVNO NAJTI POTENCIAL A0 W L@BOJ TO^KE WNE

I WNUTRI [ARA. oDNAKO MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ UVE NAJDENNYMI

NAMI RANEE REZULXTATAMI IZ RAZDELA 19, KAK PROMEVUTO^NYMI,
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GDE MY NA[LI POTENCIAL WNE ZARQVENNOJ SFERY RADIUSA R W SO-

GLASII S FORMULOJ (19.3).

fORMULA (19.3) MOVET BYTX PREDSTAWLENA W QWNOM WIDE, PRI-

GODNOM KAK DLQ POTENCIALA WNE TAK I WNUTRI SFERY, A IMENNO

A0 =
Qes

2

2Rs

Z s(2a+1)

s(a+j1�aj)
exp(�u2)du; a =

R

r
; s =

vuut a0r2

4c2R
; (48:9)

dLQ a > 1, T.E. DLQ POTENCIALA WNUTRI SFERY IMEEM

A0 =
Qes

2

2Rs

Z s(2a+1)
s(2a�1)

exp(�u2)du =

=
Q exp(s2)

p
�

4Rs

�
�(s(1 + 2a)) � �(s(2a � 1)

�
; (48:10)

dLQ POTENCIALA WNE SFERY (a < 1) POLU^IM

A0 =
Qes

2

2Rs

Z s(2a+1)

s
exp(�u2)du = Q exp(s2)

p
�

4Rs

�
�(s(1+2a))��(s)

�
;

(48:11)

dLQ RAS^ETA POTENCIALA ZARQVENNOGO PO OB_EMU [ARA RAZOB_EM

[AR NA MNOVESTWO KONCENTRI^ESKIH [AROWYH SLOEW I SUMMIRUQ

WKLADY OT KAVDOGO SLOQ NAJDEM ISKOMYE POTENCIALY WNE I WNUT-

RI [ARA. rASSMOTRIM [AROWOJ SLOJ S WNUTRENNIM RADIUSOM x I

WNE[NIM RADIUSOM x + dx. w SOGLASII S (48.8) I (48.9) DLQ s NA-

HODIM

s =
r

2R

vuut 2Qe

3Rmc2
: (48:12)

wELI^INA s OKAZALASX NEZAWISIMOJ OT x. eSLI ISPOLXZOWATX FOR-

MULU (48.11) PRIMENITELXNO K SLO@ TOL]INY dx, SODERVA]IJ

ZARQD dQ I PROSUMMIROWATX PO WSEM SLOQM, TO POLU^IM POTENCI-

AL WNE [ARA A00

A00 =
3Qes

2

2R3s

Z R

0
x
�Z s(2x=r+1)
s

exp(�u2)du
�
dx =

=
3Qes

2p
�

4R3s

Z R
0
(�(s(2x=r + 1)� �(s))xdx =

=
3Qes

2p
�

4R3s

�
��(s)R

2

2
+
Z R
0
�(s(2x=r + 1))xdx

�
: (48:13)

dLQ POTENCIALA A00 WNUTRI ZARQVENNOGO [ARA NA RASSTOQNII x

OT CENTRA [ARA SLEDUET U^ESTX, ^TO ^ASTX SLOEW LEVIT WNE x, A
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^ASTX - WNUTRI x. pO\TOMU POTENCIAL PREDSTAWIM W WIDE

A00 =
3Qes

2

2R3s

�Z r
0
x
Z s(2x=r+1)
s

exp(�u2)dudx+

+
Z R

r
x
Z s(2x=r+1)
s(2x=r�1)

exp(�u2)dudx
�
=

=
3Qes

2p
�

4R3s

�Z r

0
(�(s(2x=r + 1)) � �(s))xdx+

+
Z R
r
(�(s(2x=r + 1)) � �(s(2x=r � 1)))xdx

�
: (48:14)

iSPOLXZUQ IZWESTNOE RAZLOVENIE, SPRAWEDLIWOE DLQ MALYH ZNA-

^ENIJ s

�(s) =
2sp
�
e�s

2

(48:15)

I PEREHODQ K PREDELU PRI s ! 0, POLU^IM DLQ POTENCIALOW A00
(48.13) I (48.14) KLASSI^ESKIE ZNA^ENIQ

A00(r) =
Q

r
; r > R; A00(r) =

3Q

2R3

�
R2 � r2

3

�
; r < R: (48:16)

oTMETIM WO IZBEVANIE NEDORAZUMENIJ, ^TO NA KAVDYJ IZ \LEK-

TRONOW W [ARE DEJSTWU@T POSTOQNNYE (DLQ KAVDOGO!) SILY REAK-

CII SWQZI. pO\TOMU W SOGLASII S POSTULATOM \KWIWALENTNYH SI-

TUACIJ I (2.18) KAVDYJ IZ \LEKTRONOW WNUTRI [ARA, NAHODITSQ W

KASATELXNOM PLOSKOM PROSTRANSTWE NO RIMANOWOM PROSTRANSTWE-

WREMENI.pO\TOMU KORREKTNA OPERACIQ INTEGRIROWANIQ PO OB_EMU

W PLOSKOM PROSTRANSTWE. s DRUGOJ STORONY, SOWOKUPNOSTX ^AS-

TIC, ZADA@]IH so KAK WNUTRI TELA, TAK I WNE EGO, WKL@^IM W

SOWOKUPNOSTX MIROWYH LINIJ so, PRINADLEVA]EJ SFERI^ESKI-

SIMMETRI^NOJ LAGRANVEWOJ SOPUTSTWU@]EJ so S METRIKOJ WIDA

(19.4)

dS2 = exp(�)(dy0)2 � r2(d�2 + sin2 �d�2)� exp(�)(dr)2; (19:4)

GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT r.

fUNKCII �(r) I �(r) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. dLQ IH NAHOV-

DENIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM SFERI^ESKI-SIMMETRI^NYH STA-

TI^ESKIH URAWNENIJ mAKSWELLA S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (19.4),

ANALOGI^NYH PO ZAPISI URAWNENIQM \LEKTRODINAMIKI W "ZADAN-

NOM GRAWITACIONNOM POLE" [7]. zATEM SRAWNIM POLU^ENNOE RE[E-

NIE S WYRAVENIEM DLQ POLQ, POLU^AEMOM IZ (48.13), (48.14).
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dLQ OTLI^NOJ OT NULQ RADIALXNOJ KOMPONENTY "INDUKCII"

D1 WNE [ARA IMEEM URAWNENIE

1p



@

@r

�
r2 sin � exp(�=2)D1

�
= 0; (19:5)

RE[ENIEM KOTOROGO BUDET

D1 =
Q

r2
exp(��=2): (19:6)

w (19.5) I (19.6) MEVDU "INDUKCIEJ" D1 NAPRQVENNOSTX@ POLQ

E1 I KOMPONENTOJ TENZORA POLQ F01 SU]ESTWU@T IZWESTNYE [7]

SOOTNO[ENIQ

D1 = 
11D
1 =

Q

r2
exp(�=2) =

1p
g00
E1; E1 = F01; 
kl = �gkl;

(19:7)

GDE 
kl - PROSTRANSTWENNYJ METRI^ESKIJ TENZOR S OPREDELITELEM

RAWNYM 
. iZ RASSMOTRENNOGO SLEDUET SOOTNO[ENIE

F01 = �@A
0
0

@r
=
Q

r2
exp

��+ �

2

�
; (48:17)

W KOTOROM F01 OPREDELQETSQ DIFFERENCIROWANIEM PO RADIUSU WY-

RAVENIQ (48.13). pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE QWLQETSQ URAWNENIEM,

SWQZYWA@]IM DWE NEIZWESTNYE FUNKCII �(r) I �(r). dLQ NAHOV-

DENIQ WTOROGO URAWNENIQ DLQ \TIH FUNKCIJ RASSMOTRIM SILU SO

STORONY POLQ, DEJSTWU@]U@ NA PROBNYJ ZARQD q, ZAKREPLENNYJ

W TO^KE S KOORDINATOJ r OT CENTRA [ARA. |TI ZARQDY OPREDELQ-

@T BAZIS so WNE ZARQVENNOGO [ARA. pUSTX MASSA PROBNOGO ZARQDA

m0. tOGDA WEKTOR PERWOJ KRIWIZNY F 1 MIROWOJ LINII \TOGO ZARQ-

DA MOVNO NAJTI IZ SOOTNO[ENIQ (1.5), ZAPISAW DLQ ZAKREPLENNYH

ZARQDOW USLOWIE SOPUTSTWIQ DLQ METRIKI (19.4) W WIDE

V k = Vk = 0; V 0 = (g00)
�1=2;

V0 = (g00)
1=2; F 1 = F (r); F 0 = F 2 = F 3 = 0: (19:10)

oTKUDA IZ (1.5), (19.4) I (19.10) IMEEM

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��): (19:11)

s DRUGOJ STORONY, \TU WELI^INU MOVNO NAJTI I IZ SILY, DEJ-

STWU@]EJ NA ZARQD SO STORONY SWQZI, UDERVIWA@]EJ ZARQD W POLE
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NEPODWIVNYM. |TA SILA ^ISLENNO RAWNA SILE SO STORONY POLQ I

PROTIWOPOLOVNA EJ PO ZNAKU.

F 1 =
1

2

d�

dr
exp(��) = � q

m0c2
F 10V0 =

� Qq

m0c2r2
exp(��=2): (19:12)

iZ (19.8)-(19.12) NAHODIM

exp(�=2) = � q

m0c2

Z
F01 dr =

q

m0c2
A00(r) + C1; (48:18)

GDE A00(r) OPREDELENA W (48.13). pOSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ C1

OPREDELIM IZ TREBOWANIQ EWKLIDOWOSTI PROSTRANSTWA NA BESKO-

NE^NOSTI. tAK KAK A00(1) = 0, TO C1 = 1, PO\TOMU IMEEM

exp(�=2) = 1 +
qA00
m0c2

: (48:19)

iSPOLXZUQ (48.17), POLU^IM

exp
��
2

�
== �

r2

Q
@A0

0

@r

1 + qA0

0

m0c2

: (48:20)

tO^NO TAKIM VE SPOSOBOM, KAK I WY[E, MOVNO OPREDELITX GEOMET-

RI@ I WNUTRI ZARQVENNOGO [ARA, ISPOLXZUQ ZNA^ENIQ DLQ POTEN-

CIALA (48.14). iNDUKCI@ D1 OPREDELIM IZ URAWNENIQ mAKSWELLA

(19.18S), KOTOROE W NA[EM SLU^AE SWEDETSQ K WIDU

1p



@

@r
(
p

D1) = 4�� (48:21)

fORMALXNOE RE[ENIE IMEET WID

D1 =
4�p



Z
�
p

dr; (48:22)

ODNAKO DLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA NUVNO ZNATX ZNA^ENIE �
p

. eS-

TESTWENNO, ^TO RASSMATRIWAEMYE ZARQDY DOLVNY UDOWLETWORQTX

URAWNENI@ NERAZRYWNOSTI. w SOGLASII S NA[EJ OB]EJ IDEOLOGIEJ

NEZARQVENNYJ [AR NAHODILSQ W PLOSKOM PROSTRANSTWE -WREMENI.

sRAZU POSLE ZARQDKI [ARA ZARQDOM S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX@ �0
PROSTRANSTWO WREMQ STALO RIMANOWYM I PLOTNOSTX ZARQDA � WO-

OB]E GOWORQ IZMENILASX. ~EREZ NEKOTOROE WREMQ, RAWNOE WREMENI
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RELLAKSACII, METRIKA STALA STATI^ESKOJ, PREDSTAWIMOJ W FORME

(19.4). iZ ZAKONA SOHRANENIQ ZARQDA DO I POSLE DEFORMACIJ SREDY

(35.14a) WYTEKAET RAWENSTWO

�
p

 = �0

p

0; (48:23)

GDE
p


0
= r2 sin � - QKOBIAN PEREHODA W SFERI^ESKOJ SISTEME KO-

ORDINAT PLOSKOGO PROSTRANSTWA. pOSLEDNQQ FORMULA POZWOLQET

PROIZWESTI INTEGRIROWANIE (48.22). w REZULXTATE NAHODIM

D1 =
Q

R3
r exp

�
��
2

�
: (48:24)

F01 = �@A
0
0

@r
=
Qr

R3
exp

�� + �

2

�
; (48:25)

GDE A00(r) OPREDELQETSQ IZ (48.14). pO ANALOGII S (48.18), OPREDE-

LQQ POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ C1 IZ TREBOWANIQ EWKLIDOWOSTI

PROSTRANSTWA W NULE, (^TO ESTESTWENNO, TAK KAK W CENTRE SFERY

SILA NA ZARQD SO STORONY POLQ RAWNA NUL@) POLU^IM

C1 = 1� qA00(0)

m0c2
; (48:26)

exp(�=2) = 1 +
qA00(r)

m0c2
� qA00(0)

m0c2
; (48:27)

exp(�=2) = �
@A0

0

@r R
3

Qr
�
1 +

qA0

0(r)
m0c2

� qA0

0(0)

m0c2

�: (48:28)

zAJMEMSQ ANALIZOM POLU^ENNYH SOOTNO[ENIJ.

eSLI W METRIKI (48.19), (48.20), (48.27), (48.28) PODSTAWITX

KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE DLQ POTENCIALA (48.16) TO POLU^IM WYRA-

VENIQ

exp � =
�
1 +

qQ

rm0c2

�2
: (48:29)

iSPOLXZUQ (48.17), POLU^IM

exp� ==
1�

1 + qA0

0

m0c2

�2 : (48:30)

exp � =
�
1� 3qQr2

2R3m0c2

�2
: (48:31)
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exp� ==
1�

1� 3qQr2

2R3m0c2

�2 : (48:32)

o^EWIDNO, ^TO DLQ SLABYH POLEJ WNE ZARQVENNOJ SFERY GEOMET-

RIQ PROSTRANSTWA-WREMENI PODOBNA GEOMETRII POLQ {WARC[ILX-

DA W oto (POSLE PEREOBOZNA^ENIQ POSTOQNNYH WZAIMODEJSTWIQ),

A WNUTRI [ARA PRI TEH VE USLOWIQH SOWPADAET S GEOMETRIEJ PRO-

STRANSTWA POSTOQNNOJ KRIWIZNY DE sITTERA [20]. l@BOPYTNO OT-

METITX, ^TO TO^NYE RE[ENIQ URAWNENIJ |JN[TEJNA W NA[EM SLU-

^AE \KWIWALENTNY NERELQTIWISTSKOMU PRIBLIVENI@. sLEDUET OT-

METITX TAKVE, ^TO POTENCIAL WNE ZARQVENNOGO PO OB_EMU [ARA

OTLI^AETSQ OT POTENCIALA ZARQVENNOJ SFERY, IME@]EJ ODINA-

KOWYE S [AROM RADIUS I ZARQD.

pREDSTAWLQET INTERES WY^ISLITX \NERGI@ \LEKTRI^ESKOGO

POLQ ZARQVENNOGO [ARA. dLQ \TOGO WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ

(19.18e), OTBRASYWAQ INTEGRAL PO OB_EMU OT DIWERGENCII, DA-

@]IJ NOLX.

W =
1

2

Z
�A00

p

 dV; (48:33)

GDE A00 OPREDELQETSQ IZ (48.14). w SOGLASII S (48.23) INTEGRAL

SWEDETSQ K WIDU

W = 2��0
Z R
0
r2A00(r) dr: (48:34)

eSLI PODSTAWITX W POSLEDN@@ FORMULU KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE

POTENCIALA (48.16) TO POLU^IM

W = 2��0
Z R
0
r2
3Q

2R3

�
R2 � r2

3

�
dr =

3Q2

2R
(48:35)

KLASSI^ESKOE WYRAVENIE DLQ \NERGII ZARQVENNOGO PO OB_EMU [A-

RA. dLQ NA[EGO SLU^AQ POLU^IM DLQ BEZRAZMERNOJ \NERGII POLQ

NA ODIN \LEKTRON W0 = W=(Nm0c
2) WYRAVENIE

W0 =
9

4
z
�Z 1

0

y2es
2

s

Z y
0
v
Z s(1+2v)
s

e�u
2

dudvdy+

+
Z 1

0

y2es
2

s

Z 1

y
v
Z s(2v+1)
s(2v�1)

e�u
2

dudvdy
�
;

y =
r

R
; z =

r0
R
; s =

y

2

vuut2z
3
; v =

x

R
; r0 =

eQ

m0c2
: (48:36)

eSLI POSLEDN@@ FORMULU PRIMENITX K ODNOMU TO^E^NOMU \LEK-

TRONU , TO POLU^IM NE BESKONE^NU@ WELI^INU, KAK PRI KLASSI-

^ESKOM RASSMOTRENII, A KONE^NU@, W0 = 1 iZ ANALIZA ZNA^ENIJ
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SLEDUET, ^TO DLQ MALYH ZNA^ENIJ z IMEET MESTO KLASSI^ESKOE WY-

RAVENIE, A DLQ O^ENX BOLX[IH z, SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENI@ RA-

DIUSA MNOGO MENX[EGO KLASSI^ESKOGO, BEZRAZMERNAQ \NERGIQ STRE-

MITSQ K EDINICE. sLEDUET OTMETITX, ^TO \NERGIQ \LEKTRONA, "ZA-

RQVENNOGO" PO OB_EMU, S ROSTOM z (T.E. S UMENX[ENIEM RAZME-

RA [ARA) SNA^ALA WOZRASTAET DO NEKOTOROJ MAKSIMALXNOJ \NER-

GII W0max = 1:482.|TOMU MAKSIMUMU SOOTWETSTWUET RADIUS [ARA

R = r0=40. zATEM \NERGIQ NA^INAET UBYWATX, STREMQSX K EDINICE

PRI STREMLENII RAZMERA [ARIKA K TO^E^NOMU. qSNO, ^TO POLU-

^ENNYJ REZULXTAT DLQ TO^E^NOJ ^ASTICY MOVNO BYLO OVIDATX

I ZARANEE, TAK KAK OB_EMNYJ ZARQD DLQ TO^E^NOJ ^ASTICY \KWI-

WALENTEN POWERHNOSTNOMU. tAK KAK \NERGIQ ZARQVENNOGO PO OB_-

EMU [ARA OBLADAET MAKSIMUMOM, A EE MINIMALXNOE ZNA^ENIE PRI

z ! 0, R!1 RAWNO NUL@, TO O^EWIDNO SU]ESTWUET OTLI^NYJ OT

NULQ RADIUS ^ASTICY, PRI KOTOROM ZNA^ENIE W0 = 1, KAK I DLQ

TO^E^NOJ ^ASTICY. |TO ZNA^ENIE OKAZYWAETSQ RAWNYM R0 = r0=4,

KOTOROE W ^ETYRE RAZA MENX[E KLASSI^ESKOGO RADIUSA \LEKTRONA.

49. sFERI^ESKIJ KONDENSATOR

rASSMOTRIM SFERI^ESKIJ KONDENSATOR, PREDSTAWLQ@]IJ SO-

BOJ DWE KONCENTRI^ESKIE RADIUSOW R1 I R2, R2 > R1. tREBUET-

SQ WY^ISLITX EMKOSTX TAKOGO KONDENSATORA DLQ SLEDU@]IH DWUH

SLU^AEW:

A). wNUTRENNQQ OBOLO^KA ZARQVENA POLOVITELXNO, A WNE[NQQ

{ OTRICATELXNO,

B). wNUTRENNQQ OBOLO^KA ZARQVENA OTRICATELXNO, A WNE[NQQ

{ POLOVITELXNO.

A). dLQ SLABYH POLEJ, KOTORYE MY ZDESX I BUDEM RASSMATRI-

WATX, IMEEM IZ KLASSIKI (NAPOMNIM, ^TO DLQ SLABYH POLEJ PO-

LE POLOVITELXNYH ZARQDOW SOWPADAET S KLASSI^ESKIM) WKLAD W

POTENCIAL POLQ MEVDU SFERAMI, SOZDANNYJ WNUTRENNEJ POLOVI-

TELXNO ZARQVENNOJ OBOLO^KOJ W WIDE

A010 =
Q

r
; R1 � r � R2: (49:1)

oTRICATELXNYE ZARQDY (\LEKTRONY), NAHODQ]IESQ NA WNUTRENNEJ

STORONE WNE[NEJ OBOLO^KI, BUDUT PRITQGIWATXSQ POLEM K CENTRU

SFER, ^TO BUDET WYZYWATX OTRICATELXNOE "USKORENIE". wNE[NIJ
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POTENCIAL OT TAKOJ SFERY OPREDELQETSQ FORMULOJ (19.3a). mOV-

NO POKAZATX, ^TO FORMULA DLQ POTENCIALA, SPRAWEDLIWAQ WNE I

WNUTRI SFERY RADIUSA R S OTRICATELXNYM "USKORENIEM" ZARQ-

DOW BUDET IMETX WID

A0 =
Qe��

2

2R�

Z �
�(j1�aj�a)

exp(u2)du; a =
R

r
; � =

r

R

vuut eQ

8mc2R
(49:2)

pOSLEDNQQ FORMULA MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

A0 =
Q exp(��2)p�

4iR�

�
�(i�) � �(�i�(2a � 1))

�
; (49:3)

KOTORAQ PEREHODIT W (19.3a) PRI a < 1. dLQ NAS INTERESEN SEJ^AS

OBRATNYJ SLU^AJ, KOGDA a > 1. dLQ \TOGO SLU^AQ IMEEM

A0 =
Q exp(��2)p�

2iR�
�(i�); (49:4)

dLQ SLU^AQ SLABOGO POLQ, ISPOLXZUQ IZWESTNOE RAZLOVENIE

�(z) =
2p
�
e�z

2
1X
n=0

2n

1 � 3:::(2n+ 1)
z2n+1; (49:5)

POLU^IM

A�0 (r) = �
jQj
R2

�
1� �22

2

3

�
; �2 =

r

R2

vuut jejjQj
8mc2R2

(49:6)

rAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU WNUTRENNEJ I WNE[NEJ OBKLADKAMI

KONDENSATORA

�A+
0 = A+

0 (R1) � A+
0 (R2) = jQj

� 1

R1

� 1

R2

�
;

�A�0 = A�0 (R1) �A�0 (R2) = �jQj
R2

2

3

�
1� R2

1

R2
2

�
�22; �2 =

vuut jejjQj
8mc2R2

;

(49:7)

�A0 = �A+
0+�A

�
0 =

jQj
R1

� jQj
R2

� jQj
R2

2

3
�2(1� R2

1=R
2
2): (49:8)

iSPOLXZUQ O^EWIDNOE RAWENSTWO

Q

R2

=
jU jR1

R2 � R1

; (49:9)
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GDE jU j - WELI^INA PODAWAEMOGO NA KONDENSATOR NAPRQVENIQ, NA-
HODIM WYRAVENIE DLQ EMKOSTI C+

C+ =
jQj
j�A0j =

C0

1� C0R1(R1+R2)jU jjej
12R3

2mc
2

(49:10)

GDE C0 - KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE EMKOSTI SFERI^ESKOGO KONDENSA-

TORA.

B). pUSTX WNUTRENNQQ SFERA ZARQVENA OTRICATELXNO, A WNE[-

NQQ { POLOVITELXNO. dLQ \TOGO SLU^AQ NAHODIM IZ (19.3a) I (49.5)

A�0 (r) = �
jQj
r

�
1� 4

3
�21 � 2�21

r

R1

�
; �1 =

vuut jejjQj
8mc2R1

(49:11)

tO^NO TAKIM VE SPOSOBOM, KAK I DLQ PREDYDU]EGO SLU^AQ, IMEEM

DLQ EMKOSTI C� WYRAVENIE

C� =
jQj
j�A0j =

C0

1� jejC0jU j
6R1mc2

: (49:12)

iZ ANALIZA FORMUL (49.10) I (49.12) SLEDUET, ^TO EMKOSTX SFE-

RI^ESKOGO KONDENSATORA, (KAK I CILINDRI^ESKOGO) UWELI^IWAETSQ

OT PRILOVENNOGO K NEMU NAPRQVENIQ, KAK I EMKOSTX UEDINENNO-

GO PROWODNIKA I PLOSKOGO KONDENSATORA. oBE FORMULY (49.10) I

(49.12) O^EWIDNO SOWPADA@T, ESLI ZAZOR h MEVDU OBKLADKAMI MNO-

GO MENX[E WNUTRENNEGO RADIUSA SFERY. fIZI^ESKIJ SMYSL \TOGO

QSEN, TAK KAK PRI MALOM ZAZORE MEVDU OBKLADKAMI "USKORENIQ"

\LEKTRONOW DLQ DWUH RAZNYH SLU^AEW PRAKTI^ESKI SOWPADA@T PO

WELI^INE, ^TO I PRIWODIT K ODINAKOWOMU UWELI^ENI@ EMKOSTI.

dLQ POTENCIALA WNUTRI SFERY RADIUSA R IMEEM FORMULU

(48.10), KOTORAQ DLQ SLU^AQ SLABOGO POLQ S POMO]X@ FORMULY

(49.5) PREDSTAWIMA W WIDE

A0 = �jQj
R

�
1 +

2

3
s2
�
; s =

vuut a0r2

4c2R
=
r

R

vuut jejjQj
8mc2R

: (49:13)

qSNO, ^TO PRI KLASSI^ESKOM PRIBLIVENII POTENCIAL WNUTRI SFE-

RY BUDET WS@DU POSTOQNEN I RAWENA0 = �jQj=R, A NAPRQVENNOSTX
POLQ RAWNA NUL@. w NA[EM SLU^AE \TO NE TAK.dLQ NAPRQVENNOSTI

POLQ WNUTRI SFERY IMEEM

jF01j = jQj
R2

a0r

3c2
: (49:14)
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o^EWIDNO, ^TO W CENTRE SFERY NAPRQVENNOSTX POLQ RAWNA NUL@ I

WOZRASTAET PO LINEJNOMU ZAKONU WNUTRI SFERY. tAKIM OBRAZOM,

NA KLASSI^ESKOM QZYKE WNUTRI SFERY KAK BY SU]ESTWUET NEKO-

TORYJ RASPREDELENNYJ FIKTIWNYJ ZARQD POSTOQNNOJ PLOTNOSTI

�0. dLQ EE NAHOVDENIQ "RAZMAVEM" POWERHNOSTNYJ ZARQD Q RAW-

NOMERNO PO OB_EMU SFERY tOGDA POLU^IM KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE

NAPRQVENNOSTI POLQ E WNUTRI SFERY W WIDE

E =
Qr

R3
=
4

3
��r; (49:15)

GDE � - KLASSI^ESKOE ZNA^ENIE PLOTNOSTI ZARQDA. iZ SRAWNENIQ

DWUH POSLEDNIH WYRAVENIJ NAHODIM

�0 = �
a0R

3c2
=
�a0
c2
; � =

Q

4�R2
; (49:16)

GDE � { POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDA.

nA OSNOWANII RASSMOTRENNOGO SLEDUET, ^TO DLQ NAHOVDENIQ

METRIKI WNUTRI ZARQVENNOJ PO POWERHNOSTI SFERY MOVNO WOS-

POLXZOWATXSQ TEM VE SAMYM METODOM, ^TO I DLQ NAHOVDENIQ GEO-

METRII WNUTRI [ARA RAWNOMERNO ZARQVENNOGO PO OB_EMU, RAS-

SMOTRENNOJ W PREDYDU]EM RAZDELE. dLQ NAHOVDENIQ METRIKI BU-

DEM ISHODITX IZ INTERWALA (19.4), GDE � I � ZAWISQT TOLXKO OT r.

fUNKCII �(r) I �(r) NUVDA@TSQ W OPREDELENII. dLQ IH NAHOVDE-

NIQ WOSPOLXZUEMSQ RE[ENIEM SFERI^ESKI-SIMMETRI^NYH STATI-

^ESKIH URAWNENIJ mAKSWELLA S ISPOLXZOWANIEM METRIKI (19.4),

ANALOGI^NYH PO ZAPISI URAWNENIQM \LEKTRODINAMIKI W "ZADAN-

NOM GRAWITACIONNOM POLE" [7]. zATEM SRAWNIM POLU^ENNOE RE-

[ENIE S WYRAVENIEM DLQ POTENCIALA I POLQ, POLU^AEMOM IZ

(49.13), (49.14).iNDUKCI@D1 OPREDELIM IZ URAWNENIQ mAKSWELLA

(19.18S), KOTOROE W NA[EM SLU^AE SWEDETSQ K WIDU

1p

0
@

@r
(
q

0D1) = 4��00 (49:17)

fORMALXNOE RE[ENIE IMEET WID

D1 =
4�p

0

Z
�00
q

0dr; (49:18)

ODNAKO DLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA NUVNO ZNATX ZNA^ENIE �00
p

0.

dOPUSTIM, ^TO RASSMATRIWAEMYJ "FIKTIWNYJ" ZARQD KAK I RE-

ALXNYJ DOLVEN UDOWLETWORQTX URAWNENI@ NERAZRYWNOSTI. w SO-
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GLASII S NA[EJ OB]EJ IDEOLOGIEJ NEZARQVENNAQ OBOLO^KA NAHODI-

LASX W PLOSKOM PROSTRANSTWE -WREMENI. sRAZU POSLE ZARQDKI OBO-

LO^KI PROSTRANSTWO WREMQ STALO RIMANOWYM I POQWILSQ "\FFEK-

TIWNYJ" ZARQD. ~EREZ NEKOTOROE WREMQ, RAWNOE WREMENI RELLAK-

SACII, METRIKA STALA STATI^ESKOJ, PREDSTAWIMOJ W FORME (19.4).

pERWONA^ALXNO "FIKTIWNYJ" ZARQD NAHODILSQ W NEDEFORMIROWAN-

NOM SOSTOQNII WNUTRI SFERI^ESKOJ POLOSTI I EGO PLOTNOSTX BY-

LA POSTOQNNOJ. pOSLE RELLAKSACII, PLOTNOSX FIKTIWNOGO ZARQ-

DA STALA RAZLI^NOJ W RAZNYH TO^KAH POLOSTI, IME@]IH RAZNYE

RADIALXNYE KOORDINATY. iZ ZAKONA SOHRANENIQ "\FFEKTIWNOGO"

ZARQDA DO I POSLE DEFORMACIJ SREDY WYTEKAET RAWENSTWO

�00
p

0 = �0

p

0; (49:19)

GDE
p


0
= r2 sin � - QKOBIAN PEREHODA W SFERI^ESKOJ SISTEME KO-

ORDINAT PLOSKOGO PROSTRANSTWA. pOSLEDNQQ FORMULA POZWOLQET

PROIZWESTI INTEGRIROWANIE (49.25). w REZULXTATE NAHODIM

jD1j = jQ�j
R3

r exp
�
��
2

�
; Q� = Q

a0R

3c2
: (49:20)

jF01j =
�����@A0

@r

���� = jQ�jr
R3

exp
��+ �

2

�
; (49:21)

GDE A0(r) OPREDELQETSQ IZ (49.13).

sRAWNIWAQ (49.21) I (49.14), NAHODIM

exp
�� + �

2

�
= 1; (49:22)

T.E. PERWOE URAWNENIE, SWQZYWA@]EE NEIZWESTNYE FUNKCII �(r) I

�(r). fUNKCI@ �(r) OPREDELIM IZ IZ (49.20) I (49.13), ^TO DAET

exp(�=2) = 1 +
Q2e2r2

12m2c4R4
; (49:23)

exp(�=2) =
1

1 + Q2e2r2

12m2c4R4

: (49:24)

zDESX W KA^ESTWE so BYLA WYBRANA SOWOKUPNOSTX \LEKTRONOW,

ZAKREPLENNYH WNUTRI SFERY. o^EWIDNO, ^TO DLQ SLABYH POLEJ

WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY GEOMETRIQ PROSTRANSTWA-WREMENI SOW-

PADAET S GEOMETRIEJ PROSTRANSTWA POSTOQNNOJ KRIWIZNY DE sIT-

TERA [20], ODNAKO W OTLI^IE OT [ARA, ZARQVENNOGO PO OB_EMU, OT-

KLONENIE OT PLOSKOJ METRIKI PROPORCIONALXNO 1=c4, T.E. GEOMET-

RIQ PROSTRANSTWA-WREMENI WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY PO^TI PLOS-

KAQ. oTMETIM, ^TO WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY W OTLI^IE OT KLAS-

SI^ESKOGO RASSMOTRENIQ POLE PRISUTSTWUET. w ^ASTNOSTI, DLQ
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SLABYH POLEJ OTNO[ENIE AFFINNYH KOMPONENT POLEJ, KOTORYE W

SOGLASII S (49.22) SOWPADA@T S "FIZI^ESKIMI" ILI TETRADNYMI,

NA GRANICE RAZDELA EWNUTR=EWNE[ OPREDELQETSQ WELI^INOJ

EWNUTR

EWNE[

=
a0R

3c2
=

eQ

6mRc2
=

eU

6mc2
: (49:25)

pRI ^ISLENNOJ OCENKE POSLEDNEJ FORMULY MY STALKIWAEMSQ S

PRINCIPIALXNYMI TRUDNOSTQMI, KOTORYE PROTIWORE^AT \KSPERI-

MENTALXNYM DANNYM. o PRI^INE WOZNIKNOWENIQ \TIH TRUDNOSTEJ

I PUTQH IH PREODOLENIQ POJDET RE^X W SLEDU@]EM RAZDELE.

50. tRUDNOSTI TEORII SWQZANNYH ZARQDOW I WOZMOVNYE

PUTI WYHODA

oDNOJ IZ GLAWNYH TRUDNOSTEJ, WOZNIKA@]IH W RAS^ETAH PO-

LEJ OT SWQZANNYH ZARQDOW, QWLQ@TSQ OGROMNYE POPRAWKI PO SRAW-

NENI@ S KLASSI^ESKIMI RAS^ETAMI. nAPRIMER, PRI WY^ISLENIQH

EMKOSTI UEDINENNYH TEL I KONDENSATOROW PRI REALXNYH NAPRQ-

VENIQH 50 KILOWOLXT POLU^A@TSQ OTKLONENIQ OT KLASSI^ESKIH

REZULXTATOW PORQDKA ODNOGO DWUH PROCENTOW. eSLI BY TAKIE BOLX-

[IE POPRAWKI DEJSTWITELXNO IMELI MESTO, TO ONI BESSPORNO BY-

LI BY DAWNO OBNARUVENY. oDNAKO OTS@DA WOWSE NE SLEDUET, ^TO

PREDLAGAEMYJ PODHOD ABSURDEN. wSE UPIRAETSQ W WOPROS: "o KAKOJ

EMKOSTI IDET RE^X W \KSPERIMENTAH?" w PLOSKOM PROSTRANSTWE -

WREMENI TAKOGO WOPROSA NE STOIT W PRINCIPE. w ISKRIWLENNOM

PROSTRANSTWE-WREMENI WOPROS IZMERENIJ QWLQETSQ ODNIM IZ CEN-

TRALXNYH. zDESX MY STALKIWAEMSQ S TEMI VE SAMYMI TRUDNOS-

TQMI, ^TO I W oto. ~ASTI^NO \TI TRUDNOSTI MOVNO PREODOLETX,

ISPOLXZUQ W RAS^ETAH LOKALXNYE TETRADY. nAMI RANEE BYLO PO-

KAZANO, ^TO W LOKALXNYH TETRADAH POLE ZARQVENNOJ PLOSKOSTI

ODNORODNO, A POLE WNE ZARQVENNOGO [ARA W TETRADAH - KULONOWO.

k KLASSI^ESKOMU WIDU SWODITSQ W TETRADAH I POLE WNE ZARQVENNO-

GO BESKONE^NOGO CILINDRA I NITI. pO\TOMU, WY^ISLQQ W TETRADAH

EMKOSTX TO^NO TAK VE, KAK I W KLASSIKE PO FORMULE

C =
QR

F(0)(1)dx1
; (50:1)

POLU^IM WYRAVENIQ W TO^NOSTI SOWPADA@]IE S KLASSI^ESKIMI.

iTAK, DLQ UEDINENNOGO PROWODNIKA I KONDENSATORA MY RAS-

SMOTRELI ^ETYRE TIPA OPREDELENIQ EMKOSTI (19.16), (19.21),
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(47.11) I (50.1). w PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO WSE \TI OPREDELE-

NIQ POLNOSTX@ \KWIWALENTNY. w PROSTRANSTWE rIMANA SITUACIQ

NESKOLXKO INAQ. nAPRIMER, EMKOSTX SFERY, WY^ISLENNAQ PO FOR-

MULAM (19.16) I (19.21), SOWPADAET DRUG S DRUGOM, NO OTLI^AETSQ

OT EMKOSTI (47.11) I (50.1). pO\TOMU TOLXKO T]ATELXNYJ \KSPE-

RIMENT MOVET DATX OTWET NA WOPROS, ^TO S^ITATX EMKOSTX@ W

RIMANOWOM PROSTRANSTWE.

rASSMOTRIM DRUGOJ PRIMER - POLE WNUTRI ZARQVENNOJ POWERH-

NOSTI. w KLASSIKE \TO POLE RAWNO NUL@ DLQ L@BOJ FORMY WY-

BRANNOJ POWERHNOSTI. |TO OBSTOQTELXSTWO QWLQETSQ SWOEGO RODA

PROWERKOJ ZAKONA kULONA. nASKOLXKO TO^EN ZAKON kULONA? tAKOJ

WOPROS WOLNOWAL O^ENX MNOGIH ISSLEDOWATELEJ. sAM kULON NE-

POSREDSTWENNO IZMERQL SILU WZAIMODEJSTWIQ ZARQDOW, ISPOLXZUQ

KRUTILXNYE WESY. oN POWTORIL OPYT ANGLIJSKOGO U^ENOGO kAWEN-

DI[A PO GRAWITACIONNOMU WZAIMODEJSTWI@. iNTERES K TO^NOSTI

ZAKONA kULONA NE SLU^AEN. zNANIE POPRAWKI K ZAKONU kULONA POZ-

WOLQET OCENITX WERHN@@ GRANICU MASSY POKOQ FOTONA, RAWENSTWO

NUL@ KOTOROJ QWLQETSQ ODNIM IZ SAMYH GLAWNYH ZAKONOW FIZIKI.

eSLI PEREPISATX POTENCIAL POLQ TO^E^NOGO ZARQDA W WIDE

A0 =
Q

r1�"
; "� 1; (50:2)

TO KAK POKAZYWA@T SOWREMENNYE ISSLEDOWANIQ " < 6�10�17. w NA-
[EM SLU^AE ZAKON kULONA W TETRADAH SPRAWEDLIW WNE ZARQVENNOGO

TELA S L@BOJ STEPENX@ TO^NOSTI, ODNAKO WNUTRI ZARQVENNYH PO-

WERHNOSTEJ POLE, WY^ISLENNOE KAK W AFFINNOM REPERE, TAK I W

TETRADAH OTLI^NO OT NULQ.

eSLI WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (49.32), TO PRI POTENCIALE NA

SFERE W 50 KILOWOLXT NAPRQVENNOSTX POLQ WNUTRI SFERY WBLI-

ZI EE POWERHNOSTI BUDET SOSTAWLQTX 1:6% OT ZNA^ENIQ NAPRQVEN-

NOSTI NA EE POWERHNOSTI. nAPRIMER, PRI RADIUSE SFERY RAWNOM

ODNOMU METRU NAPRQVENNOSTX NA POWERHNOSTI SFERY RAWNA 50000

w=M, A WNUTRI SFERY NARASTATX OT NULQ (W CENTRE SFERY) DO

800 w=M WBLIZI GRANICY. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII POLE

WNUTRI SFERY OTSUTSTWUET. nA PERWYJ WZGLQD KAVETSQ, ^TO PO-

LU^ENNYE NAMI REZULXTATY PRISUTSTWIQ POLQ WNUTRI SFERY POL-

NOSTX@ PROTIWORE^AT \KSPERIMENTALXNYM DANNYM. kAK IZWEST-

NO IZ [120], PERWYM ISSLEDOWATELEM, ZAMETIW[IM OTSUTSTWIE POLQ

WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY, BYL bENDVAMEN fRANKLIN. pROSTEJ-

[IJ OPYT PO PROWERKE POLQ WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY - \TO PO-

PYTKA ZARQDITX TELO, DOTRONUW[ISX IM DO WNUTRENNEJ ^ASTI ZA-
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RQVENNOGO SFERI^ESKOGO PROWODNIKA. tAK KAK TELO W \TOM SLU^AE

NE POLU^ALO ZARQDA I ZARQVALOSX PRI SOPRIKOSNOWENII S NARUV-

NOJ ^ASTX@ SFERY, TO IZ IZ \TOGO OPYTA SLEDOWALO, ^TO WNUT-

RENNEE POLE SOSTAWLQLO NESKOLXKO PROCENTOW OT WNE[NEGO. zAKON

kULONA BYL PROWEREN O^ENX T]ATELXNO mAKSWELLOM S POMO]X@

^UWSTWITELXNOGO \LEKTROMETRA, KOTORYJ POME]ALI WNUTRX BOLX-

[OJ SFERY, ZARQVENNOJ DO WYSOKOGO NAPRQVENIQ. sTRELKA \LEK-

TROMETRA PRAKTI^ESKI NE OTKLONQLASX PRI SOPRIKOSNOWENII NE-

ZARQVENNOGO PROBNOGO TELA S WNUTRENNEJ ^ASTX@ SFERY, A ZATEM S

\LEKTROMETROM. oPYT BYL POWTOREN I USOWER[ENSTWOWAN pLIMP-

TONOM I lAFTONOM W 1936G I TAKVE PRIWEL K PODTWERVDENI@ S

BOLX[EJ TO^NOSTX@ OTSUTSTWIQ POLQ WNUTRI ZARQVENNOJ SFERY.

pO^EMU VE W NA[EM SLU^AE WNUTRI SFERY POLE PRISUTSTWUET?

wSE DELO W TOM, ^TO PROWEDENNYE NAMI RAS^ETY OTNOSQTSQ NE

K REALXNOJ METALLI^ESKOJ SFERE TOL]INOJ PORQDKA MM, A K IDE-

ALXNOJ SFERE TOL]INOJ PORQDKA KLASSI^ESKOGO DIAMETRA \LEK-

TRONA ILI MNOGO MENX[EJ. fAKTI^ESKI MY RASS^ITALI POLE NA-

RUVNOGO \LEKTRONNOGO SLOQ, SPL@]ENNOGO W BESKONE^NO TONKIJ

RAWNOMERNYJ PO PLOTNOSTI SLOJ. s TO^KI ZRENIQ KLASSI^ESKOJ

\LEKTROSTATIKI I IZWESTNOJ TEOREMY iRN[OU [121] W \LEKTROSTA-

TIKE NEWOZMOVNA USTOJ^IWAQ STATI^ESKAQ KONFIGURACIQ \LEKTRI-

^ESKIH ZARQDOW. hOTQ DOKAZATELXSTWO TEOREMY OSNOWYWAETSQ, W

SU]NOSTI, LI[X NA OBRATNOJ PROPORCIONALXNOSTI KWADRATU RAS-

STOQNIJ SIL WZAIMODEJSTWIQ MEVDU TO^E^NYMI ZARQDAMI SISTE-

MY, ODNAKO QSNO, ^TO I W NA[EM SLU^AE, KOGDA RASSTOQNIE MEVDU

ZARQDAMI MNOGO BOLX[E RAZMEROW ZARQDOW, BUDET SPRAWEDLIW ZA-

KON kULONA, A, SLEDOWATELXNO, I TEOREMA iRN[OU. o^EWIDNO, ^TO

NA POWERHNOSTI IDEALXNYH ZARQVENNYH PROWODNIKOW SU]ESTWU@T

NEKOTORYE SILY NE\LEKTROSTATI^ESKOGO PROISHOVDENIQ, KOTORYE

PREPQTSTWU@T WYHODU ZARQDOW ZA POWERHNOSTX PROWODNIKA. iMEN-

NO \TI SILY OBESPE^IWA@T USTOJ^IWOSTX ZARQVENNOGO PROWODNI-

KA. w PROTIWNOM SLU^AE \LEKTRONY NA POWERHNOSTI PROWODNIKA

POD WLIQNIEM WZAIMNOGO OTTALKIWANIQ RAZLETELISX BY PO STO-

RONAM I POKINULI POWERHNOSTX PROWODNIKA. iSPOLXZUQ TERMINO-

LOGI@ IZ MEHANIKI, SILY, UDERVIWA@]IE \LEKTRONY NA POWERH-

NOSTI ZARQVENNOGO PROWODNIKA, QWLQ@TSQ SILAMI REAKCII SWQ-

ZI. pRI WYWODE FORMUL DLQ POTENCIALA ZARQVENNYH PROWODNI-

KOW MY ISPOLXZOWALI SOOTNO[ENIQ (19.1) I (19.2), GDE W (19.2) m

- MASSA \LEKTRONA. fAKTI^ESKI, PRI WYWODE POTENCIALA ZARQVEN-

NOJ METALLI^ESKOJ SFERY MY PODMENILI SILY SWQZI SO STORONY
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RE[ETKI SILAMI NATQVENIJ NEWESOMYH NITEJ ODINAKOWOJ DLI-

NY, SWQZANNYH W OB]EM CENTRE, NA KONCAH KOTORYH "PODWE[ENY"

\LEKTRONY. tAKIM OBRAZOM, MY SWELI ZADA^U O ZARQVENNOJ ME-

TALLI^ESKOJ SFERE K "^ISTOJ" ZADA^E, SWQZANNYH (W BUKWALXNOM

SMYSLE) W EDINOM CENTRE \LEKTRONOW. wSTAET ZAKONNYJ WOPROS O

PRAWOMERNOSTI TAKOJ APPROKSIMACII.

mOVNO UKAZATX I DRUGU@ MODELX W RAMKAH KLASSI^ESKOJ TEO-

RII POLQ, W KOTOROJ UDERVIWATX \LEKTRONY NA POWERHNOSTI ME-

TALLA BUDET NEKOTORAQ UPRUGAQ PLENKA. |TA PLENKA ANALOGI^NA

PLENKE pUANKARE, UDERVIWA@]EJ \LEKTRON OT RAZRYWA. eSLI PRI-

DERVIWATXSQ TAKOJ MODELI, TO W FORMULE (19.2) m - \TO UVE NE

"GOLAQ" MASSA \LEKTRONA, A MASSA \LEKTRONA W "[UBE". pRI \TOM

MASSA MASSA "[UBY" MOVET BYTX PO WELI^INE MNOGO BOLX[E MAS-

SY \LEKTRONA. sTROGO \TA ZADA^A RE[AETSQ W KWANTOWOJ MEHANIKE

TWERDOGO TELA, GDE WWODITSQ \FFEKTIWNAQ MASSA \LEKTRONOW PRI

RASSMOTRENII IH DINAMIKI W KRISTALLE. w SOGLASII S [122] \TA

\FFEKTIWNAQ MASSA MOVET NE IMETX NI^EGO OB]EGO S REALXNOJ

MASSOJ \LEKTRONA. w REALXNYH KRISTALLAH ONA MOVET BYTX RAZ W

20 BOLX[E, ^EM MASSA \LEKTRONA W PUSTOM PROSTRANSTWE. uKAZAN-

NOE UWELI^ENIE MASSY \LEKTRONA W PUSTOM PROSTRANSTWE SOOTWET-

STWUET SLU^A@, KOGDA NAPRQVENNOSTX WNE[NEGO POLQ NAPRAWLENA

WDOLX PROWODNIKA. pRI \TOM \FFEKTIWNAQ MASSA \LEKTRONA WY-

^ISLQETSQ W SOGLASII S FORMULOJ [123]

m\F =
e�

u
=
e2n�

�
=
e2�nE

j
; (50:3)

GDE e - ZARQD \LEKTRONA, E - NAPRQVENNOSTX WNE[NEGO POLQ, � -

SREDNEE WREMQ SWOBODNOGO PROBEGA, u - PODWIVNOSTX \LEKTRONA, j

- PLOTNOSTX TOKA, � - UDELXNAQ PROWODIMOSTX METALLA, n - KON-

CENTRACIQ SWOBODNYH \LEKTRONOW W METALLE.

eSLI POSLEDN@@ FORMULU PRIMENITX DLQ SLU^AQ, KOGDA WNE[-

NEE POLE NAPRAWLENO PERPENDIKULQRNO PROWODNIKU, TO PRI BLIZ-

KOJ K NUL@ PLOTNOSTI TOKA TERMO\LEKTRONNOJ \MISSII (^TO I

ESTX W \LEKTROSTATIKE!) PODWIVNOSTX \LEKTRONOW W NAPRAWLENII

NORMALXNOM PROWODNIKU IS^EZA@]E MALA. |TO PRIWODIT K O^ENX

BOLX[OMU UWELI^ENI@ \FFEKTIWNOJ MASSY. |TO OZNA^AET, ^TO

\LEKTRON W "[UBE" NAMNOGO MASSIWNEE "GOLOGO". tAKIM OBRAZOM,

PODSTAWLQQ W FORMULU (49.32) WMESTO MASSY "GOLOGO" \LEKTRONA

MASSU "ODETOGO" \LEKTRONA, MY POLU^IM IS^EZA@]E MALOE POLE

WNUTRI ZARQVENNOJ POLOSTI.o^EWIDNO, ^TO MASSU "ODETOGO" \LEK-

TRONA NUVNO PODSTAWLQTX WMESTO MASSY "GOLOGO" I PRI RAS^E-
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TE EMKOSTI KONDENSATOROW. qSNO, ^TO WY^ISLENIQ MASSY "[UBY"

\LEKTRONA TREBUET PRIMENENIQ STROGOJ KWANTOWOJ TEORII. oDNA-

KO MOVNO PRIWESTI I PROSTU@ OCENO^NU@ FORMULU DLQ WY^ISLE-

NIQ \FFEKTIWNOJ MASSY \LEKTRONA, ESLI WOSPOLXZOWATXSQ IZWEST-

NOJ FORMULOJ rI^ARDSONA { dE[MANA [124] DLQ PLOTNOSTI TOKA

PRI RASSMOTRENII TERMO\LEKTRONNOJ \MISSII. pRI WY^ISLENII

\TOJ PLOTNOSTI TOKA W [124] ISPOLXZOWALASX MODELX IDEALXNOGO

\LEKTRONNOGO GAZA S PRIMENENIEM STATISTIKI fERMI-dIRAKA I

U^ETOM SPINA \LEKTRONA. pRI \TOM OKAZALOSX, ^TO

j = AT 2 exp
�
� b

kT

�
; A =

4�mek2

h3
= 120a=(cM2 �K2); (50:4)

GDE A - POSTOQNNAQ, ODINAKOWAQ DLQ WSEH METALLOW, k - POSTO-

QNNAQ bOLXCMANA, h - POSTOQNNAQ pLANKA, T - ABSOL@TNAQ TEM-

PERATURA PO [KALE kELXWINA, m - MASSA "GOLOGO" \LEKTRONA, b

- RABOTA, KOTORU@ DOLVEN SOWER[ITX \LEKTRON, ^TOBY S UROWNQ

fERMI WYJTI NARUVU METALLA. nAJDENNAQ FORMULA IMEET PROS-

TOJ FIZI^ESKIJ SMYSL. wELI^INA AT 2 PREDSTAWLQET SOBOJ ^ISLO

\LEKTRONOW, KOTORYE UDARQ@TSQ O EDINICU POWERHNOSTI METALLA

W EDINICU WREMENI. uMNOVENIE NA \KSPONENCIALXNYJ MNOVITELX

IZ \TOGO ^ISLA ^ASTIC WYBIRAET TE ^ASTICY, KOTORYE W SOSTOQNII

PREODOLETX POTENCIALXNYJ BARXER NA GRANICE METALLA.

iZ FORMUL (50.3) I (50.4) NAHODIM

m\F =
e2�nE

AT 2
exp

� b

kT

�
: (50:5)

w KA^ESTWE ILL@STRACII RAS^ETA \FFEKTIWNOJ MASSY \LEKTRONA

RASSMOTRIM PRIMER, PRIWODIMYJ NAMI WY[E.iMEEM MEDNU@ SFE-

RU RADIUSA RAWNOGO METRU, ZARQVENNU@ DO POTENCIALA U = 5 �104
B. eSLI WWESTI OBY^NOE PRAWDOPODOBNOE PREDPOLOVENIE, ^TO NA

KAVDYJ ATOM PRIHODITSQ ODIN SWOBODNYJ \LEKTRON, TO TO KON-

CENTRACIQ \TIH \LEKTRONOW BUDET IMETX WID

n =
N�

A0
= 8:5 � 1022SM�3; A0 = 63; � = 8:9G=SM3: (50:6)

zDESX N - ^ISLO aWOGADRO, A0 - ATOMNYJ WES, � - PLOTNOSTX ME-

DI. wREMQ \LEKTRONA MEVDU DWUMQ STOLKNOWENIQMI WY^ISLIM PO

IZWESTNOJ IZ OB]EJ FIZIKI FORMULE [124]

� =
2m�

ne2
= 5 � 10�14c; � = 5:3 � 1017c�1: (50:7)
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pOLAGAQ, ^TO TEMPERATURA T = 300K, POSLE PODSTANOWKI POLU-

^ENNYH DANNYH NAHODIM WYRAVENIE DLQ \FFEKTIWNOJ MASSY W

WIDE

m\F =
2m�E

AT 2
exp

� b

kT

�
= 55:43 �m � exp

� b

kT

�
: (50:8)

zAJMEMSQ ANALIZOM POLU^ENNOJ FORMULY. eSLI POLOVITX W

NEJ b = 4:47 \w , ^TO SOOTWETSTWUET RABOTE WYHODA DLQ MEDI,

TO POLU^IM DLQ \FFEKTIWNOJ MASSY OGROMNOE WYRAVENIE PORQD-

KA 5:5 � 1076m, ^TO BUDET OZNA^ATX NA KLASSI^ESKOM QZYKE, ^TO

\LEKTRONY PRI DANNOJ TEMPERATURE PRAKTI^ESKI NE POKIDA@T

POWERHNOSTX METALLA (\LEKTROSTATIKA!), OSTAWAQSX POD PLENKOJ

pUANKARE WBLIZI GRANICY METALLA. |TO I PRIWODIT K IS^EZA@-

]E MALOJ PLOTNOSTI TOKA \MISSII j WNE METALLA I OTS@DA - K

OGROMNOJ \FFEKTIWNOJ MASSE. oDNAKO NAS INTERESU@T NE TE ^AS-

TICY, KOTORYE PREODOLEWA@T POTENCIALXNYJ BARXER I POKIDA@T

POWERHNOSTX METALLA, A TE, KOTORYE OSTA@TSQ WBLIZI POWERHNOS-

TI I SOZDA@T \LEKTRI^ESKOE POLE. dLQ \TIH ^ASTIC \FFEKTIWNAQ

MASSA MOVET BYTX POLU^ENA PO FORMULE (50.8) BEZ \KSPONENCI-

ALXNOGO MNOVITELQ.

m\F =
2m�E

AT 2
= 55:43 �m: (50:9)

w \TOM SLU^AE \FFEKTIWNAQ MASSA \LEKTRONA W 55 RAZ PREWY[AET

MASSU POKOQ \LEKTRONA. sLEDOWATELXNO, W RASSMOTRENNOM WY[E

PRIMERE MAKSIMALXNAQ NAPRQVENNOSTX POLQ W POLOSTI BUDET NE

800 w=M, A WSEGO LI[X 14.5 B=M PRI NARUVNOJ NAPRQVENNOSTI

NA SFERE 50000 w=M.

wYQSNIM FIZI^ESKIJ SMYSL OBSTOQTELXSTWA, ^TO "SWOBODNYE"

\LEKTRONY UDERVIWA@TSQ NA POWERHNOSTI METALLA, WOSPOLXZUQSX

ODNOJ IZ WOZMOVNYH PRI^IN, OBSUVDAEMYH W [124]. kAK IZWEST-

NO, \LEKTRONY PRI TEPLOWOM DWIVENII MOGUT PERESEKATX POWERH-

NOSTX METALLA I UDALQTXSQ NA RASSTOQNIQ PORQDKA ATOMNYH. |TI

\LEKTRONY NE DA@T WKLADA W TOK \MISSII, NO WHODQT W \LEKTRON-

NU@ ATMOSFERU NAD POWERHNOSTX@ METALLA, PLOTNOSTX KOTOROJ

O^ENX BYSTRO UBYWAET W ZAWISIMOSTI OT RASSTOQNIQ OT POWERH-

NOSTI. pOLOVITELXNYJ SLOJ ZARQVENNYH IONOW POWERHNOSTI SOW-

MESTNO S \LEKTRONNYM OBLAKOM OBRAZU@T DWOJNOJ \LEKTRI^ESKIJ

SLOJ, KOTORYJ PODOBEN PO DEJSTWI@ KONDENSATORU. |TOT SLOJ NE

SOZDAET POLQ WO WNE[NEM PROSTRANSTWE, NO DLQ EGO PREODOLENIQ

TREBUETSQ PROIZWODSTWO RABOTY "WYHODA". sU]ESTWU@T I DRUGIE
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PRI^INY OB_QSNENIQ RABOTY WYHODA, NAPRIMER, U^ET WZAIMODEJ-

STWIQ MEVDU \LEKTRONOM, POKIDA@]IM POWERHNOSTX METALLA, S

EGO ZERKALXNYM IZOBRAVENIEM.

pOD^ERKNEM, ^TO OBLASTX PRIMENENIQ METODA SWQZANNYH ZA-

RQDOW PRIGODNA DLQ KLASSI^ESKOGO OPISANIQ MIKRO^ASTIC S U^E-

TOM DAWLENIQ pUANKARE I DLQ KA^ESTWENNOGO ANALIZA ZARQVEN-

NYH MAKROSISTEM. kOLI^ESTWENNOE OPISANIE POSLEDNIH PRIWO-

DIT K ZAWY[ENNYM POPRAWKAM, NE SOOTWETSTWU@]IM OPYTNYM

DANNYM. kAK MY POKAZALI WY[E, PRI^INA NESOOTWETSTWIQ OPYT-

NYM DANNYM SWQZANA KAK S SU]ESTWENNO KWANTOWYMI \FFEKTAMI,

TAK I U^ETOM TEPLOWOGO DWIVENIQ \LEKTRONOW W METALLE DAVE W

\LEKTROSTATIKE. qSNO, ^TO PREDLOVENNYJ NAMI U^ET KWANTOWYH

I TEPLOWYH \FFEKTOW WESXMA PRIBLIZITELEN. dLQ BOLEE TO^NOGO

OPISANIQ NUVNO ZNATX DETALXNYJ MEHANIZM OBRAZOWANIQ POWERH-

NOSTNOJ PLENKI pUANKARE. tAK KAK POWERHNOSTNYE \FFEKTY W PO-

GRANI^NYH SLOQH NE QWLQ@TSQ PREDMETOM ISSLEDOWANIQ W DANNOJ

KNIGE, TO MY \TIM ZANIMATXSQ NE BUDEM.

422



zakl`~enie

w ZAKL@^ENIE OTMETIM GLAWNYE ZADA^I, KOTORYE S NA[EJ TO^KI

ZRENIQ, POLU^ILI ZDESX RE[ENIE.

I. sISTEMY OTS^ETA

wSE nso W RABOTE RAZBITY NA DWA KLASSA:

1. nso S ZADANNYM ZAKONOM DWIVENIQ.

2. nso S ZADANNOJ STRUKTUROJ.

w PREDLAGAEMOJ RABOTE DOKAZANO, ^TO:

1. pREOBRAZOWANIE mELLERA (nso 1-GO KLASSA) NE OPISYWA@T

PEREHODA K GLOBALXNO RAWNOUSKORENNOJ nso. kAVDAQ IZ LAGRAN-

VEWYH ^ASTIC DWIVETSQ S POSTOQNNYM USKORENIEM, NO \TI USKORE-

NIQ NE RAWNY DRUG DRUGU. pO\TOMU INTERPRETIROWATX PREOBRAZO-

WANIQ mELLERA S PEREHODOM W RELQTIWISTSKU@ RAWNOUSKORENNU@

nso NE SOWSEM ZAKONNO.

2. pREOBRAZOWANIE lOGUNOWA (nso 1-GO KLASSA), OPISYWA@]EE

PEREHOD OT iso K RELQTIWISTSKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso, W KOTO-

ROJ KAVDAQ IZ LAGRANVEWYH ^ASTIC BAZISA DWIVETSQ S POSTOQN-

NYM USKORENIEM, PRIWODIT K NARU[ENI@ VESTKOSTI. tAKIM OB-

RAZOM, GLOBALXNO RAWNOUSKORENNAQ SISTEMA lOGUNOWA NE QWLQETSQ

RELQTIWISTSKI VESTKOJ.

pOLU^ILI PARADOKSALXNYJ REZULXTAT. oDINAKOWAQ DLQ WSEH

^ASTIC FIZI^ESKAQ SITUACIQ PRIWELA K DWIVENI@ ^ASTIC OTNO-

SITELXNO DRUG DRUGA (SISTEMA lOGUNOWA). dLQ TOGO ^TOBY \TI

^ASTICY BYLI WZAIMNO NEPODWIVNY, NEOBHODIMO K NIM PRIKLA-

DYWATX RAZNYE SILY (SISTEMA mELLERA).

tAKIM OBRAZOM, W RAMKAH sto NA OSNOWE nso 1-GO KLASSA

NELXZQ POSTROITX LOGI^ESKI STROJNU@ TEORI@ UPRUGOSTI, [117-

119] OSNOWANNU@ NA OTSUTSTWII W TWERDOM TELE DEFORMACIJ I

NAPRQVENIJ, ESLI \TO TELO DWIVETSQ SWOBODNO W ODNORODNOM SI-

LOWOM POLE. oDINAKOWYE STACIONARNYE FIZI^ESKIE USLOWIQ DLQ

KAVDOJ IZ ^ASTIC SREDY PRIWODQT K NESTACIONARNOJ METRIKE.

oPISANIE VESTKIH nso W RAMKAH sto PRIWODIT K LOGI^ES-

KIM TRUDNOSTQM, KOTORYE OKAZALOSX WOZMOVNYM PREODOLETX PU-

TEM WYHODA ZA RAMKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA{WREMENI.

|TO WYTEKAET NEPOSREDSTWENNO IZ POLU^ENNYH AWTOROM URAW-

NENIJ STRUKTURY.

nA OSNOWE URAWNENIJ STRUKTURY POSTROENA TEORIQ RE-

LQTIWISTSKOJ VESTKOJ RAWNOUSKORENNOJ nso 2-GO KLAS-

SA, KOTORAQ REALIZUETSQ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE PO-
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STOQNNOJ KRIWIZNY. pODHOD PRI POSTROENII nso BAZI-

RUETSQ NA O^EWIDNOM TREBOWANII OTSUTSTWIQ DEFORMA-

CIJ I NAPRQVENIJ W TWERDOM TELE PRI EGO POSTUPATELX-

NOM DWIVENII W ODNORODNOM SILOWOM POLE.

oDNIM IZ GLAWNYH WOPROSOW, RASSMOTRENNYH W RABOTE, \TO

PRAWILA PEREHODA OT nso 2-GO KLASSA K iso I NAOBOROT.

t.K. METRIKA nso| RIMANOWA, TO NIKAKIMI KOORDINATNYMI

PREOBRAZOWANIQMI, W TOM ^ISLE I SODERVA]IMI WREMQ, NELXZQ PE-

REJTI OT iso PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO K nso PROSTRANSTWU

rIMANA, T.K. NELXZQ SOZDATX ILI OBRATITX W NOLX TENZOR KRIWIZ-

NY rIMANA{kRISTOFFELQ, ISPOLXZUQ L@BYE KOORDINATNYE PRE-

OBRAZOWANIQ.

pO\TOMU WOZNIKA@T TRUDNOSTI PRI INTERPRETACII IZMERENIJ

FIZI^ESKIH WELI^IN, WYRAVAEMYH ^EREZ GEOMETRI^ESKIE OB_EK-

TY. |TI TRUDNOSTI ^ASTI^NO PREODOLENY WWEDENIEM "\TALONNYH"

KOORDINAT, KOTORYE SOWPALI S GALILEEWYMI KOORDINATAMI W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. oPIRAQSX NA "ZATRAWO^NYE" KOORDINA-

TY PLOSKOGO PROSTRANSTWA{WREMENI, MY POSTROILI METROLOGI@

nso W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI, ^TO POZWOLILO WYQS-

NITX METRI^ESKIJ SMYSL IZMERQEMYH FIZI^ESKIH WELI^IN.

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRENO RAWNOUSKORENNOE DWIVENIE

KOSMI^ESKOGO KORABLQ S "ZEMNYM" USKORENIEM A0 = 9:8 M=S2. rE-

LQTIWISTSKIJ \FFEKT SOKRA]ENIQ SOBSTWENNOGO WREMENI OKAZAL-

SQ ZNA^ITELXNO BOLEE WYRAVEN, ^EM W sto, ^TO WNU[AET OPTI-

MIZM W DOSTIVENII CELI PRI DALXNIH MEVZWEZDNYH PUTE[EST-

WIQH. iZ ZAKONOW DWIVENIQ SLEDUET, ^TO DWIGAQSX S USKORENIEM

A0 = 9:8 M=S2 ZA WREMQ (PO ^ASAM KOSMONAWTA ) MENX[EE 354 SU-

TOK MOVNO POPASTX W L@BU@ UDALENNU@ TO^KU wSELENNOJ, ESLI

POSLEDN@@, WOPREKI RELQTIWISTSKOJ KOSMOLOGII, OTNESTI K PRO-

STRANSTWU mINKOWSKOGO. bLIZKIE REZULXTATY BYLI POLU^ENY W

[16], [17], ISPOLXZUQ (BEZ SSYLKI) METRIKU, POLU^ENNU@ NAMI RA-

NEE [18].

hOTQ W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO KOSMONAWT PROLETAET BES-

KONE^NO BOLX[OE RASSTOQNIE, ODNAKO OTNOSITELXNO KWAZI{iso

DLINA PUTI l OSTAETSQ KONE^NOJ I I NE PREWOSHODIT c2=a0. fIZI-

^ESKIJ SMYSL KONE^NOSTI RASSTOQNIQ l OTNOSITELXNO KWAZI{iso

SWQZAN S PREDSTAWLENIEM METRIKI, U^ITYWA@]EJ LORENCEWO SO-

KRA]ENIE KWAZI{iso OTNOSITELXNO nso.

nAJDENNYE \TALONNYE KOORDINATY I WREMQ POZWOLILI WWESTI

W RIMANOWOM PROSTRANSTWE PREIMU]ESTWENNU@ SISTEMU KOORDI-
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NAT, POSTROITX W \TOJ SISTEME POLE TETRAD I SFORMULIROWATX

PQTX PRAWIL PREOBRAZOWANIQ GEOMETRI^ESKIH OB_EKTOW OT RAWNO-

USKORENNOJ nso K iso.

II. sWQZX nso I URAWNENIQMI |JN[TEJNA

nALI^IE KRIWIZNY PROSTRANSTWA{WREMENI POZWOLILO USTANOW-

LENI@ SWQZI S URAWNENIQMI |JN[TEJNA. aWTOROM NAJDENO TO^NOE

RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ |JN[TEJNA{mAKSWELLA, S "KOSMO-

LOGI^ESKOJ POSTOQNNOJ", GDE W KA^ESTWE ISTO^NIKA W URAWNENI-

QH |JN[TEJNA ISPOLXZUETSQ TENZOR \NERGII{IMPULXSA \LEKTRO-

MAGNITNOGO POLQ. w KA^ESTWE "KOSMOLOGI^ESKOJ POSTOQNNOJ" WY-

STUPAET WELI^INA � = a0
2=(2c4), GDE a0 | USKORENIE, c | SKO-

ROSTX SWETA. nAJDENNOE RE[ENIE OPISYWAET NEWZAIMODEJSTWU@-

]U@ ZARQVENNU@ PYLX, NAHODQ]U@SQ W RAWNOWESII W "PARALLELX-

NYH" ODNORODNYH \LEKTRI^ESKOM I GRAWITACIONNOM POLQH. dOKA-

ZANO, ^TO ^ASTICY PYLI, OBLADA@]IE ZARQDOM PROTONA, DOLVNY

IMETX MASSU PORQDKA MASSY STABILXNYH \LEMENTARNYH ^ERNYH

DYR "MAKSIMONOW" [21].

III. pOSTULAT \KWIWALENTNYH SITUACIJ I EGO SLEDST-

WIQ

rAZWITIE NETRADICIONNOGO PODHODA K nso PRIWELO K KRUGU

ZADA^, KOTORYE NA PERWYJ WZGLQD NE IME@T NIKAKOGO OTNO[ENIQ

K nso, NO NA SAMOM DELE OKAZALISX S NIMI TESNO SWQZANNYMI.

w STANDARTNOJ FIZI^ESKOJ TEORII KRIWIZNU PROSTRANSTWA{

WREMENI SWQZYWA@T S RE[ENIQMI URAWNENIJ |JN[TEJNA ILI

URAWNENIJ |JN[TEJNA{mAKSWELLA PRI RAZNYH TENZORAH \NERGII-

IMPULXSA MATERII.

nA STYKE oto I nso WOZNIKLA NOWAQ OBLASTX ISSLEDOWANIJ,

SWQZYWA@]IH GEOMETRI@ PROSTRANSTWA{WREMENI S KLASSI^ESKI-

MI (NEKWANTOWYMI) POLQMI SWQZANNYH ZARQDOW. nA OSNOWE "POS-

TULATA \KWIWALENTNYH SITUACIJ", SFORMULIROWANNOGO AWTO-

ROM [107], POLE TO^E^NOGO ZARQDA "PODWE[ENNOGO" NA NITI

W POSTOQNNOM \LEKTRI^ESKOM POLE, \KWIWALENTNO POL@

OT \TOGO ZARQDA W RAWNOUSKORENNOJ nso, ESLI NATQVE-

NIQ NITEJ, USKORQ@]EJ ZARQD I UDERVIWA@]EJ ZARQD W

POLE, RAWNY.

|TOGO POcTULATA NET W KLASSI^ESKOJ \LEKTRODINAMIKE, GDE

S^ITAETSQ, ^TO POLE, POKOQ]EGOSQ W iso TO^E^NOGO ZARQDA, QW-

LQETSQ KULONOWYM SFERI^ESKI{SIMMETRI^NYM WNE ZAWISIMOSTI

OT TOGO QWLQETSQ LI ZARQD SWOBODNYM ILI SUMMA SIL, DEJSTWU-

@]IH NA ZARQD , RAWNA NUL@. s DRUGOJ STORONY, POLE OT \TOGO
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VE ZARQDA, DWIVU]EGOSQ RAWNOUSKORENNO, W SOGLASII S KLASSI^ES-

KOJ \LEKTRODINAMIKOJ DLQ NABL@DATELQ W nso BUDET AKSIALXNO{

SIMMETRI^NYM WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO ILI INOGO METODA PERE-

HODA W nso.

iTAK, ODINAKOWAQ FIZI^ESKAQ SITUACIQ, W KOTOROJ NAHODQTSQ

ZARQDY (ODINAKOWYE NATQVENIQ NITI), PRIWODIT K POLQM S RAZ-

NOJ SIMMETRIEJ!nALICO PARADOKS, POPYTKA RAZRE[ENIQ KOTOROGO

PREDPRINQTA W DANNOJ RABOTE.

tO^NOE STATI^ESKOE RE[ENIE DLQ POLQ ZARQDA W RAWNOUSKO-

RENNOJ nso, REALIZUEMOE W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI W

SOWOKUPNOSTI S "POSTULATOM \KWIWALENTNYH SITUACIJ" POZWOLQ-

ET W PRINCIPE OTYSKIWATX STRUKTURU PROSTRANSTWA{WREMENI I

NAHODITX POLQ OT ZARQVENNYH PROWODNIKOW PROIZWOLXNOJ FOR-

MY. oKAZALOSX, ^TO DLQ TEL, ZARQVENNYH POLOVITELXNO, "RELQTI-

WISTSKIE POPRAWKI" MALY I SPRAWEDLIWA OBY^NAQ \LEKTROSTATI-

KA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. dLQ PROWODNIKOW, ZARQVENNYH

OTRICATELXNO ILI NAHODQ]IHSQ WO WNE[NEM \LEKTRI^ESKOM PO-

LE \TI POPRAWKI MOGUT BYTX ZNA^ITELXNYMI. w RABOTE WYQSNENA

PRI^INA \TOGO QWLENIQ I PREDLOVENY PROSTEJ[IE \KSPERIMEN-

TY, POZWOLQ@]IE PODTWERDITX ILI OPROWERGNUTX PREDSKAZANNYE

\FFEKTY.

nA OSNOWE RE[ENIQ DLQ POLQ ZARQVENNOJ BESKONE^NOJ TONKOJ

PLASTINY PREDSKAZAN \FFEKT UWELI^ENIQ EMKOSTI PLOSKOGO KON-

DENSATORA NA 2.4% PRI PRILOVENII K NEMU NAPRQVENIQ W 50 Kw.

pREDSKAZANO OTSUTSTWIE POLNOJ \KRANIROWKI POLQ WNUTRI ZA-

RQVENNOJ OTRICATELXNO METALLI^ESKOJ OBOLO^KI. zDESX SLEDUET

IMETX W WIDU, ^TO UKAZANNYE \FFEKTY QWLQ@TSQ "^ISTYMI" I MO-

GUT SILXNO OTLI^ATXSQ OT \KSPERIMENTALXNYH DANNYH. pRI^INY

\TOGO RASSMOTRENY W PREDYDU]EM RAZDELE.

IV. |LEKTRODINAMIKA W nso 1-GO I 2-GO KLASSOW

KRITERIJ STACIONARNOSTI (OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ)

w RABOTE RASSMOTRENY PRIMERY RAS^ETA \LEKTROMAGNITNYH

POLEJ W RAWNOUSKORENNOJ nso. sFORMULIROWAN KRITERIJ OTSUT-

STWIQ IZLU^ENIQ U ZARQDA ILI SISTEMY ZARQDOW, SWQZANNYJ S RA-

WENSTWOM NUL@ OBOB]ENNOJ SILY RADIACIONNOGO TRENIQ. pOKA-

ZANO, ^TO ZARQD, SOWER[A@]IJ GIPERBOLI^ESKOE DWIVENIE DOSTA-

TO^NO DOLGO NE IZLU^AET \LEKTROMAGNITNOJ \NERGII, ^TO SOGLASU-

ETSQ S TO^KOJ ZRENIQ m. bORNA, w. pAULI I w. gINZBURGA. nAJDEN-

NOE RE[ENIE W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI OKAZALOSX ANA-

LOGOM RE[ENIQ m. bORNA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. w OTLI-
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^IE OT RE[ENIQ bORNA NAJDENNOE RE[ENIE NE IMEET "GORIZONTA",

ZA KOTORYM OBRAZUETSQ WOLNOWAQ ZONA, PO\TOMU IZLU^ENIE OTSUT-

STWUET WO WSEJ OBLASTI PROSTRANSTWA{WREMENI iso.

w POSTROENNOJ AWTOROM [18] VESTKOJ RAWNOMERNO WRA]A@-

]EJSQ SISTEME OTS^ETA, REALIZUEMOJ W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{

WREMENI, DLQ ZARQVENNYH ^ASTIC, "WMOROVENNYH" WO WRA]A@-

]IJSQ DISK, TAKVE WYPOLNQETSQ KRITERIJ OTSUTSTWIQ IZLU^ENIQ.

rE[ENA ZADA^A O RASPROSTRANENII \LEKTROMAGNITNYH WOLN W

RAWNOUSKORENNOJ nso I RASSMOTRENO PREOBRAZOWANIE POLEJ IZ

nso W iso. pROIZWEDEN RAS^ET PRODOLXNOGO \FFEKTA dOPPLERA

I RAS^ET \TOGO VE \FFEKTA W nso mELLERA. sRAWNENIE PRIWELO

K OTLI^NYM DRUG OT DRUGA REZULXTATAM, I TOLXKO \KSPERIMENT

MOVET USTANOWITX KAKOJ IZ \TIH PODHODOW PRAWOMEREN.

V. |LEKTROSTATI^ESKOE POLE I PROSTRANSTWO-WREMQ

WNE ZARQVENNOGO METALLI^ESKOGO [ARA

nA OSNOWE "POSTULATA \KWIWALENTNYH SITUACIJ", URAWNENIJ

STRUKTURY I URAWNENIJ mAKSWELLA NAJDENO TO^NOE WYRAVENIE

DLQ POLQ I GEOMETRII PROSTRANSTWA{WREMENI WNE ZARQVENNOGO

METALLI^ESKOGO [ARA. eSLI SILA KULONOWSKOGO OTTALKIWANIQ

MEVDU ZARQDAMI NA POWERHNOSTI [ARA RAWNA SILE NX@TONOW-

SKOGO PRITQVENIQ I MEVDU PROBNYMI ZARQDAMI WNE [ARA WY-

POLNENO ANALOGI^NOE RAWENSTWO, TO IZ NA[EGO RE[ENIQ S BOLX-

[OJ STEPENX@ PRIBLIVENIQ WYTEKAET IZWESTNOE TO^NOE RE[ENIE

rAJSNERA{nORDSTREMA, HARAKTERIZU@]EE \LEKTROWAKUUMNOE STA-

TI^ESKOE SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOE SOWMESTNOE RE[ENIE URAWNE-

NIJ |JN[TEJNA I mAKSWELLA DLQ POLQ \LEKTRI^ESKI ZARQVENNOJ

TO^E^NOJ MASSY.

eSLI RADIUS ZARQVENNOGO [ARA USTREMITX K NUL@, I "RAZ-

MAZATX" NA SFERE ZARQD \LEKTRONA, TO POLU^IM POLE TO^E^NOGO

ZARQDA.

w RABOTE NAJDENO TO^NOE WYRAVENIE DLQ \NERGII PO-

LQ TO^E^NOGO ZARQDA W , KOTOROE RAWNQETSQ W = mc2 I NE

ZAWISIT OT WELI^INY ZARQDA. |TO WYRAVENIE USTRANQET

IZWESTNU@ GLAWNU@ TRUDNOSTX KLASSI^ESKOJ I KWANTOWOJ

\LEKTRODINAMIKI, PRIWODQ]EJ K BESKONE^NOJ SOBSTWEN-

NOJ \NERGII TO^E^NOGO ZARQDA.

tAKIM OBRAZOM NA[ PODHOD DELAET KLASSI^ESKU@ \LEK-

TRODINAMIKU WNUTRENNE{NEPROTIWORE^IWOJ PRI PEREHO-

DE K L@BYM DOSTATO^NO MALYM RASSTOQNIQM, USTRANQQ S

ODNOJ STORONY RASHODIMOSTX SOBSTWENNOJ \NERGII, I RAS-
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SMATRIWAQ S DRUGOJ STORONY \LEMENTARNYE ^ASTICY KAK

TO^E^NYE W SOGLASII S [7].

VI. gRAWITACIONNOE POLE OT SFERI^ESKOGO KLASSI^ES-

KI I

I RELQTIWISTSKI VESTKOGO TELA.

s CELX@ STROGOGO OPREDELENIQ FIZI^ESKOJ so, POMIMO MET-

RIKI WWODITSQ WWODITSQ MNOVESTWO NABL@DATELEJ. |TI NABL@DA-

TELI IZMERQ@T POSREDSTWOM OSNOWNYH IZMERITELXNYH PRIBOROW,

TAKIH, KAK MAS[TABY, ^ASY, \TALONNYE MASSY, AKSELEROMETRY.

nA OSNOWE SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOJ nso, W KOTOROJ SKO-

ROSTX ZWUKA RAWNA SKOROSTI SWETA, A USKORENIE (W TETRADAH)

SOOTWETSTWUET NX@TONOWSKOMU, NAJDENA METRIKA PROSTRANSTWA{

WREMENI, LI[X NEZNA^ITELXNO OTLI^A@]AQSQ OT METRIKI{WARC-

[ILXDA. rAS^ET IZWESTNYH \FFEKTOW oto PO NAJDENNOJ METRI-

KE BLIZOK K KLASSI^ESKIM. oTLI^IE PROQWILOSX LI[X W RAS^ETE

SME]ENIQ PERICENTRA, KOTORYJ SOSTAWLQET 5/6 OT [WARC[ILX-

DOWSKOGO. pRI WYWODE METRIKI URAWNENIQ |JN[TEJNA NE ISPOLX-

ZOWALISX.

kOGDA W KA^ESTWE SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOJ nso BYLO WY-

BRANO VESTKOE TELO W KLASSI^ESKOM SMYSLE \TOGO SLOWA, A ZAKON

WSEMIRNOGO TQGOTENIQ nX@TONA S^ITALSQ TO^NYM, TO PROSTRAN-

STWO{WREMQ W TAKOJ MODELI OKAZALOSX RIMANOWYM S PLOSKIM PRO-

STRANSTWENNYM SE^ENIEM. pOSLEDNQQ MODELX MENEE TO^NO U^ITY-

WALA \FFEKTY oto, DAWAQ DLQ SME]ENIQ PERIGELIQ PLANET WELI-

^INU W 3 RAZA MENX[U@, A DLQ OTKLONENIQ SWETA| WELI^INU W 2

RAZA MENX[U@, ^EM RAS^ET PO METRIKE {WARC[ILXDA.

VII o METROLOGII W oto

oDIN IZ RAZDELOW POSWQ]EN WOPROSAM METROLOGII W SFERI^ES-

KI{SIMMETRI^NOM GRAWITACIONNOM POLE, RASSMOTRENNYH W RAM-

KAH oto [48]. cENTRALXNOMU SFERI^ESKI{SIMMETRI^NOMU GRAWI-

TACIONNOMU POL@ W PUSTOTE, OPREDELQEMOMU IZ URAWNENIJ |JN-

[TEJNA, BYLO SOPOSTAWLENO NEKOTOROE \KWIWALENTNOE SILOWOE PO-

LE W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO I OTOBRAVENO DWIVENIE PO GEO-

DEZI^ESKIM LINIQM ^ASTIC BAZISA lEMETRA W PROSTRANSTWE |JN-

[TEJNA NA DWIVENIE \TOGO BAZISA PO MIROWYM LINIQM W PRO-

STRANSTWE mINKOWSKOGO. nAJDENO WYRAVENIE DLQ NAPRQVENNOS-

TI POLQ, W KOTOROM DWIVETSQ \TOT BAZIS, I POLU^ENO WYRAVE-

NIE DLQ \NERGII POLQ. nAJDENA PREIMU]ESTWENNAQ SISTEMA KOOR-

DINAT, KOORDINATY I WREMQ KOTOROJ SOWPALI S KOORDINATAMI I

WREMENEM W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO. oKAZALOSX, ^TO RADIALX-
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NAQ KOORDINATA {WARC[ILXDA r \KWIWALENTNA WELI^INE RADIUSA

WEKTORA W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, A WREMENNAQ KOORDINATA

{WARC[ILXDA t NE SOWPADAET SO WREMENEM PROSTRANSTWA mIN-

KOWSKOGO T . oTS@DA NA[EL OB_QSNENIE IZWESTNYJ PARADOKS oto,

SOGLASNO KOTOROMU "KOORDINATNAQ" SKOROSTX ^ASTIC BAZISA lE-

METRA STREMITSQ K NUL@ PRI PRIBLIVENII K GRAWITACIONNOMU

RADIUSU, W TO WREMQ KAK SILA, DEJSTWU@]AQ NA ^ASTICY PRI \TOM

(S TO^KI ZRENIQ oto) STREMITSQ K BESKONE^NOSTI.

nA OSNOWE NAJDENNYH FORMUL PREDSKAZAN SLEDU@]IJ \FFEKT:

SKOROSTX SWETA, ISPUSKAEMOGO S POWERHNOSTI ZEMLI

PERPENDIKULQRNO EJ, DOLVNA BYTX MENX[E SKOROSTI SWE-

TA, PADA@]EGO IZ BESKONE^NOSTI PERPENDIKULQRNO PO-

WERHNOSTI NA 11.2 KM/SEK.

rASSMOTRENO OTOBRAVENIE NA PROSTRANSTWO mINKOWSKOGO IZ-

WESTNOGO RE[ENIQ tOLMANA, IZ KOTOROGO NAJDENO, ^TO PRI PLOT-

NOSTI WE]ESTWA BLIZKOJ K KRITI^ESKOJ, wSELENNAQ PO ^ASAM "MO-

DELI" IMEET ZNA^ITELXNO BOLX[IJ "WOZRAST", ^EM PO ^ASAM "ORI-

GINALA". pONQTIE "RASSTOQNIQ" W KOSMOLOGII NE IMEET ODNOZNA^-

NOGO SMYSLA I NE IMEETSQ NI ODNOGO "RASSTOQNIQ", KOTOROE MOVNO

BYLO BY NAZWATX "PRAWILXNYM" [49]. pREDLAGAEMYJ W RABOTE ME-

TOD POZWOLIL S^ITATX "PRAWILXNYMI" EWKLIDOWY RASSTOQNIQ DLQ

ZAKRYTOJ I OTKRYTOJ MODELEJ. iSSLEDOWANIQ POKAZALI, ^TO SWQZX

MEVDU oto, sto I ZAKONOM WSEMIRNOGO TQGOTENIQ nX@TONA OKA-

ZALOSX BOLEE TESNOJ, ^EM OBY^NO PREDPOLAGAETSQ.

iZ RAZOBRANNYH PRIMEROW WIDNO, ^TO PROSTEJ[IE nso MOV-

NO REALIZOWATX W RIMANOWOM PROSTRANSTWE{WREMENI, ODNAKO NE

ISKL@^ENA WOZMOVNOSTX, ^TO I ONO, MOVET OKAZATXSQ "TESNYM",

^TOBY OPISATX SWOJSTWA PROIZWOLXNYH nso.

dANO ODNO IZ PROSTEJ[IH OBOB]ENIJ RIMANOWA PROSTRANSTWA

| PROSTRANSTWO METRI^ESKOJ SWQZNOSTI [50]. w \TOM PROSTRAN-

STWE WYWEDENY URAWNENIQ STRUKTURY, KOTORYE QWLQ@TSQ BOLEE

OB]IMI, ^EM W RIMANOWOM.

VIII. dINAMIKA W POLE SWQZANNYH ZARQDOW

rASSMOTRENO DWIVENIE ZARQVENNYH ^ASTIC W POLQH SWQZANNYH

ZARQDOW DLQ SLU^AEW PLOSKOJ I SFERI^ESKOJ SIMMETRII. pROWE-

DENO SRAWNENIE S REZULXTATAMI, POLU^AEMYMI PRI KLASSI^ESKOM

RASSMOTRENII W sto I oto.

pOKAZANO, ^TO MEVDU RASSMOTRENIEM DWIVENIQ ZARQVENNYH

^ASTIC W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO

I DWIVENIEM W POLE SWQZANNYH ZARQDOW W PROSTRANSTWE rIMANA
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IMEETSQ PRINCIPIALXNOE RAZLI^IE. w PROSTRANSTWE mINKOWSKO-

GO ISKRIWLENA MIROWAQ LINIQ DWIVU]EJSQ W POLE ^ASTICY, A W

PROSTRANSTWE rIMANA ISKRIWLENA MIROWAQ LINIQ ZAKREPLENNOJ W

POLE ^ASTICY. mATEMATI^ESKIJ APPARAT DLQ ZARQDA, DWIVU]E-

GOSQ W \LEKTROSTATI^ESKOM POLE, PODOBEN APPARATU W oto PRI

RASSMOTRENII DWIVENIQ ^ASTIC W STATI^ESKOM GRAWITACIONNOM

POLE. w OTLI^IE OT oto METRIKA DLQ POLQ OT SWQZANNYH ZARQ-

DOW OPREDELQETSQ NE IZ URAWNENIJ |JN[TEJNA, A IZ URAWNENIJ

mAKSWELLA I URAWNENIJ STRUKTURY.

wAVNOJ OSOBENNOSTX@, NAJDENNOJ NAMI W OTLI^IE OT sto I

oto, QWLQETSQ WOZMOVNOSTX USTOJ^IWOGO STATI^ESKOGO RAWNOWE-

SIQ \LEKTRONA W POLE PROTONA NA RASSTOQNII RAWNOM KLASSI^ES-

KOMU RADIUSU \LEKTRONA r0 OT CENTRA PROTONA. dOPUSKA@TSQ I

RADIALXNYE KOLEBANIQ OTNOSITELXNO r0. |TO GOWORIT O (KA^EST-

WENNOJ W RAMKAH MODELI) WOZMOVNOSTI SU]ESTWOWANIQ NEJTRALX-

NOJ STABILXNOJ ^ASTICY RAZMERAMI PORQDKA r0.

kROME KLASSI^ESKIH POLEJ SWQZANNYH STRUKTUR, RASSMOTRENY

PROSTEJ[IE WOZMOVNOSTI U^ETA KWANTOWYH \FFEKTOW. nA OSNOWE

METODA bORA I zOMMERFELXDA OB_QSNEN SPEKTR ATOMA WODORODA S

POMO]X@ KWANTOWANIQ ADIABATI^ESKIH INWARIANTOW.

pOLU^ENY FORMULY DLQ TONKOJ STRUKTURY UROWNEJ ATOMA WO-

DORODA BEZ ISPOLXZOWANIQ RE[ENIQ URAWNENIQ dIRAKA.

pREDLAGAEMYJ W KNIGE PODHOD PO STRUKTURE BLIZOK PODHODU

bORA - zOMMERFELXDA, NO IMEET I PRINCIPIALXNOE RAZLI^IE.

w OTLI^IE OT PODHODA zOMMERFELXDA, ISPOLXZU@]EGO DWIVE-

NIE \LEKTRONA W POLE PROTONA W RAMKAH sto PLOSKOGO PROSTRAN-

STWA - WREMENI, W KNIGE RASSMOTRENO DWIVENIE \LEKTRONA PO GEO-

DEZI^ESKOJ W RAMKAH RIMANOWOJ GEOMETRII, OBUSLOWLENNOJ POLEM

\LEMENTOW SWQZANNYH ZARQDOW PROTONA. pOLE PROTONA, KAK TAKO-

WOE, W NA[EM PODHODE W QWNOM WIDE OTSUTSTWUET, PROQWLQQSX W

WIDE ISKRIWLENNOJ GEOMETRII PROSTRANSTWA - WREMENI.

nA OSNOWE POSTULATA \KWIWALENTNYH SITUACIJ ISSLEDOWANO

\LEKTROMAGNITNOE POLE BEGU]EJ WOLNY, SOZDANNOE TOKOM SWQZAN-

NYH ZARQDOW. pOKAZANO, ^TO WY^ISLENIE POGONNOJ INDUKTIWNOS-

TI I EMKOSTI BESKONE^NO TONKOGO PROWODA PRI KLASSI^ESKOM RAS-

SMOTRENII PRIWODIT K PRINCIPIALXNYM TRUDNOSTQM, SWQZANNYM

S BESKONE^NOJ \NERGIEJ POLQ TO^E^NOGO ZARQDA. w NA[EM SLU^AE

TAKIH TRUDNOSTEJ NE WOZNIKAET KAK DLQ SLABOGO, TAK I DLQ SILX-

NYH POLEJ. |NERGIQ MAGNITNOGO POLQ WNE TONKOGO PROWODA DLQ

BOLX[IH TOKOW (J � 105 A) SOWPALA S \NERGIEJ POKOQ MASS ZARQ-

430



DOW PROWODA. pRI \TOM ZARQDY I TOKI IZ RASSMOTRENIQ WYPADA-

@T. pRI KLASSI^ESKOM RASSMOTRENII MAGNITNAQ \NERGIQ, (KAK I

\LEKTRI^ESKAQ) STREMITSQ K BESKONE^NOSTI, ^TO QWLQETSQ PRIN-

CIPIALXNOJ TRUDNOSTX@ KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ.

tAKIM OBRAZOM, RAZWITIE NETRADICIONNOGO PODHODA K nso

SOWMESTNO S POSTULATOM \KWIWALENTNYH SITUACIJ PRIWELO K

WOZNIKNOWENI@ SOWER[ENNO NOWOJ OBLASTI ISSLEDOWANIJ I PERE-

SMOTRU NEKOTORYH POLOVENIJ KLASSI^ESKOJ TEORII POLQ. pRED-

LAGAEMAQ MODELX USTRANILA OSNOWNOE PROTIWORE^IE MEVDU TO-

^E^NOSTX@ ZARQVENNYH ^ASTIC I IH BESKONE^NOJ SOBSTWENNOJ

\NERGIEJ. oKAZALOSX, ^TO NE TOLXKO GRAWITACIONNOE, NO I \LEK-

TROMAGNITNYE POLQ MOGUT ISKRIWLQTX GEOMETRI@ PROSTRANSTWA{

WREMENI.
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