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Предлагаемая вниманию читателей книга посвящена тео­
рии и методам оптимального проектирования конструкций. 
Работы в этой области привлекают в настоящее время зна­
чительный интерес ученых, инженеров и конструкторов в 
связи с решением важных проблем создания перспектив­
ных образцов современной техники, проектированием ответ­
ственных узлов машин и уникальных сооружений. На ос­
нове оптимального проектирования достигается снижение 
веса и материалоемкости конструкций, улучшение механи­
ческих характеристик изделий.

Быстро развивающаяся теория оптимального проектиро­
вания вбирает в себя основные представления и методы 
из различных разделов механики, прикладной и вычисли­
тельной математики. Во многом она базируется на методах 
математического моделирования, методах линейного и не­
линейного программирования, теории оптимизации систем 
с распределенными параметрами, многокритериальной оп­
тимизации, классического вариационного исчисления, эффек­
тивных численных методах анализа и оптимизации меха­
нических систем, таких, как методы конечных элементов и 
градиентные методы. Но основой теории оптимального про­
ектирования безусловно является механика деформируемого 
твердого тела и в особенности такие ее разделы, как тео­
рия упругости и пластичности, теория ползучести и вязко­
упругости, теории прочности, механика тонкостенных кон­
струкций и стержневых систем и др. Именно в рамках ука­
занных дисциплин с использованием данных о характер­
ных механических эффектах, свойственных применяемым 
моделям, получены наиболее важные результаты в опти­
мальном проектировании.

Вместе с тем теория оптимального проектирования сама 
привела к возникновению ряда новых научных направлений 
и методов. Укажем только такие новые направления иссле­
дований, как оптимизационное моделирование, математиче­
ская технология проектирования, анализ чувствительности 
при проектировании.



Методам апалпза чувствительности, основанным на вве­
дении сопряженных перемеппых и построении соотношении 
для вариации функционалов, зависящих от вариаций пере­
менных проектирования, в данной книге отводится цент­
ральное место. Обсуждаются и вопросы прпмеппмостп ма­
тематических методов оптимизации идентификации к рас­
сматриваемым моделям конструкций.

Как это видно из пазвапия книги, ее содержание сфо­
кусировано па динамических задачах оптимизации, относя­
щихся к числу паиболее сложных проблем в оптимальном 
проектировании.

В первой главе книги излагаются основные соотноше­
ния, характеризующие дипамическое поведение конструк­
ций. Существенное внимание уделепо вариационным прин­
ципам. Наряду с классическим принципом Гамильтопа ста­
ционарности интеграла действия и экстремальными прин­
ципами Рэлея для свободных колебаний обсуждаются рас­
ширенные варпациоппые принципы динамики Ху — Ваши- 
цу, Чсллпнджера — Рейснера, а также варпациоппые прин­
ципы, использующие свертки по времени, экстремальные 
принципы для свободных тел, совершающих выпуждеппые 
гармонические колебания и пошаговые вариационные прин­
ципы. Подробно рассмотрены вопросы моделирования ди­
намики упругого тела с использованием собственных форм 
и частот свободных колебаний. Значительное внимание уде­
лено применению метода возмущепий для анализа свобод­
ных колебаний.

Во второй главе рассмотрены характерные постановки 
динамических задач оптимального проектирования. Исследу­
ются основные соотношения задач оптимизации динамиче­
ских характеристик конструкций, совершающих неустано- 
вившиеся движения. Приводятся формулировки задач опти­
мизации для конструкций, совершающих свободные колеба­
ния. Значительное внимание уделепо изложению постано­
вок проблем многоцелевого оптимального проектирования и 
многокритериальной оптимизации.

Основам анализа чувствительности при проектировании 
посвящена третья глава книги. Здесь приводятся как за­
дачи оптимизации с переменными проектирования, входя­
щими в коэффициенты определяющих уравнений, так и за­
дачи оптимизации с варьируемыми границами области, за-



иимаемой конструкцией. Обсуждаются методы получения 
соотношений, связывающих вариации фупкцпопалов с ва­
риациями переменных проектирования и осповапных па 
введении сонряженпых переменных и сопряженных систем 
уравнений. При этом рассмотрены как континуальные так 
и дискретные модели. Отдельно в третьей главе описаны 
так называемые прямые методы анализа чувствительности, 
не связанные с введением сопряженных систем. Данные 
методы находят применение при проектировании конструк­
ций совершающих свободные колебания, а также в случае 
проведения анализа чувствительности нестационарных ди­
намических процессов в конструкциях. Обсуждается исполь­
зование техники модальных разложений при проведении 
анализа чувствительности. Кроме того, в этой главе рас­
смотрены необходимые условия оптимальности и соотноше­
ния анализа чувствительности для эволюционных систем 
общего вида, а также необходимые условия оптимальности 
в форме принципа максимума.

В четвертой главе обсуждаются результаты оптимально­
го проектирования конструкций, совершающих свободные 
колебания. Здесь рассмотрены как задачи оптимизации ча­
стот собственных колебаний для конструкций заданного ве­
са, так и задачи предельного снижения веса при ограниче­
ниях па спектр частот. Последовательно излагаются най­
денные оптимальные решеппя для стержпей при продоль­
ных и крутильных колебаниях, балок, совершающих пзгиб- 
ные колебания, криволинейных стержней и пологих оболо­
чек при поперечных колебаниях, осесимметрпчпо колеблю­
щихся цилиндрических оболочек. Представлены результаты 
оптимизации в задачах проектирования прямоугольпых пла­
стин. Трактуются также оптимальные проекты пластинок 
в случае кратных частот. Излагаются некоторые вопросы 
многоцелевой оптимизации и оптимизации панелей, колеб­
лющихся в идеальной жидкости.

Содержание пятой главы, как и предыдущей четвертой, 
полностью посвящено дппамическим проблемам оптималь­
ного проектирования, для которых возможно исключение 
времени и приведение к некоторым стационарным краевым 
задачам. Однако в отличие от четвертой главы здесь обсуж­
даются проблемы проектирования конструкций с существен­
но иным механизмом поведения п при других предположс-



пиях относительно внешних воздействий. Рассмотрел ши­
рокий класс задач оптимального проектирования конструк­
ций, совершающих вынужденные гармонические колебания. 
Приведены результаты оптимизации толщин и внутренней 
структуры материала для стержней, балок и пластинок. Од­
на из важных проблем, изложенных в дайной главе, за­
ключается в оптимизации характеристик динамической ус­
тойчивости. Здесь при проектировании конструкций крыль­
ев из условий максимума критической скорости флаттера 
используются модели балок, работающих на изгиб и круче­
ние (крылья большого удлинения) и модели изгибаемых 
пластин (крылья малого удлинения).

Существенно нестационарные проблемы оптимального 
проектирования освещаются в шестой главе. С применением 
методов анализа чувствительности и последовательной оп­
тимизации рассмотрены задачи оптимального проектирова­
ния балок, рассчитываемых на динамические воздействия. 
Другой подход, изложенный в этой главе и примененный 
к задачам импульсного нагружения, основап на применении 
преобразования Лапласа и параметрической оптимизации. 
Обсуждаются также проблемы оптимального проектирова­
ния упругих цилиндрических оболочек и пластинок при не­
стационарных нагрузках. В конце главы приводится задача 
проектирования пологой оболочки, допускающая строгую 
декомпозицию и вследствие этого представляющая извест­
ный методологический интерес.

Авторы признательны В. В. Болотину, В. И . Бирю ку, 
А. 10. И ш линскому, В . В . К обел еву , А . Д. Ларичеву, 
Е. В. М акееву, В . Я . М алкову, И. Ф. Образцову, В . М. Ф ро­
лову, Г . II. Черныш еву  за советы и замечания, высказан­
ные при обсуждении отдельных вопросов; А. Г . Мишиной 
и М. В . Селищ евой  за большую помощь при оформлении 
рукописи книги.



МЕТОДЫ АНАЛИЗА 
ДИНАМИКИ КОНСТРУКЦИЙ

1 .1 .
ОСНОВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В ДИНАМИКЕ 

КОНСТРУКЦИИ

Для описания поведения деформируемых тел, находящихся 
под действием динамических нагрузок, применяются основные 
представления механики сплошной среды. В качестве основных 
иеремеппых величии, характеризующих состояние, т. е. перемен­
ных состояния, выступают перемещения, деформации, напряже­
ния. При этом в качестве независимых аргументов указанных 
величии могут приниматься как лаграижевы, так и эйлеровы 
коордипаты. Если ограничиться рассмотрением малых перемеще­
нии и малых деформаций среды, то различия между лаграпже- 
вым и эйлеровым представлениями стираются. В геометрически 
линейной теории пе делается различия между положениями об­
ласти, занимаемой материалом тела, в начальный и текущий 
момент времени. Обычно считается, что пространственные коор­
динаты определяют положение точек не деформированного кон­
тинуума, а время Ь отсчитывается от некоторого фиксированного 
момента ¿о начала действия внешних сил. Движение среды мо­
жет быть полностью охарактеризовано компонентами вектора 
перемещений щ(х\, хч, хз, £)» I =  1, 2, 3, и скоростей и{(х\, хчУ 
хз, /), ¿ = 1 ,  2, 3, тепзорами деформаций ец(х\> хч, хз, *)» I, / — 
=  1, 2, 3, и напряжений Оц(х\, хч, хз, £)> 1 =  1» 2, 3. Сами век­
торы перемещений и скоростей, тензоры деформаций и напряже­
ний будут обозначаться через и, V, е, о. Ниже используется как 
символическая векторная (безындекспая) запись основных соот­
ношений, так и покоординатная скалярпая запись уравнений. 
Материал тела предполагается идеальпо упругим. Тело занимает 
область £2. Граница области £2 обозначается через Г. На части 
границы Г„ заделы перемещения точек тела, а на части грани­
цы Га — силовые условия, причем предполагается, что Г =  
=  Г„ +  Га. Уравнения дипамики идеально упругого тела, краевые 
и начальные условия могут быть записаны в виде

0 .1 )

^ = У ,  е =  7 2[?и +  (?и )*], (1.2)

О =  С Е, (1.3)



u(a;, 0) =  u°, v(ar, 0) =  v°, (1.5)
где С — тензор упругих модулей; V _  оператор Гамильтона; п — 
вектор внешней нормали к поверхности тела. Через qv(x, t) и 
q*(x, t) обозначены заданные объемные и поверхностные усилия, 
а через u*(x, t ) — заданные перемещения границы тела. Точкой 
и двумя точками, расположенными между символами, обозна­
чены соответственно скалярное н двойпое скалярное произведе­
ния, а * — операция транспонирования тензора. Искомыми вели­
чинами в (1.1) — (1.5) являются и (я, t) , \ (х , ¿), е(х , £), о (х , t). 
Поле перемещений и поле скоростей перемещений в момент 
t =  О считаются известными. Начальные перемещения и скоро­
сти задаются при помощи вектор-функций и0 (я) и v0(#).

Рассматриваемая задача динамики упругого тела (1.1) — (1.5) 
заключается в интегрировании системы гиперболических урав­
нений при граничных и начальных условиях. Наряду с соотно­
шениями (1.1) — (1.5) при решении задач динамики упругих тел 
применяются и другие формулировки. Так, из уравнений (1.1) — 
(1.5) могут быть исключены деформации и скорости. При этом 
уравнения записываются относительно переменных u, v, а:

pS = v - °  +  4v. (1.6)

о =  C - -V 2[?u + (V u )*], (1.7)
п • 0 =  qs, х <= Г 0; u =  и*, j e  Г„, (1.8)

и (ж, 0 )= и ° , -  (ж, 0) =  v°. (1.9)

Уравнения задачи (1.6) — (1.9) содержат только первые пропз- 
водпые по пространственным переменным и вторые производные 
по времени. Другая форма уравнений задачи (1.1) — (1.5) полу­
чается при одновременном исключении из основных соотноше­
ний папряжепий и деформаций:

й\
р^ = М С Vu) + q B,

J7 = v.
u =  u* (ж), l e f »

( 1 .1 0 )

( 1 .1 1 )

( 1 .1 2 )

01
—

Ш
п • (С • • ?и) =  д* (ж), ж е  Г„ 
и (ж, 0) =  и°, у (ж, 0) =  у°. (1-13)
Наконец, исключение из уравнений (1.1) — (1.5) деформаций, 

напряжений и скоростей позволяет записать соотношение задачи 
только относительно перемещений:

•(*и)] +  чГ,e S = v -[cOfi

n (С Vu) =  qs(ar), 

и (х , 0) =  u °(x),

ж<=Г„, u =  u *(x),

^ ( х ,0 )  =  у °(*).

(1.14)

(1.15)

(1.16)



Уравнения динамики (1.14) содержат производные второго по­
рядка как по t, так и по прострапствеппым переменным.

Обозначая через Ст  компоненты тензора модулей упруго­
сти, а через ql¡ и </• (г, /, Л*, I =  1, 2, 3) — компоненты объемпых и 
поверхностных усилий, можпо записать уравпеппя (1.10) в ска­
лярном виде:

1 v  ̂ lt i
~  C'xjki (UhJ Ul,h)j Я i ~  Р 2 •- OI

Нижний индекс после запятой означает дпфференцпровапие по 
соответствующей лрострапствеппой координате. Здесь и далее 
по делается отличий между адиабатическими и изотермическими 
модулями (см. [68, 84]). Для изотропного материала Сш  =  
=  X5tf i M +  ц (S í/Av +  б,/бд), где Я, ц — коэффициенты Ламе. 
В этом случае скалярные соотношепия дипамики могут быть 
записаны в виде

-г  (А +  ц) -!- ?? =  р — г ,дЬ

О и -- ь ХбцЪпп, ^  (им  +  М;д), (1.17)

1} ~  Я (*Е> 0 ’ ^  Г*сг» (Ху ¿), X ^  Ги,

щ (Ху 0) =  и°1 (х)у ди,{ (Ху 0)/дЬ =  у? (х).

Выше были рассмотрены некоторые способы представления 
основных соотношений динамики упругого тела. Эти представ­
ления далеко не исчерпывают всего многообразия форм записи 
определяющих уравнений. Так, дополнительные предположения 
о характере неоднородности среды, степени анизотропии, пове­
дении действующих нагрузок позволяют придать этим уравнени­
ям специальные формы (см., например, [35, 56, 57, 67, 68, 84]).

При описании поведепия тонкостеппых копструкцпй, таких, 
например, как панели, пластппки, оболочки, п сложных состав­
ных конструкций более удобной во многих случаях оказывается 
операторная форма записи. В качестве основной переменной, ха­
рактеризующей поведепие конструкции, рассматривается обоб­
щенный вектор перемещений и(а;, ¿). Размерность этого вектора 
существенно зависит от специфики конструкции и в отличие от 
рассмотренных выше векторов перемещений упругих тел может 
быть больше трех. Общая запись уравпеиий движения идеально 
упругой конструкции дается в следующей операторной 
форме [35]:

М д2и/дР  +  Си =  д, (1.18)

и(:г, 0 )= и ° , ди/д1(Ху 0 ) = у°, (1.19)



функции, характеризующие начальное распределение перемеще­
нии н скоростей.

Граничные условия, рассматривавшиеся независимо в приво­
дившихся выше постановках задач динамики упругого тела, 
включены в операторное представление (1.18). Конкретные виды 
операторов М и С для различных типов элементов конструкций 
приведены в [35]. Заметим, что для большинства рассматривае­
мых в приложениях задач динамики конструкции инерционный 
и жесткостпой операторы являются самосопряженными и поло­
жительно определенными, т. е.

(Ми\ и2) =  (и!, Д/и2), (Си1, и2) =  (и\ Си2), (1.20)

(ЛГи1, и *)>  (и1, и*), (Си1, и1) >  у1 (и1, и1) (1.21)

для любых и1 и и2 из области определения операторов. Через 
у!, у1 обозначены некоторые положительные копстапты. Изве­
стны примеры упругих систем, для которых пе выполнены ус­
ловия положительной определенности (1.21). Так, например, для 
упругой пластинки переменной толщины со свободным краем 
будет нарушаться условие (Си1, и1) ^  у1 (и1, и1), если при подходе 
к краю функция распределения толщин достаточно быстро убы­
вает. Одпако подобные случаи практического интереса не пред­
ставляют. Поэтому в дальнейшем при рассмотрении реальных 
моделей условия (1.21) будем предполагать выполненными.

Для описания динамики пе вполне упругих конструкций для 
учета диссипации механической энергии в уравпеипя движения 
вводится дополнительный член Я(5и/д£). Операторное уравнение 
записывается в виде

М дЧх/д? +  Я  ди/дг +  Си =  Ч, (1.22)
где Я  — диссипативный оператор. При построении модели вяз­
коупругого поведения конструкции существенно изучение меха­
низма диссипации энергии. Учет диссипации энергии на основе 
уравнения (1.22) с линейным оператором Я  в ряде случаев ока­
зывается ограничительным. Так, для адекватного описания кон­
струкционного трения используются модели, отличные от (1.22).

Отметим некоторые модели вязкоупругого поведения кон­
струкции. Наиболее простые и широко применяемые в расчетах 
способы задания оператора Я  состоят в определении диссипа­
тивного оператора прямо пропорциональным жесткостному:

Я  =  рС (1.23)

или инерциоппому оператору
Я  =  \М. (1.24)

Здесь р и V — коэффициенты впутреппего и внешнего трения. 
Первый способ соответствует модели параллельного соединения 
вязкого и упругого механизмов (модель Фойхта), а второй — 
линейной модели внешнего трения.



1 .2.
ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ ДИНАМИКИ 

УПРУГИХ ТЕЛ

1.2.1. Одним из наиболее общих вариационных принципов, 
применяемых в динамике упругих тел, является принцип вир­
туальной работы.

Рассмотрим поведение упругого тела, к которому приложены 
зависящие от времени нагрузки. В произвольный момент вре­
мени I ^  [О, I/] распределение перемещений в точке тела описы­
вается векторным полем и(я, ¿). Наряду с полем и(х, £) рас­
смотрим лроварьироваиное поле перемещении и(#, ¿)+ би (;г, £), 
где би(:г, £)— произвольные совместимые с геометрическими свя­
зями перемещения, называемые виртуальными перемещениями. 
На части поверхности Г„, где задапы перемещения, имеем би =  
=  0. Выражение для работы внешних сил бАв на виртуальных 
перемещениях би имеет вид

Преобразуем выражение (2.1), предполагая выполненными 
уравнения равновесия па Г* п динамические уравнения равно­
весия в области Й, в которых учитываются даламберовы силы 
инерции:

I  Ч°-би(1£2 Ч-.С а*-6и(1Г. (2. 1)а

р <92и/сМ2 — V а  +  д' =  0 в £2,
( 2. 2 )

п • а  — ц’ =  0 па Гс.

Используя формулу Гаусса — Остроградского

(2.3)

и тождество

М а  би) —(V о) -би +  а - - б8 , (2.4)

будем иметь

(2.5)
а а



Из сопоставления выражений (2.1), (2.5) приходим к прин­
ципу виртуальной работы

• 8udQ-J- j* qs-6udr — |*а--бе dQ =  0. (2 .6)

Припцип виртуальной работы, выраженный формулой (2 .6), мо­
жет быть сформулирован следующим образом. Суммарная вир­
туальная работа внутренних и внешних сил, включая силы инер­
ции, на любых бесконечно малых виртуальных перемещениях, 
удовлетворяющих геометрическим ограничениям, равна нулю, 
если выполнены динамические условия равновесия (2.2).

Верпо и обратное утверждение. Упругое тело динамически 
уравновешено, если сумма работ внешних и внутренних сил, 
включая сплы инерции, равна пулю на любых виртуальных пс 
ремещениях, совместимых с геометрическими ограничениями.

Последнее утверждение доказывается выкладками, аналогич­
ными проведеппым выше. С использованием формулы Гаусса — 
Остроградского (2.3) и тождества (2.4) равенство (2.6) приво­
дится к виду

( V • а +  о“ — р ~ т ) ' 6и<1£2 -)- |* ((£ — п • а) • 6ис1Г =  0. (2.7)
о \ д1 ' г 0

Учитывая произвольность вариаций би в области Q и па Г*, 
приходим к уравнениям (2.2).

Известна и другая формулировка принципа виртуальной ра­
боты [236]. Наложим на виртуальные перемещения условия об­
ращения в нуль в начальный t =  0 и конечный t =  tf моменты 
времени, т. е. 6u(a;, 0 ) = 0 ,  6u(#, ¿/)=0. Интегрируя выражение, 
записанное в левой части уравнения (2 .6), в заданных преде­
лах от t =  0 до t =  tf и произведя стандартные преобразования, 
приходим к

J !бГ  -  f о- -6edQ +  f q”.6udQ +  f q5-6udrl df =  0, где
0 l t> h Га J
T  =  1  j p w - J F  dQ’ <ви)г» =  (Su)‘=o =  W *-*/  =  °- (2-8)h
1.2.2. Принцип Гамильтона. Предположим, что объемные и 

поверхностные силы qv и qs не варьируются при вариациях пе­
ремещений. В этом случае внешние силы обладают потенциалом

П, =  -  J  q"-udQ -  f qs-u d r +  const. (2.9)
£2 Га



Обозначая через Пе потенциальную энергию упругих дефор­
мации

П. ]'фс1Й =  -| (и--ес1Й,
12 Ь

а через / интеграл действия 

/ =  | (7 ’ - П , - П , ) (и|
О

запишем лриицпп Гамильтопа 

б/ =  0.

(2. 10)

(2. 11)

(2.12)

Принцип Гамильтона часто используется как основа при по­
строении уравнений дииампки упругой среды.

Представим интеграл действия в виде

/  = (2.13)

При построении уравнении динамики используются необходимые 
условия стационарности интеграла действия [35]. Для идеально 
упругого трехмерпого тела, подверженного малым деформациям,

/ / 1  п  (  ди '3 I 2  1  С ди‘ '2 Р \ 01 ] 2 ЬЛЧт 0хк дхт 1 (2.14)

/5 5I, -- (¡¡11},

условия стационарности приводят к следующим соотношениям:

г) / &и1 \ дги4
р : ¿  =  о » а . (2.15)

ди 1 5
(')кШ пк =  с1) иа Г а. (2.16)

Уравнения (2.15) и граничные условия (2.16), дополпеппые 
граничными условиями па Г м: щ  =  и) и начальными условиями 
щ (х , 0) =  0, дщ (х, 0)/5£ =  0, составляют краевую задачу дина­
мики упругого тела в перемещениях.

Принцип Гамильтона широко применяется при построении 
динамических моделей сложных тонкостенных конструкций. Здесь 
при переходе от трехмерных моделей к двумерным используются 
дополнительные гипотезы, и плотпости лагранжианов Ь* и Ь 9 
могут зависеть как от перемещений, деформаций, так и от вто­
рых производных перемещений, т. е. предполагается зависимость 
от величин и,-, ди^дЬ, дин/дх» д2щ1дх,д1, д2щ /д:ъдхк. Пусть дву­



мерная область й ограничена контуром Г. Необходимые условия 
стационарности интеграла действия в й  и на Г записываются 
в виде

д С ° _ _ _ д I <У* \ _ _ _ д /  дЦ° \  ,
ди3 д х А д  (ди}/дха) ) с Ц  I д(ди-!д1)  /  г

д1 ( 0LV 
дха.дхЬ (д*и;/дхадх^ dxa 0t

9LJ  о в а,
д  (0  U j/dxa d t )  )

(2.17)

dLv________<]_ I dLv
д (duj/d*a ) top у д (д-и}/д.гадх?1)

д  I  0 L V 
01 \c>(c>*Uj/dxadt)

Па  +

dLs д ( Г  dLv . ЭЬ* 1 . .  ] _ п  г
д,Ч д1 ( [ < ?  (д ‘и}/д х адх^  ” Р  д {ди, ! дха) J  ‘а(  ‘ ’

(2.18)

dLv
J> (d'ai / dxadx?) Р  ̂ д (диК°Ха) .

0IJ
Vna = о на Г,

где па — компоненты вектора внешней нормали к Г, a vna и 
— направляющие косинусы нормали и касательной к Г.

1.3.
РАСШИРЕННЫЕ ВАРИАЦИОННЫЕ 

ПРИНЦИПЫ ДИНАМИКИ

В исследованиях по динамике конструкций и в особенности 
в работах, основанных на копечпоэлементпом апализе, наряду 
с принципом Гамильтопа применение находят и другие модифи­
цированные вариационпые принципы. Формулировка модифи­
цированных вариационных принципов связана с расширением 
числа независимо варьируемых функций, построением расширен­
ных функционалов, смягчением дополнительных требований. Ни­
же, ограничиваясь краткими пояснениями, приведем вариацион­
ные принципы Ху — Вашпцу, Челлинджера — Рейсснера и прин­
цип стационарности дополнительной эпергии.

Примем расширенные выражения Тс, Пс для функционалов 
кинетической и потенциальпой энергии системы, включая в эти 
выражения соотношения между скоростями и перемещениями 
V =  ди/дЬ, дсформацияхмп и перемещениями г = ( ^ и ) *  и гранич­
ное условие для перемещений и =  и0 на Г„:

TG = f [ 4  Pv ‘ v - P - ( v - l f
h L '

с1Й, (3.1)



• (и — и°)с1Г =  ̂ 8■ 'С* *8 — С -̂и — 0 • • 8̂
гц а '

4 (Уи)* —

! - и < 1 г ^  ч|)-(и-ио)а г . (3.2)

Здесь вектор-функции р и ф  — множители Лагранжа, введенные 
для учета дополнительных соотношений. Роль множителя Лаг­
ранжа играет и фигурирующий в (3.2) тензор <т. Предполагая 
независимое варьирование величин р, у , о, 8, и, ф при допол­
нительном условии, наложенном на значения перемещений в на­
чальный и конечный моменты времени

6 и (0 )= 0 , 6и (£/)=0, (3.3)

можно установить расширенный вариационный принцип

(3.4)

называемый вариационным принципом Ху — Вашицу.
Нетрудно заметить, что из условия (3.4) стационарности 

функционала Т0 при независимом варьировании величин р, у, 
о, е, и, ф получается полная система уравнений и граничных 
условий динамики упругого тела. Получаемые соотношения име­
ют смысл необходимых условий экстремума. Так, осуществляя 
варьирование по переменной 8 и учитывая симметричность тен­
зоров е и о (е« =  в/*, Оо =  а>*), из условия стационарности рас­
ширенного функционала (3.4) приходим к закону Гука

о =  С -8 (3.5)

в области £2. Варьирование по и в (3.4) дает с учетом (3.3) 
соотношения

др/д1 =  V • о +  сГ в £2, п • а  =  q s па Г«, (3.6)

ф =  п а на Г м. (3.7)

Выражение (3.7) определяет механический смысл множителя 
Лагранжа ф. Вектор ф представляет собой усилие, возникающее 
в точках грапицы тела Г и. Варьирование тензора о и вектора ф 
в (3.4) приводит к кинематическим условиям

8 =  1/2[Уи +  (Уи)*] в £2, и =  110 на Г*. (3.8)

Наконец, соотношение
р =  ру в й, (3.9)



получающееся при варьировании в (3.4) по V, определяет смысл 
множителя р как импульса скорости.

Наряду с основным расширенным принципом Ху — Вашпцу 
используются следующие две его модификации. Первая модифи­
кация принципа возникает, если вместо множителя Лагранжа я|> 
в (3.2) подставляется его выражение согласно формуле (3.7). 
Тогда для По имеем выражение

По =  Пс +  П; — Га- .^е — [Уи г (Уи)*]| сШ — п а ( и —и°)с1Г.
п г и

(3.10)

Интегрирование по частям в (3.10) приводит ко второй изве­
стной модификации расширенного вариационного принципа Ху — 
Вашицу с функционалом П0, определяемым следующей фор­
мулой:

Пс =  Д 4 - 8 - - С - - 8  — а- -е — (У-ог +  с1й -р

-г ] (п -а  — qs)•udГ | п аи °с1Г . (3.11)
га ги

Для указанных модификаций расширенного принципа варьируе­
мыми величинами являются и, е, о, р, у. Варьирование осуще­
ствляется при дополнительных условиях (3.3).

Расширенный вариациопный припцип Ху — Вашпцу при 
варьировании по 8 и у позволяет получить в качестве необходи­
мых условий экстремума соотношения (3.5) и (3.9). Если вос­
пользоваться этими соотношениями и исключить переменные у 
п 8 из принципа Ху — Вашицу, то получим известный вариаци­
онный принцип Челлипджера — Рейсспера

6Ш(р"^_^ р'р)“ ~пт =0'
Пл =  [ [ 4  о - - ( У и ) -

ь L

-  [ а * .и < 1 Г - | У - (и -и ° )с !Г . (3.12)

Варьирование в (3.12) осуществляется по независимым пере­
менным р, <*, и, я|> при дополнительном условии (3.3).

Отметил! также другую форму вариационного принципа Чел- 
линджера — Рейсспера, получаемую при помощи исключения 
множителя Лагранжа я|> из (3.12) с использованием (3.7) и при­
менения в (3.12) операций интегрирования по частям как по



+  (У -а -и] с1Й —  ̂ ( п а  — ч')-и(1Г—| п-а-и°с1Г
Га Ги ]

С *• - С — С - ‘С 1 =  /, Iг)к1 =  \  -р 8(/,8л).

(3.13) 

с11= 0,

Варьирование в (3.13) осуществляется по независимым пере­
менным р, а, и при дополнительных условиях

бр(0) — 0, бр(£/)= О, (3.14)

наложенных па вектор-функцию р в начальный п конечный мо­
менты времени.

Из принципа Челлипджера — Рейсснера может быть получен 
принцип стационарности дополнительной энергии [236]. Для это­
го в варпациопном принципе (3.13) следует учесть необходимые 
условия экстремума по и, которые имеют вид (3.6). Исключая 
из рассмотрений вектор перемещений и, будем иметь

•ас1£2 — ^ п-о-и°(1Г
Га

=  0 . (3.15)

Варьирование в принципе стационарности дополнительной 
энергии (3.15) осуществляется по перемсппым р и а. В качестве 
дополнительных соотношений, учитываемых при варьировании, 
рассматриваются условия динамического равновесия (3.6) и ус­
ловия (3.14), наложенные на импульсы в начальный и конечный 
моменты времени.

1.4.
К РА ЕВЫ Е ЗАДАЧИ

И ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ ДИНАМИКИ, 
ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ СВЕРТКИ ПО ВРЕМЕНИ

Особенностью вариационного принципа Гамильтона и род­
ственных ему расширенных вариационных принципов нестацио­
нарной динамики, изложенных в предыдущих параграфах, явля­
ется частичный учет начальных данных. Допустимые функции 
состояния согласно рассмотренным принципам должны удовлет­
ворять в начальный момент времени (¿ =  0) либо условиям на 
перемещения, либо условиям па скорости. При этом одно из на­
чальных условий выпадает из непосредственных рассмотрений, 
и для его косвенного учета ставятся дополнительные условия



в конечный момент времени (£ =  2/). Указанную особенность 
можпо, однако, устранить при формулировке краевых задач и 
вариационных принципов на основе использования сверток по 
времени. Соответствующий подход предложен и обоснован в ра­
боте [157], где показано, что краевые задачи и вариационные 
принципы «в свертках» естественным образом включают полную 
систему начальных условий. Ниже в данном параграфе при из­
ложении материала воспользуемся результатом указанной ра­
боты.

Введем сначала понятие свертки двух функций. Пусть функ­
ции а (х , £) и (}(х, ¿) заданы при £ ^  [0, «>), х ^  й, т. е. при 
(х, ¿ ) е й Х [ 0 ,  оо). Здесь й — замкнутое множество изменения 
пространственных переменных с грапицей Г. Свертка функций 
а (х , £) и р(х, £) определяется следующим образом [157, 236]: 

г
[ос*|5] (х, 0  =  | а  (х, г — I) р (х, |) (1|. (4.1)

О

Так, определенная операция свертки функций, как нетрудно за­
метить, обладает свойствами коммутативности, дистрибутивности, 
ассоциативности и обращения в нуль одной из функций (а  =  О 
или ¡5 =  0 ), если а  * р =  0.

Приведем основные соотношения задачи динамики идеально 
упругого тела при малых деформациях. Примем в качестве ос­
новных переменных состояния вектор перемещений и(х, £) и 
тензоры деформации и напряжений е(х, г), а(х , £). Предполагая, 
что упругое тело занимает область й с грапицей Г =  Ги +  Г а, 
запишем уравнения, граничные и начальные условия для пере-
менпых и(х, £), е(х , ¿), о(х, t):

V • о +  qu =  р d2u/dt2, <J =  G*, (х, i ) e Q X ( 0 ,  °°), (4.2)

е =  V2[V u+(V u)*], (х, t ) = Q X ( 0, со), (4.3)

а  =  С - 8, (х, ¿)e ^ X (0 ,  оо), (4.4)

и =  и% (х, i)e= Г „ Х [0 , «>), (4.5)

п • (Т =  qs, (х, г)€=ГоХ [0 , оо), (4.6)

u(x, 0 ) =  u °(x), du/dt(x, 0) =  v°(x), х <= Q. (4.7)

Здесь и8, qs, u°, v° — заданные функции.
Введем в рассмотрение функции
g ( t ) = t ,  0 <  i <  оо, (4.8)

f(x , 0 в Ь * Ч ’](х . i)+ P (x )[ iv ° (x )+ u ° (x )] . (4.9)

Используя введенные величины, можно сформулировать следу­
ющие основные утверждения.

У т в е р ж д е н и е  1. Если вектор-функция и дважды непре­
рывно дифференцируема по времени, а тензор а непрерывно диф­



ференцируем по пространственным перемеппым и симметричен 
( а = и * ) ,  то переменные и и а удовлетворяют уравнениям дви­
жения (4.2) и начальным условиям (4.7) тогда и только тогда, 
когда выполняется уравнение

g *  V a +  f =  pu, (х, í ) e ñ X [ 0 ,  °о). (4.10)

Справедливость данного утверждения устанавливается непосред­
ственно. Действительно, если u n a  удовлетворяют соотношениям
(4 .2 ) , (4 .7), то

t

[g*(V a  -¡ q*)l (х, í) =  Р (х) f(¿  — £ ) 4 т ® (1£ =J  diО
“  Р (х) и р (х) [/Vo (х) -i- и0 (х)],

откуда получаем (4.10). Далее, принимая выполненным соот­
ношение (4.10) и проводя выкладки в обратном порядке, уста­
навливаем справедливость обратного утверждения, что и и a 
удовлетворяют уравнению (4.2) и начальным условиям (4.7)

Для дальнейших рассмотрений полезно ввести следующее оп­
ределение. Набор функций S =  [и, е, о] назовем допустимым со­
стоянием, если вектор и непрерывно дифференцируем по про­
странственным переменным и дважды непрерывно дифференци­
руем по /, тензор a — непрерывно дифференцируем по простран­
ственным переменным, тепзор г  — непрерывен и, кроме того, 
тензоры г и в  симметричны.

У т в е р ж д е и и е 2. Допустимое состояние S  =  [и, е, о] яв­
ляется решением задачи динамики упругого тела (4.2) — (4.7) 
тогда и только тогда, когда удовлетворяются уравпепия (4.3),
(4.4), (4.10) и граиичпые условия (4.5), (4 .6). Даипос утвер­
ждение устанавливает эквивалентность задач (4.2) — (4.7) и
(4.3) — (4.6), (4.10) и является непосредственным следствием 
утверждения 1.

Если при помощи закона Гука (4.4) и связи между дефор­
мациями и перемещениями (4.3) исключить из (4.3) — (4.6), 
(4.10) а  и е, то получим соотношения для задачи динамики в 
перемещениях

g * V [C •(Vu )] +  f =  pu, (x, í ) e ^ X [0 , °o), (4.11)

u =  ir’, (x, t ) e  Г цХ [0 , oo), (4.12)

n -(C vu) =  q’, (x, г )е Г в х [ 0, oo). (4.13)

Введем функции g =  g/p и f =  f/p и запишем уравпение (4.10) 
и соотношение между перемещениями и напряжениями в виде

g * v a  +  Г =  и, V2C [VU +  (VU) *] =  o.



Исключая затем перемещения, можно сформулировать краевую 
задачу в напряжениях :

V [g *V  . а +  Г] =  С "1 а, (х, t ) ^ Q X [ 0, со), (4.14)

g * V -о  =  us -  F, (х, i ) e  r uX [0 , °°), (4.15)

(n-cr)r<J =  q\ ( x , i ) e  Гс Х [0, ooj. (4.16)

Задача (4.14) — (4.16) сформулировала в предположсппи, что 
тензор а является симметричным и дважды непрерывно диффе­
ренцируемым.

Сформулируем теперь установленные в [156, 157] вариацион­
ные принципы. Обозначим через К  множество всех допустимых 
состояний, так что S  =  [ u, &, о] ^  К , и определим иа множестве 
К  следующую величипу:

J 1 (S) =  4  f  te*8 * ’ £■ • *е] (х, /) dx -f  4  J  p (x )[u -*u ](x ,/)с1х —

— j* [g*a • • *e] (x, t) dx — f [(g*V • a -1- f) • *u] (x, t) dx +
h h

+  f [g *n -a -*u s] (x, t) dx -[- \ [g *(n -a  — qs)-*u ] (x, t) dx.
i\t r a

(4.17)
Заметим, что J\ зависит как от S , так и от зпачения времени t. 
Для любого фиксированного момента времени £ ^ [0 , °°) вели­
чина J\ (S ) является функционалом, сопоставляющим каждому 
допустимому состоянию S  числовое зпачепие J\(S).

Вариационный принцип динамики утверждает, что условие 
стационарности

ô/i(lS ) = 0 > S ^ IC  (0 < t < ~ )  (4.18)

выполняется тогда и только тогда, когда S  является решением 
задачи (4.2) — (4.7).

Сформулируем другой вариационный принцип. Пусть К  пред­
ставляет собой множество допустимых состояний, которые удов­
летворяют соотношениям между деформациями и перемещения­
ми. Для S  =  [и, е, <*]<=/£ и i e  [0, оо) определим величину ^ (S )  
следующим образом:

J 2 (S ) =  [g*a • • *е] (x, t) dx — — [ [g*o • • *С-1 • • a]  (x, /)dx+
Ъ Ь

+  j  J  P (x) [u - *и] (x, t) dx — j* [f • *u] (x, t) dx —
Й Й

— f [g*n-o*(u  — u*)] (x, t) dx — f [g*qs-*u] (x, t) dx. (4.19)
r u l'a



Так же как и определенная в (4.17) величипа Ji ,  переменпая 
зависит не только от iS, но и от времени t и при любом фикси­
рованном t ^  [0, оо) сопоставляет каждому допустимому состоя­
нию S  числовое значение J 2 (S),  т. е. /2 является функционалом 
от S.

Условие стационарности
6/2( S ) = 0 ,  S ^ K  ( O ^ t C o o )  (4.20)

выполняется тогда и только тогда, когда S  является решением 
задачи дипампки упругого тела (4.2) — (4.7).

Определим теперь кинематически допустимые перемещения 
как допустимые перемещения, удовлетворяющие кинематическим 
граничным условиям (4.5). На множестве К  всех кинематически 
допустимых полей перемещений рассмотрим функционал /3, по­
лучающийся из /г в результате исключения 8 и а при помощи 
соотношений (4 .3), (4 .4):

Л  (и) =  т  J fe*(Vu) ‘ * с ' • (Vй)] (х, í) dx +

+  4  f Р (х) [и-*и] (х, t) dx — j* [f • *u] (x, 1) dx —
h h

— f [g*qs-*u] (x, t) dx. (4.21)

Рассматривая /з(и) как функционал от и, для любого фиксиро­
ванного момента времени t е  [0, оо) сформулируем вариационный 
принцип для кинематически допустимого поля перемещений.

Условие стационарности

6У3 (и) =  0, и 0 < t < o o t (4.22)

выполняется тогда и только тогда, когда кинематически допусти­
мое распределение перемещений и является решением задачи ди­
намики упругого тела (4.2) — (4.7 ).

Рассмотрим множество допустимых напряжений, составленное 
из симметричных, дважды непрерывно дифференцируемых по 
пространственным переменным тензоров a. Pía этом множестве 
для каждого фиксированного момента времени t определим функ­
ционал

j a(g) ~ 4 f  lg *V -a -*V -a ](x , ¿) dx -+-
o

+  4  j" [a- • *C-1 • • a] (x, i) dx — j* [Vf • • * 0] (x, i) dx +  (4.23)
h b

-J-j* t(f — u‘)-*n -a ]  (x, t) dx +  f [g*(qs —n-a)*V>a] (x,í)dx.
В a



Согласно вариационному принципу, установленному в [157],
6/4(0) =  0, о е / ( , 0 ^ ^ < о о , (4.24)

тогда и только тогда, когда о является распределением напря­
жений, соответствующих решению задачи динамики упругого 
тела (4.2) — (4.7).

Наряду с приведенными формулировками пзвестпы также 
(см. [95, 156, 157]) и другие формы вариационных принципов 
динамики в свертках, применяемые в специальных случаях, ког­
да на всей границе тела заданы перемещения (Г  =  Г„) или 
усилия (Г  =  Г а).

Заметим также, что методы, основанные па использовании 
вариационных принципов в свертках и сведении задач динами­
ки упругих тел к решению систем интегральных уравнений, на­
ходят применение при моделировании напряженно-деформиро­
ванного состояния упругих стержней и оболочек (см. работы 
[40, 41]).

1.5.
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ПРИНЦИПЫ 

ДЛЯ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГИХ ТЕЛ

Предположим, что упругое тело совершает колебапия при 
отсутствии воздействий объемных и поверхностных сил. Будем 
полагать qv =  0, qs =  0 в уравнениях ( 1 .6) — ( 1 .8), а начальные 
условия (1.9) исключим из рассмотрений. Считаем также, что 
и* =  0. Рассмотрим малые колебания упругого тела вида

и (я, £) =  ф(я)ехр(йог),

а (х , t ) =  S (z )exp (¿0 ¿), (5.1)

е ( х , t) =  е (я) exp (¿(oí),

где параметр 0 — собственная частота, <р(х)— соответствующая 
форма свободных колебапий. Подстановка (5.1) в (1.6) — (1.8) 
приводит к следующим соотношениям:

ю2рф +  V • S =  0, (5.2)

S =  С • • е, (5.3)

e =  V2 [v<P +  (vq>)*], (5.4)

п • S =  0, х е Г „  <р =  0, х е  Г„. (5.5)

Величипы со2, при которых существуют нетривиальные решения 
<р(х)#0, о ( х ) # 0 ,  е ( х ) ^ 0  задачи (5.2) — (5.5), называются соб­
ственными значениями, а соответствующие <р(х), а (х ), е(х) — 
собственными функциями. Функции <р(х) и величипы 0 пред­
ставляют собой собственные формы колебаний и соответствую­
щие собственные частоты. Пусть 6<р — вектор виртуальных сме-



щепий, определенных в области £} и на грапнце Г, так что б<р =  
=  0 на Г«.

Используя уравнения (5.2) и граничные условия (5 .5), со­
ставим соотношение

Г бф-[V• в  со‘2рф] с1й —  ̂ бф-п*8<1Г =  0. (5.6)
и Г а

Интегрирование по частям в (5.6) с учетом граничных ус­
ловий (5.5) и условия обращения виртуальных перемещений в 
нуль па Г и приводят к принципу виртуальной работы для тел, 
совершающих свободные колебания:

| Э - - бес1Й — со21 рф-бф(Ю =  0. (5.7)
12 я

Если поля амплитудпых функций ф, е, Б удовлетворяют (5.2),
(5.4), (5 .5), то сумма работ внутренних сил и сил инерции па 
любых виртуальных перемещениях, совместимых с геометриче­
скими ограничениями (ф =  0 на Га), равна пулю. При получе­
нии соотношения (5.7) нигде не использовалось предположение 
об идеальной упругости тела или какое-либо другое реологиче­
ское соотношение между напряжениями и деформациями. По­
тому припцип виртуальной работы может применяться при рас­
смотрении колебаний тел, пе являющихся упругими.

Если дополнительно предположить, что тело, совершающее 
свободные колебания, абсолютно упруго, т. е. удовлетворяется 
закон Гука (5.3), то

в - С - ^ ф ) ,  (5.8)

и приходим к принципу стационарности разности амплитудных 
значении энергии упругих деформаций и кинетической энергии

б{Пф(ф)- (о2Гф(ф)} =  6Пф(ф )-  о)2б7тф(ф) =  0. (5.9)

Выражения для потенциальной и кипетической энергии даются 
формулами

П ф (Ф )= 4 ,[(у<р ) " с - - (у Ф)с1й’
Ь

Т ф (ф )= 4  | р<р -ф (1й-
я

Согласно принципу (5.9), среди всех допустимых полей смеще­
ний ф(я), подчипеппых кинематическим условиям из (5.5), дей­
ствительные поля перемещений удовлетворяют условию стацио­
нарности.

При построении моделей динамики тел, совершающих малые 
свободные колебания, применяется условие стационарности рас-



ô 1пе -  о)2Г,р + J(e -  |-(?Ф)* -  4 УФ). -SclQ + J ф-xdrj = О,

(5.11)
где

В (5.11) варьируемыми предполагаются величины ф, /, Э, е. 
Условия стационарности приводят к соотношениям (5.2) — (5.5) 
и равепству % =  п • а  па Г„.

Если применить к (5.11) уравнения (5.2), граничное усло­
вие для иапряжепий па Г а? закон Гука (5.3) и равенство % =  
=  п а  на Г„, то соотношение (5.11) трансформируется в прин­
цип стацпоиарпостп «дополнительной энергии» [236]:

В принципе стационарности (5.12) варьируемыми величинами яв­
ляются ф и S. При варьировании величины I l s — (о2Г ф по <р и S 
предполагается, что опи удовлетворяют уравиеппям (5.2) и гра­
ничным условиям (5.5) на Г0. Необходимые условия экстремума 
приводят к равенствам е =  !/г [(^ф) * +  v<p] и Ф =  0 на Г«,.

Важным аспектом вариационной теории свободных колебаний 
является свойство эквивалентности лрипципа (5.9) и прппципа 
стационарности рэлеевского соотношения

К установлению свойства эквивалентности приводят следующие 
выкладки:

Здесь предполагается, что вариации б (со2), 6ПФ, бГф обусловлены 
вариацией функции ф. Заметим, что условия стационарности рэ- 
леевских отношений хорошо изучены и широко используются 
при построении расчетных моделей.

Часто используется при решении задач теории малых коле­
баний и другой вариацпопный принцип, согласпо которому для 
действительных форм колебапий выполняется условие стационар­
ности потенциальной энергии упругих деформации

б {П§ —со27\р} =  бПб — со2бГ ф == О,
(5.12)

а

0(и2)= 0 (П ,/Г Ф)= 0 . (5.13)

0ПФ(ф) =  0, 7*(Ф) = 1 (5.14)



при дополнительном условии, наложенном на величину кинети­
ческой энергии. Эквивалентность данного принципа принципу 
стационарности отношения Рэлея может быть непосредственно 
установлена на основе составления расширенного функционала 
Лагранжа Пф(ф) —Я(Гф(ф)— 1) и выполнения операции варь­
ирования

6(ПФ- Я ( Г Ф-  1 ) )= б П Ф-Х б Г Ф =  0.

Через Я обозначен постоянный множитель Лагранжа.
Семейство условий стационарности (5.9), (5 .13), (5.14) мож­

но дополнить еще одним принципом, заключающимся в обра­
щении в нуль вариации кинетической энергии при выполнении 
условия постоянства потенциальной энергии

6Гф(ф )= 0 , Пф(ф )= 1 . (5.15)

Наряду с отмеченными условиями стационарности в теории 
собственных колебаний широко используются минимальные ва­
риационные принципы [1, 4]. Наиболее широкое применение в 
прикладных задачах нашел вариационный принцип Рэлея.

Прежде чем формулировать вариационные принципы, упомя­
нем здесь (см. также разд. 1.6) некоторые свойства задачи о 
свободных колебаниях. Как известно, задача о свободных коле­
баниях идеально упругого тела описывается самосопряженным 
и положительно определенным оператором. Спектр собственных 
частот является дискретным, и все частоты действительные. Соб­
ственные формы колебаний попарно ортогональпы по кинетиче­
ской энергии и по потенциальной энергии

Ч>*]Г =  .[ РФ*- Фк<Ю =  0, ] Ф  к, (5.16)
и

[ф>, ФЧ П =  [ v<pi • • С • • (■Уф") с1Й =  0, 1 Ф  к. (5.17)
ь

Собственные формы образуют полный базис в пространстве 
функций, дифференцируемых по всем переменным, интегрируе­
мых с квадратом и удовлетворяющих всем граничным условиям. 
Любой элемент из этого пространства может быть представлен 
в виде ряда по собственным формам колебаний

ф (х) =  2  а кЦ>'! (х). (5.18)
/<=1

Ряд (5.18) сходится по энергии.
Пусть собственные частоты 01 «2 <  о>з и соответствующие

им формы колебаний ф1, ф2, ф3 занумерованы в порядке возра­
стания частот, и через Фл, обозпачепо множество всевозможных 
Ф, удовлетворяющих граиичпым условиям и ортогональных к 
первым к — 1 формам:

Ф/<: [ф, Ф; ]г =  ]* Рф-фМй =  0, / = 1 ,  к — 1. (5.19)
й



Согласно принципу Рэлея, действительная /с-я форма свобод­
ных колебаний реализует минимум отношения ПФ/Гф на классе 
функций, ортогональных к низшим формам (у — 1,
. . . ,  к — 1) и удовлетворяющих граничным условиям. Величина 
этого мипимума равна квадрату к-й частоты собственных ко­
лебаний:

©л =  min (Пф (Ф)/Гф (<р)). (5.20)
ф£Ф/{

При отыскании фундаментальной частоты отношение Рэлея ми­
нимизируется на всем множестве дифференцируемых функций, 
удовлетворяющих граиичпым условиям.

При применении принципа Рэлея для отыскания к -й соб­
ственной частоты и собственной формы требуется информация 
о низших частотах и собственных формах. В связи с этим ука­
жем также другой вариационный принцип (принцип Куранта), 
не требующий знапия низших форм колебапий. Пусть ф1, я))2,
. . . ,  фА-1 — произвольные линейно независимые элементы рас­
сматриваемого пространства, а — пространство фупкций, удов­
летворяющих условиям ортогональности:

Ч?к : [<р, ф; ]г =  J  рф-'фМЙ, / =  1, 2, . . . ,  & — 1. (5-21)
h

Тогда к -я собственная форма колебаний и собствеппая частота 
могут быть найдены из решепия задачи

(ок =  шах min (Пф (ф)/7\р (ф)). (5.22)
я|>1,^21...,Ч!л“ 1<реЧГА

Заметим, что при отыскании фундаментальной частоты соб­
ственных колебаний полностью незакрепленных тел можно поль­
зоваться перечисленными выше стационарными и минимальны­
ми принципами. Однако в этом случае не требуется заранее 
удовлетворять никаким граничным условиям. Условия па сво­
бодной поверхности являются естественными, т. е. условиями 
трансверсальности для минимизируемого функционала. Вместо 
этого искомую форму колебаний следует подчинить дополнитель­
ным условиям

J  Ф<1£2 =  0, J  гХф(1£2 =  0,
Q Q

где г — радиус-вектор, определяющий положение точки об­
ласти Q.

1.6.
НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Свойства собственных форм и собственных частот свободных 
колебаний существенно используются в задачах анализа и опти­
мизации механических систем. В ряды по собственным формам 
свободных колебаний разлагаются решения многих задач дина­



мики и статики конструкций. Собственные частоты определяют 
жесткостные свойства деформируемых тел. Частотный спектр во 
многом характеризует реакцию упругого тела на заданные внеш­
ние воздействия. Особенно важны для анализа динамики упру­
гого тела определяемые собственными частотами условия воз­
никновения резонансных явлений. Распределение собственных 
частот, их кратность и плотность характеризуют качество проек­
тируемых конструкций. Наконец, обработка данных о спектре 
собственных частот и формах свободных колебаний лежит в ос­
нове многих методов идентификации.

Исследование собственных частот и форм свободных колеба­
ний сводится при континуальном описании конструкции к рас­
смотрению однородных краевых задач на собственные значения 
для уравнений в частных производных, а при использовании 
дискретных моделей конструкций -  к решепию спектральных за­
дач линейной алгебры. В свою очередь, многие общие резуль­
таты, полученные для задач на собственные зпачеиия, имеют 
содержательную трактовку в теории упругих колебаний.

Ниже приведем вкратце некоторые основные сведения о свой­
ствах свободных колебаний. Знание этих свойств полезно прп 
постановке задач анализа и проектирования и при интерпрета­
ции получаемых результатов. С целью сокращения записей и 
придания рассматриваемым соотношениям большей простоты бу­
дем пользоваться операторной формой записи уравнений динами­
ки. Пусть свободные колебания описываются уравнением 
M {d2\x!dt2) +  Cu =  0 с симметричпыми положительно определен­
ными операторами М и С при некоторых граничных условиях 
на Г. Разделение времепной и пространственной переменных и 
представление решения в виде суммы произведений синусов или 
косинусов аргумента (út па неизвестные функции пространствен­
ных координат (амплитудные фупкции перемещений пли других 
переменных состояния) приводит к краевой задаче на собствен­
ные значения для уравнения

Сф =  Ш<р, (6.1)

где под собственным значением Я понимается квадрат частоты: 
Я =  со2.

Предположим, что имеется s собственных форм ф1, ф2, . . . ,  ф*, 
соответствующих собственному значению Я. Тогда их любая ли­
нейная комбинация дпф1 +  02ф2 +  . . .  +  а8ф* (а { — постоянные) яв­
ляется собственной формой, соответствующей этому собственно­
му значению. Это утверждение проверяется непосредственно:

2  «¡фЛ = 2 1чс<?i = 2 = хм (2
t=l / i=i i=l \ i=l

Из самосопряженности и положительной определенности опе­
раторов С и М следует положительность собственных значений 
Я. Действительно, пусть Я и ф — собственное число и собственная



фупкция уравнения (6.1). Умножим левую и правую части 
этого уравнения скалярпо на ср и затем получающиеся выраже­
ния проиптегрируем по области £2. Будем иметь

Я=(С ф , ф)/(Л/ф, ф ). (6.2)

С использованием аксиом скалярного произведения и свойства 
самосопряженности операторов С и М  запишем

(Сф, ф) =  (ф, Сф), (Сф, ф) =  (ф, Сф),

(Л/ф, ф) =  (ф, Л/ф), (Мф, ф) =  (ф, М ц ) .

Из (6.3) следует, что (<р, Сф) =  (ф, Сф), (ф, Мф) =  (ф, Л/ф), т. е. 
сами величины и их комплексно сопряженные значения равны 
между собой. Последпее и означает действительность этих ве­
личии. Учитывая также положительную определенность опера­
торов, приходим к выводу, что X >  0.

Собственные формы колебапий ф1 и ф2, отвечающие различ­
ным собственным зпачениям Хг =  со?, Х2 =  со?(^1 ф Х 2), ортогоиаль- 
пы отпосительно инерционного оператора М. Чтобы доказать 
дапное утверждение, следует домпожить скалярпо левые и пра­
вые части уравнений

Сф1 =  Х\Му\ Сф2 =  М/ф2 (6.4)

соответственно па ф2 и ф1 и получающиеся произведения проин­
тегрировать по £2. Следствием этих уравнепий является соот­
ношение

(X, — Я2) (ЛГф*. ф *)-(С ф ‘, ф2) —(Сф2, ф ')=  0. (6.5)

Так как Ал Ф Яг, то
(Д/ф1, ф2) =  0. (6.6)

Если одному собственному числу X отвечает несколько соб­
ственных форм колебаний, то их можно ортогонализовать, при­
меняя к собственным формам процедуру ортогонализации (см., 
например, [66, 81]). Применяется также нормирование собствен­
ных форм. Поэтому в дальнейшем считается, что совокупность 
всех собственных форм образует ортопормированпуго систему.

Собственные формы свободных колебаний также ортогональ­
ны и относительно оператора жесткости С. Действительно, пред­
положим, что ф1, ф2 — собственные формы, отвечающие собствен­
ным числам Х\, Яг, и домпожим обе части уравнения Сф1 =Х\Мц>1 
скалярно на собственную функцию ф2. С учетом (6.6) будем 
иметь

(Сф1, Ф* ) - Х х ( М 9 \ ф 2)= 0 .  (6.7)

Рассмотрим упругое тело, связывающее свободные колебания, 
и отметим некоторые свойства, относящиеся к наложению пли 
спятиго механических связей. Наложение механической связи 
может выражаться в задании дополнительных краевых условий,



отвечающих более жесткой системе крепления грапиц тела, за­
дании односторонних условии типа неравенств (контактпых ус­
ловий), описывающих способ подкрепления тела другими упру­
гими или жесткими телами. Отдельно могут рассматриваться 
точечные односторонние и двусторонние связи, соответствующие 
заданию ограничений на функцию перемещений. Снятие меха­
нических связей происходит при «отлипании» контактирующих 
упругих поверхностей, разрушениях упругого тела, приводящих 
к появлению трещин и полостей, отколах и расслоениях в эле­
ментах конструкции из структурно-неодпородпых материалов. 
Действие связей описывается соотношениями типа равенств и 
неравенств, определенных как в граничных, так и во внутрен­
них точках области Q, занимаемой упругим телом.

С математической точкп зрения введение связей означает за­
дание дополнительных условий, налагаемых на класс допусти­
мых функций, которые составляют область определения функ­
ционалов. Таким образом, введение дополнительной связи долж- 
по сужать класс допустимых функций и тем самым приводить 
к увеличению минимального значения илп уменьшению макси­
мальной величипы рассматриваемого функционала. Наоборот, 
спятие связей означает расширение допустимого множества 
функций, на котором разыскиваются минимумы или максимумы 
соответствующих функционалов. При этом, очевидно, происходит 
«опускание» минимумов и «подпятие» максимумов. Подобные 
соображения лежат в основе многих фундаментальных теорем 
сравнения, доказываемых в вариационном исчислении.

Сформулируем здесь некоторые основные утверждения.
Если па механическую систему наложить дополнительные 

связи, то основпой тон и все собственные тона (обертопы) си­
стемы могут измениться лишь в сторону повышения. Обратно, 
если освободить систему от ряда связей, ограничивающих ее ко­
лебания, то как основной тон, так и все обертоны системы могут 
измениться лишь в сторопу понижения.

Приведем теперь некоторые утверждения общего характера, 
связанные с разбиением области Q на подобласти н сопоставле­
нием собственных частот колебаний целого тела и частот коле­
баний его отдельных частей. Заметим, что вопросы представле­
ния конструкций как объединения некоторого числа подконструк­
ций и вопросы декомпозиции спектра собственных значений 
оказываются важными в теории оптимального проектирования 
сложных механических систем.

Пусть механическая система, занимающая область £2, состоит 
из несвязанных между собой упругих тел, занимающих области 
Qi, £2г, Подобласти £2j, Q2, не имеют пересечений, но 
могут иметь общие граиичпые точкп. Тогда совокупность соб­
ственных значепий и собственных форм колебаний для всей ме­
ханической системы состоит из совокупности всех собственных 
значений п собственных форм для составляющих ее тел [66, 151]. 
Здесь предполагается, что каждая из собственных форм колебаний,



определенная для одной из областей £2„ полагается в дру­
гих областях (/ =  1, 2, ¿) равной нулю.

Для того чтобы пояснить сформулированное утверждение, 
достаточно заметить следующее. Собственные формы колебаний, 
каждая из которых определена для одной из областей £2, (& =  
=  1, 2, . . . )  н равна нулю для всех остальных областей £2„ 
а также все линейные комбинации, составленные из доопреде­
ленных таким способом собственных функций, соответствующих 
одному и тому же собственному значению, являются одновре­
менно собственными функциями для области £2. Справедливо н 
обратное. Собственная форма колебаний для области £2 является 
собственной формой по крайней мере для одной из подобластей 
£2,-. Другими словами, сказанное выше означает только то, что 
если упругие тела не контактируют друг с другом, то колебания 
этих тел происходят независимо.

Сформулируем и другое общее свойство колеблющихся тел [66]. 
Для этого зададим в области £2, занимаемой упругим телом, ко­
нечное число подобластей £2,-, не имеющих между собой общих 
внутренних точек. Будем считать, что границы упругого тела 
жестко закреплены, т. е. вектор перемещений обращается в нуль 
па границе области (и =  О при х^ # £2). При рассмотрении соб­
ственных колебаний упругих тел, занимающих подобласти £2„ 
будем также считать, что и =  0 при х <= 3£2<. Обозначим через 
Л(Х),  А{(Х) (¿ =  1, 2, . . . )  количества собственных частот сво­
бодных колебаний соответственно для области £2 н подобластей 
£2,-, не превышающнх-велпчины X. Тогда справедливо следующее 
неравенство:

А (X) >  2  4  (X). (6 .8 )
1=1

Применяется и другая формулировка отмеченного свойства. 
Сопоставляются частоты колебаний жестко закрепленного упру­
гого тела (и =  0, х е й )  и системы невзаимодействующих упру­
гих тел с жестко закрепленными границами (и => 0, х е  д£2,). При 
этом величина п-й собственной частоты для тела, занимающего 
область £2, не превосходит /г-го члена суммарной последователь­
ности всех собственных частот, отвечающих телам с границами 
д£2,- и расположенных в порядке возрастания их величин. Заме­
тим, что каждое собственное значение кратности /• повторяется 
г раз.

В заключение приведем строгие утверждения в терминах 
функционального анализа, справедливые как для конечномерных, 
так и для бесконечномерных (континуальных) систем.

Пусть — гильбертово пространство с нормой [<р, ф]1/2. 
Через (<р, ф) обозначим ограниченный квадратичный функционал 
на Зёь. Дополнительно введем подпространство Ив» основного 
гильбертова пространства 3/ёь- Обозначим через



стационарные зпачения рэлеевского отношения [и, и]/(и, и) па 
Ж ь, а через

(6.10 )

— стационарпые значения этого отношения на элементах под­
пространства Ж &.

Согласно первой теореме сравнения, стационарные значения 
(6.9) рэлеевского отношения на гильбертовом пространстве Ж ь 
не превосходят соответствующих стационарных значений (6.10) 
указанного отношения на элементах подпространства Ж*, т. е.

¿ =  1 , 2 , . . .  (б .и )

Определим теперь в гильбертовом пространстве Ж ь г лпией- 
пых функционалов /2, . . . ,  /г. Примем в качестве подпрост­
ранства Ж* множество элементов пространства Ж ьл для которых 
удовлетворяются условия /1 (ф) =  0, /г(ф) =  0, т. е.

Л  =  (ф Е  Ж Ь'. ] ! (ф) =  /2(ф) =  . . . = / г(ф) =  0}.

Согласно второй теореме сравнения, для стационарных зна­
чений (6.9) и (6.10) рэлеевских фупкционалов на Ж ь и Ж* вы­
полняются следующие двусторонние оценки:

¿ = 1 , 2 ,  (6.12)

1.7.
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВОЗМУЩЕНИЙ 

ДЛЯ АНАЛИЗА СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Одним из наиболее мощных средств, оказавшихся очень эф­
фективными при проведении широкого круга исследований, яв­
ляются методы возмущений или методы малого параметра. Их 
применение позволяет получить приближенное аналитическое 
представление для решений сложных линейных и нелинейных 
задач для дискретных и распределенных систем, описываемых 
как обыкновенными дифференциальными уравнениями, так и 
дифференциальными уравнениями в частных производных. Ме­
тоды возмущений широко используются как для получения 
асимптотик и анализа сингулярностей, так и для определения 
аналитических решений тестовых задач. Следует отметить, что 
эти методы могут служить основой для различных вычислитель­
ных алгоритмов. По существу, на теории возмущений основыва­
ются все методы последовательных приближений [51].

Рассмотрим задачу на собственные значепия, возникающую, 
например, при расчете свободных колебаний упругой конст­
рукции:



Собственные функции ф1, <р;, отвечающие различным собствен­
ным значениям Я,*, Я,, считаются ортонормированными:

(ф\ Л/<р’) =  б.> (7.2)
Здесь б у — символ Кропексра (б0 = 1  при ¿ =  / и 6,̂  =  0 при 
¿ ^ у ) ,  а круглыми скобками обозначается скалярное произведе­
ние векторов <р* и Му?. Линейные дифференциальные операторы 
С , М включают граничные условия и предполагаются самосопря­
женными. Считается, что бескопечиая последовательность соб­
ственных значений Яь Яг, образует дискретный спектр зада­
чи (7.1),  (7 .2). В случае алгебраических задач с квадратными 
матрицами М и С размера ?гХ?г имеется конечный спектр соб­
ственных значении Яц Яг, . . Яп. Объединим рассмотрение кон­
тинуального и дискретного случая, обозначая через г количество 
собственных значений задачи. При этом 5-кратное собственное 
значение считается 5 раз. Для первого и второго случаев имеем 
соответственно г =  оо и г =  п .

Операторы С и Л/, входящие в уравнение (7 .1), заданы в виде 
С =  С° +  гС\ М =  М° +  гМ\ (7.3)

где е >  0 — малый параметр; С°, М° — певозмущенпые операторы; 
еС1 и еМ 1 — вносимые возмущения. В соответствии с представ­
лением (7.3) при 8 =  0 имеем невозмущепную задачу па соб­
ственные значения (задача нулевого приближения)

С° <р1 =  Х°иМ \ 1  ¿ = 1 , 2 .......... г, (7.4)

и условия ортонормнрованностп
(ф* М \Ъ) =  б„. (7.5)

1° Сначала рассмотрим случай, когда иевозмущенная задача
(7.4), (7.5) имеет только простые собственные значения, и, 
предполагая известными величины нулевого приближения ф̂ , Я?, 
¿ = 1 ,  . . . ,  г, построим приближенное решение возмущенной за­
дачи. Решение возмущенной задачи (7.1), (7.2) для Я,-, ф* может 
разыскиваться в виде бесконечных рядов по степеням малого 
параметра е. Учитывая при этом, что практический интерес, как 
правило, представляет отыскание одного-двух членов разложе­
ний, представим искомые величины в виде

X, =  X? -I- ек\ +  е2Х'1 (7.6)

ф’ =  Фо -Г  еФ*1 -г е2ф». (7.7)

Нижний индекс собственного вектора и верхний индекс у соб­
ственного значения означают номер приближения. Пусть М°, С°, 
М\ С1 — самосопряженные операторы. Для определения попра­
вок в первом, втором приближениях или, другими словами, для 
последовательного построения решения возмущенной задачи 
(7.1),  (7.2) с точностью до членов порядка е, е2 получим соот­
ношения, которым удовлетворяют величипы Я', ф{ и Я*, ф̂ .



С этой целью подставим (7 .3), (7.6), (7.7) в (7 .1), (7.2) и при­
равняем коэффициенты при одинаковых степенях е. В резуль­
тате прндем к уравнениям, определяющим величины первого 
приближения

с °  ф! +  С1фо =  К°гМ°(р1 +  ^Л^Фо +  ММ°ф;, (7.8)

(<р1, М \ 1) +  ( Ф1, М°фо) +  (ф‘ , М У о) =  О, (7.9)

и величины второго приближения :

+  С У  =  +  ? 4 м у  +  %\М\\ +  %\М\1 +  ^ М У ,
............................................................................................................................  (7.10)

(ф2, М \ 1) +  (ф2\ М У о) +  (ф{, М У )  +  (ф1, М 1Фо) +

+  (<р1, м \ { )  =  0. (7.11)

Получаемые при этом уравнения для величин нулевого прибли­
жения, очевидно, совпадают с (7 .3), (7 .4).

Домножим обе части уравнения (7.8) скалярно на вектор ф̂  
и учтем равенство

(С°<р1, Ф̂ ) =  (ф|, С°фо) =  я? (ч>1 М°ф’).

В результате придем к выражению для поправки к собственно­
му значению в первом приближении

М =  (фо, (С '-Х ?М 1)ф ^ ). (7.12)

Для определения поправки ф! к собственному вектору ф|> иско­
мый вектор ф! представляем в виде разложения по собственным
векторам ф£ невозмущепиой задачи:

ф! =  2  « У ,  а] =  (ф{, М°фо) • (7.13)
;= 1

Далее левую и правую часть уравнения (7.8) домножим ска­
лярно на Ф (̂*=т^/). Будем иметь

(фо, С°ф!) +  У ,  С<р1) =  ¡̂(фо- м°ф1) +
+  кч У ,  м у )  +  К\ У , М°фо). (7.14)

Принимая во внимание условие ортогональности 

(Л/° ф0г, ф£) =  0 

и равенство

У ,  с у )  =  х] у ,  м у 0),

на основании соотношения (7.14) получим (г¥=у)

=  У ,  М У ) =  1 У ,  (С1 -  %\№) ф’). (7.15)
' М ~~



Соотношения (7.9) при 1 Ф ]  записываются в вцде а\ +  а ) =  
=  — (<р<5, М г<р1) и тождественно удовлетворяются при подста­
новке в них выражений (7.15) для а\ и а}.

Коэффициент а\ определяется из условия нормировки (7.9) 
с г =  у:

° 4 = (ф{. м \ а  =  -  4  (фо, м ч ; ) -  (7.16)

С учетом (7.15), (7.16) для поправки к собственному вектору 
в первом приближении имеем следующее выражение:

*1  =  - т ( ^ . и ' » 3 * ! +  2̂
7=1 ,7тИ

( ф 50 ,  {С 1 -  Х ? Л Я )  Ф о ) -

(7.17)
Определим поправки второго приближения. С этой целью ум­

ножим обе части уравнения (7.10) скалярпо на «Й и выполним 
преобразования с учетом (7 .5), (7.16) и равенства (С°ф ,̂ <р̂ ) =  
=  К  (фг. Л/'рфо)- Имеем

К  =  ( Ф о ,  (С 1 -  № л)  Ф ,1 )  +  К  ( ф 1,  М ° ф о ) -  ( 7- 18)

Подставляя далее в формулу (7.18) выражепия для К  и ср] со­
гласно (7 .12), (7.17) и выполняя элементарные преобразования, 
получим

К  =  -  ( ф о ,  М Ч о )  ( ф о -  ( С 1 -  К М ' )  ф ’ )  - г
Г —

+  2  (фо> (С1 ?чМ1) фо)2. (7.19)
7=1,7 4̂ *•}

Представим возмущение к собственному вектору во втором при­
ближении в виде ряда по собственным векторам певозмущеиной 
задачи:

Ф2 =  2  4ч>о- (7.20)к= 1

Выражение для х] при г Ф у получается при помощи подстанов­
ки (7.20) в уравнение (7.10) и умножения обеих частей полу­
ченного соотношения на ср£. С учетом равенства

( ф 2 ,С ° Ф г ) = ^ ( ф 1 ^ )  (7.21)

и формул (7 .12), (7.16) будем иметь

*/ -  - ф х ;  [ ( *  (с *  -  Ч м ‘) * («4.

-  \  (ф’ , М \ 1 ) (ч>1 ( с 1 -  К м 1) <К) +

2  г у ^ .)!
\ Л0 ”  Л0 / J



Выражение для коэффициента к\ находится из условия нор­
мировки (7.11) с / =  I и имеет вид

г

х! =  -  у  2  ^  (« ) +  2 (фо, ^ Ф о ))- (7.23)
3=1

2° Рассмотрим случай, когда среди собственных значений не- 
возмущеипой задачи (7 .4), (7.5) имеется кратное собственное 
значение. Без ограничения общности предположим, что 5-крат- 
пым является первое собственное значение А,0 и ему соответ­
ствуют собственные векторы ф  ̂фо, ...,ф о* Очевидно, что соб­
ственным вектором задачи (7.4), (7.5), отвечающим собственно­
му значению Х°, также является любая линейная комбинация 
указанных векторов. Предполагается, что при реализации воз­
мущения операторов (7.3) кратное собственное значение Х° пе- 
возмущенной задачи (7.4), (7.5) расщепляется и вместо него 
в возмущенной задаче (7.1), (7.2) появляется 5 различных соб­
ственных значений А,1, X2, . . . ,  X9. Предполагается, что при умень­
шении параметра е величины X* (¿ =  1, 2, $) стремятся
к значению Х°.

В подпространстве собственных векторов невозмущенной за­
дачи (7 .4), (7 .5), отвечающих собственному значению Х°, выбе­
рем 5 ортогональных векторов, являющихся линейными комби­
нациями собственных векторов ф2>, фо» • • • > Фо с некоторыми не­
фиксированными множителями ф):

¿ =  ^ , 2 , . . . , s .  (7.24)
3=1

Собственные значепия и собственные векторы возмущенной 
задачи (7.1), (7.2) с I представим в виде

% 1  =  Х° +  гХ] +  е2Я? +

фг — 'Ф1 +  еф! +  £2ф2 +
(7.25)

Прп г >  5 соответствующие рассмотрения аналогичны тем, кото­
рые делались выше в случае некратных собственных значений. 
Используя выражения (7.24), (7.25) и уравнения для величин 
первого приближения (7.8), будем иметь

с°<р[ +  2  =  М 2  +  \« 2  +  м м \ \ .
3=1 3=1 3=1

(7.26)

Умиожая скалярно обе части уравнения (7.26) на фо с к Ф  в 
и учитывая равенства (ф1, С°(ро) =  К(ср1, М°<ро), Я? =  А*, прихо­
дим к соотношениям

2  [(фо, (С1 -  ММ1) Ч>1) -  Мбл ] $  =  о, к =  1 ,2 , . . . .  5. (7.27)
'3=1



Для отыскания нетривиального решения системы уравнений 
(7.27) потребуем обращения в пуль определителя системы

<1е1 ([(ч>5, (С1 -  О Т 1) ц > 1)-Х1бЛ]) =  0. (7.28)

Определяемые из решепия уравнения (7.28) величины Х\ явля­
ются поправками к величипе невозмущенпой кратпой частоты Я0. 
Если определяемые величины оказываются некратными, то пз 
системы (7.27) однозначно находятся зиачепия коэффициентов 
Р]. Если же среди корней уравнения (7.28) есть кратные, то 
имеется известный произвол в выборе {3}.

Определим поправку к собственному вектору в первом при­
ближении ф1. Для удобства проведения соответствующих рас­
смотрений введем единое обозначение для векторов певозмущеи- 
ной задачи. Обозначим через ф£(/=  1, 2, . . . ,  г) полный набор 
собственных векторов певозмущепной задачи, положив =  фг 
при I =  1, 2, . . . ,  5 (« ^  г ) .

Представим искомые векторы ф] (г =  1, 2, . . . ,  $) в виде раз­
ложений по собственным векторам ф̂  (г =  1 ,2 , . . . ,  г) невозмущен­
ной задачи:

ф! =  2  °0фо +  2  (7.29)
;=1 ;=5+1

Величнпы а ](/ =  5-|-1, ^  входящие во вторую сумму в
(7 .29 ) , определяются тем же способом, что и в случае пекратиых 
собственных значений, п находятся при помощи формулы (7.15) 
при I Ф /. Для определения а) при / =  1, 2, . . . ,  5, как и в случае 
пекратиых собственных значений, применимы формулы (7.16). 
Отыскание величии а] с / = 1 , 2, . . . ,  5 и 1 Ф ]  оказывается не­
возможным па основе уравнений первого приближения (7 .8),
(7 .9 ) , и в этом случае требуется воспользоваться уравнениями
(7.10) для возмущений второго порядка.

Умпожим обе части уравнения (7.10) скалярно на ф£ и пре­
образуем получающееся соотношение, используя формулы (7.5) 
и равенства (фг, С°ф£) =  Я° (фз, М°ф£). Будем иметь

(Ц  -  %Ч) (ф2\ М \ 1) =  (ф ,̂ ( с 1 -  ХЧМ1) ф0 -

-  л|ву -  X] (ф|, М \ 1  +  М °ф1). (7.30)

При член, фигурирующий в левой части равенства
(7 .30 ) , обращается в нуль, так как Х, =  Я;, и приходим к выра­

жению для Я?:

=  (ч& ( с 1 -  А > л ) ф!) -  х\ (<& М»ф,* +  М°ф!). (7.31)

На основании (7.29), (7 .3 1 ) 'и соотношения 

(ф 1 (С 1 - Х ? М 1)ф ’ ) =  ^ б я



получим окончательную формулу для поправки к кратному соб­
ственному значению во втором приближении

1 ? __ VАг — ^
/{ = 5+1 К  ~  к

(<Ро, (С 1 -  К м 1) ф ')2 -  X} (ч>1 Л^фо). (7.33)

Справедливость вспомогательного соотношения (7.32) устанав- 
лпвается при помощи подстановки в (7.32) <р£ =  ф7 п выполнения 
элементарных преобразований.

Коэффициенты разложения поправки к кратному собствен­
ному вектору первого приближения находятся на основе соотно­
шений (7.31), (7 .29), (7.32). При г <  5, / <  $, } и =  А,}
выражение для а] примет вид

,1=  у  ( ф2. ( с1- * ? * 1) ^ )
/(=«+1 (М ~  ^}) ( К — ю

К  (<Рр.
х [ - я )

(7.34)

1.8.
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ПРИНЦИПЫ ДЛЯ УПРУГИХ ТЕЛ , 

СОВЕРШАЮЩИХ ВЫ НУЖ ДЕННЫ Е 
ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

Исследование поведения упругих тел при вынужденных гар­
монических колебаниях основывается на представлении переме­
щений и(я, £), деформаций г ( х , £), напряжений а (х 7 £) и внеш­
них воздействий ди(я, £), д3(а;, и4(х, О в виде

и =  <р(я)ехр(£со£), г =  е ( х ) е х р ( Ш ) ,  о  =  Б (х)ех])(ш 1),
(8.1)

=  (Г(я)ехр(£о)*), ча =  0 ? (х )ех 1) ( Ш ) ,  и* =  ч>*(х)ех$(Ш )

п исключении начальных условий динамической задачи из рас­
смотрений. Здесь со — частота вынужденных гармонических ко­
лебаний. Подстановка (8.1) в соотношения (1.6) — (1.8) приво­
дит к краевой задаче

V -8 + (}и +  рсо2<р =  0, (8.2)

8 =  С • е,е  =  72[(?ф )* +  *<р], (8.3)

п Б =  (}*, х е  Г а, (р =  <р% х е= Г ц. (8.4)

Для получения принципа стационарности домпожим выраже­
ние, записанное в левой части уравнения (8.1), на кинематиче­
ски допустимую вариацию амплитудной функции смещений б<р 
(бф =  0 на Ги). Затем проинтегрируем произведение по области



(8.5)

й, занимаемой телом. Имеем

[ У-8-8ф(1й +  | ((£ *+  рсо2ф)-бф(1й = 0 . 
й й

Применяя к первому интегралу в (8.5) условия бф =  0 при 
х е Г м формулу Гаусса — Остроградского (2.3) и тождества (2.4), 
в которых предварительно и, а, г  заменены на ф, Б, е, прихо­
дим к

— |8--бес1й +   ̂(Qt> Ч- рсо2ф)-бq>dQ +  [ п-8*бф(1Г =  0. (8.6)
й а г0

Дальнейшее преобразование вариационного уравнения (8.6) ста­
новится возможным, если использовать зависимость в  от е, да­
ваемую законом Гука (8 .3 ):

6 ^ П(р- <о2Г ч)- [ < Г .ф а г | = 0 ,

(8.7)

ПФ =  1 | е ..С ..е < Ш , 7-ф =  4  |рф-ф<1Й.
й Й

Принципу стационарности (8.7) в статическом случае, т. е. при 
со =  0, соответствует принцип мипимума потенциальной энергии.

Пусть теперь варьируется амплитудная функция напряжений. 
При этом учитывается, что -а • бв =  0 на Г 0, а на Ги величина 
п • 6Э произвольна. Кроме того, используется соотношение

V .6 8  +  б(^ +  рсо2бф =  0, (8.8)

связывающее вариацию 6Э с вариацией бф. Это соотношение 
получается непосредственно при варьировании уравнения (8 .2).

Умножим далее выражение, записанное в левой части урав­
нения в вариациях (8.8), на амплитудную функцию смещений 
ф(я) и проинтегрируем полученное произведение по области й. 
Имеем

| е- '6 8 с1Й — о)2 (* рф-бф(Ш — | б<^-ф(1й — [ (п-б8)-фс1Г =  0. 
й й й гп

Введя обозначения

6П =  J  е* -бвсКЗ, 6Г  =  {* рф8фс1й
Й Й

и предположив, что бф =  0 на Г*, а 6(<^° •• ф) =  ф • б(£ю, приходим 
к принципу стационарности

б ^ П -с о 2Г - | ф ^ М Й - ( п -8 -ф (1 г | = 0 . (8.9)



Таким образом, среди различных напряженных состояний, 
удовлетворяющих уравнениям движения и граничным условиям 
на Г0, действительное напряженное состояние доставляет стацио­
нарное значение величине, записанной в (8.9) в скобках. Прин­
ципу стационарности (8.9) в статическом случае (со =  0) отве­
чает принцип минимума дополнительной работы.

В теории вынужденных гармонических колебаний упругих 
тел, так же как и в теории свободных колебаний, наряду с ва­
риационными уравнениями или принципами стационарности мо­
гут быть сформулированы и минимальные принципы. Обсудим 
принцип минимальности, приведенный в [И]. Воспользуемся опе­
раторной записью уравнений динамики, аналогичной (1.18). Од­
нако здесь мы не будем включать граничные условия в опера­
торное уравнение динамики и рассмотрим их отдельно. Началь­
ные условия (1 .5), как уже отмечалось в данном параграфе, 
не входят в постановку задачи о вынужденных гармопических 
колебаниях.

Решение задачи о гармонических колебаниях с применением 
представлений перемещений и(х, Ь) и внешних воздействий 
ф(х, £) в виде

и(х, г) =  ф(х)ехр(ког), ф(х, £) =  (}(х)ехр(ш г) (8.10)

сводится к определению амплитудной функции <р(х) из решения 
следующей краевой задачи:

Сф — <а2Л/ф =  (), хе=£2, (8.11)

Д,Ф =  0, / =  1, к, х е Г .  (8.12)

Здесь £ — время; х =  (#1, . . . ,  я*) — пространственная переменная, 
принимающая значения из области Й; Г — граница области £2; 
(}(х) =  ((М х ), ...» @т(х ) ) — амплитудная вектор-функция внеш­
них воздействий; С и М — матричные дифференциальные опера­
торы; В, — лппейные дифференциальные операторы граничных 
условий.

Считается, что операторы М и С симметричны и положи­
тельно определены на классе функций, удовлетворяющих гра­
ничным условиям (8.12). При этих предположениях, как из­
вестно [66, 81], однородная краевая задача на собственные зна­
чения для уравпепия

Сф — =  0, хе=£2 (8.13)

с граничными условиями (8.12) имеет дискретный положитель­
ный спектр

0 < %х <  . . .  ^%1 < . . . ,

а система собственных функций полна в энергетических
пространствах, порожденных операторами С и М. Пусть система



собственных функций (фг}£=1 ортонормирована следующим 
образом:

т \
где бо — символ Кропекера, а круглыми скобками здесь и далее 
обозначается операция скалярного произведения вектор-фуик- 
ций. Предположим также, что частота вынужденных гармониче­
ских колебаний удовлетворяет неравенствам

X/ <  со2 <  Я/+1 (Л|<Я|+1). (8.14)

Тогда справедливо следующее утверждение.
Краевая задача (8.11), (8.12) отыскания ф(я) при значении 

частоты вынужденных колебаний со, удовлетворяющей неравен­
ствам (8.14), и задача минимизации функционала

/(ф) =  (С’ф, ф ) -ю 2(Л/ф, <р) — 2((£, ф) (8.15)

при условиях (8.12) и
(Мф, ф') =  0, ¿ =  1, 2, ..., г, (8.16)

эквивалентны тогда и только тогда, когда выполнены следующие 
равенства:

(0 . + 0 - 0 ,  ¿ =  1 ,2 ,  I  (8.17)

означающие ортогональность правой части уравнения (8.11) к 
первым I собственным функция^ краевой задачи (8.12), (8 .13).

Приведем доказательство изложенного утверждения. Предва­
рительно для обоснования вариационного принципа (8.15), (8.16) 
отметим свойство положительной определенности оператора 
С — ы2М на функциях, удовлетворяющих условию (8.16) при 
выполнении соотношений (8.14). С этой целью рассмотрим мно­
жество функций ф, на которых разыскивается минимум фупк- 
циоиала (8.15). С учетом полноты системы {+ЧП=1 п условий 
ортогональности (8.16) функции ф могут быть представлены 
в виде

ф =  2  7*Ф\ (8-18)

где ч, — коэффициенты разложения ф в базисе {+М^=/+1.
Положительная определенность оператора С — со2Л/ на функ­

циях (8.18) устанавливается на основе следующих оценок:
оо

(Сф — (хгМф, ф) =  2  — <02) у\ >  е2 (Мф, ф),
«=г+1

где е2 =  Я,,+1 — со2 >  0.
Необходимость выполнения условий (8.17) доказывается при 

помощи домпожения левой и правой частей уравнения (8.11) на 
функции ф* (¿ =  1, 2, I) и выполнения элементарных опера-



цпй с учетом свойств операторов С и М и условий (8.16) , (8.17) :
(<$, ^ )  =  (Сф — со2ЛГф, II)1’) =  (Х{ — со2) (ЛГф, ф*) =  0.

Для доказательства достаточности условий (8.17) предполо­
жим, что функция Ф°(х) реализует минимум функционала (8.15) 
при выполнении условий (8.12), (8 .14), (8.16). Тогда для лю­
бого числа и произвольной функции т](х), удовлетворяющей 
граничным условиям (8.12) и соотношениям

( Л Г т ь * ') - 0 ,  ¡ = 1 , 2 .........г, (8.19)

справедливо неравенство 7(ф° +  ц/ц)^/(ф°), которое записыва­
ется в виде

2ц(С,ф° — со2Д/ф°— (}, 11)+  \х2(Сг\ — со2Л/ц, 0. (8.20)

В силу положительной определенности оператора С — сэ2Л/ на 
функциях, удовлетворяющих условиям (8.12), (8 .19), имеем
(Сц — со2ЛГт|, т| )^ е2(Мт1, т|), откуда, в частности, следует поло­
жительность второго слагаемого в (8.20). Неравенство (8.20) 
выполняется при любых значениях ц, и поэтому

(Сф0 — со2Л/ф° — (£, т)) =  0. (8.21)

Далее из условий (8.16), (8 .17), (8.19) следует, что элемен­
ты г\ и Сф0 — со2ЛГф° — (£ представимы в виде линейных комбина­
ций по собственным функциям (*фг}ь=г+1 и принадлежат одному 
и тому же пространству. Так как равенство (8.21) выполняется 
для любых Т1(я), удовлетворяющих (8.12), (8.19), то первый 
сомножитель в (8.21) равен нулю. Следовательно, функция ф° 
при выполнении условия (8.17) является решением краевой за­
дачи (8.11), (8.12). Тем самым завершено доказательство ут­
верждения об эквивалентности краевой задачи и сформулирован­
ного вариационного принципа.

1.9.
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ УПРУГОГО ТЕЛА 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СОБСТВЕННЫХ ФОРМ 
И ЧАСТОТ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ

1.9.1. Опишем стандартную схему использования вариацион­
ных принципов в нестационарных задачах о колебаниях упругих 
тел. Пусть основные соотношения, определяющие динамику те­
ла, записаны в форме (1.14) — (1.16). Решение нестационарной 
краевой задачи можно разыскивать в виде разложений в ряд по 
формам свободных колебаний

и (х, ¡ ) = 2 д  (0 ф* (х) +ф° (х, ¡). (9.1)
к= 1

Зависимость распределений смещений от времени определя­
ется функциями ф°(х, £) и /*(£), & =  1, 2, . . . ,  формы колебаний 
Ф*(д;) определяются как решения однородных краевых задач на



собственные зпачепия:
V [С № ) ]  + 0 ) ^  =  0, ел =  1/2[(vФft)-^-(vq>,')s,eJ, (9.2)
П ' С ” ( У )  =  0, х е  Г0, фк =  0, х е  Г„. (9.3)
Собственные формы ортогональны:

[ р<рй • фМй =  нг,А;-, (9.4)
а
| г к • • С • • е; с1£2 =  о>1тиЬ,ф (9.5)
а

где 8Л =  1/2 [(^фл) * “Ь (^фЛ)]; — частота к-й формы колебаний,
а 6# =  0 при к Ф  /, =  1 при к =  /.

Фигурирующая в разложении (9.1) функция <р°(х, Ь) может 
быть определена как решение следующей краевой задачи:

V . С -^<р0) =  0, (9.6)
п • С *(УФ °)=0, х<=Г0; <р° =  11я, х е Г „ .  (9.7)

С учетом разложения функции перемещении в ряд (9.1) по 
собственным формам колебаний выражения для кинетической и 
потенциальной энергий могут быть представлепы в виде квадра­
тичных зависимостей от обобщенных координат Д(х) и собствен­
ных скоростей с1/л (£)/(!£. Выражение для кинетической энергии Т 
удобно записать следующим образом:

Т = д(р
ТГ <72 +

Ч  =/()»*•  | ^  ай.
Л

(9.8)

Выражение для потенциальной энергии упругих деформаций 
П» может быть преобразовано к виду

П °о _
Пе =  у  | 8 - -С--8ЙЙ = -| 2  <*ктк1к | в0* -С - -еЧ&. (9.9)

а а

Отсутствие в представлении (9.9) членов, линейно зависящих 
от обобщенных координат, обусловлено обращением в нуль коэф­
фициентов при /л. Это нетрудно показать (см., например, [87]), 
преобразуя выражения для коэффициентов по формуле Гаусса — 
Остроградского и используя граничные условия (9 .3), (9.7) и 
уравнение (9 .6):

^ е *--С --е °а й  =  [ У.(<рй.С - .е ° )с Ю -
а а

-  |фй.(У (С ..е°))сЮ =  [ф * .(п -С ..8° ) с 1 Г -  (9.10)
а г

-  [ фй*[У-(С- -8°)] ай =  о.
а



В соответствии с принятым разложением поля перемещений 
и(х, £) потенциал внешних нагрузок запишется в виде

П, =  -  ( У - и с Ю - [  Ч4 ис1Г =
й Га

=  -  2  х*/к -  | qv■<i>ЧQ -  С • ф°с1Г, 
,£=1 а г„

X/, =  ]" +  [ д*-фМГ.
а г0

Составим выражение для лагранжпапа:

_ 2
Й=1

-  (/*)* +  X/.//. | +  т | р 1 ^ '1 > Г с1й —

- 1- • с- -е0̂  + ]* ч1’. ф°ай -ь | ф°<1Г.

(9.11)

(9.12)

Воспользуемся вариационным принципом стационарности дей­
ствия по Гамильтону. Выписывая необходимые условия стацио- 
парности функционала действия, приходим к уравнениям Лаг­
ранжа второго рода для обобщенных координат:

а2л,/аг2 +  со,2
gk =  ('>^k-iЬh/d t)/tn k, к =  1, 2,

(9.13)

Начальные условия для системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений получаются следующим образом. Делается 
подстановка (9.1) в (1 .16):

(9.14)

Затем левые и правые части соотношений (9.14) умножаются 
скалярно па р<р* и полученные произведения интегрируются по 
области £2. Учитывая условия ортогональности (9.4), получаем 
начальные значения

Д (0) =  ал, 0 =  рл, (9.15)
аА =  (рф\ и°)/(рф‘, ф*), ?л =  (рф\ У°)/(рфл, ф*).
Численное решение задачи Коши для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений (9.13), (9.15) с начальными ус­
ловиями, вытекающими из (1.16), (9.1), обычно основывается на 
стандартных методах интегрирования. При этом обычно в



системе (9.13) удерживается конечпое число уравнении. Основное 
соображение, учитываемое при переходе к рассмотрению конеч­
ного числа форм колебаний, заключается в том, что удерживать­
ся в (9.1), (9.13) должны прежде всего те тона колебаний, 
частоты которых попадают в полосу спектра внешних воздей­
ствий. Исключение из системы (9.13) обобщенных координат, 
соответствующих резонирующим формам колебаний, приводит 
к значительным искажениям решепия.

1.9.2. Данные о спектре собственных частот и формах сво­
бодных колебаний могут эффективно использоваться при по­
строении решений в задачах о выпуждеппых гармонических ко­
лебаниях. Для этого применил! описанный в разд. 1.8 минималь­
ный принцип. Этот принцип был доказан в случае, когда на­
грузка удовлетворяет условиям (8.17). Однако этот принцип 
можно использовать для решения задач об установившихся ко 
лебаниях упругих конструкций и в общем случае произвольной 
функции 0 (# ) , не подчиненной условиям ортогональности.

Пусть частота внешних воздействий 0 удовлетворяет нера­
венству (8.19), а ^ ( х ) ,  • ••, ^ (х )  — формы свободных колебаний, 
являющиеся собственными функциями задачи (8.12), (8.13) и 
отвечающие первым I собственным значениям Ки • • •»

Обозначим через (}* коэффициенты разложения алгплитудиой 
функции внешних воздействий (^(х) по формам собственных ко­
лебаний:

Р '- (Ч О О ), ♦ ' ( * ) ) ,  « - 1 , 2 , . . . .  г,4 (9.16)

и представим функцию <3 в виде суммы:

Ч (х) =  Ч* (х) +  2  Р’-Мф* (х). (9.17)
г=1

Для функции (}* (х) выполняются условия ортогональности
(8 .1 7 ) .

В соответствии с указанным представлением нагрузки (9.16),
(9.17) решение задачи (8.11), (8.12) записывается в виде

I

Ф =  2  т г^ — ¿V ̂  +  У* (*)' (9-18)г=1 —

где ср* — решение задачи (8.11), (8.12) с (£ =  (^ (х ).
При отыскании ф‘ может быть непосредственно использован 

вариационный принцип (8.15), (8 .17).
Таким образом, рассматриваемый вариационный подход к ре­

шению задачи о вынужденпых гармонических колебаниях осно­
вывается па определении /-первых собственных функций и 
собственных значений и решении вариационной задачи на услов­



ный экстремум для квадратичного функционала (8.15) при огра­
ничениях (8.16). Если со< Х ь то отыскание <р(х) сводится 
к безусловной минимизации функционала (8.15). Вариационный 
принцип для случая со <  Л.1 формулировался в [170].

1.10.
МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
НА ОСНОВЕ ПОШ АГОВЫХ МИНИМАЛЬНЫХ ПРИНЦИПОВ

Общие вариационные припципы, приведенные в разд. 1.2—1.4, 
представляют собой условия стационарности, а не условия ми­
нимума или максимума соответствующих фупкционалов. Это об­
стоятельство является характерным для задач динамики упругих 
систем, описываемых уравнениями гиперболического типа. По 
этой причине невозможно непосредственное применение прямых 
вариационных методов, т. е. методов отыскания минимума или 
максимума к задачам нестационарной динамики.

Для распространения прямых вариационных методов на не­
стационарные задачи может служить подход, основанный на 
дискретизации временной переменной в уравнениях динамики и 
построении пошаговых вариационных принципов. Для рассмат­
риваемых здесь фупкционалов на действительных полях переме­
щений или приращениях перемещений реализуются минимумы 
(максимумы).

Проведем сначала соответствующие построения на примере 
задачи динамики упругого тела, записанной в форме (1.14) — 
(1.16). Разобьем интервал времени [0, £/], на котором рассмат­
ривается деформирование упругого тела, точками и =  ¿т, где 
т > 0 ,  ¿ = 1 ,  2, Аппроксимируем производные по времени, 
входящие в соотношения (1.14) — (1.16), конечными разностями. 
Вводя обозначение и(х, £,) =  и1, запишем уравнения, начальные и 
краевые условия дискретизованной но времени задачи в виде

Р -  2 " '- ‘ + „  У С . -г Ш ,  (10.1)
X“

п - С - - (У и Т =  (я’)\ х е  Г 0, и® =  и*(х), х е Г и, (10.2)
и° (х, 0) =  и0 (х), и1 (х, т) =  и0 (х) -г XV0 (х). (10.3)

Здесь принята простейшая копечно-разпостная аппроксимация. 
С использованием принятой аппроксимации исходная задача
(1.14) — (1.16) свелась к серии задач, последовательное решение 
которых позволяет исследовать весь процесс деформирования. 
Заметим, что па первом шаге определяется величина и2 =  и(х, £2).

Предположим, что величины и*’" 1, и’“2 известны из решений на 
предыдущих шагах, и сформулируем вариационную задачу, слу­
жащую для отыскания величины и1’.



Действительное распределение перемещений и* =  и(х, ¿г) до­
ставляет минимум квадратичному функционалу

У | [(У и 1)- -С ..(У и ‘) +  с1Й — J ()*-и*(1Й, (10.4)

рассматриваемому на классе непрерывно дифференцируемых 
фушщий и’, удовлетворяющих граничным условиям (10.2) на Г 0 
и Г и. В выражении (10.4) через (£ обозначена эффективная 
объемная сила

(}>• = (д « )’- _ ( р/т2) (211*-1 -  и1- 2). (10.5)

Класс функции и1, па котором ищется минимум функционала, 
можно расширить, исключив из требований, накладываемых на 
допустимые функции, выполнение граипчттого условия на Г 0. При 
этом в выражение для минимизируемого функционала следует 
включить интеграл по части границы тела Г®, представляющий 
собой виртуальную работу сил (д*)1:

2 (Уиг)- - С- -(Уи1) (иг-иг)| (1£2 —

-  [<*‘ .и*с1Й - [ Ч8.иМГ.
а Га

(10.6)

Варьирование функционалов (10.4), (1(Ц>) по и1’ в областп £2 
приводит, как нетрудно убедиться, к необходимым условиям 
экстремума, совпадающим с уравнениями (10.1). Кроме того, 
для случая, когда варьируется функционал (10.6) и на функ­
цию и1 на Г а не наложено силовое условие (10.2), наряду с урав­
нением Эйлера, справедливым в £2, получаем условия трансвер­
сальности, справедливые на Г 0 и совпадающие с силовыми усло­
виями (10.2).

С учетом симметричности и положительной определенности 
жесткостного оператора теории упругости и положительной оп­
ределенности второго квадратичного по и1* слагаемого в подынте­
гральном выражении в (10.4) п (10.6) нетрудно показать, что 
указанные функционалы па допустимых классах функций явля­
ются строго выпуклыми. Это свойство гарантирует единственность 
решения вариационных задач (10.4) и (10.6) об определении 
действительных полей перемещений и1(х) для момента времени 
t =  ti по известным для моментов ¿ =  и £ =  £¿-2 распределе­
ниям перемещений и*_1(а:) и и'“2(ж).

Описанный подход к решению эволюционных задач исполь­
зовался в [12] для расчета поведения конструкций, проектируе­
мых на нестационарные воздействия. Примеры применения дан­
ного подхода при решении задач апализа и оптимизации изла­
гаются в главе 6 (см. разд. 6 .4).

Отметим, что описанный способ решения динамических задач 
с использованием принятой схемы конечно-разностной аппрокси-



мадии представляет собой простейший пошаговый метод. Другой 
вариант пошагового метода применялся в [38] для расчета дина­
мической системы уравнений с начальными условиями

д2и/д12 +  Си =  (Ю-7)

(и)*=0=и°, (ди /д^  ,=0 =  V0 (10.8)

и некоторыми краевыми условиями, выставленными па границе 
Г области определения й. Через С, и°(х), у°(х) в (10.7), (10.8) 
обозначены оператор дифференцировапия по пространственным 
переменным и заданные функции пространственных координат, 
описывающие начальные распределения перемещений и скоро­
стей, q := q ( x 1 £)“  заданная функция о т х и ^ е [ 0 ,  tf].

Приближенное решение рассматриваемой задачи может быть 
построено при помощи пошаговой процедуры

и*+1 =  и - 1 +  тс!1’, I =  1, 2, 3, (10.9)

основанной на последовательном решепии вариационных задач 
с квадратичным функционалом:

1 1  (а4, а1) 0т21  (1<) +
й ь

+ 1 (<*\ а4) ай Ш1п. (10-10)
£2 (Тел

Здесь т — шаг по времени; 0 — параметр, характеризующий схе­
му аппроксимации; Л — замкнутое выпуклое множество. Функ­
ция (£* вычисляется следующим образом:

<}* =  (т/2) (Си1’ -  втСб1’" 1 -  д') -  б '"1, (10.11)

где б*“1 = (и 1 — и,_1)/т. Верхним индексом I в (10.9) — (10.11) 
обозначаются значения соответствующих величин в момент вре­
мени t =  £ ,=  ¿т, т. е.

и*'= (и) <=1Т, (1* =  (а) <=<т, I* =  1, 2,

Величины и* при £ =  0, 1 определяются начальными условиями

и0(х, 0) =  и0 (х ) , и1 (х, т) =  и0 (х) +  ту0 (х ) .

Описапиая схема аппроксимации является явной, полупеяв- 
ной или неявной [38], если параметр 0 принимает соответственно 
следующие значения: 0 =  0; 0 <  0 <  1; 0 = 1 .  Расчеты, прово­
дившиеся при различных значениях параметра 0, продемонстри­
ровали устойчивость данной схемы аппроксимации по отношению 
к величине шага по времепи. Заметим, что пример, иллюстриру­
ющий применение описанного способа пошагового построения ре­
шения, приведен в разд. 6.5.



1.11.
МЕТОД БУБНОВА -  ГАЛЕРКИНА

При математическом моделировании динамических систем на­
ряду с представлением решений в виде рядов по собственным 
формам свободных колебаний широко применяются и другие 
разложения решений с использованием некоторых полных систем 
координатных функций. Среди методов анализа динамики дефор­
мируемых тел, не связанных с использованием собственных форм 
колебаний и свойств минимальности или максимальности неко­
торых функционалов, одним из наиболее эффективных является 
метод Бубнова — Галеркина. Опишем стандартную схему приме­
нения метода Бубнова — Галеркина к динамическим задачам. 
Предположим, что тело является идеально упругим и демпфи­
рование отсутствует. Запишем основные соотношения рассматри­
ваемой динамической задачи в операторной форме:

М д 2 \xjdt2 +  Си =  ф, (11.1)
и(х, 0) =  и°(х), (д и /д ^ 1=о =» у°(х ) . (11.2)

Обозначим через ф1 (х:), ф2(х ), полную систему координат-» 
ных функций. Будем считать, что координатные функции ф'(х) 
ортогональны относительно инерционного и жесткостного опера­
торов, т. е.

(ф,-, М(р,) =  0 при 1 Ф ],  (11.3)

(ф{, Сф;) =  0 при г Ф ] .  (11.4)

Решение задачи представим в виде суммы с бесконечным числом 
слагаемых:

и (.х, г) = 2 / >  (*) ф'  (х), (И .5)
;=1

где £(£) — искомые коэффициенты разложения решения в ряд 
по координатным функциям ф*(х). Функции обычно назы­
ваются обобщенными координатами.

Подставив выражение (11.5) для и в уравнение (11.1), при­
ходим к соотношению

2  { $ Г  Мч? +  /;СУ'} =  ц. (11.6)

Домножим далее выражения, записанные в левой и правой па­
стях уравнения (11.6), на ф* (& =  1, 2, . . . )  и полученные про­
изведения проинтегрируем по области Й:



Учитывая условия ортогональности, которым удовлетворяют 
координатные функции ф; (х), и выполняя элементарные преобра­
зования, приходим к бесконечной системе обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений, служащих для определения обобщен­
ных координат /¿(0» ¿ =  1, 2,

(12/*/(1*2 -)- со);//* =  (?ь, /с — 1 ,2 (11.8)

Фигурирующие в уравнениях метода Бубнова — Галеркина (11.8) 
величины со1 определяются по формулам

2 _  (ф;~, ¿у) о . (д (X, <), ф?)
3 (ф; , л/<р,У ; (<р; , л/фО

(И .9)

С целью получения начальных условий для системы обыкно­
венных дифференциальных уравнений (11.8) представление 
(11.5) подставляется в условия (11.2). Далее правые и левые 
части получающихся соотношений

2
7 = 1 * — О

(11.10)

домножаются на М<р* и получающиеся выражения интегрируют­
ся по £2. С учетом условий ортогональности (11.3) приходим к 
следующим начальным условиям:

/а (0) =  а*, (<1/*/<!£)<=о —
(ц°, М<рк) о _  (у°, М у к) 

к ( у к, М(ркУ к (ф\ М у к)
(11.11)

Таким образом, метод Бубнова — Галеркина приводит к не­
обходимости интегрирования задачи Коши для бесконечной 
системы уравнений. В приложениях при построении прибли­
женного решения ограничиваются конечным набором коорди­
натных функций <р*(х) (/ =  1, 2, г) и сводят расчет задачи 
динамики к интегрированию г обыкновенных уравнений второго 
порядка.

Заметим, что если уравнения динамики записаны в оператор­
ной форме M (д2u/дt2) +  Cvi — q =  0y то при построении прибли­
женного решения и(х, £) по методу Бубнова — Галеркина обоб­
щенные координаты /ДО (/ =  1 ,2 , . . . )  определяются из условий 
ортогональности выражения, получающегося после подстанов­
ки в левую часть уравнения приближенного представления 
для и(х, 0» к функциям ф,-(х) (/ =  1, 2, . . . ) .



1.12.
О МОДИФИЦИРОВАННЫХ ФОРМУЛИРОВКАХ 

ВАРИАЦИОННЫХ ПРИНЦИПОВ 
И ВАРИАЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 

ДИНАМИКИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯХ

В разд. 1.2— 1.5 были приведены различные вариационные 
принципы, используемые при анализе динамического поведения 
конструкций. Наряду с классическими вариационными принци­
пами, такими, как принцип Гамильтона [36, 158, 159], излага­
лись модифицированные и расширенные вариационные формули­
ровки, которые могут эффективно применяться в динамических 
задачах теории упругости. Следует отметить, что интерес к ва­
риационным принципам динамики в последнее время заметно 
возрос и их применение для решения прикладных задач суще­
ственно расширилось. Это объясняется в первую очередь исполь­
зованием вариационных формулировок при формировании новых 
механических моделей, описывающих динамические процессы в 
конструкциях, и для разработки новых вычислительных методов. 
Однако применение вариационных принципов к задачам дина­
мики связано с преодолением ряда трудностей, обусловленных 
имеющимися особенностями у этих принципов по сравнению с 
соответствующими принципами статики и квазистатики. Различ­
ные аспекты динамических вариационных принципов обсужда­
лись в ряде работ [129, 137, 141, 224].

Рассмотрим поведение консервативной механической системы, 
описываемое вектор-функцией перемещений u (t) =  {hi (£),
и>2 (i ), . . . ,  um(t)}, па отрезке времени [0, tf\ при условии, что мо­
мент времени £ =  £/, а также величины перемещений и0, и' при 
t =  0 и t =  tf заданы, т. е.

u(0) =  u°, u(i/) =  iT (12.1)

Согласно принципу Гамильтопа действительное динамическое 
поведение системы характеризуется обращением в нуль первой 
вариации иптеграла действия

Ч
6 f Ldt - О,

О
L  =  Т — П =  Т — Ud — Uq, (12.2)

Г =  т ( ? Г ’ М ?г)’ IId =  i-(u ,C u), Пд =  (q, и),

где q(£) — вектор-функция нагрузки, а С и М — симметричные 
положительно определенные матрицы жесткости и масс. При
наличии зависящих от скоростей и пекопсерватпвных сил q,



действующих на систему, принцип (12.2) допускает обобщенную 
формулировку

*1 Ь
б | (Т  — П) +  ] ( £  би) &  =  0. (12.3)

О о
Заметим, одпако, что для большинства задач динамики их 

естественная формулировка включает задание начальных пере­
мещений и0 и скоростей и0, т. е. условий

и (0) =  и0, (аиМО ,в0 =  и0, (12.4)

п не предполагает фиксации перемещений в конечный момент 
времени. В этом случае при варьировании интеграла действия в 
припципе Гамильтона (12.2) или (12.3) возникает член

{ л ш » -  = 0 ’ (12 5)

обращение которого в нуль возможно только тогда, когда им­
пульсы, соответствующие конечному моменту времени, равны 
нулю.

Поэтому формулировка вариационных принципов динамики 
для систем с начальными и конечными условиями, отличными от 
условий (12.1), требует определенных уточнений. Предположим 
сначала, что на начальное и конечное состояние системы не на­
ложены ограничения. Тогда, как нетрудно убедиться (см., на­
пример, [129]), корректная формулировка вариационного прин­
ципа имеет вид

Ч Ч

б ̂ ьа .1 + 1  (я, би) а* — (с|ил1о ’ (аи/ао ’ 6и),=0= 0 *
о о

(12.6)

Возникающие при варьировании функции Лагранжа и вы­
полнении интегрирования по частям в первом интеграле (12.6) 
впепптегральпые члены сокращаются при сложении с третьим и 
четвертым слагаемыми в этой формуле. Учет произвольности ва­
риации би во внутренних точках отрезка [0, tf] приводит к не­
обходимым условиям экстремума в форме уравнений Эйлера:

М&2и/& 2 +  Си =  q +  q. (12.7)

Для начальных условий вида (12.4) принцип Гамильтона за­
пишется следующим образом:

Ч Ч

*)Ш + 1  <«' ®"> <“  -  [тЩЩ’ Н-<Г  ° ’ (12.8)
0 0 '  '

(би)*=о =  0> (йби/с№)<=// =  0.



Возможны и другие корректные формулировки принципа Га­
мильтона [129]. Эти формулировки отличаются способами зада­
ния «иачальпых» даппых. Так, наряду с принципами стационар­
ности (12.3), (12.8) могут применяться следующие менее тра­
диционные вариациоппые уравиепия:

Ч Ч

8 J  ш  +  J  Й- 8u>dl -  {лШ1Г  8иЦ  +  ( « T W ' 8и),_„”  ° ’
0 0 '

(12.9)
(dÔu/cU)i=o =  0, (dôu/cU)i=(/ =  0;

Ч Ч
6 j  i  d i+  f  ( î  Su) dl +  -  0, (12.10)

0 O
(ôu)(=i/=  0, (dôu/df)/=(/ =  0;

4  4
6 j i  <0+ J  ( î .  Su) dl -  ( » Д п р  Su) =  0. (12.11)

0 0 T
(Su )i=0 =  0, (dôu/di)i=(/ =  0;

4 4t
6 j ’ L d l + j ( ï . 6 u ) d i  +  (5Tj ^ i r ,6 u ) = 0 ,  _  (12.12)

o i
(dôu/di)i=0 =  0, (ôu)t= f/ =  0.

Соотношения (12.3), (12.8), (1 2 .9 )— (12.12) представляют
собой способ записи уравнений динамики в «слабой» или обоб­
щенной форме. Запись определяющих соотношений динамики в 
обобщенной форме обладает тем преимуществом, что при ее ис­
пользовании понижаются требования к гладкости решений.

Обозначим через 91а пространство кинематически допустимых 
перемещений, и пусть и ( ¿ ) е $ !в. Считается, что вектор-функция 
перемещений и(£) удовлетворяет уравнениям Лагранжа, запи­
санным в слабой форме, если для любых виртуальных переме­
щений 6и(£)е<%в и для всех ¿ е [0, £/] выполняется равенство

(6“ т 4 И ^ ) - £ - < )  =  °-

Соотношению (12.13) можно придать вид

(8и(<), М ^  +  С и ( 0 - д ( 0 - ^ . и ( 0 ,  ^ - ) ) = 0 .  (12.14)

Предположим теперь, что ф =  0, ф =  0 и рассматриваемая си­
стема совершает гармонические колебания, т. е.

и (¿) =  ф эш (со£‘+  а ) ,



где ф — амплитудный вектор; со — частота; а  — фаза колебаний. 
Тогда вариационные уравнения Лаграпжа (12.13) или (12.14) с 
учетом 6и =  бф запишутся в виде следующего соотношения:

{(бф, Сф)— со2(6ф, Ж<р)} зт(о)£ + а) == О, (12.15)

которое должно выполняться для всех бф^52а и для любого мо­
мента времени I е  [О, ¿,]. Так как требуется, чтобы уравнение
(12.15) выполнялось для всех ¿ е [0, £/], то должно обращаться 
в пуль выражение, записанное в (12.15) в фигурных скобках:

(бф, Сф) = со2(бф, Л/ф), бф^52а. (12.16)

Таким образом, приходим к обобщенной задаче на собствен­
ные значения. Фигурирующие в (12.16) билинейные формы ки­
нетической энергии (бф, А/ф) и потенциальной энергии деформа­
ций (бф, Сф) являются положительно определенными в силу 
положительной определенности матриц М и С. Это обстоятель­
ство делает задачу (12.16) хорошо поставленной.

Принцип Гамильтона и другие слабые формы записи урав­
нений динамики могут быть применены для построения соотно­
шений метода копечпых элементов [137]. Рассмотрим общую фор­
мулировку принципа Гамильтона (12.16) и, следуя работе [137], 
преобразуем вариационное уравпепие к более удобному виду

и
( (бг, а) а1  =  (бг, Ь)(=</ -  (бг, Ь)(=0, (12.17)
о

где через 2 , а, Ь обозначены векторы размерности 2т;

82 =

а ==

<36**! 
“(ГГ’ •

дЬ
dt *, 8и1; . . . ,  бит |;

д1 дЬ . ~ 
а Г  +

_  ( дЬ _____ __________
“  (^(сЧ/^)’ * * ”  ¿(¿ЧпЛ1*) ’ ди1 '

дЬ

дЬ }
"Эит Г Я ’

Ь =  |0, . .  . ,0 , ¿(а^ / а*)’ • • •’ ^(а
дЬ 1

Имея в виду применение метода Ньютона, полагаем 2  =  2° +  
+  &2, где 2о — некоторое заданное состояние системы. Линеари­
зация вектора а в (12.17) в окрестности состояния 2° приводит 
к соотношению

Ч Ч
| (бг, а0) а/ +1 (бг, к»ьъ) а* = (бг, Ь)(=(/ -  (бг, ь)<=0,
о о

а£ь

к°= \

___ 1>
^Ц̂ (Йи/(10 ]д^и/й*)2 ] [

__________1 , Г дч 1 \ ^ \ + \£\
дид(йи/(и) ] [^ (ди/̂ 1/) _| 1-ди2 | 1^и1

д Ь

(12.18)



Здесь /с° — матрица размерности 2т  X  2т, компоненты которой 
вычисляются при Ъ =  Виртуальные вариации 62 и прираще­
ния А2 в (12.18) представляют собой изохронные измеиения 
вектора Ъ. К линеаризованному вариационному уравнению 
(12.18) применим конечпоэлементыую аппроксимацию. Для этого 
введем обозначения и,' =  и (^ ), ¿ =  1, . . N + 1 ,  причем ¿1= 0, 
¿*+1 =  th и определим вектор узловых перемещений

X =  {«}, Ипи
оиъ Мт, и1 » К

Для каждого отдельного элемента вектор состояния Ъ опре­
деляется по зпачеппям перемещений X е в узловых точках этого 
элемента, т. е.

(12.19)

где N — матрица функций формы. В результате уравнение 
(12.18) преобразуется к следующему виду:

(8Х, А0 +  К°ЛХ — В ) =  0, (12.20)
где

В =  { Р1? Р 2 ? • • •» Ртги 0,
% ( дЬ \

Р х - \ Ч * “1!А1)и=ч

-----0 ...........0 .................................. Р т+1}<

1 ,2 , + 1 .

Вектор А0 п матрица К 0 полной системы уравнений получа­
ются в результате используемой в методе конечных элементов 
процедуры объединения соответствующих векторов и матриц 
элементов:

(А% =  | М*аЧ1, ( Г ) ,  =  | Лг*к°т В,

где ппжний индекс е обозначает интегрирование по элемепту. 
Если рассматриваются непериодические динамические процессы 
и вектор 6Х полпостыо произволен, то на основании (12.20) по­
лучаем систему алгебраических уравнений для определения АХ:

Х°ДХ =  В - А ° .  (12.21)

Таким образом, метод конечных элементов сводится к поша­
говому решению системы уравнепий с начальными условиями 
Ди1 =  0, Др1 =  0 и определению N  + 1 векторов и2, и3,
. . . ,  и"+1, р*+1.

Для периодических процессов с периодом т =  tí имеем 
и*н-|= и 1, рлг+1= р |, (6Х, В ) =  0.

В  этом случае приходим к алгебраической системе уравнепий 
А° +  Х°ДХ =  0. (12.22)'



ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ КОНСТРУКЦИЙ

2.1.
О ПОСТАНОВКАХ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

ОПТИМИЗАЦИИ КОНСТРУКЦИИ

Задачи теории оптимальпого проектирования заключаются в 
определении формы, внутренних свойств и условий работы кон­
струкций, доставляющих экстремум (минимум или максимум) 
выбранной характеристике конструкции при ряде дополнитель­
ных ограничений. Рассмотрим классические постановки задач 
оптимального проектирования. Некоторые обобщения будут из­
ложены в разд. 2.3 и 2.4. Строгая постановка задач оптимизации 
конструкций включает формулировку основных определяющих 
уравнений (выбор модели), оптимизируемого функционала, огра­
ничений на функции состояния и искомые переменные проекти­
рования. Существенным элементом постановки задачи является 
выбор механической модели. Сначала выбираются переменные 
состояния и уравнения

Ь {х , £, и, Ь, я) =  0, (1 .1 )

связывающие эти переменные с физическими и геометрическими 
параметрами конструкции и внешними воздействиями. Здесь 
и =  {и1(х, £), . . . ,  ит (х, £)} — вектор-функция, определяющая со­
стояние конструкции. Независимая переменная х =  {£ 1, я,}
принимает значения из области £2. Через Ь  в (1.1) обозначен 
дифференциальный оператор, включающий операции дифферен­
цирования по времени £ и по пространственным координатам х {. 
Равенство (1.1) можно рассматривать как систему дифферен­
циальных уравнений, в общем случае пелипейпых. Основное вни­
мание в дальнейшем уделим теориям, в которых предполагаются 
выполненными условия геометрической и физической линейно­
сти. В этих предположениях поведение конструкций описывается 
операторами, липейпыми относительно переменных состояния.

Предполагается, что функционирование проектируемой кон­
струкции рассматривается на отрезке времени [0, £/], где tf — 
фиксированный конечный момент времени. На указанном отрезке 
времени считается заданной программа нагружения, т. е. пред­
полагается известной вектор-функция нагрузок ц(х, £).

Оператор Ь  зависит от вектор-функции проектирования Ь =  
=  {к\(х), й„(х)} и вектор-фупкции внешних воздействий
Ч(х, *).

Считается, что начальные и граничные условия, определяю­
щие состояние конструкции при £ =  0 и способ ее закрепления, 
включепы в оператор Ь. Информация о программе нагружения и



функционирования конструкции, а также об изменении во време­
ни некоторых ее структурных параметров и параметров, харак­
теризующих состояние материала, существенна для определения 
оператора L . Имеются в виду данные об изменении силовых по­
лей, смене условий закрепления, упрочнении материала, повреж­
дении и износе частей конструкции в процессе ее эксплуатации.

Переменные проектирования А,(х) определяют форму и фи­
зико-механические свойства материала конструкции. В качестве 
hi(x) могут, папример, выбираться распределения толщин и пло­
щадей сечений тела, функции, определяющие положение средин­
ных поверхностей криволинейных стержней и оболочек, распре­
деление концентрации армирующего материала по конструкции, 
утлы, задающие ориентацию осей анизотропии в каждой точке 
упругого тела.

Кроме функций состояния и управляющих переменных, в за­
дачах оптимального проектирования фигурируют функциональ­
ные характеристики — функционалы, зависящие от u, h, q:

/ ,= / ,(« ,  h, q), /r =  /r(u, h, q). ( 1 .2);

В оптимальном проектировании рассматриваются фупкцпоиа- 
лы ( 1 .2) двух типов: интегральные функционалы

J )  =  1 i  fi  (х, t, u, h, q)dQ dt, / = 1 , 2, . . . ,  ru  (1.3)
0 a

и локальные функционалы
/ j= m axt maxx/j (x, t, u(x, i), h (x), q(x, t)), j = r t +  1 , . . . ,  74 + r2.

(1.4)
Через fj обозначены заданные дифференциальные выражения, 
а п, Г2 — заданные целые числа, причем ri +  r2 =  r. В  виде (1.3) 
может быть представлен функционал веса тонкостенной кон­
струкции 

if
J L jf f t d Q d i .  (1.5)

Ой

Функция k (x )  задает распределение толщин конструкции, а че­
рез Y обозначен удельный вес материала.

Интегрально или посредством комбинации интегралов вида 
( 1 .3) представляются такие характеристики конструкции, как 
энергия деформаций, частоты собственных колебаний, пара­
метры потери устойчивости [8, 9, 45, 46, 77, 106, 118]. Приведем 
в качестве примера функционал, широко используемый в теории 
оптимального проектирования в случае медленных квазистати- 
ческих нагружений тела и равный осредненной работе, произво­
димой внешними силами в течение интервала времени [0, tf\ 
Этот функционал называется податливостью конструкции. Пусть



упругое тело закреплено на части границы Г и, а к другой части 
Га приложены нагрузки q. Тогда осреднеииая податливость опре­
деляется двумя операциями интегрирования: интегрированием по 
i от i =  0 до ¿ =  и интегрированием по Г а скалярного произ­
ведения векторов упругих смещений и внешних сил:

*/
•у-J  j* qudrdf. (1.6)

1 о r ff

Локальными характеристиками являются величины макси­
мального смещения |и(х)|:

maxt maxxeQ | ю (х) |, (1.7)

или величина максимальной интенсивности напряжений g(a*j):
тах* тах*е0 g (сг0). (1.8)

Требования, предъявляемые к конструкции, приводят к огра­
ничениям, накладываемым на переменные проектирования и 
функции состояния. Эти ограничения составляют систему нера­
венств, записываемых в векторной форме:

♦  (X, f, u, h, /ь / г )< 0 . (1.9)

Компоненты ф, вектора ^ =  h|)i, • ••» W  являются заданными 
функциями аргументов. Различные формы записи ограничений 
(1.9) обсуждаются в [8, 9]. В качестве неравенств (1.9) в кон­
кретных задачах могут выступать ограничения на напряжения, 
деформации, перемещения, интегральную жесткость или подат­
ливость, а также на собственные частоты колебаний и значения 
критических параметров потери устойчивости.

Один из рассматриваемых функционалов или их функция 
ST (J 1, J r) принимается в качестве оптимизируемого функ­
ционала

J  =  2 r ( J i ,  /2, Jr). (1.10)
Задача оптимизации динамически нагруженной конструкции 

заключается в отыскании функции h (x ), доставляющей минимум 
(максимум) функционалу (1.10), и такой, что для любых i e  
е  [0, tf] и х^ £2  удовлетворяются условия (1.9). При проверке 
условий (1.9) функционалы /, подсчитываются по формулам 
(1.3), (1.4), а функция и(х, £), соответствующая переменной 
проектирования h (x) и нагрузке q(x, £), находится как решение 
пачальпо-краевой задачи (1.1).

Заметим, что число рассматриваемых функционалов и накла­
дываемых ограпичепий, которые предполагаются непротиворечи­
выми, может быть в припципе сколь угодно большим. Оптими­
зируемый функционал, или критерий качества конструкции, 
в каждой копкретиой задаче вида (1.1) — (1.4), (1 .9), (1.10) 
только один. Корректная постановка задач оптимизации с век­



торным критерием качества стаповится возможной при исполь­
зовании понятия оптимальности в смысле Парето [8, 9] или дру­
гих понятий многокритериальной оптимизации.

2.2.
ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ

ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК КОНСТРУКЦИЙ, 
СОВЕРШАЮЩИХ НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ

Проблемы оптимизации конструкций приводят к разнообраз­
ным математическим задачам, которые могут быть разделены на 
группы по ряду признаков. С математической точки зрения эти 
задачи могут быть классифицированы в зависимости от типов 
рассматриваемых уравнений и граничных условий, вида оптими­
зируемых функциопалов и учитываемых ограничений, размер­
ности задачи, способов вхождения переменных проектирования 
в основные соотношения (управление коэффициентами и грани­
цами областей), полноты информации об исходных данных (за­
дачи с полпой и неполной информацией), характера экстремума 
(одноэкстремальиые и многоэкстремальные задачи) и способа 
определения оптимума (одпокритериальные и многокритериаль­
ные задачи) и других обстоятельств.

При постановке задач проектирования конструкций, находя­
щихся в состоянии равновесия, предполагаетсяг~что определяю­
щие уравнения и ограничения не зависят от временной перемен­
ной. Искомые функции состояния и проектирования разыскива­
ются в зависимости только от пространственных переменных, 
т. е. и =  и (х ), Ь =  Ь (х ). К отысканию функций состояния и про­
ектирования в зависимости только от пространственных незави­
симых переменных приходим и при проектировании конструкций, 
совершающих свободные или установившиеся вынужденные ко­
лебания.

В общем случае динамического нагружения конструкции ос­
новные соотношения задачи включают зависимость от времени £, 
и поведение конструкции во времени описывается функцией со­
стояния и =  и(х, ¿)- Определение управляющей функции в этом 
случае в зависимости от t и х, т. е. Ь =  Ь(х, £), приводит к за­
дачам оптимального управления. Заметим, что задачи отыскания 
Ь как функции х и £ возникают при проектировании конструк­
ций с переменной во времени геометрией и структурой. Методы 
исследования этих задач излагаются в теории оптимального уп­
равления системами с распределенными параметрами. Постанов­
ка и решение подобных проблем представляют определенный 
интерес. Однако основное внимание в книге уделено другому 
классу дипамических задач оптимизации, для которых перемен­
ная проектирования определяется только как фупкция про­
странственных переменных, т. е. Ь =  Ь(х) (разделение задач па 
соответствующие группы показано на рис. 2.1). Разработка со-



Задачи оптимального проектирования 
для стационарных процессов
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Задачи оптимального проектирования 
с переменной геометрией и структурой
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Динамические задачи оптимального проектирования
и = { и, (.г, О.....и Г ! (х, О) Л = { Л| (*), м Л„(дг)>

Рис. 2.1

ответствующих вопросов проектирования конструкций, рассчи­
тываемых на динамические воздействия, имеет в настоящее вре­
мя большое теоретическое и прикладное значение [89, 90, 139, 
140, 147, 148, 1 6 3 -1 6 5 , 168, 181, 183, 188, 216].

Важной проблемой динамического проектирования больших 
крупногабаритных конструкций и сложных составных механиче­
ских систем является проблема снижения их материалоемкости 
(веса) при условии обеспечения требуемого уровпя прочности и 
жесткости конструкции или отдельных ее частей. Укажем-зада­
чу оптимизации сложной конструкции, описываемой системой 
дифференциальных уравнений

M d2u/3i2 +  Cu =  q, (2.1)

где М — инерционный оператор; С — жесткостиой оператор; 
q(x, £) — прикладываемые к конструкции внешние нагрузки; 
u(x, t) — вектор, характеризующий смещения упругого тела.

Способ представления определяющих соотношений дипамиче- 
ской задачи в форме (2.1) и свойства операторов М =  М (h) и 
С =  С(Ъ) указаны в разд. 1.1. Перераспределение масс и жест­
костей по конструкции через посредство операторов M =  M (h) 
и С =  С (h) определяет изменения в реакции конструкции. Пред­
ставляют интерес задачи отыскания оптимальных распределений 
жесткостей и масс по конструкции из условия минимизации 
максимального прогиба при ограничениях па вес конструкции 
У(Ъ ):

=  min/! тах.Х|* | u |, V (h) =  const, (2.2)

или условия минимальности отклонения поведения проектируе­
мой системы от требуемого поведения.

Характерные динамические задачи оптимизации возникают, 
например, при проектировании крыльев с учетом нестационар­
ных порывных воздействий [13, 14]. Воздействия типа порывов 
учитываются в расчетной схеме в виде некоторых заданных 
функций, определяемых экспериментально и аппроксимируемых 
аналитическими зависимостями. Оптимальное проектирование за­
ключается в отыскании распределения силового материала и не­
конструктивных масс по крылу, обеспечивающего минимальный 
вес конструкции крыла, и такого, что при возникающих в ре­
зультате порыва вибрациях амплитудные значения прогибов и



интенсивностей напряжений не превосходят задапиых предель­
ных величин. Аналогичные задачи возникают при проектирова­
нии оболочек, рассчитываемых на ударные нагрузки.

Динамическое поведение сложной конструкции, описываемой 
системой дифференциальных уравнений

М д 2и/д12 +  В  дп!дЬ +  Cu =  q y (2.3)

во многом определяется диссипативными свойствами материала, 
выраженными матрицей О. Поэтому при проектировании слож­
ных конструкций и структурно неоднородных элементов кон­
струкций представляет интерес рассмотрение функции распреде­
ления вязкостных свойств ц(х) в качестве переменной проекти­
рования Ь (х) и исследование задач отыскания наилучшпх рас­
пределений вязкости по конструкции из условий оптимизации 
ее динамической реакции. В качестве примера укажем важную 
для практических приложений задачу отыскания распределения 
вязкоупругого материала по конструкции с целью минимизации 
времени tf гашения вибрации

<* =  т т ^ у .  (2.4)

Предполагается, что начальные возмущения, действующие на 
систему (2.3), принадлежат заданному классу и что принята не­
которая количественная мера оценки уровпя вибраций. В каче­
стве меры, оцениваемой в задаче демпфирования колебаний 
упругой системы, может рассматриваться, паприщщ, сумма ки­
нетической энергии Т и потеициальпой энергии упругих дефор­
маций П. Отметим также задачу отыскания такого распределе­
ния р (х ), для которого иолпая энергия системы, вычисленная 
в заданный момент времени £ =  £/, будет минимальна:

=  тн1д/ =  п п п ^ Г  -Ь П)*=//, (2.5)

при условии, что па перемепную проектирования ц(х) наложе­
ны некоторые условия, ограничивающие количество используе­
мого вязкоупругого материала и степень неравномерности в его 
распределении.

2.3.
ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ Д ЛЯ КОНСТРУКЦИЙ, 

СОВЕРШАЮЩИХ СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
И ВЫ НУЖ ДЕННЫ Е ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

Отметим некоторые случаи, для которых возможно исключе­
ние времени £ и сведение динамических задач оптимального про­
ектирования к более простым стационарным задачам.

Важный класс задач динамики связан с расчетом вынужден­
ных установившихся колебаний под действием периодической на­
грузки. В предположении, что амплитуды колебапий являются 
малыми, а поведение конструкции липейно-упругпм, соответст-

ео



вующая начально-краевая задача для вектор-фупкцип переме- 
щепий записывается в операторном виде:

Ь (х , t, и, Ь, д) =  Л/д2и/д£2 +  Си —д =  0, (3.1)

где М — матричный инерционный оператор; С — матричный же- 
сткостиой оператор, реализующий операции дифференцирования 
по лространствеипым переменным. Коэффициенты операторов М 
и С зависят от переменных проектирования Ь, т. е. М =  М(\\), 
С =  С( Ь).

Считается, что внешнее воздействие задано гармонической 
функцией времени и что обусловленные этой функцией колеба­
ния также являются гармоническими. Это предположение позво­
ляет следующим образом представить нагрузки и перемещения 
конструкции:

и — И (х )е ш , q =  (Ц х )еш . (3.2)

Здесь со— частота вынужденных колебаний; £— мпимая единица,. 
и (х ) и (£(х) — амплитудные функции перемещений и нагрузки. 
Представления (3.2) позволяют исключить из последующих рас­
смотрений время £ и записать определяющие соотношения (3.1) 
в виде уравнений отпосительпо неизвестной амплитудной (функ­
ции перемещений

СИ -  со2Л/и =  (}. (3.3)

Используя уравпеиие (3.3) и рассматривая Щ х) в качестве 
фупкции, характеризующей поведение конструкции, возможно 
формулировать задачи оптимального проектирования аналогично 
тому, как это делается при проектировании статически нагружеп- 
ных конструкций. С применением соотношений (3.3) можно, на­
пример, рассмотреть задачу минимизации веса /(Ь) топкостен- 
пой конструкции при ограничении на динамическую податли­
вость

(3.4)

и некоторых дополнительных ограпичепиях, наложенных па рас­
пределение толщин Ь (х ). При формулировке ограничения (3.4) 
предполагается, что векторы () и и  имеют одинаковую размер­
ность. Через с в (3.4) обозначена заданная константа, а подын­
тегральное выражение представляет собой скалярное произве­
дение. Подробное изложение вопросов оптимизации конструкций, 
совершающих вынужденные гармонические колебания, будет да­
но в гл. 5 (см. также работы [21—25, 53—55, 75, 113, 114, 136, 
149, 170]).

Другой класс задач, для которых возможно исключение вре­
менной переменной, относится к свободным колебаниям упругих 
тел. Наиболее полно здесь изучены вопросы предельного сниже­
ния веса упругих конструкций при ограничениях па собствен­
ною частоты колебаний. Рассматривались также взаимные задачи



оптимизации собственных частот колебаний упругих элементов 
при заданном весе. В данной книге соответствующие вопросы 
оптимального проектирования подробно излагаются в гл. 4. В на­
стоящем параграфе ограничимся некоторыми пояснениями по 
постановке задач.

Собственные частоты и собственные функции свободных ко­
лебаний тонкостенной конструкции определяются из соотноше­
ний (3.1), в которых положено (} =  0. Переменные со и и , под­
чиненные уравнению собственных колебаний

СИ -  со2ЛШ =  0, (3.5)

могут быть представлены также в виде рэлеевских отношений
2 (си . Ц)а _  П (Ц, ю

® “ (Л#и, и)0 Г (и, И)'

Здесь П, Т — соответственно амплитудные значения потенциаль­
ной и кинетической энергии единицы объема:

П =  (с и , V)Q =  | (Си, и) <1£2,

Т  =  (М и, и)а =
п

Круглыми скобками в (3.7) обозначено скалярное произведение. 
В случае продольных колебаний упругого прямолинейного стерж­
ня переменной площади поперечного сечения к  =  Н(х) имеем

т = \ н и Ч х ,  п  =  | л ( ^ ) * а * .
Ь Ь ' '

Здесь и ниже используются безразмерные переменные.
При поперечных колебапиях сплошных пластин перемепной 

толщины

П = д2и  
ду1

2 (1 — V) / д2Ц д2Ц 
дх2 ду2

Т =  (  к и 2 йх йу,
а

где и = и ( х ,  у) — амплитудная функция прогибов пластинки.
Собственные частоты ю< (¿ =  0, 1, 2, . . . ) ,  отвечающие различ­

ным собственным функциям £/*, образуют спектр колебаний
0 ^  СО о ^  0)1 ^  (02 ^ .

Если частоты внешних воздействий, которые могут быть прило­
жены к конструкции, совпадают с частотами собственных коле­
баний, то в конструкции могут возникнуть нежелательные ре­
зонансные явления. Поэтому при проектировании конструкции с



целью исключения резонанса требуется отстройка собственных 
частот колебаний от частот внешних воздействий.

Конструкция, спроектированная так, что частоты воздействий 
со удовлетворяют условию

0 < со < со о  (3.8)

или двустороннему неравенству
со*< со <  соЛ+1, (3.9)

не подвергается резонансу.
Расширение безрезопапсной полосы частот (3.8) приводит к 

задаче максимизации фундаментальной частоты соо за счет соот­
ветствующего выбора переменной проектирования h (x ). Обычно 
на функцию h(x) накладываются изопериметрическпе условия 
постоянства объема V (веса) конструкции и некоторые дополни­
тельные условия принадлежности h заданному множеству 
выражающие требования ограниченности, непрерывности и глад­
кости функции проектирования. Задача оптимизации записыва­
ется в виде

со* =  т а х Лсо0, (3.10)
F ( h ) =  const, h e !  (3.11)

Если рассматривается полоса (3.9), то для проектируемой 
конструкции ставится задача отыскания li из условий

(D/t+i =  max/iiOfc-f! (h), co/t (h) =  const (3.12)

или задача минимизации юА при фиксированном значении coA+i:

со* =  ттд (о /г (h), (h) =  const. (3.13)

При отыскании максимума и минимума в (3.12), (3.13) требует­
ся дополнительно удовлетворить условиям (3.11).

Возможна и постановка задачи максимизации разности зна­
чений близлежащих собственных частот

(ДюА)* =  тахд ((oft+1 — <x>h) (3.14)

при условии, например, что оптимизируемая безрезонансная по­
лоса частот включает некоторый заданный диапазон частот.

2.4.
ЗАДАЧИ МНОГОЦЕЛЕВОГО ОПТИМАЛЬНОГО 

ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Для классических одноцелевых задач оптимального проекти­
рования, постановка которых обсуждалась в разд. 2.1, характер­
ным является предположение, что программа нагружения, усло­
вия закрепления конструкции и требования, предъявляемые к 
напряженно-деформированному состоянию, определены един-



ствепным образом и единственно само назначение конструкции. 
При этом проектирование осуществляется в рамках одной расчет­
ной схемы.

Представляет интерес рассмотрение задач многоцелевого оп­
тимального проектирования, когда конструкция рассчитывается 
на использование в различных условиях. Формулировка задач 
многоцелевой оптимизации заключается в описании применяемых 
расчетных схем, выборе искомых переменных проектирования, 
оптимизируемого критерия качества и ограничений на поведение 
конструкции для различных программ ее нагружения. Обозначая 
через у (/ =  1, 2, . . . ,  $) помер программы нагружения, а через 
и; =  (их (х, 0» • • 0), 3* =  Ь), . . /?(и ', Ь)) соот­
ветственно вектор-функцию состояния конструкции и функцио­
нальные характеристики, приведем уравнения состояния, огра­
ничения и выражение для оптимизируемого функционала:

и (\ ,  и», Ь, 4 0 = 0 , (4.1)
^ (х , г, и*, ь, я*, 0, (4.2)
7 =  ^ (1 ', 1 ' ) ^ т т , (4.3)

Соотношения (4.1), (4.2) представляют собой системы диф-
ференциальных уравнений и неравенств относительно перемен­
ных проектирования, функций состояния и функциональных ха­
рактеристик.

С математической точки зрения задачи многоцелевой оптими­
зации обладают следующими особенностями. Функция состояния 
е номером / входит только в отмеченные тем жё^ индексом урав­
нения и неравенства (4.1), (4.2), а также в выражение для 
оптимизируемого функционала. Другими словами, функции и* 
(у =  1, 2, . . . ,  5) являются локальными переменными задачи 
проектирования. Вхождение переменной проектирования Ь в 
уравнения и неравенства, отвечающие различным у, делает эти 
соотношения связанными. Функция Ь в отличие от локальных 
переменных и; является глобальной переменной задачи проекти­
рования. Для отыскания оптимального решения требуется ин­
формация обо всем множестве параметров, характеризующих 
программы нагружений, способы закреплений конструкции, со­
вокупность характерпых требований,, предъявляемых к конструк­
ции при различных вариантах ее функционирования.

Если распределение Ь(х) задано, то соотношения (4.1) пред­
ставляют собой для каждого у замкпутые системы дифференци­
альных уравнений и граничных условий, служащие для опре­
деления и*, и могут интегрироваться независимо. В этом основ­
ное содержание принципа декомпозиции, применяемого в теории 
оптимального проектирования. При отыскапии функций состоя­
ния этот принцип позволяет упростить решение за счет суще­
ственного уменьшения размерности «прямых» задач анализа.

Задачи многоцелевого проектирования могут формулироваться 
различными способами. Возможны формулировки как в виде за-



дач оптимизации интегральных функционалов при ограничениях 
типа неравенств, так и в виде минимаксных нли максиминных 
задач оптимизации. Минимаксные постановки задач многоцеле­
вого проектирования предлагались в работах [3, 9] и заключают­
ся в следующем. Пусть каждое (у-е) состояние конструкции 
характеризуется некоторым функционалом Я, и все функционалы 
Р (у =  1, 2, . . . ,  5) имеют одинаковую физическую размерность. 
Тогда проблема многоцелевой оптимизации сводится к отыска­
нию максимина пли минимакса:

Внутренние операции максимума и минимума в (4.4), (4.5) 
означают отыскание максимума, минимума из величин, указан­
ных в фигурных скобках. При использовании критериев (4.4),
(4.5) функция Я из (4.3) соответственно пмеет вид Я =  т а х ( Я ,  
Я, . . ,  Я ), Я =  т т { Я ,  Я , . . . ,  Я ).

В качестве примера многоцелевой оптимизации может быть 
указана задача проектирования упругого стержня переменной 
толщины к (х )  из условия оптимизации фундаментальных частот 
собственных колебаний нескольких типов (задача максимизации 
минимума из нескольких величин). Последовательные состояния 
стержня представляют собой собственные колебания трех типов 
(/ =  1, 2, 3 ): продольные (/), крутильные (£) и пзгибные (Ь) 
колебания. Функционалы Я означают здесь минимальные соб­
ственные частоты, отвечающие низшим тонам колебаний каждо­
го типа:

В качестве оптимизируемого критерия качества, подлежаще­
го максимизации, берется минимальная из указанных трех ча­
стот (4.6), т. е.

Заметим, что минимаксные и максиминные задачи многоцелевого 
проектирования могут быть сформулированы как классические 
задачи минимизации или максимизации некоторой величины при 
ограничениях типа неравенств. Так, задача многоцелевого про­
ектирования (4.1), (4 .2), (4.4) эквивалентна минимизации функ­
ционала /*:

Я* =  тть/с/, (4.7)

при условиях (4 .1), (4.2) и ограничениях

/* =  т т п  шах (Я , Я , . . . ,  Я }, 

7* =  т а х ь  т т  (Я, Я , Я}.

(4.4)

(4.5)

Р  =  ©1, Р  =  ©1, Р  =  ©?. (4.6)

/ =  т т  {/*, Р , Р ).

Р  / — 1, 2, . . (4.8)



Аналогично задача (4.1), (4.2), (4.5) эквивалентна задаче 
максимизации величины Л,:

/*  =  тахЛ/ь, (4.9)

при условиях (4.1), (4.2) и неравенствах
7 =  1, 2, 5. (4.10)

2,5.
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

Перейдем к основным понятиям многокритериальной оптими­
зации. В вариационном исчислении и теории оптимального уп­
равления рассматриваемые задачи обычно заключаются в мини­
мизации или максимизации некоторого скалярного функционала 
при удовлетворении ряду ограничений. Задача одновременной 
оптимизации нескольких функционалов или одного вектор-функ­
ционала в рамках традиционного определения оптимальности 
оказывается в общем случае некорректной задачей. Постановка 
корректных задач оптимизации векторных функционалов, назы­
ваемых многокритериальными задачами, становится возможной 
только при расширении классического определения экстремума. 
Естественным обобщением и расширением этого понятия явля­
ется концепция Парето-огттимальных решений. Применение кон­
цепции оптимальности по Парето позволяет, в частности, рас­
ширить круг проблем, рассматриваемых в теории оптимального 
проектирования, и исследовать принципиальные вопросы про­
ектирования конструкций, оптимальных в смысле нескольких 
критериев качества. На основе многокритериальной теории до­
стигается понимание некоторых закономерностей в формировании 
«естественных» конструктивных форм [175, 177].

Приведем определение оптимальности в смысле Парето. 
Пусть конструкция характеризуется г критериями качества /*(Ь), 
¿ =  1, 2, . . . ,  г, зависящими от переменной проектирования h <=96, 
где 96 —- множество допустимых проектов. Обозначим через 3(h) 
векторный функционал J(h )  =  {/i(h), . . . ,  /Г(Ь)} и будем рассмат­
ривать задачу минимизации этого функциопала.

Переменная проектирования Ь* е  96 является оптимальной 
в смысле Парето, если из неравепства J  (h )< J  (h*) ( J \ (h )^ ^  (h*) 
для любых г =  1, 2, . . . ,  г), где h <=96, вытекает, что J(h) = J ( h * ) .

Другими словами, если переменная проектирования h* явля­
ется Парето-оптимальной, то невозможно дальнейшее уменьше­
ние никакого из критериев /* без одновременного увеличения по 
крайней мере одного из оставшихся функционалов J$(j*£i).

Для оптимальных в смысле Парето решений h * е  3# спра­
ведливо следующее утверждение. При любом фиксированном / 
решение h* минимизирует функционал Js, рассматриваемый на 
множестве допустимых решепий li ^ 9 6 ,  при условии, что осталь­
ные функциопалы /» ( i ^ j )  не превышают их значений для



Ь =  Ь*, т. е.
J j  (h*) =  min (h), (5.1)

ь=3%
/ ,( 1 1 ) < Л ( Ь ^  ¿ =  1 ,2 , 1 Ф 1 . (5.2)

Свойство (5.1), (5.2) эффективно применяется при получе­
нии необходимых условий отыскания оптимальных в смысле Па­
рето переменных проектирования.

Решение многокритериальных задач и Отыскание оптималь­
ных в смысле Парето переменных проектирования может быть 
сведено к минимизации некоторой скалярной функции, опреде­
ляемой равенством

G (h) =  CiJi (h) +  C2J 2 (h) +  . . .  +  CrJ r(h ). (5.3)

С использованием функции G (h) достаточное условие опти­
мальности по Парето формулируется следующим образом: пред­
положим ,что Ci >  0 и минимизирует £?(h) на множе­
стве тогда является оптимальным в смысле Па­
рето решением. Доказательство этого утверждения содержится, 
например, в работе [226].

Примеиепие понятия оптимальности в смысле Парето позво­
ляет сформулировать следующую общую задачу проектирования. 
Пусть поведение конструкции и ограничения, наложенные на 
переменные состояния, проектирования и функциональные ха­
рактеристики, описываются начально-краевой задачей и системой 
неравенств

L (x , f, u, h, q) =  0, (5.4)

W (x, *, u, h, q, /1, . . . ,  Л ) <  0, (5.5)

где h (x )= {& i(x ) ,  hn( x ) } — вектор переменных проектирова­
ния; u(x, i)= {w i(x , £), Иш(х, *)} — вектор переменных со­
стояния; Л =  /*(и, h, q), /с =  1, 2, . . . ,  г. Векторный критерий 
качества конструкции включает s скалярных функционалов 
S F т. е. =  . . . ,  ¿F,}. Скалярные функционалы представ­
ляют собой заданные функции от рассматриваемых функциональ­
ных характеристик J k:

¿F< =  5r.(/ ,, /2, /г), i = l ,  2, . . . ,  (5.6)

Многокритериальная задача проектирования конструкции за­
ключается в отыскании множества переменных проектирования, 
таких, что

2Г minh. (5.7)

Для задач многокритериальной оптимизации (5.4) — (5.7) ха­
рактерным является существование не единственного решения, 
а целого множества оптимальных в указанном смысле решений, 
так называемого множества Парето. Построепие множества Па­
рето дает важную информацию о возможностях совершенствова­



ния конструкций п позволяет выявить скрытые резервы опти­
мизации.

Вопрос о выборе на множестве Парето единственной функции 
проектирования может быть решен прп использовании соответ­
ствующих представлений многоуровневой оптимизации. Так, на­
пример, при двухуровневой оптимизации на первом уровне ре­
шается многокритериальная задача и находится множество функ­
ций проектирования (оптимальных в смысле Парето решений). 
На втором же уровне прп помощи дополнительно введенного ска- 
лярпого критерия на полученном множестве находится един­
ственное оптимальное решение.

Как уже отмечалось выше, постановка и решение задач мно­
гокритериальной оптимизации позволяет получить важную ин­
формацию относительно свойств проектируемой конструкции и 
более полно изучить ее предельные свойства. Однако отыскание 
оптимальных решений и построение множеств Парето сопряже­
но с проведением расширенного анализа и выполнением значи­
тельного объема вычислений. Поэтому в современных исследова­
ниях по многокритериальной оптимизации уделяется много вни­
мания разработке методов решения задач с векторпыми функ­
ционалами [152, 153, 226]. Наиболее широко применяемым в 
многоцелевом оптимальном проектировании является подход, ос­
нованный на введении вспомогательных ассоциированных задач 
со скалярными функционалами, представляющими собой неко­
торые «свертки» из компонент векторных функционалов. При 
построении ассоциированной оптимизационной задачи и форму­
лировке скалярного функционала, называемого функцией пред­
почтительности или критерием качества ассоциированной задачи, 
обычно требуется, чтобы ее решение принадлежало множеству 
Парето исходной многокритериальной проблемы.

Рассмотрим задачу многокритериальной оптимизации
3 =  {/ , (Ь), л  (Ь), . . . ,  /г (Ь)} т т ьеж -  (5.8)

Обозначим через <9#* множество оптимальных в смысле Парето 
решений Ь* задачи (5.8), а через ^(«Г(11)) =  ^ (/ 1(Ь), Л (Ь ),
. . . ,  Л (Ь ) ) — функцию предпочтительностп. Оптимизационную за­
дачу со скалярным критерием качества

( Ь ^ ш т ь р ^  (5.9)

будем называть ассоциированной задачей для многокритериаль­
ной проблемы проектирования (5 .8), если существует проект 
Ь е  <9#*, доставляющий минимум функции предпочтительности 
^ (Ь )  на множестве <9#, т. е.

9  (3 (£)) =  ш т ье/  (3 (Ь)). (5.10)

Приведем ниже некоторые основные способы формирования 
критериев качества ассоциированных задач.

Один из наиболее распространенных способов построения 
функционала ассоциированной задачи известеп как метод линей­



ной свертки [83, 152]. Согласно этому способу скалярный кри­
терий качества определяется как сумма компонент векторного 
функционала

0> ( J  (h)) =  2  C iJi  (h) =  (С, J  (h)) (5.11)
i=l

с положительными весовыми коэффициентами С{ ( i =  1, 2, . . г),  
нормированными для определенности следующим образом:

г
0 < C i < l ,  =  (5.12)

i=l
Для способа свертки (5.11), (5.12) изменение критерия каче­
ства ^ ( J ( h ) )  при изменении функционалов Л оценивается вели­
чинами весовых множителей С,- (С,- =  diPjdJi) .

Другой способ построения скалярного критерия качества ос­
нован на введении метрики в /-мерном пространстве критериев 
Л. Пусть решены задачи однокритериальной оптимизации

i =  1, 2, . . . ,  г, (5.13)

и в результате определены проекты и соответствующие им 
значения функционалов J\ =  J i ( b l ) .  Тогда скалярный критерий 
качества ассоциированной задачи может быть определен следую­
щим образом:

/ т  \ 1  I V

&  ( j  (Ь)) = ( 2 1 1  J i  (h) -  А  |PJ  (5.14)

где р >  О — некоторый целочисленный параметр. Заметим, что 
если проекты h ,̂ минимизирующие функционалы Л (h), различ­
ны, то разпости /i(h) — J°if фигурирующие в (5.14), не обра­
щаются одновременно в нуль ни для каких проектов 
Другими словами, это означает, что точка (/i(h), /г(Ь), 

Л (Ь )) в r-мерном функциональном пространстве пи при ка­
ких h  не может достигнуть точки (/?, /Ц» • • • » «̂ г)- Поэтому 
функционал (5.14) строго положителен и характеризует расстоя­
ние до точки (•/?,/?, . . . ,/ ? ) »  называемой иногда точкой абсо­
лютного минимума. Наиболее часто в теории оптимального про­
ектирования при построении функции предпочтительности ис­
пользуются метрики, соответствующие случаям р =  1, р =  2 и
р -> ©о.*

Р = 1, ^ ( J ( h ) ) =  21| / | (Ь )-У ?| ;
i=l
Г г 11/2

р = 2 , (h)) = [ s  (/* (h) -  А У  j

р  оо, ^ ( J ( h ) )  =  шах|/4(Ь ) -/ ? | .
г=1,2........г



В качестве примера сформулируем задачу многокритериаль­
ной оптимизации упругой конструкции и соответствующую ас­
социированную задачу с функционалом вида (5.14). Пусть кон­
струкция совершает свободные колебания с частотами
<  соз ^  ^  ©г ^ ___  Выберем величины, обратные нижним г
частотам, в качестве компонент векторного функционала (/i(h) =  
=  со“ 1 (Ь), г =  1, 2, . . . ,  г)и  рассмотрим следующую задачу опти­
мизации с векторным функционалом:

J  (Ь) =  {соГ1 (h), соГ1 (h), . . . ,  соГ1 (h)) min, (5.15)

где h — переменная проектирования, в качестве которой может 
быть, например, принята толщина тонкостенной конструкции. 
Обозначим через со? (i =  1, 2, . . . , г )  максимальные значения ча­
стот, получаемые из решения системы вспомогательных однокри­
териальных задач оптимизации:

со® =  maxh(0j (h), ¿ = 1 , 2 ,  . . . ,  г. (5.16)

Тогда использование евклидовой метрики приводит к ассоцииро­
ванной задаче оптимизации со скалярным функционалом

5*(J(h))=
г

.2 («Г (ь>
‘  1/2

min. (5.17)

Приведем теперь минимаксную формулировку ассоциирован­
ной задачи скалярной оптимизации. Пусть /? — значения опти­
мизируемых функционалов Л для задач однокритериальной оп­
тимизации (5.13). Относительные отклонения величин Л(Ь) от 
значений /° обозначим через Ч ^ Ь ). В этих обозначениях мини­
максная форма ассоциированной задачи примет вид

min & (J (h)) = min max Ч'* (h),
bG^ h ^ i = ll2,..., (5.18)

(Ь) =  ( / { (Ь) -  А У Л  А  >  о.
В силу безрамерности величин Чг< критерий качества &  в

(5.18) обладает известной универсальностью. Поэтому в виде
(5.18) могут быть сформулированы задачи оптимального проек­
тирования с разнотипными функционалами. Например, если пла­
стинчатая конструкция проектируется из условий максимизации 
жесткости (минимизации податливости) и в качестве жесткост- 
ных характеристик рассматриваются смещения щ и углы пово­
ротов срединной поверхности и, в заданных точках, то в соот­
ветствии с (5.18) для функции предпочтительности будем иметь

Р { 3 { Ь ) )=  шах Ч'* Ь),

^  (Ь) =  (щ (Ь ) -  ц ? )М , 1 = 1 , 2, (5.19)

(Ь) =  (о> (Ь) -  и))/и), / = « !  +  1



где и\, у° — значения перемещений п углов поворотов в соответ­
ствующих однокритериальных задачах оптимизации.

Удобная формализация, применяемая при решении проблем 
многокритериальной оптимизации и формулировке ассоциирован­
ных задач, основана на введении вспомогательного скалярного 
параметра [5, подлежащего минимизации при ограничениях типа 
неравенств

д> р  (Ь)) =  р ппп„е30, (5 20)
Л (Ь )< Р , ¿ =  1 ,2 ........ г.

Так, например, при многокритериальном проектировании стерж­
невой конструкции из условий максимизации фундаментальных 
частот изгибных со6, крутильных со/ и продольных о>/ колебаний 
ассоциированная задача оптимизации принимает вид

$-+тть=э@, югГ^Р, со?1 < Р-



АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
И УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

3.1.
ПРИМЕНЕНИЕ АНАЛИЗА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ

Важная роль в теории оптимального проектирования отво­
дится анализу чувствительности. Основная задача анализа чув­
ствительности заключается в установлении эффективных соот­
ношений между изменениями в проектах конструкций и измене­
ниями в их функциональных характеристиках. Получению этих 
соотношений и применению их при проектировании уделяется 
существенное внимание во многих работах, поскольку это спо­
собствует выявлению наиболее эффективных способов оптимиза­
ции. Обычно при оптимальном проектировании конструкции 
имеется широкий выбор переменных проектирования, варьиро­
ванием которых можно повлиять на величину критерия каче­
ства. Например, уменьшение веса конструкции может быть до­
стигнуто в результате рационального распределения толщин, 
управления анизотропией материалов, армирования, создания 
предварительного напряженного состояния и т. д. Важно знать, 
какие способы оптимизации или их комбинации приводят к боль­
шим изменениям рассматриваемых функционалов ¿ =  1, 2,
. . . ,  г, и каким образом может быть достигнут максимальный вы­
игрыш по оптимизируемому функционалу. На указанные вопро­
сы можно дать ответ, если получены характерные для анализа 
чувствительности соотношения.

Отметим сначала некоторые характерные асцекты анализа 
чувствительности. Будем предполагать, что динамическое пове­
дение рассматриваемой системы описывается некоторой началь­
но-краевой задачей. Для большей ясности и компактности изло­
жения воспользуемся операторными представлениями и запишем 
уравнения задачи в виде

Ь ( и, Ь) =  0. (1.1)

Нелинейное (в общем случае) операторное соотношение (1.1), 
устанавливающее функциональную зависимость между перемен­
ными проектирования и состояния, включает в себя уравнения 
динамики, начальные и граничные условия. Соответствующее 
линеаризованное уравнение, связывающее малые вариации 6Ь и 
би, запишем следующим образом:

£цби +  1*6Ь =  0, (1.2)
где Ь и, Ь ь — линейные относительно би п бЬ операторы, коэф­
фициенты которых, вообще говоря, могут зависеть от и и к.



Зависимость вариации функционалов б/,- от вариаций пере­
менных проектирования и состояния 6Ь, 6и получается непосред­
ственно при помощи линеаризации выражений / ,=  Л(и, 1г) и 
представленпя величин б/,- в впде суммы линейных относитель­
но 6Ь и би функционалов:

б/{=  (хн. 6Ь) +  (хш би). (1.3)

Круглыми скобками в (1.3) обозначены скалярные произведения 
векторов 6Ь, =  %\\ (и, Ь) п векторов би, %и =  Х^(и» Ь)-

Принципиальный питерес в теории проектирования заключа­
ется в установлении эффективной непосредственной зависимости 
6/< от 6Ь. Для исключения явной зависимости вариаций функ­
ционалов б/< от вариаций переменных состояния би п получения 
основной формулы анализа чувствительности в впде

а/4 =  (е£, 6Ь) (1.4)
могут использоваться следующие два подхода. Первый подход 
основан на построении обратного оператора ЦЦ1* нахождении ре­
шения задачи (1 .2): би =  — п последующем исключе­
нии би пз (1.3):

б/»= (хн> бь) + (хи> — ¿̂ ¿ьбЬ) = ц 5ч
=  (Хп— [¿^¿ц1*хй , б1г).

Другой подход к установлению зависпмостей между б/ и 6Ь 
вида (1.4), который находит применение в современных работах 
по оптимальному проектированию (см. также [79, 80]), основан 
на введении сопряженных переменных V и сопряженных краевых 
задач, служащих для пх определения. Опишем схематично дан­
ный подход. С этой целью умножим скалярно выражение, за­
писанное в левой части равенства (1.2), на сопряженную век- 
тор-функцшо V* и выполним преобразования, связанные с введе­
нием сопряженных операторов.

Имеем

0 =  (у\  ¿„би +  ¿ 116Ь) =  ( ¿ У ,  би) +  ( ¿ 2 V1, 6Ь). (1.6)

Почленное сложение (1.3) с (1.6) приводит к равенству

б/4 =  (хь +  ¿¡У, бь) +  (хи +  ¿ У ,  би). (1.7)

Определяя сопряженую переменную V* как решение сопряжен­
ной задачи

=  (1.8)

п обращая тем самым в нуль второе скалярное произведение в
(1.7), приходим к искомому выражению вида (1.4)

б/. =  (хь +  ¿ У ,  вь). (1.9)



Существуют другие различия в получении соотношений 
(1.4), (1.9), обусловленные в основном характером зависимости 
соотношений задачи, моделирующих динамику поведения систе­
мы, от переменных проектирования. Переменные проектирования 
могут входить в коэффициенты уравнений или  ими  может опре­
деляться форма области, в которой заданы эти уравнения. Для 
этих двух основных случаев (случаи управления коэффициента­
ми и управления границами) соотношения анализа чувствитель­
ности вида (1 .4), основанные па введении сопряженных пере­
менных, получены в разд. 3.2, 3.3. В  разд. 3.4 рассматривается 
другой случай, когда для описания поведения конструкции вме­
сто системы с распределенными параметрами применяется ко- 
нечноэлементпая модель конструкции.

При помощи формул (1.4) могут быть указаны способы улуч­
шения рассматриваемых характеристик конструкции. Применение 
этих формул и проведение сопутствующих расчетов основной и 
сопряженной систем уравнений имеет важное значение и в тех 
случаях, когда по причинам большой стопмости или трудностям 
технологического характера возможности модификации конструк­
ции ограничены, так как позволяют оценить качество рассматри­
ваемого неоптимального проекта.

Если принять некоторую величину
J = ‘ F ( J U /2> . . . .  ] г) (1.10)

в качестве оптимизируемого функцпопала задачи, то соотноше­
ния анализа чувствительности (1.4) позволяют выразить зави­
симость между 6Ь и б/ в виде

г

в / =  2  ¿ г ( е*’ 61' )  (1Л1>г=1 1
и получить формулу для улучшающей вариации проекта. Так, 
при безусловной минимизации функционала (1.10) выражение 
для 6Ь может быть взято в виде 7

г
6Ь =  - т 2 е * ^ .  (1.12)

*= 1  1

Фигурирующий в выражении (1.12) для улучшающей варнацип 
6Ь параметр т ( т > 0 )  представляет собой величину шага в гра­
диентной процедуре минимизации функционала /. Если для под­
счета 6Ь используется формула (1.12), то «автоматически» осу­
ществляется минимизация функционала

б/ =  — (1/т) (6Ь, 6 Ь )< 0 .  (1.13)

Проведение анализа чувствительности на основе решения ос­
новной системы уравнений (1.1) и г сопряженных систем урав­
нений (1.8) для сопряженных переменных V1’ с целью оценки 
вариаций г функционалов /,• представляет собой эффективную



процедуру, если получаемая при этом информация непосред­
ственно используется в процессе проектирования конструкции. 
Например, получаемая в указанном объеме информация необхо­
дима при оптимальном проектировании, если оптимальность по­
нимается в смысле Парето и решается задача многокритериаль­
ной оптимизации с векторным критерием {/1, /2, •••, Л). В ка­
честве другого примера можно указать проблему рационального 
проектирования конструкции, в которой наложены ограничения 
на допустимые возмущения рассматриваемых функционалов.

В случае, если при проектировании ставится более узкая за­
дача определения чувствительности оптимизируемого функциона­
ла 7 и нахождения улучшающей вариации проекта, то для по­
строения эффективной процедуры не требуется отдельного реше­
ния г систем уравнений (1.8) и определения г сопряженных 
вектор-функций V1’. Действительно, при решении этой ограничен­
ной задачи достаточно ввести одну сопряженную переменную.

Чтобы пояснить данное утверждение, запишем выражение 
для б/, учитывая при этом представления (1.3) и равенство (1.6) 
(индекс у сопряжеппой переменной в (1.6) опускается). Имеем

й1~Ул\ +  6Ь
дР
д/, Хи 1/*у, би }. (1.14)

Определяя затем сопряженную переменную V как решение урав­
нения

г
(1.15)

приходим к результирующей формуле анализа чувствительности 
вида

^  =  (1.16)

В данном случае при построепии улучшающих вариаций 
проекта на основе соотношения (1.16) требуется решать всего 
две задачи: задачу (1.15) для определения сопряженпой пере­
менной у  и задачу (1.1) для отыскания переменной состояния.

Рассмотрим теперь задачу минимизации некоторого выбран­
ного функционала 7 (и, Ь) при условии, что и и Ь связаны урав­
нением (1.1) и что па другие г функционалов 7,*(и, Ь) (¿=* 
— 1, 2, . . . ,  г) наложены ограничения

Л (и ,Ь) =  С„ (1.17)

где С{ — заданпые константы. Для данной задачи на основе вве­
дения липеаризоваппой системы уравнений (1.2) и сопряженных 
систем уравнений вида (1.8) можно выразить б/ п 67* (ь — 
=  1, 2, . . . ,  г) непосредственно через 6Ь и с учетом наложенных



ограничений (1.17) записать
6/ =  (eh) 6h), (1.18).

б/i = ( е гь , 6h) =  0. (1.19)

Нетрудно установить, что выражение для улучшающей ва­
риации проекта может быть взято в виде

6h =  х J -  eh +  Д  ^ е ь ]• (1.20)

Множители Лагранжа %< находятся из решения системы линей­
ных алгебраических уравнений

2  h  (e L  e i )  =  ( e l  eh), i =  1, 2, . . . ,  r. (1.21)
/=1
К соотношениям (1.21) приходим в результате подстановки 

выражения (1.20) для 6h в равенства (1.19) и выполнения эле­
ментарных преобразований. Для так определяемой вариации 
проекта выполняются условия

6/ ^  0, 6/, =  0, i -  1, 2, . . г, (1.22)

и, следовательно, вариация 6Ь, определяемая соотношениями 
(1.20), (1.21), является улучшающей, т. е. приводит к умень­
шению функционала / и не меняет (в лпиейпом приближении) 
значенпй функционалов Действительно, на основании соотно­
шений (1.20), (1.21) имеем

6/ =  (eh, 6h) =  (e h -  2  6 h j \  (6h, 6h) <  0. (1.23)

Выполнение же равенств в (1.22) обеспечивается за счет выбора 
множителей Xi из решения системы уравнений (1.21).

/
3.2.

АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ
ПРИ ВАРИАЦИЯХ КОЭФФИЦИЕНТОВ УРАВНЕНИЙ

В данном разделе приведем вывод основных формул, связы­
вающих вариации рассматриваемых функционалов с вариациями 
переменных проектирования в случае вхождения этих перемен­
ных в коэффициенты уравнений.

Для описания динамического поведения конструкции восполь­
зуемся моделью с распределенными параметрами. Пусть х ^ й -  
вектор пространственных переменных; Q — заданная область, за­
нимаемая конструкцией; Г — граница области Q ; i e [ 0, f/] — вре­
мя; tf — фиксированная константа, определяющая отрезок вре- 
мепи эксплуатации конструкции. Через u(x, t ), h (x ), q(x, t) 
обозначим вектор-функций состояния, проектирования и иагру-



зок. Ограничимся рассмотрением линейной начально-краевой за­
дачи

М д2и ¡д?  +  В  дхх!дг +  Си =  ч(х, *), (2.1)

(̂ Vi>u )г =  g(x, г), (Л^,и)(_о =  х (х ) , (2.2)

определяющей при заданной переменной проектирования 1г(х) 
и заданных нагрузках, условиях закрепления и начальных усло­
виях поведения конструкции. Фигурирующие в уравнении (2.1) 
Му С, В  — массовый, жесткостной и диссипативный операторы, 
коэффициенты которых зависят от переменных проектирования, 
т. е. М =  Д/(Ь) С =  С (Ь ), и  =  £ ( Ь ) .  Операторы М, С, В , Nby 
являются линейными и, кроме того, М и С симметричны. Функ­
ции q =  q (x y *)> б =  ё (х , *) и Х =  Х(х ) в (2 .1), (2.2) считаются 
заданными.

Оцениваемые характеристики конструкции представляются в 
виде линейных функционалов

«Л =  [ [ 1\ (х > *1 и, Ь, (¡) <1£2 (2.3)
о Ъ

Если рассматрпватотся локальные характеристики, такие, как 
максимальная интенсивность напряжений г|> или максимальный 
прогпб г/;:

1\ =  тахх. /г =  т а х х, «к;,
то эти величины можно аппроксимировать при помощи инте­
гральных функционалов вида (2.3), полагая

/ 1=4Л  /2 =  нЛ

где р — достаточно большое целое число. Функционалы и 7* 
(/ =  1, 2) связаны следующим приближенным равенством:

J j  =  Ц  (mes Q) tf .

Для вывода формул анализа чувствительности сначала про- 
варытруем уравнения (2 .1), начальные и грапичные условия 
(2.2). Получим

дГ dt 6ЬС и =  0, (2.4)

(.Vbôu)r =  0, (;'V (ôu)(=0 =  О, (2.5)

где б и Л/, б ьД  биС определяются соотношениями Л/(Ь +  бЬ) =  
=  Л/(Ь) +  б1,Л/ +  о(бЬ), 2)(Ь +  б11) =  £>(11) +  б111) +  о(бЬ)| £7(Ы - 
+  б11) =  С(Ь) +  б„С +  о(бЬ).

Затем умножим скалярно левую часть уравнения (2.4) на 
вектор-функцпю У (х, ¿) и проинтегрируем по частям полученное 
выражение.



Будем иметь
Ч

0 = 11 м $ - +  вд-т г +  С8п + 8ъМ  § ■
О Й '

+

+  бья | н  +  аьСи1<ш а* =дЬ )
Я(<Ой

.«V
= )  | ( б и , м ^ г - 1 ) * - ^ -  +  с у 4 ) а й ^ - [ -

+  | [̂ бь, I" в  (и, у*) а*! аа.
Й \ О /

(2.6)

Здесь 5  (и, V*)— вектор билинейных форм относительно перемен­
ных и и у  и их частных производных, коэффициенты которых 
зависят от Ь; * означает операцию сопряжения. Для обращения 
в нуль впеинтегральных членов, получающихся при интегриро­
вании по частям, требуется, кроме учета соотношений (2 .5), 
подчинить функцию у *(х , £) краевым условиям (Л ^у*)г = 0  и 
условиям в конечный момент времени (И г у*)*=^ =  0.

Далее, учитывая (2 .6), представим вариации функционалов Л 
следующим образом:

*/

ы> ~  I  [  (6и'м  ~  % + С у ' +щ ааи

( ^
+ Д 6Ч И " ’ ' ‘ > + а г Н ‘|П-

+

(2.7)

Определим сопряженную вектор-функцию у{х, г) как реше­
ние краевой задачи

м ^ - - ° * т £- +  <7,‘ +  5г  =  0- <2-8>

{ м 1у1)т =  О, =  0 (2.9)

и тем самым обратим в нуль первое слагаемое, записанное в 
правой части (2.7). Таким образом, введение сопряженных пе­
ременных у* и сопряженных краевых задач (2.8), (2.9) позво­
ляет в рассматриваемом случае, когда переменные проектирова­
ния входят в коэффициенты уравнений, прийти к результирую­
щим соотношениям анализа чувствительности вида 

*/
в/* =  { («ь, \ +  в  (и, у')] а*) ао. (2.Ю)

а о



АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
ПРИ ВАРЬИРОВАНИИ ФОРМЫ ОБЛАСТИ

Выше был рассмотрен случай, когда вектор-функция и(х, £), 
описывающая поведение проектируемой конструкции, определя­
ется как решение начально-краевой задачи (3.1), (3.2). Данный 
способ описания папряженно-деформироваипого состояния харак­
терен для тонкостенных конструкций и стержневых систем (пла­
стинки, оболочки, фермовые и рамные конструкции). В общем 
же случае трехмерных упругих тел и нетопкостеппых конструк­
ций функции состояния (напряжения п перемещения) удовлет­
воряют следующей системе уравнений динампки упругой среды, 
краевым и начальным условиям:

-.2д 1
"1“ Чг =  Р 2 ’ {^ку1 ~Т 1̂ук)у (3*1)и I &

Система уравнений (3.1) определена в области Й Х [0, t̂ ]. Через 
р, обозначены соответственно плотность материала конструк­
ции п объемные силы, а через Г =  Ги +  Г а — граница области й, 
занимаемой конструкцией. Заданные функции м? (х) и у? (х) 
описывают начальное распределение перемещений и скоростей. 
Задание на интервале [0, £/] функций С/*(я, £) ( # е Г м), Т {(х, £) 
( х е Г п), (¡¡{я, ¿) (аг^ й ) определяет процесс деформирования и 
нагружения конструкции. Индексы ¿, /, к , I в (3.1) — (3.3) при­
нимают значения от 1 до 3. Конечный момент времени ti фик­
сирован.

Б отлпчпс от предыдущего раздела здесь при рассмотрении 
динамического поведения деформируемого тела диссипация энер­
гии не учитывается.

На решениях начально-краевой задачи динамики упругого 
тела определены функционалы

характеризующие поведение конструкции. Роль варьируемой пе­
ременной проектирования играет часть границы тела Г*.

Перейдем к получению соотношений, связывающих вариации 
части границы Г„ с вариациями рассматриваемых функционалов 
(3.4). Будем допускать вариации границы Г*, не изменяющие 
связности области Й. Это означает, что сравниваются только 
тела, которые можно перевести друг в друга с помощью непре­
рывного отображения. Кроме того, считается, что для каждого 
тела с проварьированными границами существует решение зада-

{Цг)ти =  иI СX, *), (ОцЩ)га =  Т { {х, I), 

(^0* = О  =  (**0» (5^/5  ¿)<—0 =  С**)-
(3.2)

(3.3)

V =  1, 2, . . . ,  г, (3.4)



чп теории упругости. При этом необходимо уточнить, как изме­
няются граничные условия при вариации формы области. Наи­
более простым является случай, когда в пространстве заданы 
векторные поля

и ^ х  1, х2, #з, г ) = и { {хк, о» * 2, *з, ¿) =  7\(а:Л, г). (3.5)

Задапие векторных полей (3.5) приводит к тому, что в данном 
случае для каждой точки допустимой поверхности определяются 
правые части граничных условий (3.2). В дальнейшем принима­
ется именно такой способ задания граничных условий при 
варьировании области.

Для оценки чувствительности 'у-го функционала Л  домпожпм 
проварьпрованные уравнения равновесия и соотношения закона 
Гука почленно на сопряженные переменные ‘фДя, £), %ц(х, ¿), 
а выражение

б*;,- — 36и,/д£ =  О

для скорости г,— на £{(я, £) и проинтегрируем произведения по 
области £1 и по времени от t =  0 до £ =  £/. После сложения по­
лученных выражений и выполнения элементарных преобразова­
ний приходим к следующему выражению для вариации рассмат­
риваемого функционала:

б/у =  77 [  [  [б^  +  (**«•*— Р 1 г )  +
' О Ъ

+  ХУ (богу _  Сш Ьик,,) +  и  ( ^ г  -  Ц ]  <ю ел. (3-6)

Выражепие для вариации функционала (3.6) представим в 
виде суммы двух слагаемых

6Л =  бм/У +  боЛ, (3.7)

обусловленных вариациями участков границ^с Гг П Г 0 и Г» П Г„. 
Нетрудно показать, что, как в случае варьирования участка гра­
ницы Г« П Г«, так и в случае варьирования участка грапицы 
Г« П Г а, без ограничения общности можно рассматривать только 
вариации в направлении нормали к поверхности тела ба:* =
81 определяет абсолютную величину смещения точек вдоль нор­
мали

Выражения для функционалов б«/У, б<Л (V =  1, 2, . . . ,  г) по­
лучаются с применением разработанной методики1 (см. также 
[9]). Опуская промежуточные преобразования, приведем лишь 
окончательные результаты.

1 Баничук Н. Я., Бельский В. Г., Кобелев В. В. Задачи с непзвестпыми гра­
ницами в теории оптимального проектирования конструкций: Препр. Ин-та 
пробл. механики АН СССР № 246. М., 1985. 63 с.



Если сопряженные переменные фТ, %у, определены как 
решепие краевой задачи

«V V , **7 .V Л— У.И т  да̂  • Р д1 ^ — 0.

(Сц/аХкд,} +  ~  £* =  0,

(фТ)ги =  0, (СшЖаП)) го =  0,

(3.8)

(3.9)

(ф7)<=(/ = о, («),_*, = о, (3.10)

то для вариации функционала 6„Л., обусловленной варьирова­
нием части границы, где заданы перемещения, справедливо вы­
ражение

6иЛ> —
Г,

СкИ)%к1 {и  { бгаг, (3.11)

а выражение для вариации б„/, вызванной изменением части 
границы, где заданы усилия, дается формулой

б<¡3V — -  2ЯфГГ<-(фГау),, +  (фГ7,{).л%] М Ы <1Г.

(3.12)
Через Н  в (3.12) обозначена средняя кривизна варьируемой 

поверхности тела. Именно слагаемое в подынтегральном выраже­
нии (3.12), содержащее величину Я , определяет чувствитель­
ность к изменениям кривизны границы. Если к варьируемой по­
верхности не прикладываются внешние усилия (Г< =  0 ), то зави­
симость вариации функционала от кривизны поверхности стано­
вится неявной.

Особенность краевой задачи для сопряженных переменных
(3.8) — (3.10) по сравнению с краевой задачей для функций со­
стояния (3.1) — (3.3), как уже отмечалось выше, заключается в 
том, что распределения фупкций я|)*, £< в й задаются не в на­
чальный, а в конечный момент времени £ =  £/. Другой особен­
ностью системы (3.8) — (3.10) по сравнению с соответствующими 
соотношениями (3.1) — (3.3) является то, что в соотношения 
краевой задачи (3.8) — (3.10) входят только производные первого 
порядка как по пространственным переменным, так и по времени. 
Однако это отличие несущественно, так как переменную £{ 
можно исключить из уравнений и начальных условий (3.8) — 
(3.10) и записать сопряженную систему уравнений в виде, ана­
логичном (3.1) — (3.3).



КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ

В разд. 3.2 п 3.3 для описания динамического поведения кон­
струкции использовался континуальный подход, и операторы за­
дачи включали дифференцирование как по времени, так и по 
пространственным координатам. При этом формулируемая задача 
включала как начальные условия для вектор-функции состояния 
и ее производной по времени (скорости), так и краевые условия, 
характеризующие способы закрепления и нагружения конструк­
ции. Если при проектировании конструкции использовать для 
моделирования ее поведения вместо системы с распределенными 
параметрами конечноэлементное представление, то частные про­
изводные по пространственным переменным будут исключены из 
рассмотрения [101]. Динамическое поведение конструкции будет 
описываться задачей Коши для системы обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений

л/и + /?и +  Си =■ ч, (4.1)

и (0) =  и°, и (0) =  и°, (4.2)

где и(£) =  {м1(£), Кг(0» • ••» мт ($)} — искомая вектор-фупкция, 
описывающая напряженно-деформированное состояние конструк­
ции; Ь =  {/&!, Л-2, . . . ,  к п) — вектор параметров проектирования;
и0 и и0 — заданные векторы. Матрицы ЛГ, С, И, характеризующие 
инерционные, жесткостные и демпфирующие свойства конструк­
ции, предполагаются зависящими от вектора параметров проек­
тирования и положительными, кроме того, предполагается, что 
матрицы масс и жесткостей симметричны, т. е. Л/* =» М , £7* =  С.

Основные функционалы системы представим в виде 
*/

/у =  [ / (*, и, Ь) си, V =  1, 2, . . . ,  г. (4.3)
О

Из выражений (4.3) непосредственно следует, что вариации 
интегральных функционалов б/У, вариации вектор-функций со­
стояния и вариации параметров проектирования связаны сле­
дующим образом:

^ < 4 -4>
о

Для исключения из (4.4) вариаций переменных состояния би 
и установления «прямой» связи 6Ь с б/У выполним следующие 
операции. Проварьируем соотношения (4 .1), (4.2) и после умно­
жения обеих частей проварьироваппого уравнения (4.1) на век- 
тор-функцию сопряженных переменных ^ (¿ )  =  {^ (г ), Л  (0»
. ..,м™ (£)] выполним интегрирование в пределах от £ =  0 до £ =



=  £/. Имеем
Ч

0 =  \ [(у '’, Мби +  £>би +  Сби) +  (В \  6Ь)] аг =  
о
ч

=  I  [(би, М\у -  +  Су'’) +  (В \  6Ь)] а £ +
О

+  ( V'’, Л/би)(=(/ — ( у\ Мби)1=<, +  (у '’, Оби)(=^.

Через В у в (4.5) обозначен вектор с компонентами В * (¿ =  
=  1, 2, п ), определяемыми следующим образом:

(4.5)

пч I V дЛ/ “ , дБ  . дС дц \

При помощи соотношения (4.5) и наложения условий у',(£/) =
=  у'’(£/) =  0 выражение для вариации функционала (4.4) мо­
жет быть записано в виде

б/у =
Ч

1  [(6ь ’ ж + в1 + («"• Ж+ *& -  +  < *’ ) ]
о

а*.

(4.6)
Определяя затем вектор-функцию уу(£) как решение зада­

чи Коши

М уу — 1>*уу +  Суу +  д}„1ди =  О, (4.7)

уу (*,) =  (), Г ( Ь )  =  0 (4.8)

с условиями в конечный момент времени t =  th приходим к ре­
зультирующей формуле анализа чувствительности

б д = ^ б ь ,  | ( ^  +  в ' ’)< и ). (4.9)

Для того чтобы воспользоваться формулами анализа чувстви­
тельности (4.9) и определить вариации функциональных харак­
теристик б/у, V =  1, 2, . . . ,  г, обусловленные вариацией вектора 
параметров проектирования 6Ь, или построить улучшающие ва­
риации переменных проектирования, требуется найти соответ­
ствующие вектору Ь переменные состояния и(£) и сопряженные 
переменные уу(£). С этой целью при заданном Ь интегрируется 
на отрезке времени [0, £/] система уравнений (4.1) с начальными 
условиями при (4.2) при £ =  0 и определяется вектор-функция 
состояния и(£), а затем в обратном направлении от момента 
времени t =  tf интегрируются сопряженные системы уравнений 
(4.7) с условиями (4.8) и находятся сопряженные вектор-функ­



ции уу(£). Если вектор-фупкции и(£) и уу(£) найдены, то отыска­
ние вариаций б/у сводится к выполнению операций дифферен­
цирования и интегрирования по формулам (4 .9).

Выполнение анализа чувствительности существенно упроща­
ется в случае педемпфируемой конструкции. В этом случае век- 
тор-функция состояния и (0 ,  описываемая задачей Коши:

Л/и +  Си =  д, (4.10)

и (0 )- 0 ,  и (0) =  0, (4.11)

представляется в виде разложения

и (0  =  ' 2  сц (!) ф* =  Ф а (I) (4.12)
1 = 1

по собственным векторам ф( обобщенной задачи на собственные 
значения

Сфг =  оа|Мф\ 1 =  1, 2, . . . ,  (4.13)
(ф*, М<&) — 6«, I, / =  1, 2, . . 8. (4.14)

Здесь а (1) — вектор с компонентами а ,(1 ), 1 =  1, 2, . . . ,  а, а Ф — 
матрица, столбцами которой являются собственные векторы ф\

Подстановка представления (4.12) для и(1) в (4 .10), (4.11) 
и умножение (4.10) слева на Ф * приводит к задаче Коши с 
трансформированными матрицами М  и С и вектором ц:

М а +  С а  =  ц, (4.15)

а (0 )  =  0, а (0 )  =  0. (4.16)

Матрицы Му С и вектор д связаны с соответствующими мат­
рицами и вектором исходной задачи (4.10), (4.11) преобразо­
ваниями

М =  Ф*МФ, С =* Ф*СФ, д =  Ф*д. (4.17)

Условия нормировки (4.14) и соотношения (4.13) показыва­
ют, что трансформированные матрицы М  и С являются диаго­
нальными. Матрица М  — единичная, а вдоль диагонали матри­
цы С расположены собственные значения о* задачи (4.13), 
(4. М). Таким образом, построение решения задачи Кошп для 
связанной системы уравнений (4.10), (4.11) сводится к реше­
нию обобщенной задачи на собственные значения и интегриро­
ванию расщепленной системы уравнений

Щ +  (о]аг =

ССг(0)= 0, ССг-(0) =  0.

(4.18)

(4.19)



(4.20)

Решение задач (4.18), (4.19) находится в квадратурах
и

а < (0 =  ] вш [со4 (г — т)] (т) бт.
1 о

В случае отсутствия демпфирования сопряженная система 
уравнений допускает аналогичные упрощения. Применение для
сопряженной системы

Му +  Су =  9//Зи, (4.21)

у (*/) =  0, у (^) =  0 (4.22)

разложения решения по собственным векторам задачи (4.13),
(4.14)

V =  2  ¡̂(г)Ф* =  ФР(0 (4.23)
г=1

приводит к расщепленной системе уравнений и начальных усло­
вий для функций

Р1 +  ® 1Р *= (Й Ф 1)* (4-24)

М ^ ) =  0> Р<(£/) =  0- (4.25)
Это обстоятельство позволяет представить в квадратурах функ­
ции £«(*):

'/ .

р| (0 =  | в*0 (* — т)] (% Ф/Лт* (4-26)
1 t

Аналогичные упрощения возможны и для демпфируемых си­
стем, если матрица демпфирования пропорциональна матрице 
масс или жесткостной матрице.

3.5,
НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

И СООТНОШЕНИЯ АНАЛИЗА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ СИСТЕМ ОБЩЕГО ВИДА

В данном разделе рассматриваются эволюционные системы 
общего вида в предположении, что уравнения, описывающие ди­
намические процессы, содержат только производные по времепп 
первого порядка. Сначала излагаются соотношения анализа чув­
ствительности для дискретных механических систем, описывае­
мых дифференциальными уравнениями с обыкновенными произ­
водными по времени. Затем приводятся необходимые условия 
экстремума и соотношения анализа чувствительности для конти­
нуальных механических систем, поведение которых описывается



дифференциальными уравнениями с частными производными как 
по времени, так и по пространственным переменным.

При конечиоэлементном моделировании динамики конструк­
ции используем представление ее как системы с сосредото­
ченными параметрами. Движение рассматриваемой системы с 
конечным числом степеней свободы опишем при помощи вектор- 
функции состояния лу(г) =  ^ ( г ) ,  и?т (£)}, являющейся ре­
шением следующей задачи Коши:

лу — ЧР* (ту, Ь), \у(0) =  (5.1)
где лу° — заданный вектор начальных условий, а — заданная 
вектор-функция правых частей уравнений. К виду (5.1) может 
быть, в частности, приведена система линейных уравнений и на­
чальных условий

Ми +  2)и +  Си =  д, 

и(0) =  и°, и (0) =  и°,
(5.2)

описывающих малые перемещения идеально упругой системы, 
характеризуемой матрицами масс ЛТ, диссипации Ъ  и жесткости 
С, под действием нагрузок д. Действительно, систему уравнений 
(5.2) можно разрешить относительно вектора ускорений

и =  -М -'Ъ и  -  Л/-’Си +  М -\ (5.3)

и записать в эквивалентной форме

М ~ЛС

О ] [ : м т : ю (5.4)

Здесь Е  — единичная матрица. Если затем ввести в рассмотрение 
расширенные векторы состояния системы и начальных данных
\у =  {и, и}, \у° =  {и°, и0}, объединенную матрицу А и модифици­
рованный вектор нагрузки ():

то система уравнений и начальные условия (5.2) запишутся в 
виде (5.1) с вектором У , линейно зависящим от w:

д г = ^Ьу +  (^ (5.5)

Рассмотрим теперь задачу оптимизации динамической систе­
мы (5 .1), заключающуюся в отыскании вектора параметров 
проектирования, доставляющего минимум функционалу

*/
з =  ] / (*. ь) аг +  ф  (лу (</)). (5.6)

О



Здесь Ф и / — заданные функции. Введем в рассмотрение 
сопряженную переменную у (х , £) и вспомогательную функцию

/ *----- / +  (▼, У )  (5.7)

в выполним варьирование функционала /:
ь  и

б/ =  | б/а*+ бФ =  | а ( - / *  + (у , чо) а  +  6Ф =
о о

=  | [(V, б*) -  ( | 6w) -  (■§£-, бь)] М +  ( !£ - , бw), (5.8)
о

(д]*/д\у) =  {дЛди>и . . . ,  дЦди)т},
(д1*1дЪ) =  {дЦ дки . . . ,  дЦ дЮ .

Применяя к первому слагаемому в квадратных скобках в
(5.8) интегрирование по частям и учитывая, что в силу началь­
ных условий (5.1) 6лу(0) =  0, будем иметь

Для исключения явной зависимости в (5.9) вариации функ­
ционала / от вариаций переменных состояния определим сопря­
женную вектор-функцию у (£) как решение следующей системы 
уравнений с условиями в конечный момент времени £ =  £/:

V -  д Ц д ъ  +  V (д ч п д ъ )  =  0, (V +  д Ф /д ъ )  0. (5.10)

При этом второе и третье слагаемые в формуле (5.9) обратятся 
в нуль. С учетом равенств (5 .7), (5 .9), (5.10) приходим к основ­
ному соотношению анализа чувствительности, связывающему ва­
риацию оптимизируемого функционала с вариацией вектора па­
раметров проектирования:

б/ = (5.11)

К необходимому условию оптимальности рассматриваемого 
проекта приходим, полагая б/ =  0 и учитывая произвольность 
6Ь. Имеем

Ь

ло
Ё1
д\\

V с!£ =  0. (5.12)



При континуальном рассмотрении конструкции ее динамиче­
ское поведение описывается системой уравнении с частными про­
изводными как по времени, так и по пространственным перемен­
ным. Известные приемы позволяют записать эту систему диффе­
ренциальных уравнений в каноническом виде, исключив из нее 
временные производные выше первого порядка:

Зи/З^Ч** (я, £, и, Зи 1дх, Ь ), (5.13)
и(#, 0) =  <р*(я), и (0, ¿) =  <р**(£). (5.14)

Здесь ¿ — время; х  — пространственная координата; и =  {1*1 (я, ¿), 
1*2(#, ¿), . . . ,  ит(х , ¿)} — вектор-функция состояния; Ь =  {й1(д4 , 
Ъ,2 (х ) , . . . ,  Ь,п(х ))  — вектор-функция проектированпя; Чг =  (Ч 'ь
ЧЧ - Ч О , ф* =  |фГ,ф2, • • чф т), ф** =  1<рГ*,фГ, • • ч фт" 1 —
заданные вектор-функции, причем фигурирующие в начальных п 
граничных условиях функции ф* (х) и ф** (д:) таковы, что ф* (0) =  
=  Ф ** (0 ). Система уравнений (5.13) определена в прямоуголь­
ной области £2 =  {0 ^  д; ^  0 ^  ^  £/}, причем начальные и крае­
вые условия заданы на нижней (£ =  0) и левой (х =  0) сторонах 
прямоугольника. Параметры I п £, также предполагаются за­
данными.

Задача оптимизации заключается в отыскании вектор-функ­
ции переменных проектирования Ь(д;) пз условия минимума кри­
терия качества динамического поведения конструкции

Ч
/ =  I  ]*/ (* , *. и. ь) Ах си +  | /х (*, и (I, *)) си +

я оI
+  /2 (х , и (х, ¿у)) с1д; т т ь. (5.15)

о
Для сформулированной задачи оптимизации (5.13) — (5.15) 

не представляет трудностей получение формулы, связывающей 
вариацию функционала б/ и вариацию переменной проектирова­
ния 6Ь, и необходимых условий экстремума. Приведем вкратце 
соответствующие выкладки. Вводя в рассмотрение вектор-функ­
цию сопряженных переменных V =  {г>1 (я, £), V2 {x ,t ) ,  . . . ,  ит(х, £)} 
и функцию /*, связанную с /, V п Т  следующим равенством:

т
/* =  - /  + 2  ^  « к  *, и ,- £ , ь )  =  -  / +  (V, V ) ,  (5.16)

можно с учетом (5.16) записать выражение для вариации функ­
ционала 1 в виде

/ 1

б/ = 11 б/ ахси-ь (' б/х а*+ 1 б/2 йх =
'а о о

Ч 1

= | [ б [(V, у) -  /*] ах си + ]“ б/г а*+) б/, ах =
Я 0 0



-II-  •(*№ • 8-)-У ^  *№))-(£ 8Ь)]"‘+

+

ч 1

¡{-щЫ’би (г>о)й< +  1
®/. ,6и (х ,1/) ¿х, (5.17)

. . . +

¿ \ ди(*’ 1/)

( */ *„  б ( ^ ) ) - б ^ цМ  */» ■ 8( дпЛ  у *
\,3 (ди/дх)' \ дх } }   ̂ дх± )  д (ди ^ дх^ у  °^Ях2 )  Я (ди^/дх^)

, 8 ( ^ . \  V*
{  ¿>хе )  д ( д * т /дхеу

Вьшолняя операции интегрирования по частям для слагаемых 
в (5.17), содержащих вариации 6 (д и /д х )  и б (д и /д Ь ) , и учиты­
вая, что в силу условий (5.14)

(6и)*=0 =  (би),=0 =  О, 

будем иметь

«/ - -[ /вь|т5г Д* +11 («„. ¿г - -0 -  4г)*х Л1 +
о \ о / а

Ч I

+ 1  (6ц- Т Т , -  Щ ы щ ) , - ,  <« + 1  («», V +  <1*. (5.18)
О О

/ \ т I  Я Я/*  ,  у .  / г  Я/* \
[ д х  д (ди/дх) ' 0и) ~  ¿ 1  0и* [ дх д (дих/дх)) ~

т / * \
д я/* \

= 2 ^  2 ж щ. дя,- д (д и 1/дхЛ Г  г*1 \;*1 3 ' г "/
. т  т / е

[ д Щ Щ - '  6и) = 2 б“«(я(̂ лГ)) = 2 ^ (2 я(Й̂
Если теперь определить вектор-функцию сопряженных пере­

менных как решение следующей краевой задачи:
д д (у, У) _л /с >|оч

/ь- я//)м//ьл ”  (о Л  У;ду __ _1__ — (у ЧП Ч__— __________
дЬ ди  ~  ди ' ’ ' ‘ дх д (ди/дх) дх д (ди/дх)

( * + Ш „ г  *(- «/
Я (ди/дх) д (ди/дх) (''■’• '» - - ж - ) « . , “ 0 '

где «<л/9«) ЮКТОР «
компонентами, то нетрудно заметить с учетом (5.16), что второе,

(5.20)



третье п четвертое слагаемые в (5.18) обратятся в нуль. При­
ходим к основному соотношению анализа чувствительности при 
проектировании

о о
(5.21)

Соотношение (5.21) совместно с введенной сопряженной си­
стемой уравнений (5.19), (5.20) позволяет эффективно оценивать 
влияние изменений в проекте на рассматриваемый функционал/ 
и может использоваться при построении вычислительных алго­
ритмов отпимизации. Широкое применение соотношения (5.19) —
(5.21) нашли в градиентных алгоритмах оптимизации, причем 
наиболее часто для улучшающей вариации 6Ь, обеспечивающей 
уменьшение функционала / (5 / < 0 ) ,  принимается следующее 
выражение:

Заметим, что необходимое условие, получающееся приравнива­
нием выражения (5.21) к нулю с использованием произволь­
ности вариации 6Ь, совпадает по виду с условием экстремума

Рассмотренная задача (5.13) — (5.15) допускает непосред­
ственные обобщения на случаи большего числа независимых пе­
ременных, вхождения в правые части дифференциальных урав­
нений пространственных производных более высокого порядка, 
другие способы задания краевых условий. Поскольку соответ­
ствующие этим случаям соотношения анализа чувствительности 
и условия экстремума получаются при помощи выкладок, пол­
ностью аналогичных приведенным выше, то, опуская стандарт­
ные рассмотрения, приведем некоторые результаты.

Пусть в правые части дифференциальных уравнений (5.13) 
входят производные по пространственным переменным более вы­
сокого порядка:

При этом начальные условия имеют вид (5.14), а формулировка 
граничных условий сводится к заданию при х =  0 частных про­
изводных по х  до порядка к — 1 включительно:

(5.22)
о

(5.12).

(5.23)

(5.24)



Оптимизируемый функционал качества динамической системы 
имеет вид

(5.25)

Для сформулированной задачи оптимизации (5.23) — (5.25),
(5.14) соотношения анализа чувствительности и необходимое 
условие экстремума сохранят вид (5.21), (5.22) и (5.12), если 
сопряженная система уравнений, условия при х =  1 и в  конеч­
ный момент времени t =  tf определены следующим образом:

£v = _ df* _  у  , iy д̂_ / df* \ 
дг дп дхг [ д [ д ги ¡дхг)У

=  0,

У  (_  1 у - £ 1 1 (  */* )
¡Т а  д* Т “  U  (дги1дх\))

___дМ ___1 = 0

(5.26)

(5.27)

где а - 1 , 2 / * ----- / +  (▼, ЧГ).
Рассмотрим теперь многомерный случай, когда х  является 

е-мерным вектором, принимающим значения в е-мерном множе­
стве (7 (х  е  б ) с границей Г. В этом случае динамический про­
цесс описывается системой дифференциальных уравнений

dt
дхх

• ’ Хе’ и’ дзс^ ь)
(5.28)

с начальными условиями при t =  0 п x ^ G :
и (х и хе, 0) =  и * (х и Х е ) ,  (5.29)

и граничными условиями при х ^ Т  и t е  [0, £,]:
и (х и Хе,  t ) = U * * ( x  1, . . . ,  Хе,  t ) . (5.30)

Фигурирующие в (5.28) — (5.30) величины Ч**, и*, и ** явля­
ются заданными вектор-фупкциями своих аргументов. Предпола­
гается, что при х ^ Т  условия (5.29) и (5.30) согласованы, т. е. 
u*(a;i, . . . ,  х е) =  u**(a;i, . . . ,  хе, t). В качестве критерия, характе­
ризующего динамическое поведение системы в многомерном слу­
чае, принимается интегральный функционал

/=Я Ф ’
+  f /1 (Хц . . . , х е, и  (хг, . . . , х е, tf)) dx.  (5.31)

G



Для многомерного случая [задача оптимизации (5.28) — (5.31)] 
соотношепия анализа чувствительности и необходимые условия 
экстремума также сохраняют вид (5.22), (5 .12), если сопряжен­
ную систему уравнении и условия в конечный момент времени 
задать следующим способом (/ *  =  — / +  ( у , Ч Р ) ) :

е

(\ -г  д1г/д и )м ]  =  О, ж е Й .  (5.33)

3.6.
ПРИНЦИП МАКСИМУМА

Многие проблемы оптимального проектирования сводятся к 
оптимизации систем, описываемых обыкновенными дифференци­
альными уравнениями или системами обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. Так, при проектировании конструкций, со­
вершающих вынужденные гармонические колебания, в тех слу­
чаях, когда функции состояния конструкции зависят от одной 
пространственной координаты, после разделения независимых 
переменных приходим к проблемам оптимизации систем, описы­
ваемых краевыми задачами для обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. Краевые задачи для обыкновенных дифферен­
циальных уравнений возникают при описанпи динамического 
поведения балок, стержневых систем (ферм и рам), круглых 
пластин и осесимметричных оболочек. При оптимизации одно­
мерных конструкций, совершающих свободные колебания, и при 
проектировании систем, отстраиваемых от резонанса, приходим 
к спектральным задачам для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Различные задачи на собственные значения для обык­
новенных дифференциальных уравнений рассматриваются при 
проектировании неконсерватпвных механических систем при 
ограничениях по устойчивости [26].

Для всех перечисленных выше классов задач оптимального 
проектирования применим широко используемый в математиче­
ской теории оптимального управления процессами принцип мак­
симума Л. С. Поптрягина [88]. Ниже в данном разделе приведем 
без доказательства формулировки принципа максимума, исполь­
зуемые при оптимизации конструкций, рассчитываемых на ди­
намические воздействия.

Пусть вектор-функция и, определяющая состояние системы, 
зависит от одной пространственной переменной х, т. е. и =  
=  и (а:) =  { 1̂ 1 (ж), . . . ,  ит( я)} ,  и удовлетворяет системе обыкновен­
ных дифференциальных уравнений

йп/йх =  ЧГ (и, Ь ) , х  е  [х\ х2] (6.1)



с краевыми условиями, выставленными при х =  х 1 и х =  х2: 
и (^ ')е Г|, Г 1: И-1 (и) =  0, ц*(и) =  0,
и (**) е  Г2, Г2: Х1 (и) =  0, . . (и) =  0. (<М

Здесь Ь =  Ь (аг) =  {А[ (х ) , . . кп (х ) }  — вектор переменпых проек­
тирования, а Ч*1 =  {Чг1<и, Ь ), ^ „ (и , Ь)},  Ц1(и), ЦЛ(и),
XI(и), . . . ,  X/(и) — заданные функции своих аргументов.

Задача оптимизации заключается в отыскании вектора пере­
менных проектирования Ъ(х),  принадлежащего заданному замк­
нутому множеству 36 (Ь ^ 3 6 ) ,  доставляющего минимум функ­
ционалу

я*
/0 =  | гР0(и, Ь) пнпь (6.3)

и такого, что выполняются соотношения (6.1), (6 .2). Фигури­
рующая в (6.3) функция /о — заданная функция аргументов. 
Введением дополнительной переменной состояния ио =  щ (х ), 
определяемой из решения задачи Коши

с!ио/с1я =  Чг0(и, Ь), и0(^ )  =  0, (6.4)

исходная задача оптимизации (6 .1), (6.3) сводится к минимиза­
ции значения функции щ  при х =  х2, т. е. ио(х2)-^  пищ.

Для рассматриваемой расширенной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (6.1), (6.4) введем функцию Га­
мильтона

т

Н  =  Я  (и, V,  Ь) =  2  =(▼. V ), (6.5)
?=0

где V =  \ (х )= {и о (х )1 . . . ,  ит(х))  — вектор-функция сопряженных 
переменных, удовлетворяющая следующей системе дифференци­
альных уравнений и граничных условий:

V (я1) =  2  (и), V (г 2) =  2  (6.7)
3 = 1  3 = 1

причем Уо =  — 1.
Заметил!, что уравнения (6.1), (6.6) записываются в виде 

гамильтоновой системы
с1и{ дН
с1х (1х

ОН . л п (6.8)

Согласно принципу максимума, если Ъ(х) — оптимальная век- 
тор-функция переменных проектирования, а и (а:), у(х) — соот­
ветствующее ей решение гамильтоновой системы (6.8), (6 .2),



(6 .7), то при всех х ^ [х \  х2] выполняется условие принципа 
максимума

Н  (и* (х), v* (я), h* (х)) =  sup Н  (и* (я), v* (*), h).
bv=jr (6.9)

Приведем теперь другую постановку задачи оптимальпого 
проектирования, основанную па представлении конструкции на­
бором конечных элементов и использовании для описания дина­
мических процессов системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с начальными условиями, т. е. задачи Коши. Будем 
рассматривать систему определяющих уравнений с начальными 
условиями

N ¿ - V ( u ( f ) ,  h ) ,  (6.10)
u(0) =  u° (6.11)

на фиксированном отрезке времени [0, £/]. Здесь как и прежде, 
заданная тм-мерная вектор-функция правых частей уравнений; 
h =  {fei, . . . ,  h j  — подлежащий определению вектор параметров 
проектирования; u°, tf — фиксированные величины. Формулиров­
ка лппейных динамических систем общего вида в форме (6.10),
(6.11) обсуждалась в разд. 3.5.

В качестве оптимизируемого критерия качества конструкции 
в рассматриваемой динамической задаче оптимального проекти­
рования примем функционал Больца

Ч
J  =  ф0 (U (</)) +  f  %  (и (i), h) d*. (6.12)

О
Следуя традиционной схеме, введем дополнительную переменную 
состояния щ  (£) с помощью соотношений

Ko(*)e ^ o(ii, h ), и0(0) =  0 (6.13)

и преобразуем задачу Больца к задаче Майера с функционалом, 
зависящим от значений расширенной функции состояния и в ко­
нечный момент времени:

/ =  ы0(£/) +  Фо (и (£/)) =  Ф(и(£/)). (6.14)

Определим, как и прежде, функцию Гамильтона Н  формулой
(6.5) и запишем систему уравнений и краевых условий для век- 
тор-функции состояния и вектор-функции сопряженных пере­
менных в виде

Щ =  Vi =  i =  0 ,1 ,  . . . ,  т, (6.15)

щ  (0) =  u®, Vi (tj) =  (у0дФldu i)t=tr  (6.16)

где Uq =  0, v0 =  const <  0. Согласно принципу максимума, если 
вектор параметров проектирования h* =  {h u . . . ,  h j  и вектор- 
функция состояния u* (t) доставляют ми1шмум функционалу



(6.14) при ограничениях (6.10), (6.11), то существует ненуле­
вая вектор-функция V =  {и0, и\, . . . ,  у,„}, у0 ^ 0 ,  удовлетворяющая 
соотношениям (6.15), (6.16), и имеют место равенства (условия 
оптимальности)

¿>ЧГв (и*, V* ( о ,  ь * )

к  = 1 , 2 ,
а=о 0
. , П .

дК =  о, (6.17)

Пусть теперь в копечпый момент времени t =  tf заданы до­
полнительные условия

Ф;(и(*/), Ь) =  0, 7 =  1, 2 .........р < ш ъ (6.18)
а момент времени ti не фиксирован и выбирается из решения 
задачи оптимизации. В этом случае условия трансверсальности 
при t =  tf примут вид [82]

где V; — множители Лагранжа, отвечающие ограничениям (6.18).
Приведенная выше формулировка принципа максимума оста­

ется справедливой, если в ней заменить равенства (6.16), вы­
ставленные при на (6.19) и дополнить систему рассматри­
ваемых соотношений условием (6.20), служащим для определе­
ния параметра ¿/.

Широкий класс задач оптимального проектирования кон­
струкций, рассчитываемых па нестационарные воздействия при 
помощи коиечноэлементных представлений, может быть сформу­
лирован в виде оптимизационной проблемы для линейной дина­
мической системы, рассматриваемой на фиксированном интерва­
ле времени [0, £/], с функционалом Майера

и =  4и  +  (}, и(0) =  и°,
т

/ =  (С, и(£/)) =  2  С гЩ ^ )-+ т т .
1=1 ь

(6.21)

.22)

Здесь А =  А (Ь) — заданный линейный матричный оператор с ко­
эффициентами ац, зависящими от вектора параметров проекти­
рования Ь =  {Аь . . . ,  Лп}, т. е. а{з=*ац(к  1, й2, йп)> г, 7 =  1, 
2, т\ (} =  (£(£) — заданная при 0, £/] вектор-функция от 
времени; С =  (Си С2, . . . ,  Ст) и и0 =  (и?, и\, . . . ,м™) — заданные 
векторы параметров задачи.

Для рассматриваемой задачп оптимизации со свободным пра­
вым концом запишем выражеппе для функции Гамильтона Н  и



ее вариации бН, обусловленной вариациями параметров проек­
тирования и переменных состояния:

Я  =  (у, Аи) +  (у, <}), (6.23)

бН =  (\, Аби) +  (у, блЛи). (6.24)

Второе слагаемое в (6.24) может быть представлено в виде

Р I т да.- \
Ш ! (у. М и )  =  2  2  д!Г щ и> (0) (6.25)

к—1 \г,;=1 л /

Сопряженную вектор-функцию у(г) =  (г), . . . ,  1?„(£)} опре­
делим как решение задачи Коши для системы линейных обыкно­
венных дифференциальных уравнении с условиями в конечный 
момент времени £ =  £/:

V =  —Л*у, V (£/) =  — С. (6.26)
В задаче Коши (6.26) при определении у(£) при ¿ ^ [0 , tí] инте­
грирование производится справа налево, т. е. в обратном по срав­
нению с системой (6.21) направлении.

Следующей цепочкой соотношений устанавливается связь 
между вариацией оптимизируемого функционала и вариациями 
параметров проектирования:

б/ =  (С, би (£/)) — — (V («/), 6и(*/)) =

=  — [(V, би)]оУ =  — | [(у, би) +  (V, би)] <1г =  
о

ч
=  — | [— (А*у, би) +  (у, Аби) +  (у , бЛАи)] <В =

О

(6.27)

Преобразования (6.27) выполнены с использованием соотно­
шений (6 .21), (6 .23), (6 .24), (6 .26). Необходимые условия опти­
мальности, служащие для отыскания параметров проектирования 
Л*, с учетом (6.25) запишутся в виде 

Ч »  Ч

2  <6-28)
о к к о

3.7.
ПРЯМ Ы Е МЕТОДЫ АНАЛИЗА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ

В предыдущих разделах данной главы излагались методы ана­
лиза чувствительности характеристик конструкций, основанные 
на введении сопряжеиных переменных. Эти методы интенсивно



развиваются и оказываются наиболее эффективными при опти­
мизации конструкций. Однако наряду с указанными подходами 
в современных работах по проектированию применяются прямые 
методы, не требующие явного введения сопряженных перемен­
ных и сопряженных систем уравнений. Прямые методы позво­
ляют исследовать чувствительность переменных состояния дина­
мической системы к вариациям параметров проектирования. Пря­
мые методы оказываются эффективными и для задач оптимиза­
ции с такими функционалами, как собственные частоты колеба­
нии или критические силы потери устойчивости конструкции. 
Они применимы и для любых самосопряженных задач оптимиза­
ции, когда сопряженная система уравнений совпадает с основной 
системой уравнений для переменных состояния и сопряженные 
переменные исключаются из рассмотрений. Подробно с такими 
задачами оптимизации можно ознакомиться по книге [9].

При анализе динамических процессов в конструкции восполь­
зуемся ее конечиоэлементной моделью, применявшейся выше в 
разд. 3.4:

Матрицы масс, демпфирования и жесткости могут зависеть от 
вектора параметров проектирования Ь =  {й1, й2, . . . ,  1ьп} и в не­
линейном случае от вектор-функции переменных состояния и =  
=  {и1(£), 1 1 2 (*)» • • •> Ит(£)}- Для определения вектор-функции и(£) 
связанная система обыкновенных дифференциальных уравнений 
(7.1) может быть проинтегрирована при соответствующих началь­
ных условиях. Ипже в данном разделе рассматривается пошаго­
вая процедура интегрирования, причем, следуя работе [239], при­
нимается одна нз ее наиболее широко используемых реализаций. 
Предполагая, что при интегрировании системы уравнений (7.1 ) 
разбиение временного интервала осуществляется с постоянным 
шагОхМ величины Д£, и обозначая через х и т произвольные пара­
метры, запишем соотношения метода

и(г +  т) =  и (г)+  ти (£) +  (Ч2 -  *) т2и (г) + хт2и (£ + т ) , (7.2)
и (£ +  т) =  и (£) +  (т/2) {и(£) +  и(£ +  т)}.

Из соотношений (7.2), фиксируя конкретные значения пара­
метров т и х ,  приходим к известным вариантам метода лииейпых 
ускорений: классическому методу линейных ускорений (х =  1/6, 
т =  Д£), методу Ныомарка (х =  [}, 0 ^  р ^  1/6, т =  Д£), методу 
Вилсона (х — 1/6, т =  0Д£, 0 >  1,37). Отнесем уравнения динами­
ки (7.1) к моменту времени £ +  т и подставим в эти уравнения
выражения (7.2) для и(£ +  т) и и(£ +  т).  Будем иметь

Ми +  Б и  +  Си =  д. (7.1)



К формулам для чувствительности ускорений приводит не­
посредственное дифференцирование по к { ($ =  1 , 2, п) выра­
жений в (7.3)

[м +  i  D +  -  -  [ S ; « < ‘> +  сЦ£

+ f ê  + ' $ ) ; «  + ( i î ç  + ( 4 - * ) * ï > < 0

+ (Z) + то Ц У  +  ( f  d  + (| -  * ) , +

+  ( ^  +  1 ж ( +  ,<,‘ ж : ) “ << +  т)-

+

(7.4)

При исследовании методов линейных ускорений и метода Ныо 
марка формулы (7.4) могут быть непосредственно применены 
для отыскания градиентов чувствительности.

Чувствительность скоростей и перемещений также находится 
непосредственным диффереицироваиием по h { соответствующих
выражений (7.2) после подстановки в них величин и(£ +  т) из
(7.3). Так, папример, для метода Ныомарка и классического ме­
тода линейных ускорений будем иметь

d u ( t  +  At) да (t)  . A t \ d u ( t )  du(i +  A0\ rv
d h { d h t +  2 \ д)1х +  d h i j* * ° '

Несколько отличен вывод основных соотношений анализа 
чувствительности для метода Вилсона. Для получения этих со­
отношений сначала осуществляется экстраполяция ускорений на 
момент времени t +  Д£:

и ( г  +  М )  =  1̂ — и (г) +  и (< +  т). (7.6)

Искомые выражения для частных производных вектора ускоре­
ний по параметрам проектирования получил! дифференцировани- 
ел! (7.6)

0ц(Н-АЦ (  1 \ д и ( 1 ) _ ^ 1  д а ( 1  +  х) П 1 .
“ Г  0 /  0Л. “г 0 дк% • К '

Для вычисления фигурирующих в (7.7) производных
5и(£ +  т)/3й{ используется выражение (7.4). Аналогично нахо­
дятся производные перемещений и скоростей по параметрам про­
ектирования

— (^  А°  =  щ {и (0 +  Д*и (0 +   ̂X2 [2и (*) +  и (< +  г)]}. (7.8)

— Щ —  =  ^ : 1и (0 +  ^ -[и (г) +  и(* +  т)]|.



АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ КОНСТРУКЦИЙ, 

СОВЕРШАЮЩИХ СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

Рассмотрим обобщенную задачу на собственные значения

Сф*‘ =  М/<р\ (8.1 )

которая возникает при определении собственных форм ф = {ф Ь 
Ф2, •*., фш> и соответствующих собственных частот со,- (А,* =  о?) 
свободных колебаний конструкции, моделируемой дискретной ме­
ханической системой. Матрицы жесткости н масс С , М размерно­
сти т Х т  являются симметричными, положительно определен­
ными и зависят от вектора параметров проектирования h =  {h\, 
Ä2, . . . ,  hn). Все собственные значения Я,- предполагаются некрат­
ными. Условия нормировки и ортогональности собственных век­
торов записываются в виде

(ф\ Mq?) =  öiS, (ф\ C<pi) =  h6 ii, (8.2)

где через б,; обозначен символ Кропекера. Получеппе соотноше­
ний анализа чувствительности в этом случае не представляет 
сложностей. Дифференцируя соотношение (8.1) по получим

» I  ту * \ дС г л дМ i .
Ш М У =Ш -Ч > +dhb dhk dhk ) (8.3)

После скалярного умножения обеих частей соотношения (8.3) 
на вектор ф* и учета условия нормировки (8.2), а также обра­
щения в пуль произведения величин, записанных в скобках, бу­
дем иметь

Примем собственные векторы ф1, ф2, . . . ,  фш задачи (8.1) в 
качестве базиса т-мерного пространства и представим вектор 
чувствительности переменных состояния в виде разложения по 
выбранному базису

т
(8.5)

Подстановка разложения (8.5) в (8.3) и скалярное умноже­
ние получающегося соотношения на ф* приводит к равенству

(
t дС г
’ ш ф

эм
Ж *

(8.6)



Откуда при XФ 5 будем иметь

В случае X =  5 для нахождения коэффициента дифферен­
цируется по кк условие нормировки (<р*, Мф,)== 1 . Имеем

ИсполЬзуя соотношение (7.8) и разложение (8.5) Для д(р'/дкк7 

получим

Подстановка выражении (8.7 ) и (8.9) в (8.5) приводит к 
искомой формуле анализа чувствительности собственных векторов

З ф *
т

(  5 Г д е

: Д Ф  ’ к
р Л  (С9

ж , - ~ 2 ( ^ ' 3 1 ^ 1
5 = 1  1 ' м * Г

г 1 ф  -  

( 8 . 1 0 )

Приведенные формулы (8.4) 7 (8.10) представляют собой основ­
ные соотношения анализа чувствительности первого порядка.

Формулы анализа чувствительности второго порядка также 
выводятся непосредственно при помощи несложных выкладок:

дкк дк̂
_ д2С

X- ^ м
ЭХгдМ

\ ^  дки дк- 1 дкк дк} дк- дкк

+ • > ( &
дС ) .

_дкк ‘ * М \ г

ф‘) +

(8.11)

Если при помощи формулы анализа чувствительности (8.10) 
выразить величины д^/дк^  фигурирующие в (8.1 1 ), то получим 
формулу анализа чувствительности второго порядка для просто­
го собственного значения



АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
В КОНСТРУКЦИЯХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА 

МОДАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Рассмотрим снова связанпую систему обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений (7 .1), описывающую динамическое по­
ведение конструкции, и применим к пей метод модальных разло­
жений, основанный на представлении решения нестационарной 
задачи в виде линейной комбинации мод свободных колебапий. 
Коэффициенты этих модальных разложений по формам свобод­
ных колебапий, являющиеся искомыми функциями времени, при 
определенных дополнительных предположениях относительно 
матрицы демпфирования I) удовлетворяют более простой несвя­
занной (расщепленной) системе обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. При этом анализ чувствительности переменных 
состояния исходной системы уравнений сводится к оценке влия­
ния вариации параметров проектирования на моды и частоты 
свободных колебаний и па переменные полученной расщеплен­
ной системы.

Составим из собственных векторов <р* ( ¿ = 1 ,  2, . . . ,  т) обоб­
щенной задачи па собственные значения (8.1 ), (8.2) матрицу 
Ф размерности т X т. Собственные векторы будут столбцами 
матрицы Ф. Перейдем затем при помощи матрицы Ф к новым 
переменным а ( £ ) = { а 1(£), а г (0 > •••> а то(0  ̂ по формуле

и(£) =  Ф а(£)- (9.1)

Соотношение (9.1) можно рассматривать как разложение век- 
тор-функции и (0 по полной системе собственных векторов <р* с 
коэффициентами а,-(0 -

Подставляя разложение (9.1) в (7.1) и домиожая получаю­
щееся при этом соотношение слева на транспонированную мат­
рицу Ф*, приходим к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений для вектор-функцни а (£ ):

М'а +  Ъ а + 1 С а = \ ,  (9.2)

с трансформированными матрицами Й ,  С, П  и вектором ц:

М = Ф * М Ф , С =  Ф*СФ, £> =  Ф *РФ , ц =  Ф Ч  (9.3)

Матрицы Й  и С в силу условий (8.2) — диагональные. Диаго­
нальными элементами этих матриц являются соответственно еди­
ницы и собственные значения =  <*>?.

Примепнтельпо к матрице демпфирования О сделаем основное 
допущение об ортогональности относительно этой матрицы соб-



ствепных векторов задачи (8.1 ), (8.2), т. е. 
(ф*, Пф^ =  0 при г Ф ). (9.4)

При сделанном допущении уравнения (9.2) расщепляются и их 
можно записать в скалярной форме следующим образом:

Я< =  (ф\ ?)•
Решение уравнений (9.5) с нулевыми начальными условиями 
имеет вид

При получении соотношений анализа чувствительности будем 
предполагать, что все собственные значения Яс являются различ­
ными, т. е. Я, Ф Я; при г Ф  /. Продифференцируем соотношение 
(9.1) по параметрам проектирования Ък ( & = ! ,  2, . . . ,  п). Имеем

Фигурирующие в (9.7) производные собственных векторов даются 
формулами (8.10). Поэтому определение чувствительности си­
стемы к изменениям параметров проектирования сводится к оп­
ределению производных д а ,/дй*.

Непосредственное дифференцирование по Нк выражений (9.6) 
для а { дает

а { +  2£г0>*а| +  а>\а =
=  ю? =  (ч>\ Сф1), щ =  £4(1)4 =  Чг (<|Л ¿ V ) ,

(9.5)

Ч

«I =  1 Ъ  ( 0 ехР (— р* (Ч — Ч) ^  71 (ч — чI гг °  О
(9.6)

(9.8)

Величины хь Хф определяются по формулам 
Ч

(9.9)

— (Ч —  Ч СОЭ 74 (Ч —  Ч —  74 (Ч — 0  Уг (Ч — 4} ¿4

Хф =  — ] ? ехр (— щ (1,  -  Ч )  юп 74 ( Ч  ~  Ч  & •  
Х4Г



Производные др,(/<9Ал и д\1/ д 1гк в (9.8) определяются следую­
щими выражениями:

<¥г
дК

Жк

<р\Рд(рг
дкь +

1 /  г д й  Л

2 ( Ф > Ж Л ) ’
( 1  \дС . э м т л

(9.10)

Заметим, что первое из соотношений (9.10) получается диф­
ференцированием выражения для № (9 .5), а вывод второго со­
отношения (9.10) приведен в разд. 3.8.



ОПТИМИЗАЦИЯ ЧАСТОТ 
СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Исследование динамического поведения конструкций тесно 
связано с анализом собственных частот и собственных форм сво­
бодных колебаний [6, 7, 102, 103]. При этом рассмотрение про­
блем повышения динамической жесткости и расширение диапа­
зонов безрезоиаиспой работы конструкции приводит к задачам 
оптимизации частотных характеристик в расчете на заданные 
внешние воздействия и к задачам предельного снижения веса 
конструкций при ограничениях на собственные частоты. Наибо­
лее характерными и хорошо изученными являются задачи мак­
симизации фундаментальной частоты колебаний конструкций при 
заданном объеме материала, а также задачи минимизации веса 
конструкций при условии, что частота основного топа колебаний 
не превышает заданного значения. Решение этих, а также дру­
гих родственных задач проектирования сводится к отысканию 
наилучших распределений жесткостей и масс по конструкции, 
а также к оптимизации геометрии и параметров структурной не­
однородности используемых в конструкции материалов.

Данная глава посвящена изложению вопросов спектральной 
оптимизации на примерах проектирования стержней, балок, 
стержневых систем, пластинок и оболочек (см. также [20, 39, 
52, 64, 65, 74, 86, 93, 94, 105, 117, 169, 184, 187, 189, 190, 194, 
200, 201, 206, 209, 215, 217, 219, 230, 240]).

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА 
ДЛЯ ЗАДАЧ СПЕКТРАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Рассмотрим сначала упругую тонкостенную конструкцию, по­
ведение которой описывается уравнениями с распределенными 
параметрами. Для определения собственных частот и собственных 
форм свободных колебаний воспользуемся уравнениями и гранич­
ными условиями в операторной форме

где со— частота колебании; и (х ) — амплитудная функция пере­
мещений; С и М — линейные операторы, характеризующие жест- 
костпые и ииерциопные свойства конструкции; N — оператор гра-

4.1.

С и — (¿>2Ми =  0, 

(Nu) г =  0,

( 1.1)
( 1.2)



яичных условии; х е Й ,  Г — граница области £2. Коэффициенты 
самосопряженных и положительно определенных операторов С , 
Л/, а также оператора граничных условии N зависят от перемен­
ной проектирования А (я). Свойства этих операторов обсуждают­
ся, например, в [35, 66, 81].

Рассмотрим некоторые постановки задач оптимального проек­
тирования для конструкций, совершающих свободные колебания.

1. Необходимо найти переменную проектирования к(х)  (х е  
е £ 2), описывающую распределение материала по тонкостепиой 
конструкции, из условия минимума функциопала объема (мас­
сы, веса)

V =  \ / (А)<Ш ->■ пип*, (1.3)
Ь

так что фундаментальная собственная частота колебапий прини­
мает заданное значение

о>0=  ш т и[(и, Си)а/(и, Ми)а) =  |4- (1.4)

Здесь цо —- заданная копстаита; /(А) — заданная функция. С уче­
том обозначений для кинетической энергии Т (и , А) п потенциаль­
ной энергии П(гг, А), использовавшихся выше в гл. 1 п 2, будем 
иметь

П (гг, А) =  (и , Си)а =  [ (и, Си) <1Й, 
о

Т (и , А) =  (и , Мы)а =  | (гг, Л/гг) сЮ.

2. Требуется найти такое распределение А(аг), которое макси­
мизирует функционал

(Оо =  пип„ [(гг, Сгг)й/(гг, Л/гг)й] т а х л (1.5)

прн условии, что объем (масса, вес) конструкции задай:

У =  [/(Л)<Ю =  7 0. (1 .6)

Фигурирующие в (1.3) — (1.6) величины цо, Ро — заданные кон­
станты; /(А) — заданная функция.

Минимум по гг в (1 .4), (1.5) разыскивается на множестве ки­
нематически допустимых амплитудных функций гг (а:), т. е. при 
отыскаппи минимумов по гг учитывается только часть так назы­
ваемых главных граничных условий из системы условий (1 .2), 
включающих производные не выше р-то порядка, где р — поря­
док высших производных в рэлеевских отношениях (1 .4), (1 .5).

Классическим способом получения необходимых условии эк­
стремума оптимизируемых функционалов является используемый 
во многих работах по оптимальному проектированию метод мно­
жителей Лагранжа. При этом возможны различные способы вве­



дения постоянных или переменных множителей Лагранжа (со­
пряженных переменных) и составления расширенного функцио­
нала Лагранжа. Так, для задачи (1 .3), (1.4) при помощи введе­
ния сопряженной переменной V (х) можно составить следующий 
расширенный функционал:

/ =  ]*/(&) <1Й +  | (и{х), \Си -  цЪМи]) ай. (1.7)
¿2 а

Варьирование этого функционала по к  и по и с учетом гра­
ничных условий ( 1 .2) и приравнивание получающегося выраже­
ния к нулю приводит к следующему равенству:

б /  =  |  Л .  б/мЮ + 1  ( у  (х), [6С  -  ц 2 б м ]  и )  а й  +

“ й (1.8) 
+ I (*>(*)> [ с  — ЦоМ] 6а) ай = О,

а
где через 6С и ЬМ обозначены операторы, линейно зависящио 
от Ыъ и получающиеся при отбрасывании членов более высокого 
порядка в разложениях для возмущенных операторов

С (к  +  б к) =  С (к)  +  б С +  о (6А),
М (к  +  вк) =  М ( к ) + 6М + о ( 6к).

После применения ко второму и третьему слагаемому в (1.8) 
операций интегрирования по частям с учетом граничных условий
( 1 .2) и вытекающих из них равенств (М)ы)г =  0 будем иметь

Ы  =  § 4 к Ш ® +  $ В (и ,и )Ы 1 й 9  +
а а

+  ]*(бы, [Си — ЦоМи])  <Ю =  0. 
а

(1.9)

Здесь В  (и, и) — билинейная форма относительно переменных и и 
V.  При нолучепии равенства (1.9) для исключения части членов, 
образующихся при интегрировании по частям, сопряженная функ­
ция V подчиняется граничным условиям (М ;)г =  0. С учетом про­
извольности вариации перемеппой проектирования б к  и вариации 
вектор-функции состояния 8 и приходим к условию оптимальности

{д}/дк) +  В (и ,  у) =  0 (1.10)

и соотношениям краевой задачи, служащей для определения со­
пряженной переменной:

Си— &Ми =  0, (1.11)
(М ;)г  =  0. (1 .1 2 )

Из совпадения однородных систем уравнений и граничных 
условий ( 1 .1 ), (1 .2) ц ( 1 .1 1 ), ( 1 .12) для вектор-фушщии состоя-



пия и{х)  и сопряженной вектор-функции и(х) вытекает, что с 
точностью до постоянного множителя к  эти функции совпадают, 
т. е.

Поэтому для рассматриваемой задачи оптимизации возможно ис­
ключить сопряженную переменную из рассмотрений и записать 
условие экстремума в следующем виде:

Это свойство самосопряженности рассмотренной задачи опти­
мизации характерно и для мпогих других задач спектральной 
оптимизации. Заметим, что оба слагаемых в условии оптималь­
ности (1.14) могут зависеть явным образом от переменной проек­
тирования )г и что для опрсдслспия константы х следует поль­
зоваться равенством (и , 1г) =  р,о-

Отметим свойство самосопряженности задачи оптимизации [35, 
81] и то, что уравнения состояния ( 1 .1 ) и часть некииематиче- 
скнх (динамических) граничпых условий из ( 1 .2) являются со­
ответственно уравнениями Эйлера и условиями трансверсально­
сти для функциопала (1.4). Эти обстоятелсьтва позволяют не 
вводить в рассмотрение сопряженную функцию и(х) и при по­
лучении условия оптимальности построить расширенный функ­
ционал с постоянным множителем Лагранжа Я, отвечающим за 
выполнение ограничения на частоту основного тона колебаний:

Варьирование функциопала (1.15) как по Л, так и по м приво­
дит к уравнению состояния ( 1 .1 ), динамическим граничным усло­
виям из (1.2) и к условиям оптимальности (1.14).

Отметим и другое важное свойство проблем спектральной оп­
тимизации. При проектировании конструкций как с ограничения­
ми на собственные частоты колебапий, так и при оптимизации 
частот отдельных тонов свободных колебаний или комбинаций 
из нескольких частот часто рассматриваются так называемые 
взаимные задачи, решения которых отличаются лишь масштаб­
ными множителями. В ряде случаев непосредственное решение 
задачи можно заменить указанием взаимной задачи, если послед­
няя уже изучена, и способа «перерастяжепия» решепий. Выде­
ление взаимных задач оказывается полезным в исследованиях 
по оптимальному проектированию и позволяет сократить число 
решаемых задач. Свойство взаимности паиболее характерно для 
проблем спектральной оптимизации с однородными функциона­
лами [220], к которым и относятся сформулироваппые выше за­
дачи 1 и 2. Применительно к этим взаимным задачам можно ука­

и ( х ) =  к и (х ) . (1.13)

(3//ЗЛ)+ к В  (и, и) =  0. (1.14)

(1.15)



зать простой способ перерастяжепия оптимальных решений. 
Пусть степени однородности функционалов объема V и частоты 
o)q по отношению к h  соответственно равны а и р .  Обозначим 
величины h  и и, относящиеся к задачам (1 .3), (1.4) и (1 .5),
(1 .6), соответственно через А*, и* и А**, и** . Тогда, если реше­
ние одной из указанных задач существует и единственно, то ре­
шение взаимной задачи также существует н единственно, причем 
эти решения связаны соотношениями

A** =  Tlfc*, b = ( V ( h * ) / V 0) - I/a, (1.16)

h*  =  у 2h ** ,  y 2 =  ( g>0 (&**)Aio)-,/P- (1.17)

Выше, при обсуждении постановок задач спектральной опти­
мизации на переменную проектирования А не накладывалось до­
полнительных ограничений вида h  ^  с/в, где З в— заданное множе­
ство. Однако во многих случаях при проектировании приходится 
рассматривать условия, наложенные как на саму функцию h (x ) :

Amin (я) ^  h ( x ) ^  Amax(a;), (1.18)

так и на ее производные:
\Vh{x)\ < е .  (1.19)

Здесь е — заданное положительное число, a hmln(x) и Ат&х(х) — 
заданные функции, причем hm[n( x ) ^  Атах(я). Учет ограничений
(1.18), (1.19) может осуществляться при помощи введения вспо­
могательных функций и преобразований, описанных подробно в 
книге [9].

Рассматривавшиеся выше континуальные способы описания 
упругих конструкций обычно применяются при проектировании 
отдельных элементов конструкции, моделируемых балками, пла- 
стипками или оболочками. Для стержневых систем или сложпых 
составных конструкций предпочтительнее использовать методы, 
оспованные па дискретпом описании конструкции и в особенно­
сти различные варианты метода конечных элементов. Методы ди­
скретного описания конструкции хорошо адаптируются к мате­
матическим методам оптимизации. Здесь прежде всего имеются 
в виду методы пелииейного программирования. Отметим, что на 
основе использования дискретных моделей рассмотрение задач 
спектральной оптимизации проводилось в целом ряде работ [118, 
1 4 3 -1 4 5 , 179, 2 2 1 -2 2 3 , 225, 232].

Дискретизация расчетной модели приводит к тому, что дина­
мическое поведение конструкции описывается системой обыкно­
венных дифференциальных уравнений вместо исходного описания 
континуальной модели с применением уравнений в частных про­
изводных. Динамическое же поведение конструкций, совершаю­
щих свободные колебания, определяется после дискретизации и 
исключения времени линейными алгебраическими задачами на 
собственные значения, применяемыми при отыскапии амплитуд­
ных векторов колебаний и собственных частот.



Рассмотрим конструкцию, состоящую из двух групп элемен­
тов [232]. К первой группе относятся так иазываемые неконст­
руктивные элементы с пеподлежащими варьированию при про­
ектировании жесткостыыми и массовыми свойствами. Матрицы 
глобальной жесткости и масс набора элементов с фиксированны­
ми свойствами обозначим через С 1 и М/. Ко второй группе отне­
сем элементы с варьируемыми в процессе проектирования жест- 
костными и инерционными характеристиками. Будем считать, что 
иперционные и жесткостпые матрицы М{, С{ варьируемых эле­
ментов второй группы пропорциопальпы их массам Ы (¿ =  1 , 
2, . . . ,  п ; п — число элементов второй группы), и запишем выра­
жения для глобальных жесткостиой и инерциопной матриц кон­
струкции в виде

п

с  =  2  ч-
(1.20)

л* =  2  м г <  +  м , .
г=1

В дальпейпшм будем пренебрегать жесткостью неконструктивных 
элементов, полагая С/ =  0.

С учетом неизменяемости неконструктивных элементов рас­
сматриваемая ниже задача оптимизации полной массы (веса) 
конструкции сводится к минимизации массы / варьируемых эле­
ментов второй группы:

п
J  =  (1.21)

1=1

Уравнение для собствеиных частот © и форм и свободных 
колебаний Сп =  а>2Ми с использованием представлепий (1.20) за­
пишем следующим образом:

71
2  Ь  [С{ -  соЭД и =  со^/и. (1.21а)
1=1

Сформируем матрицу 5 ,  расположив вдоль ее г-й строки 
транспонированный вектор [С| — ©2АГ*]и (¿ =  1, 2, . . . ,  п).  С ис­
пользованием так введенной матрицы В  система уравнений (1.21) 
примет вид

Я11 =  о)2Л/,и. (1.22)

Если число степеней свободы конструкции, т. е. размерность 
вектора состояния и равна числу варьируемых элементов п , то 
система уравнений ( 1 .22) может быть разрешена относительно 
вектора параметров проектирования

Ь =  о)2В - % и .  (1.23)



При этом следующим образом запишется выражение для опти­
мизируемого фуикцпопала:

/ =  2 1ц =  (О2 [1, 1, . . . ,  1] (1.24)
»=1

В этом случае необходимые условия минимума варьируемой 
массы конструкции с учетохм условия нормировки ип =  1 примут 
вид

-| ^  =  (оМ1 , ] ^ - М , п  +ди• 
- 1 ?+  Ю2[1, 1, . . . , 1  } В ~ 1 М 3, =  0, / = 1 , 2 , 1 ,

(1.25)

где М/—/-й столбец матрицы М/. Если в (1.25) учесть, что

то необходимые условия оптимальности запишутся в форме 

(О2 [ 1 , 1 , . . . ,  1] В ~ г ( м )  -  - !£ -  в г ' м р  )  =  о,

/ =  1 , 2, п 1 . (1.26)

В общем случае, когда размерности векторов параметров про­
ектирования к  и переменных состояния не совпадают и матрица 
В  в (1.22) не является квадратной, для вывода необходимых 
условий экстремума воспользуемся методом множителей Лагран­
жа. Осповиое утверждение состоит в том, что Существует вектор 
множителей Лагранжа \ =  {и\у 1?2, 1>т), для которого расши­
ренный фупкциоиал Лагранжа

п
=  2  Л* +  (V , ДЬ) -  (О2 (V, М ,и) (1.27)

1 = 1
принимает стацпопарпые значепия при независимых вариациях 
параметров проектирования Ы и перемещений щ, В качестве усло­
вий экстремума Р  имеем систвхму п уравнений для определения 
оптимальных параметров

д Р /д Ь  =  1 +  (V, В *), I =  1 , 2, . . гг, (1.28)

и систему т уравнений для определения компоиепт вектора у :

=  (у. - | г  ь ) — И2 (V, м ) )  =  О, 7 =  1, 2, ?и. (1.29)

Учитывая, что полученная система однородных уравнений, 
служащая для определения жшпонент вектора V, совпадает с со­
ответствующей системой уравнений для и , можно положить V =  
=  \>и, где V — коэффициент пропорциональности. Исключая из 
рассмотрений вектор мпожителей Лагранжа, приходим к следую-



(С — со2Л/) и =  О,

п.

(1.30)
Проведенные выше рассмотрения относились к задаче опти­

мизации с заданной частотой основного тона колебаний. Не пред­
ставляет, однако, трудностей обобщение рассматриваемых соотно­
шений на случай задания п собственных частот колебаний. Так, 
если в задаче оптимизации фиксированы две частоты свободных 
колебаний со i и 02 (0 1 ^ 0)2), то основные соотношения запишут­
ся следующим образом [232]:

0)1 дМ
(1.31)

( С - ( о 2}М)п> =  0, / = 1 , 2 ,

где и 1, и2 — собственные векторы, отвечающие частотам 01 и 02, 
a vi, V2 — неизвестные константы, определяемые из условии 
0 (h, и1) =  01 и 0 (h, u2) =  02.

4.2.
ОПТИМИЗАЦИЯ СТЕРЖНЕЙ, 

СОВЕРШАЮЩИХ КРУТИЛЬНЫ Е КОЛЕБАНИЯ

При малых крутильпых колебаниях прямолинейного стержня 
амплитудная функция ф(#), описывающая распределение углов 
поворота сечений стержня, удовлетворяет дифференциальному 
уравнению второго порядка и некоторым граничным условиям в 
точках закреплепня стержня х  =  0 и х =  1 :

< 2 - ‘ >

(Сскр/сЬ +  хф)*=о, 1 =  0. (2.2)

Здесь 0 —-частота свободных колебаний; С? (я) — модуль сдвига; 
1 (х) — погонный момент инерции сечения стержпя; р(х) — плот­
ность. Параметр х характеризует жесткость закрепления концов 
стержня. В случае незакрепленного конца х =  0, для упругой 
заделки 0 <  х <  «>, а в пределе при х ->• °° приходим к условиям 
жесткого защемления края стержпя.

Примем линейную зависимость жесткостпой и инерционной 
характеристики стержня от переменной проектирования, т. е.

6 1  =  к { (1 +  к2к ) , р/ =  кък  +  к 4 . (2.3)

Через к и к2, кз, 1и обозначены задаипые константы.



Для удобства перейдем к безразмерным переменным, отнеся 
все размерпые величины к соответствующим параметрам исполь­
зуемого для сравнения стержня с постоянным распределением 
переменной проектирования к (х )  =  к г:

а ~  M i  +  t A ) ’

б =  — ——
*A + V

Р = М 4 +  * А )  ’

(®Т = ”, (*А + *4)
7 *A + V  

и'=  л, (i +  * А )  ’

Опуская штрихи у безразмерных переменных, запишем уравне­
ние и граничные условия (2.1 ), (2.2) в виде

4г [(ak+ ß ) 4 ! - ] + ш2 w + б) ф = °. а д

( (a h  +  ß) dqp/da; +  хф)х=о, i =  0. (2.5)

Рассматриваемая ниже задача оптимизации заключается в 
отыскании переменной проектирования h ( x ) , доставляющей ми­
нимум функционалу 

г
J  =  J  h i x  min (2.6)

о

па множестве функций, удовлетворяющих двусторонним нера­
венствам

Ämin <  h ( x ) ^ h mах, (2.7)

и такой, что фундаментальная частота крутильных колебаний о> 
совпадает с частотой основного тона сог, используемой для срав­
нения балки с постоянным распределением к (х )  =  к г. Заметим, 
что для балки с h =  h T выполняются следующие условия на па­
раметры:

акт +  ß =  1 , *\кт +  6 =  1 . (2.8)

Ниже, следуя работе [126], изложим численно-аналитическое 
решение задачи (2.4) — (2.7).

Предполагая применение принципа максимума JI. С. Поптря- 
гина и условий Вейерштрасса — Эрдманна «в угловых точках» 
для отыскания численно-аналитических решений задачи опти­
мального проектирования, запишем соотношения краевой задачи
(2.2), (2.5) в виде системы двух обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений первого порядка с граничными условиями в точ­
ках х  =  0 и х =  I.  При этом конкретизируем вид граничных усло­
вий, полагая, что в точке х  =  0 стержень защемлен, а другой его



конец (# =  1) является свободным. Имеем
dcp/cLr =  ty/ (a h  +  (}), d\|}/dx =  —о 2 (yh +  б) ф,
Ф (0) =  0, г|) (1) =  0.

(2.9)
(2.10)

Для задачи оптимизации составил! функцию Гамильтона 

Н  =  —h +  X[\\)2/ ( a h  +  р )+  о)2(^Л +  б)ф2]. (2.11)

Вхождение в выражение для функции Гамильтопа множите­
ля X вызвапо исключением из Н  сопряженных переменных с уче­
том имеющейся пропорциональности (% — коэффициент пропор­
циональности) между сопряжеипыми перемеппылш и перемен­
ными состояния.

Оптимальпое распределение перемеппой проектирования 
(управляющей перемеппой) находится из условия принципа 
максимума

Максимум по h  в (2.12) вычисляется па множестве непрерывных 
распределений переменной проектирования, удовлетворяющем 
условиям (2.7). Звездочки у оптимальных зпачеиий величин в 
дальнейшем опускаются.

Из условия принципа максимума следует, что возможны ре­
жимы распределения переменной проектирования трех типов: 
h(x) =  hmax (режим I ) ;  hmin< h ( x ) < h mах, дН /дк  =  0 (промежу­
точный режим I I ) ;  h(x )  =  hmln (режим I I I ) .  В общем случае 
оптимальное решение оказывается комбинацией всех трех ука­
занных режимов. Для режимов I и I I I  требуется определить 
переменные состояния из решения системы дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. Для промежуточного 
режима II  отысканию подлежит и оптимальпое распределение 
h (x ) .  На промежуточном участке переменная проектирования 
удовлетворяет условию, вытекающему из равенства дН/dh  =  0:

Из рассмотрения соотношения (2.13) при а; =  0 с учетом гранич­
ного условия ф(0) =  0 и положительности конструктивного пара­
метра а  можно сделать вывод, что X <  0. Поэтому соотношение 
(2.13) можно представить в виде

Определяющие соотношения рассматриваемой задачи с уче­
том оптимального задания функции проектирования к (х )  могут 
быть проинтегрированы для каждого из трех рассматриваемых 
режимов. С учетом анализа оптимального расположения участков

#(Ф *, Л*) =  т а х /1Я(ф *, h). (2.12)

1 +  Ха^У (a h  +  $)2 -  =  0. (2.13)

(2.14)



постояппого задания к  =  Лтах, к  =  ктщ и промежуточного зада­
ния к  (Лтш <  к  <  йтах) в соответствии с условием (2.14) будем 
иметь:

Режим I (0 < £ ^ Я 1)

с <2
( р  =  — 2 — 7 - - - - - - - — : —  'Ф  =  С\ С О в  ¿ т а х * * ' »

® (7Л«пах +  в)

к  — /̂ тах» — — ^тах “Ь
А,с*

«А*их +  Р ’
72 _

а т а х  —

(2.15)

©2 (7^тах “Ь 
(Лщах +  Р) *

Режим I I  (х\ <  х  <  #2)

<р =  — —̂ = -8 Ь  (с2 +  ^х), V =  ю У  у/а, (2.16)
со У — А,?

-ф =  , . Сз.-----г- -(---------ы ■ — [76/а — 6] с1г (с, +  ух),
^  сЬ (с2 +  ух) 1 2у У - Х ?

а = —,*2.Сз-—- У—Ш — V, (Р/а + б/тЬ
сЬ (с2 +  у*)

Я  =  2с3 У — Х/а — 6/а.

Режим I I I  (#2< # < 1 )

ф — —2~7~̂  ' Г С08 [^тт (1 )̂]»
® № п т +  б)

=  С43т  [ ¿ т т (1 — х)],

Л =  /г-тт> $  =  ^тпт
а Л т т  +  Р  ’

72 0)2 (УНШ1П +  б)
<&т = а П̂11П "Ь Р

(2-17)

Для определения фигурирующих в формулах (2.15) — (2.17) 
шести неизвестных констант х\, #2, с\, С2, сз, са имеется шесть 
условий непрерывности функции <р, -ф, Н  в точках х\ и 0:2. Соот­
ветствующие соотношения представляют собой алгебраические 
уравнения и решаются численно. Зависимость соотношений
(2.15) — (2.17) от произвольной константы % обусловлена одно­
родностью краевой задачи о колебаниях и неоднородным опреде­
лением амплитудных функции. Зпачеиие этой константы обычно 
задается нормировочным условием.

Иа рис. 4 .1—4.7 показаны распределения переменной проек­
тирования к  (х) для различных значений параметров а, р, 4, б, 
/гтах, Лт щ. Во всех случаях для сравнения рассматривался стер- 
жень с постоянным жесткостпымп и инерционными характери­
стиками с к (х )  =  к г =  0,5.



0,75

J er ß 7 5

1 0.861 2.0 0.0 0.0 1.0
2 0.853 1.8 0.1 0.0 1.0
3 0.843 1.6 0.2 0.0 1.0
4 0.840 1.4 0.3 0.0 1.0
5 0.833 1.2 0.4 0.0 1.0
6 0.825 1.0 0.5 0.0 1.0
7 0.815 0.8 0.6 0.0 1.0
8 0.802 0.6 0.7 0.0 1.0
9 0.796 0.4 0.8 0.0 1.0

10 0.776 0.2 0.9 0.0 1.0

0,25 -
5 4 3 2 1

Рис. 4.1

0,75 -

J et ß 7 ô

1 0.861 2.0 0.0 0.0 1.0
2 0.827 2.0 0.0 0.2 0.9
3 0.800 2.0 0.0 0.4 0.8
4 0.765 2.0 0.0 0.6 0.7
5 0.729 2.0 0.0 0.8 0.6
6 0.685 2.0 0.0 1.0 0.5
7 0.651 2.0 0.0 1.2 0.4
8 0.609 2.0 0.0 1.4 0.3
9 0.568 2.0 0.0 1.6 0.2

10 0.533 2.0 0.0 1.8 0.1
11 0.500 2.0 0.0 2.0 0.0

0,25

Рис. 4.2



Рис. 4.3

h

Рис. 4.4

Рис. 4.5
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На рис. 4.1 приведены результаты расчетов для случая, когда 
оптимизация осуществляется за счет рационального распреде­
ления жесткостиых характеристик ('у =  0, 6 =  1). Для всех рас­
смотренных вариантов выбора значений параметров а  и р (кри­
вые с номерами 1—10) полагалось /1тах =  0,75, /&т1п =  0,25. Видно, 
что наибольшего снижения веса конструкции можно достигнуть 
при больших значениях а.



Оптимальные распределения h(x )  при а  =  2, ¡5 =  0, Лтах =  0,75, 
йтт =  0,25 для различных значений параметров к и 8 показаны 
на рис. 4.2 кривыми 1—11. Оптимизация наиболее эффективна 
при небольших значениях б.

Кривые с номером 1—6, показанные на рис. 4.3, соответст­
вуют оптимальному распределению жесткостиых характеристик 
конструкции при неизменных иперциониых характеристиках =  
=  1, б =  0 ,5). Для сравпепия на рис. 4.4 и 4.5 приведены резуль­
таты расчетов в задаче оптимизации иперциониых характеристик. 
В первом случае (рис. 4.4) полагалось а = 1 ,  ¡} =  0,5; во втором 
(рис. 4.5) —

а  =  0,4, ¡J =  0,8.

Оптимальные распределения h ( x ), построенные на рис. 4.6, 
отвечают постоянному значению Amm =  0,25 ,н различным значе­
ниям параметра Лтах (кривые 1—9).  Каждая кривая имеет уча­
стки, где реализуются режимы I —III  для распределений h (x ) .  
При расчетах полагалось а  =  0,4, [} =  0,8, у =  0, 6 =  1.

11а рис. 4.7 приведены оптимальные распределения h(x)  для 
Атах =  0,75 и различных значений параметра hmm (кривые 1—6).  
При этом полагалось а  =  1,6, [} =  0,2,  ̂=  1, б =  0,5.

4.3.
ОПТИМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

О ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЕЙ

Проведенные в предыдущем разделе рассмотрения задачи о 
крутильных колебаниях стержня в значительной мере переносят­
ся и на задачу оптимизации стержня, совершающего продольные 
колебания. Это объясняется близостью математических форму­
лировок задач. Краевые задачи па собственные значения, описы­
вающие оба типа колебаний, имеют одинаковую структуру и по­
рядок уравнений и при соответствующей замене параметров пере­
ходят одпа в другую. Так, если в соотношениях (2.1) — (2.2) за­
менить модуль сдвига G модулем упругости Е , а полярный мо­
мент инерции I  моментом инерции поперечного сечения, то по­
лучим краевую задачу для определения собственных частот и 
форм свободных продольных колебаний. Следует отметить также, 
что с точностью до обозначений вид оптимизируемых функцио­
налов, основных ограничений и условий оптимальности для со­
ответствующих задач оптимизации будет одним и тем же. Поэто­
му для решения задач оптимизации стержней, рассчитываемых 
на крутильные и продольные колебания, применяются одни и те 
же методы, а получаемые при этом решения преобразуются одно 
в другое при помощи простых преобразований.

Отметил!, что задачи оптимизации стержней, совершающих 
продольные и крутильные колебапия, относятся к числу класси­
ческих и наиболее полно изученных проблем оптимального про-



ектировапия. Впервые указанные задачи были рассмотрены в ра­
ботах Тэрнера [232], Тейлора [227, 228], Эшли и Макинтоша [124]. 
Впоследствии данные задачи неоднократно становились предме­
том рассмотрений (см., например, [44—46, 106, 235, 237]). Наибо­
лее полно вопросы оптимального проектирования стержпей, со­
вершающих продольпые колебания, исследованы В. Б. Гриневым 
ы А. П. Филипповым [44—46].

Приведенные в разд. 4.2 рассмотрения проводились в предпо­
ложении, что проектируемый стержень обладает непрерывно из­
меняющимися характеристиками, т. е. является системой с рас­
пределенными параметрами. Однако на практике реализация 
оптимальных закопов непрерывного изменения переменных про­
ектирования часто оказывается затруднительной. Поэтому наря­
ду с исследованием континуальных моделей, дающих проекти­
ровщику ценную информацию о качественных особенностях оп­
тимального проекта, полезными являются рассмотрения на диск­
ретных моделях с кусочно-постоянными или ступенчатыми рас­
пределениями массовожесткостных характеристик. Такие иссле­
дования были начаты Тэрнером [232], использовавшим модель с 
конечным числом параметров проектирования.

Рассмотрим, следуя работе [222], задачу о продольных коле­
баниях стержня, разбитого на элементы. Для каждого из элемен­
тов жесткость считается постоянной. В точках с координатами 
х * (г =  1 , 2, . . . ,  5) па стержне расположены сосредоточенные мас­
сы т г. Положение элементов задается координатами х< (¿ =  1, 
2, . . . ,  /г), а их удельные (па единицу длины) массы определяют­
ся как а\ +  й  ̂ где й,- — жесткость ¿-го элемента, а а,- и & — за­
данные константы. Общее количество элементов п и фундамен­
тальная частота собственных колебаний соо предполагаются за­
данными. Будем минимизировать вес такого стержня за счет 
выбора жесткостей его элементов. Пусть границы элементов счи­
таются заданными. Обозначим через й* и й,- два набора парамет­
ров проектирования (два проекта) для одной и той же частоты 
собственных колебаний соо- Через и{х)  и и(х)  обозпачим соответ­
ствующие формы колебаний. Из соотношения Рэлея имеем

где й,-е [и (я*) ] — удвоенная энергия деформации, приходящаяся 
на единицу длины стержня и обусловленная перемещением и (х {), 
ийтегралы в (3.1) берутся в пределах г-го элемента. Отметим,

(3.1)



что если ¿-й элемент имеет площадь поперечного сечения то 
к хе [и (х>) ] =  [ди (*,) / д х $ .

Поскольку поле перемещений и{х)  кинематически допустимо 
для параметров проектирования А,-, то из принципа Рэлея 
получаем

О)п =
f и 2, (Xi)  d x i 2  т г и ( хт) 

г J г

\ * i u (x i)] d x i

< -----------------------------------------------------------
2  ( a ? +  tf * 0  J “2 (*0 d x i +  2  mr u *  ( * * )

Из соотношений (3 .1), (3.2) имеем 

2  h i  f  [ e  [u (Xj)] — Pi(Ooи -  (¿'O) dxj =
i

= <4|2 a? J и2 (х4) dxj + 2  тти~ (x*)|,

2  h i  f { e  [u (Xi)] — pfco^2 (Xj)] dxj >
i J

>  cOq | 2  a 2J  u- (xj) dX{ -j- 2  mTu2 ( x* )}•

<

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Вычитая из неравенства (3.4) равенство (3 .3), получим сле­
дующее неравенство:

2  (h i — hi) j  \е[и (Xj)] — Pf(Oo“ 2 (*i) 1 dx» >  0. (3.5)

Разница масс двух рассматриваемых проектов с жесткостями 
hi и hi определяется формулой

А/ =  2  ( “ i +  pi^i) к  — 2  (a? +  Pi^i) к  =
4 _  4 (3.6)

=  2 , $ ( h i - h i ) l u
i

где h — длина ¿-го элемента. Если предположить, что выполнено 
следующее условие:

-j2 -  J |« [М (xj)] — р|(ОоИ2 (Xi)J dxi =  % =  const, (3.7)

где X >  0 не зависит от ¿, то неравенство (3.5) можно перепи­
сать в виде

2 (hi -  hi) Xtfli =  А, 2 ( h i -  hi) pi/i >  0.



Следовательпо, условие (3.7) является достаточным условием 
для того, чтобы разница масс Д/ была неотрицательной, т. е. оно 
является достаточным условием оптимальпости. Можно показать, 
что оно является также и необходимым, проведя рассуждения, 
аналогичные описапным в работе [223]. Если в формуле (3.7) 
устремить и к нулю, то придем к условию оптимальности, полу­
ченному Прагером и Тэйлором [214] для стержня с непрерывно 
изменяющейся жесткостью.

В работе [225] сравниваются результаты, полученные для 
систем с непрерывным и кусочно-постоянным распределением 
переменных проектирования. Стержень с кусочно-постоянным 
распределением переменной проектирования разбит на два эле­
мента с массами к\ п Аг, к которым прикреплены сосредоточен­
ные массы заданной величипы т\ и Ш2 (рис. 4.8). Хорошее со­
ответствие этих результатов, а также эффективность оптимиза­
ции подтверждается зависимостями, показанными па рис. 4.9. 
Кривая 1 соответствует изменению полной массы / неоптими- 
зированпой системы (А| =  Аг) при изменении параметра % =  
=  ?П2/т\ и заданных длинах элементов /1 =  Ь =  £/2, где Ь  — 
общая длипа стержня. Кривые 2 и 3 показывают, как зависит 
от х соответственно полная масса оптимального кусочно-однород­
ного стержня и стержня с непрерывно изменяющимися массами 
элементов. Значение частотного параметра полагалось равным 
сооЬ =  1. Из рис. 4.9 видно, что оптимальный кусочно-однородный 
стержепь хорошо аппроксимирует поведение стержня с непре­
рывно изменяющимися характеристиками и что в обоих случаях 
можно добиться значительного спижения веса по сравнению с 
полностью однородным стержнем.

Вопросы сходимости кусочно-однородного решепия задачи о 
продольных колебаниях к непрерывному исследовались в [143— 
145]. На рис. 4.10 приведена зависимость отпогаения ///”, где 
/ — полпая масса оптимальной непрерывной модели, а /п — пол­
ная масса оптимальной /г-элемеитпой кусочпо-одиородпой модели



одпомерпой упругой конструкции от числа п. В [144] показыва­
ется, что если частотный коэффициент <ооЬ, то минимальное 
число п элементов кусочно-однородной конструкции минимально­
го веса должно удовлетворять условию п >  2сооЬ/п.

4.4.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ БАЛОК 

ПРИ СВОБОДНЫХ ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ

Методы решения оптимизационных задач для стержней, со­
вершающих продольные или крутильные колебания, описанные 
в предыдущих разделах, могут быть применены и в случае про­
ектирования балок при свободных поперечных колебаниях.

Рассмотрим шарнирно опертую с обоих концов балку с пере- 
^менной площадью поперечного сечения h (х).  Уравнение свобод­

ных поперечных колебаний упругой балки и соответствующие 
шарнирному опиранию граничные условия записываются в виде

- Г Г  I —(i>2pftu=0, (4.1)
(1# dx~ )

и (0) =  (E I  d2u!dx2) ^  =  0, и (I) =  (E l  d2u/dx2)x=l =  0, (4.2)

где и =  и (х ) ;  я ^ [0 ,  Z] — форма поперечных колебаний; Z — дли­
на балки; со — собственная частота; Е  — модуль Юнга; 1(х) =  
=  Aaha (х) — момент инерции поперечного сечения; Аа и а  — 
константы, характеризующие форму поперечного сечения; р — 
плотность материала балки.

Будем предполагать, что объем V материала балки задан, т. е.
i

V =  § h(x) dx =  const. (4.3)
о

В безразмерных переменных х' =  я/Z, и' =  w/Z, (со' ) 2 =  
=  (o2£A aF a-Vpia+3, h ' ( x ) =  h (x ) l /V  уравнение (4.1) и гранич­
ные условия (4.2) перепишутся в виде (штрихи опускаем)

■ ¿ ■ ( ' ‘“ i ? - ) - “ ’ '’“ “ 0 ’ (4-4>

и(0) =  го(0) =  0, u ( l ) = m ( l )  =  0, (4.5)

где т/i(0) и 771 ( 1 ) — граничные условия изгибающего момента:
771 (х ) =  h a (х ) &2и / А х 2.

Задача оптимизации заключается в определении переменной 
проектирования h (x ) ,  удовлетворяющей изопериметрическому 
условию постоянства объема

1
J  h (х) da; =  1 (4 .6)
о



л максимизирующей первое собственное значение краевой задачи
(4.4), (4.5)

1
| Ла(а:)(с12и/(¡и2)2сЬг

(О2 =  °--- -х------------ . (4.7)
| Н (ж) и2(1.г 
о

Задача оптимизации (4.4) — (4.7) впервые рассматривалась 
Нпордсоиом в работе [193], где было получено необходимое ус­
ловие оптимальности, исследовано асимптотическое поведение 
функций и(х)  и к(х )  вблизи концов балки и построено числен­
ное решение задачи с помощью итерационной процедуры. Для 
оптимальной балки с круговым поперечным сечением (рис. 4.11)

(а  =  2) показана зависимость радиуса сечения Л =  УЛ/я от пе­
ременной х , причем в силу симметрии задачи рассматривается 
только половина балки, 0 ^  х <  1/2. Пунктиром на этом рисунке 
показано постоянное распределение R (x ) ,  которое отвечает бал­
ке того же объема.

Приведем теперь предложенный А. А. Барсуком приближен­
ный аналитический способ решения задачи (4.4) — (4.7).

Используя соотношение Рэлея (4.7) для представления пер­
вого собственного значения задачи (4.4), (4.5) и учитывая изо- 
периметрическое условие (4.6), составим расширенный функци­
онал Лагранжа

J L (4.8)

Здесь X — множитель Лагранжа. Необходимое условие оптималь­
ности запишем в виде

a h « -1 d2M
d*2

2

— о)2и2 =  X
1

J  hu2dx. 
о

(4.9)

Домножение обеих частей равенства (4.9) на функцию к(х )  
и последующее применение операции интегрирования позволяет 
с учетам условия (4.6) получить значение множителя Лагранжа

Х =  (а  — 1) со2.



Далее условие оптимальности (4.9) преобразуется к виду
a h a~l (d2u/dx2) 2 =  о 2 [а — 1 +  и2]. (4.10)

Здесь предполагается, что собственные фуыкцпи нормированы 
следующим образом:

1
J k 2d i =  l. (4.11)
О
Используя выражение для изгибающего момента тп(х), пред­

ставим пеобходимое условие оптимальности (4.10) в форме

m2 (х) =  (а  — 1 -{- и2 (х)) ha+ l (х). (4.12)

Поскольку функция т (х)  обращается в нуль в точках а: =  0 и 
*z  =  1 для шарнирно опертой балки, то и оптимальное распреде­

ление h(x)  также принимает в этих точках нулевые значения.
Исследуем асимптотическое поведение оптимального решения 

вблизи точки х =  0. С этой целью запишем уравнение колебания
(4.4) в виде

d2m/dx2 — со 2hu  =  0. (4.13)

Проинтегрировав дважды левую часть уравнения (4.13) с уче­
том граппчных условий (4 .5), получим 

* у
т (х) =  j  dy J  h  (g) и (g) dg +  CiX. (4.14)

0 0

Поскольку fe(0) =  0 и u(0) =  0, то первое слагаемое в правой 
части (4.14) имеет более высокий порядок малости по сравнению 
со вторым слагаемым. Следовательно, вблизи точки х  =  0

т ( х ) «  С хх у x c i .  (4.15)

Из условия оптимальности (4.12) с учетом (4.15) приходим к 
формуле, определяющей асимптотическое поведение распределе­
ния площади поперечного сечения вблизи опертого края балки:

h { x ) ~ C 2x2na+l\ * < 1 .  (4.16)

Аналогичным образом функции т (х)  и k (x )  ведут себя вбли­
зи правого конца (д; =  1) оптимальной балки. Отметим, что ли­
нейный характер поведения изгибающего момента в окрестно­
стях концевых точек в условиях шарнирного опирания будет 
иметь место и в случае, если функция h (x )  принимает в этих 
точках произвольное конечное значение. Это замечание относится 
к оптимальной задаче с ограииченпями па минимальные допу­
стимые значения переменной проектирования h ( x ), что выходит 
за рамки рассматриваемой постановки задачи.

На основе необходимого условия оптимальности (4.12) мож­
но построить итерационную процедуру определения оптималь-



h n+1 (х) =  у
[  а  —  1  - | -  ип ( * )  J

1/(а-г1)
(4.17)

Здесь п — помер итерации. Множитель у определяется па каж­
дом шаге итерационного процесса с помощью изопериметрическо- 
го условия (4.6).

Выберем в качестве начального приближения й о(# )= 1. Для 
балки с постоянным распределением площадей поперечных се­
чений форма колебаний ио(х) при условии нормировки (4.11) 
и рассматриваемых граничных условиях запишется следующим 
образом:

мо(я) =  У 2 • sin я#, (4.18)

а первое собственное значение будет равно со2 =  я 4. Распределе­
ние h\(x), вычисленное по формуле (4.17), будет иметь вид

К  (х) =  у \ /  п%_----- при а  =  2, (4.19)
у  1-1-2 sin“ ях

h y (х) =  Yx \ /  . ^ П. Т —  ПРИ а  =  3- (4-20)у  1 +  sin“ ях

Заметим, что уже на первом шаге итерационной процедуры 
для распределений (4.19) и (4.20) выполняются установленные 
выше асимптотические свойства. Распределению (4.19) отвечает 
значение со2 =  110,498, а распределению (4.20) — со2 =  122,198. 
На второй итерации вычисленные собственные значения оказа­
лись равны соответственно со2 =  110,656 (а  =  2) и со2 =  122,344 
(а  =  3). Расчеты проводились с удвоенной точностью. Числен­
ное определение собственных зпачепий осуществлялось с по­
мощью метода последовательных приближений [61], и при этом 
существенно использовалась информация о характере асимптоти­
ческого поведения функции h (x ) .

Отметим хорошее совпадение значений оптимальных частот, 
вычисленных уже па второй итерации, и результатов, получен­
ных в работе [193], где для случая а  =  2 оптимальное собствен­
ное значение со2 =  110,658.

Вопросы оптимального проектирования балок, совершающих 
свободные поперечные колебания, так же как и задачи оптимиза­
ции стержней, совершающих продольные и крутильные колеба­
ния, до недавнего времени привлекали внимание широкого круга 
исследователей и обсуждались во многих работах. Различные 
типы краевых условий и впды ограничений, накладываемых на 
переменные проектирования в задачах оптимизации форм колеб­
лющихся балок, были рассмотрены в работах [46, 106, 138, 176, 
177, 195, 227, 228, 232].

Как уже отмечалось в гл. 2, помимо задач проектирования, 
в которых максимизируется фундаментальная частота собствен-



ных колебаний или иа эту частоту накладываются ограничения, 
возможны и другие постановки задач оптимизации. В случае 
оптимизации высших собственных частот поперечных колебаний 
балок [196, 197, 238] при выводе необходимых условий оптималь­
ности может быть использован обобщенный принцип Рэлея, где 
предполагается ортогональность функций и (х ), среди которых 
разыскивается п-я. форма свободных колебаний, ко всем низшим 
собственным функциям и ](х ), . . . ,  ип~1(х) (верхний индекс 
обозначает номер формы колебаний). В работах [196, 197] показы­
вается, что при максимизации п-й собственной частоты колеблю­
щейся балки все низшие частоты обращаются в нуль и опти­
мальный проект содержит точки, в которых перемеппая проек­
тирования к (х )  (например, площадь поперечного сечения) 
обращается в нуль. Поэтому для сохранения целостности конст­
рукции необходимо ограничивать функцию к (х )  снизу. Задачи 
оптимизации с учетом такого рода ограничений подробно исследо­
вались в [197]. Там же приведены результаты расчетов профи­

лей оптимальных балок, выполненных с помощью метода после­
довательных приближений.

Рассмотрим теперь на основе конечиоэлементпого подхода 
[174] задачу максимизации основной частоты поперечных коле­
баний балки при заданном объеме. Матричное уравнение, опи­
сывающее поведение копечиоэлементной модели балки, т. е. 
конструкции, состоящей из некоторого числа элементов, с учетом 
заданных грапичных условий можно записать в форме

( С - а 2М) и =  0, (4.21)

где со — фундаментальная частота свободных поперечных коле­
баний; С — глобальпая невырожденная матрица жесткости кон­
струкции; М — глобальная матрица масс конструкции; и — соб- 
ствепый вектор. Обозначим через П£ и Т{ энергию деформации 
и кинетическую энергию ¿-го элемента, через Р £, и — соот­
ветственно объем, площадь поперечного сечения и длину этого 
элемента (У< =  й<^). Пусть общее количество элементов рассмат­
риваемой модели равно N. Тогда для плотностей энергии дефор­
мации и кинетической энергии каждого элемента справедливы 
соотношения

П г ___1_ ( и У  ^1иг)
ТГ “ т V«

т { 1
2 Мг

где ш — форма собственных колебаний ¿-го элемента; Си — 
матрицы жесткости и масс этого элемента. Условие оптимально­
сти для каждого элемента может быть представлено в виде

а ( П т - Т М  =  х, (4.22)

¿ =  1 , 2, . . . ,ЛГ,  

¿ =  1 , 2



где х — константа (множитель Лагранжа), а значение постоян­
ной а  определяется формой поперечного сечения. Формулу 
(4.22) можно переписать как

K +  TilVi 

?i/V i

при х >  О,

=  1 при х <  0.

Решепие задачи может быть построено итерационным спо­
собом. Если известны значения момептов инерции 1Г{ всех эле­
ментов па /*-м шаге алгоритма, то для ( г + 1 )-й итерации вели-
чины /i+1 можно вычислить по формулам [174]

-  Г ' J  при кг < о ,

(4.23)

где верхний индекс г указывает номер итерации, р — положи­
тельное число, а константа [}г+1 определяется из условия постоян­
ства полного объема

N
V =  2  V[ =  const.

i=l
Можно показать [174], что если величины, заключенные в квад­
ратные скобки в формулах (4.23), отличны от единицы, то най­
дется такое число р > 0 ,  для которого (сог+1) 2> ((й г) 2. Если в 
процессе выполнения алгоритма окажется, что ((ог+1) 2< (ю г) 2, 
то число р необходимо уменьшить. Предложенный алгоритм га­
рантирует монотонную сходимость к максимальному значению 
первой собственной частоты. В качестве начального приближения 
рассматривается постоянное распределение площадей поперечных 
сечений, соответствующее балке, объем которой равен V. Вычис­
ления производятся до тех пор, пока необходимые условия опти­
мальности не будут выполнены с достаточной степенью точности.

Если предположить, что на переменные проектирования нало­
жено ограничение снизу, т. е. /¿^/о, i =  l ,  2, . . . ,  Ny где /о — 
заданная константа, то описанная выше итерационная процедура 
останется без изменений до тех пор, пока не будет для какого- 
либо элемента нарушено заданное ограничение. Для всех / эле­
ментов, где нарушается ограничение, полагается /¡+1 =  /0, s =  
=  1, 2, . . . ,  /, а для оставшихся (N — /) элементов итерационный 
процесс продолжается с учетом условия постоянства объема

у =  i v 3.
S—1



4.5.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ БАЛОК,

СОВЕРШАЮЩИХ ИЗГИБНО-КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

В приложениях довольно часто возникают задачи оптималь­
ного проектирования тонкостенных стержневых конструкций, 
в поперечных сечениях которых не совпадают центры жесткости 
и тяжести. Изгибпо-крутильные колебания таких конструкций 
описываются системой связанных уравнений. В качестве примера 
рассмотрим балочную модель крыла большого удлинения с пере­
менной толщиной обшивки к (х ) .  Упругую ось предполагаем пря­
мой линией, а линия центров тяжести поперечных сечений сме­
щена относительно упругой оси на расстояние ха. Уравнения и 
граничные условия связанных изгпбпо-крутильных свободных 
колебаний балки, жестко заделанной в точке х — 0 и со свобод­
ным правым концом (х =  1), запишутся в виде [116]

0 ( 0 ) =  0, ( с / р - ^ - Ц  =  0, (5.4)

где соо — основная частота собственных колебаний; и (х ), 0 (я),  
1 (х ), /Р(х),  1а (х ), т (х)  — амплитудные функции прогибов и уг­
лов закрутки, распределения моментов инерции, полярных мо­
ментов инерции, массовых моментов инерции и масс поперечных 
сечений; С\ и Сг — подлежащие определению копстанты; Е  и 
G — модули упругости и сдвига. Для одноконтурных тонкостен­
ных конструкций зависимости изгибиого и полярного моментов 
инерции от толщин h(x )  линейны и отличаются друг от друга 
только постоянным множителем. Учитывая это и проводя обезраз- 
меривание с сохранением обозначений для рассматриваемых ве­
личин, запишем соотношения задачи (5.1) — (5.4) следующим 
образом:



в (0) “ 0. ( ' * § ) „ ,  =  °- <5 8 >

Здесь а, Р — безразмерные коэффициенты; к\, ^2, — задаппые
безразмерные константы.

Для определения низшпх собственных зпачеиий в задаче
(5.5) — (5.8) об изгибио-крутильных колебаниях можно восполь­
зоваться выражением [116], полученным с использованием со­
отношений (5.5) — (5.8):

СО* =  (<? =Р У  О1-  М Н )/{2Р ),  (5.9)
г. е.

(«5)1 =
<? — V  О'2, — 4 Р Я  

2 Р (сОо)г =
<? +  У  О — 4 Р Я  

2 Р (5.10)

где 0  =  Тггбц — 711622! 
1

7 п =  | 1г (цк*)2
0
1

б12 =  | /с2/ш0 Ах; 
о

Р = 611622 — 612621 
1

6П =  | кхки2 Ах; 
о 

1
621 =  [ /с3/ш0 с1я; 

о

; Л =  —4 1 1 4 2 2 ; 
1

722 =  5
О

1
б22 =  [ /¿в2 <1я. 

о
Известно [47, 48], что одно из собственных значений, опре­

деляемых формулами (5.10), несколько меньше квадрата часто­
ты чисто изгибных колебаний балки, а второе — несколько боль­
ше квадрата частоты чисто крутильных колебаний.

Сформулируем задачу оптимизации *. Необходимо отыскать 
такое распределение переменной проектирования к (х ) ,  удовлет­
воряющей ограничению

(5.11)

где кт1п — заданная константа, которое доставляет максимальное 
значение фупкционалу квадрата основной частоты свободных 
колебаний

/1 — (соо)! —
<? _  У  о 2 _  

2 Р (5.12)

при постоянном объеме материала балки 
1
\}ь(х) с Ь = 1  (5.13)
о

и дополнительном условии

I а - * ) 2
*(*)

Ах ^  х. (5.14)

Нйже использованы результаты диссертационной работы И. И. Коандэ. 
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Рис. 4.13

Неравенство (5.14) накладывает ограничение на перемещение 
свободного кэпца балки под действием заданной сосредоточенной 
силы, приложенной в точке я = 1 , т. е. это перемещение не 
должно превышать задапной величины х.

Для построения оптимального распределения 1ь(х), максими­
зирующего функционал /1, применялся численный метод после­
довательной оптимизации, в основе которого лежал алгоритм 
проектирования градиентов. На каждом шаге алгоритма при за­
данном распределении к(х )  с помощью метода последовательных 
приближений решались задачи (5.5) — (5.8) и определялись 
формы и частоты свободных изгибио-крутильиых колебаний. При 
этом в качестве начального приближения на первом шаге алго­
ритма оптимизации брались формы и частоты несвязанных топов 
колебаний, а па последующих шагах в качестве начального при­
ближения использовались решения, получеппые на предыдущем 
шаге. На каждом этапе последовательной оптимизации согласно 
методу проектирования градиентов определялись улучшающие 
поправки к распределению к (#), после чего осуществлялся пе­
реход к следующей итерации.

На рис. 4.12 кривыми 1—3 показаны полученные в резуль­
тате расчетов оптимальные распределения к (х ) ,  соответствую­
щие значениям параметра х =  0,35, 0,4, 0,5. В расчетах полага­
лось ¿1 = 9,50, ¿2 = 0,1425, ¿з =  0,125, ¿тш = 0,05. Значения ко­
эффициентов а  п [} определялись из условий нормировки 
собствеппых функций и(х)  и 0(# ). Из рис. 4.1 видно, что с воз­
растанием значения х паиболее эффективно оказывается разме­
щать материал у закрепленного конца балки, облегчая ее свобод­
ный конец. Следует отметить также, что решение оптимизаци­
онной задачи (5.5) — (5.8), (5.11) — (5.14) существует только при 
значениях х >  0,25.

Изображенная на рис. 4.13 зависимость величины 1\ от па­
раметра х показывает, что при увеличении х основная частота 
изгибно-крутильных колебаний оптимальной балки также уве­
личивается. Отметим, что проведенные расчеты позволяют сде­



лать вывод о том, что оптимальные фундаментальные частоты 
совместных колебаний слабо зависят от расстояния ха между ли­
ниями центров тяжести п жесткости поперечных сечений. От­
метим также, что формы совместных колебаний, отвечающие при 
различных значениях параметров к  и х а собственным значениям 
(о)0)1, близки по виду к формам чисто изгибных колебаний.

В предыдущих разделах рассматривались задачи оптимиза­
ции балок, совершающих крутильные, продольные, изгибиые и 
изгпбпо-крутильные свободные колебания. При этом во всех слу­
чаях предполагалось, что размеры поперечных сечений балки 
малы по сравнению с ее длппой. Такое предположение позво­
ляло воспользоваться балочной моделью Бернулли — Эйлера, 
в которой не учитываются влияние сдвпга п иперция вращения. 
В случае, если размеры поперечпых сечений сравнимы с длипой 
балки, необходимо применять уточненную балочную теорию Ти­
мошенко, где введены предположения [35, 102]: поперечные се­
чения остаются плоскими, но они не перпендикулярны дефор­
мированной оси балки; нормальные напряжения па площадках, 
параллельных оси, равны нулю; учитываются инерционные со­
ставляющие, обусловленные поворотом сечепий. Отметим, что 
эти уточнения полезно принимать во внимание при исследовании 
задач оптимизации высших собственных частот колебаний, когда 
балка разбивается на песколько более коротких отрезков.

Система линейных дифференциальных уравнений, описываю­
щих свободные поперечные колебаппя балки с учетом деформа­
ции сдвига и инерции вращения, имеет вид [102, 208]

Здесь и (х) ,  0 (х) — амплитудные функции прогибов и углов на­
клона деформированной оси балки (без учета поперечных си л); 
<0 — собственная частота; к (х )  — площадь поперечного сечения; 
р — плотность материала; Е , С — модули упругости и сдвига; 
/ — момент инерции поперечного сечения; к — коэффициент, за­
висящий от формы поперечного сечения. Обозначим через I за­
данную длину балки, а через V — объем балки постоянного по- 
перечпого сечения, фундаментальная частота свободных колеба­
нии которой равна о. Учитывая, что 1(х) =  Аака, где Аа, а  — 
константы, зависящие от формы поперечного сечения, и вводя 
безразмерные переменные и обозначения х ' =  хЦ, и' =  и/1, к' =  
=,Ы/У, (а), )2 =  о)2р/а+3/ ( ^ аУа- 1), ч2 =  Е/(кСт), г ) = А аУ«~1/1*+\ 
перепишем уравпеппя (6.1 ), (6.2) в безразмерной форме

4.6.
УЧЕТ ПОПРАВОК НА СДВИГ II ВРАЩЕНИЕ

(6.1)

(6.2)



(штрихи опускаем):

¿['>“5-] + ̂ (т г-в)+^!'>“в = °. <«-3>
¿ЬМ ^_9)] + <0%‘ = 0' <М)
Будем рассматривать прямую балку, жестко заделанную на 

левом конце (х =  0 ). На свободном правом конце (я =  1) балка 
несет сосредоточенную массу т. Граничные условия для уравне­
ний (6.3), (6.4) в этом случае запишутся в виде

и (  0) =  0 .(0) =  0,

Задача минимизации веса (объема) балки, совершающей сво­
бодные колебания, описываемые системой уравнений (6 .3), 
(6.4) с граничными условиями (6 .5), исследовалась в работе 
[208]. При этом рассматривались ограничения, накладываемые 
на одну или несколько собственных частот.

Введем повые перемепные <р =  и, ф =  0, и =  ка с10/с1£, ю =  
=  к (0 — с1н/<1:г)/(г|Ч2) • С помощью введепной замены перемен­
ных система двух уравнений (6.3), (6.4) с граничными условия­
ми (6.5) может быть записапа в виде системы четырех обыкно­
венных дифференциальных уравнений первого порядка

(1ср , 11V2
Л х = *  Л Ш' (6.6)
А$/Ах =  v/ha, (6.7)
Ар/Ах — — т1©2/гвг|> +  ш, (6.8)
Ат! Ах =  <й2Аф (6.9)

с граничными условиями
<р(0) =  0, ,ф(0) =  0, (6.10)
у(1) =  0, ш(1) +  о>2-^ф(1) =  0.

Первый член в правой части уравнения (6.8) обусловлен влия-
нием инерции вращения, а появление второго члена в правой 
части уравнения (6.6) связано с учетом деформации сдвига.

Задача оптимизации заключается в определении такого рас­
пределения переменной проектирования Ь,(х), которое миними­
зирует функционал 

1
J  =  j  Н(х) &х (6.11)

 ̂ о
при заданном значении фундаментальной собственной частоты о.



Рис. 4.14

Будем предполагать, что на функцию Н(х) наложено огра­
ничение

0 < к т1п< к ( х ) ,  (6.12)

Сформулированная задача оптимизации была решепа Пирсоном 
[208] численно с помощью метода проектирования градиентов. 
Учет ограничения (6.12) осуществлялся при помощи введения 
вспомогательной переменной проектирования

К (х) =  Ьрщ +  (х),  0 «  *  «  1. (6.13);

На рис. 4.14 кривыми 1 и 2  изображены оптимальные распреде­
ления поперечных сечений балки. Кривая 1 соответствует моде­
ли, Бернулли— Эйлера (без учета инерции вращепия и сдвига, 

 ̂=  2̂ —. 0) ? а кривая 2 — модели Тимошенко (ц =  10“2, ч2 =  1).



В расчетах полагалось со2 =  50, ftmm =  0 ,l. Отпошепие минималь­
ного значепия функционала объема / к значению объема балки 
с постоянным поперечным сечением при той же фундаменталь­
ной собственной частоте составило 0,90552 для балочной модели 
Бернулли — Эйлера и 0,97642 — для балки Тимошенко, что на 
7,8 % выше, чем в первом случае. Расчеты показали, что влия­
нием деформации сдвига и инерции вращения можно пренеб­
речь, если параметр r| <  10“3, однако при больших значениях г) 
в уравнениях (6.6) — (6.9) необходимо учесть соответствующие 
члены, причем влияние деформации сдвига оказывается более 
существенным, чем влияние инерцшг вращения.

В работе [208] была также рассмотрена задача минимизации 
объема балки* при заданпых значениях первой и второй собствен­
ных частот со? =  8,80806 и со| =  374,647 соответственно.

Рассматривалась б&лка с подобными поперечными сечениями 
(а  =  2) при значениях параметров ftmin =  0,5, т /(рР) =  0,1. Для 
модели Бернулли — Эйлера (т) =  0, ч2 =  0) выигрыш от оптими­
зации по сравнению с балкой постоянного поперечного сечения 
при тех же значениях со i и сог составил 24,9 %, а для модели 
Тимошенко (г) =  0,16 • 10-2, ч2 =  2 ,4 )— 18,6 %. На рис. 4.15 
показаны оптимальные распределения функции h(x)  для слу­
чаев, когда пе учитывалось влияние сдвига и инерции вращения 
(кривая 1) и когда принимались во внимание соответствующие 
поправки (кривая 2).  Формы собственных поперечных колебаний 
и х (х) и и2{х),  соответствующие частотам coi и свг, для двух рас­
смотренных моделей балки приведены на рис. 4.16. Номером 1 
обозначены собственные функции и 1(х) н и2{х) для балочной 
модели Бернулли — Эйлера, номером 2 — для модели Тпмошепко.

Отметим, что вопросы оптимизации балок при учете поправок 
на сдвиг и инерцию вращения рассматривались также в [46, 173].

Пусть прямолинейный упругий стержепь длиной I располо­
жен вдоль оси х  и жестко защемлен в точке # =  0 (консольное 
закрепление). В процессе эксплуатации стержепь может раздела 
но совершать либо изгибные, либо крутильные колебания, а так­
же находиться в состоянии статического изгиба под действием 
силы Р у прикладываемой к незакрепленному концу стержня.

Собственные частоты изгибных и крутильных колебаний и 
соответствующие амплитудные функции определяются из реше­
ния краевых задач на собственные значения

4.7.
МНОГОЦЕЛЕВОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 

КОЛЕБЛЮ ЩИХСЯ СТЕРЖНЕЙ



=  0, (7.2)

(7.3)

(7.4)

Предполагается, что стержень имеет круглые поперечные се- 
чеппя, и поэтому для момента инерции поперечного сечения и 
полярного момента иперции сечения использованы следующие 
представления: / =  /г2/4я, /р =  к 2 ¡2л. Функция к  (я ) , описы­
вающая распределение площадей поперечных сечений (толщип) 
стержня, принимается в рассматриваемой ниже задаче проекти­
рования в качестве искомой управляющей функции. На искомое 
распределение толщин наложено условие постоянства объема 
(веса) стержня

где V — заданная константа. Кроме того, для обеспечения необ­
ходимой статической жесткости стержпя требуется, чтобы при 
приложении к незакрепленному концу стержпя сосредоточенной 
силы Р  величина прогиба в точке х =  1 не превышала заданного 
значения и?о. Это приводит ко второму интегральному ограниче­
нию, накладываемому на допустимые распределения площадей 
сечений:

Допустимым распределениям к ( х ), удовлетворяющим ограни­
чениям (7.о), (7.6), соответствуют в силу краевых задач (7.1), 
(7.2) и (7.3), (7.4) некоторые значения частот со*, со* основпого 
топа колебаний. Минимальная из величин квадратов фундамен­
тальных частот принимается в качестве фупкциопала, т. е.

J  =  min {соь, со*). (7.7)

Рассматриваемая в данном разделе задача оптимизации [3] 
заключается в отыскании распределения к (х ) ,  удовлетворяющего 
условиям (7.5), (7.6), и такого, что реализуется максимум фупк- 
ционала (7.7), т. е. достигается максимум минимальной из рас­
сматриваемых квадратов частот

(7.5)
о

(7.6)
о



Для удобства проведения расчетов и анализа результатов за­
пишем исходные соотношения в безразмерных переменных

х' =  х/1, Л' =  1Ъ,(У, т0 =  Е У 2и;0/4пр15,

и =  Е У /4л£г3, (<л'ь)2 =  4 п р Ы / Е У ,  (щ)2 =  Рг2со|/С.

Соотношения задачи (7.1) — (7.7) примут вид (штрихи опуска­
ются)

о
/ =  шш (рсоь, ©?). (7-15)

Как видно из соотношений (7.9) — (7.15), сформулированная за­
дача оптимизации является двупараметрической с параметрами
а>о И |Х.

В дальнейшем будем также пользоваться принципом Рэлея 
и определять фундаментальные частоты изгибных и крутильных 
колебаний из условия минимума функционалов

(7.16)



Минимум в (7.16) разыскивается на классе функций т, удов­
летворяющих краевым условиям (7.10) при х =  0. Минимизация 
в (7.17) проводится на классе функций ср, удовлетворяющих пер­
вому условию (7.12). Краевые условия (7.10) при х =  1 и вто­
рое условие (7.12) естественны для функционалов (7.16), (7 .17), 
и им пе требуется удовлетворять заранее.

Согласно схеме [3], решение оптимизационной задачи (7.8) —
(7.15) сводится к решению нескольких вспомогательных задач. 
Сначала для заданных то рассчитывается вспомогательная зада­
ча (задача I) отыскания распределения к (х )  из условия макси­
мума 0)2ь при ограничениях (7.13), (7.14) и дифференциальных 
связях (7 .9), (7.10). Для найденного распределения к (х )  из 
решения краевой задачи (7.11), (7.12) вычисляется значение 
со2. Затем из неравенства

2 ^  2 |Л0)ь <  (О*

находятся значения параметра ц. Изменяя значения то и решая 
для рассматриваемых значений задачу I, находим область изме­
нения параметров то, ц (область I ) ,  для которых решение зада­
чи I является решением исходной задачи оптимизации.

Далее рассчитывается вспомогательная задача (задача II)  
отыскания распределения К (я ), доставляющего максимум при 
ограничениях (7.13), (7.14) и дифференциальных связях (7.11),
(7.12). Для полученного распределения к(х )  из решения крае­

вой задачи (7.9), (7.10) под-
Рис. 4.17 считывается со2. Для найденных 

величин со2, ©5 из неравенства

цсОб ^  со*

определяются значения ц. Варь­
ируя значения то и решая для 
рассматриваемых значений за­
дачу И, определяем область



изменения параметров wq, jx (область I I ) ,  для которых решение 
задачи II  является решением исходной задачи.

Для рассматриваемых значений wo и ц, не принадлежащих 
областям I и II , исходная задача оптимизации сводится к зада­
че I I I  максимизации величины (Оь при дополнительном условии

(.UO& =  со?

и ограничениях (7.9) — (7.14). Найденное из решения задачи I I I  
распределение h (x )  для указанных wo, ¡л является оптимальным 
решением.

Для числепного решения задач I — III  в [3] использовался 
алгоритм последовательной оптимизации (см., например, [8, 9]), 
основанный на последовательном выполнении малых улучшаю­
щих вариаций распределений площадей поперечных сечений и 
на расчетах прямых задач (7.9) — (7.12), осуществляемых при 
фиксированных распределениях h =  h(x) итерационным мето­
дом [61]. *

На рис. 4.17 показаны найденные в результате расчетов обла­
сти I — III . Заметим, что решение задачи оптимального проекти­
рования существует при ^  0,216. Для а?о< 0,216 не суще­
ствует допустимых функций h (x )  из (7.13), удовлетворяющих 
неравенству (7.14). Это обстоятельство легко объясняется. За 
счет конечного количества материала нельзя обеспечить сколь 
угодпо малый прогиб.

Остальные распределения площадей поперечных сечений для 
значений zz?o =  0,6 и pt =  0,1; 0,15; 0,2 показаны соответственно 
кривыми 1—3 (рис. 4 .18). Эти распределения соответствуют зна­
чениям параметров из областей I —III . Для всех рассчитанных 
вариантов (разных zz;o и ц) толщины оптимального стержня мак­
симальны у защемленного края и уменьшаются (стремятся к 
нулю) при приближении к незакрепленному концу.

Зависимости величип <о£-10“~2 и <о2-10-1 от значений пара­
метра wo показаны кривыми 7, 2  па рис. 4.19.

4.8.
ОПТИМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ ПОЛОГИХ АРОК

В связи с различными приложениями в технике представля­
ют значительный интерес вопросы оптимизации формы упругих 
криволинейных стержней. Ряд исследований [202, 203, 212] по­
священ проблемам минимизации веса при заданных значениях 
частот основных тонов свободных колебаний и максимизации 
фундаментальных частот колебаний при ограничениях на вес. 
Наименее сложными в смысле отыскания оптимальных форм и 
полезными с методической точки зрения оказываются задачи 
проектирования пологих стержней.

Ниже, следуя в основном работам [203, 212], опишем построе­
ние оптимальных форм для пологих арок.



Рассмотрим сначала свободные колебания пологой упругой 
арки (рис. 4.20) постоянного поперечного сечепия, шарнирно 
закрепленной в точках х  =  0 и х =  1. Арка предполагается плос­
кой, и положение ее срединной липни описывается функцией 
f (x ) .  Длина арки //, а также площадь и момент инерции ее по­
перечного сечения считаются заданными. В предположении о

малости амплитуд колебаний и пологости арки изоперпметриче- 
ское условие постоянства длины арки и уравнение поперечных 
колебаний для функции прогибов арки и?(х, £) запишутся сле­
дующим образом:

I

I +  т 1 (-г г ) &г,

p j  д4и> E S  (I2/  Г дш 

1 F ~ ~  ci*2 J  *6
г I /  . dl w Л
Ж  «  +  m - J F  =  °-

где т — погонная масса, а Е  — модуль Юнга материала.
Представляя функцию распределения прогибов м(х, I) в виде
т (х, Ь) =  и (х ) е и*1

и переходя к безразмерным переменным

я =  х/1, Г  =  */2/ Щ  н>' =  1/2шУЭД *' =  (Ф 2) УШ/т,

приведем соотношения краевой задачи, служащей для отыска­
ния амплитудной функции прогибов, и пзопериметрическое усло­
вие к форме

cb4
Г _d/ Д. о

d*2 J d{ d| аё U’0
(8.1)

:=0 =  0, u(l) =  (d£i/dx)x=l =  0, (8.2)

2, F  =  §  (1,-1). (8.3)

Рассмотренная в работе [212] задача оптимизации заключает­
ся в отыскании функции f (x )  (переменной проектирования), до­
ставляющей максимум фундаментальной частоте свободных ко­
лебаний арки при заданном значении параметра р2.



Если амплитудную функцию подчинить условию нормировки 
1

| и2 Ах =  1, (8.4)
о

а выражение, записанное в левой части уравнения (8.1 ), помно­
жить на и(х)  и затем проинтегрировать от 0 до 1 , то с учетом 
условий (8.2) будем иметь

®*<“ ' Л =  I  ( ё - ) 2(1х+  4 [ 1 а х | <8 -5>
О *-0 -»

Основываясь на соотношениях (8.3) — (8 .5), составим расши­
ренный функционал Лагранжа

/ (и, /) =  (о2 (и, /) — Т)

Здесь г\ и ¡ 1  — постоянные множители Лагранжа.
Варьирование по / расширенного функционала Лагранжа не­

посредственно приводит к следующему необходимому условию 
оптимальности:

с1м Г с! ц с1/
йх J  ¿б ~ 

о
(8.6)

Для арки оптимальной геометрии в зависимости от значений, 
принимаемых параметром (}2, может реализоваться один из двух 
случаев.

Первый случай характеризуется отличием от нуля интеграла 
в правой части условия оптимальпости (8.6):

1 ' 3 7 ‘а г '<1а:¥=0’ (8,7)
о

В  этом случае умножение обеих частей (8.6) на Аи/Ах и по­
следующее их интегрирование на отрезке [0, 1] дает 

1
ц =  4 1 (сЬ/ах)2 ах. (8.8)

о
Последующая подстановка, выраженная для АЦАх из (8.6),
(8.8) в изопериметрическое условие (8.3) приводит к следующей 
формуле, связывающей величину параметра (}2 с распределением 
прогибов оптимальной балки:

г - [ } ££4*]’/ (8-9>



Само же уравнение (8.1) для амплитудной функции прогибов 
и(х)  с учетом (8.6), (8.8), (8.9) примет вид

d4u/dxA — 4(}2(d2a/cLr2) — (ú2u =  0. (8.10)

Заметим, что в рассматриваемом случае уравнение свободных 
колебаний оптимальной арки совпадает с уравнением попереч­
ных колебаний прямолинейной балки, растянутой осевыми сила­
ми. Кроме того, как это нетрудно установить при помощи (8 .7),
(8.10), данный случай характеризуется симметричным распре­
делением прогибов, отвечающих низшему топу колебаний, и сим­
метричным строением арки.

Второй случай, когда

1‘ =  0 ’ <8 1 1 >
О

характеризуется неединственностью оптимального решения и не­
зависимостью частот колебаний от геометрии арки. В данном 
случае уравнение' колебаний арки

dAu/dxA — со2и =  0 (8.12)

совпадает с уравнением свободных поперечпых колебаний одно­
родной прямолинейной балки. Все арки, для которых одна и та 
же антисимметричная форма колебаний и (х ), определяемая из
(8.12), является низшей формой колебаний, соответствуют од­
ному и тому же фундаментальному собственному значению со2.

С учетом отмеченных свойств основных соотношений рассмат­
риваемой задачи оптимизации построение оптимального решения 
не составляет трудностей. Действительно, распределение проги­
бов г-й формы колебаний, получаемых из краевой задачи на 
собственные значения (8.2), (8.10) (первый случай) и норми­
рованных, согласно (8.4), имеет вид

и 1 (х) =  Y 2 -sin inxy со2 =  ¿4л4 +  4¿2ji2P2, ¿ =  1, 2, (8.13)

Низший той колебаний реализуется при ¿ =  1. Согласно (8.6),
(8.8), положение осевой линии оптимальной арки дается вы­
ражением

/ (д:) =  р sin тех. (8-14)

Во втором случае для антисимметричной формы колебаний, 
соответствующей низшему собственному значению, имеем

и ( х ) =  Í 2 • sin 2пх, со2 =  16я4. (8.15)

Сопоставление полученных выражений (8.13) — (8.15) позво­
ляет прийти к выводу, что при Р2 Ро =  15л2/4 реализуется 
первый случай и оптимальная геометрия арки задается форму­
лой (8.14), а при достаточно больших значениях параметра



P2 (P2 >  Po) оптимальная форма арки неедииственна. Максимизи­
руемый функционал квадрата частоты в зависимости от величи­
ны параметра Р2 принимает следующие значения:

о)2 =  л2(л2 +  4р2) при 0 < р 2< р ^ , со2 =  16л4 при p * > p j.
(8.16)

Сопоставление фундаментальных частот для круглой арки и ар­
ки оптимальной синусоидальной формы, имеющих одинаковые 
длины, показывает, что выигрыш, получаемый за счет оптими­
зации, не превышает 2 %.

Больший оптимизационный эффект достигается в случае мак­
симизации частоты основного топа колебаний защемленной арки. 
Отыскание оптимального решения для защемленной арки пол­
ностью аналогично проведенным выше рассмотрениям случая 
шарнирного закрепления. Симметричная форма колебаний, от­
вечающая наименьшему собственному значению со2, дается вы­
ражением

и(х)  =  (cos 02 — cos hp\) (ai sin o<¿x — 02 sin ho\x) +
+  (oi sino2 — 02sin/iai) (cos ho\x— cos 02̂ )), (8.17)

a x = ( 2P2 +  V W + Щ ,  <*2 =  ( -  2p2 +
2

где y — произвольная константа. Собственное значение со, опре­
деляется как наименьший корень уравнения

со, (1 — cos hoi cos 02) +  2р2 sin ho  1 sin 02 =  0. (8.18)

Оптимальная форма арки f ( x ), как это следует из (8.6) , 
(8 .3), определяется при 0 <  |32 ро =  7,36л2 соотношениями
(8.17), (8.18) (см. [212]). Фундаментальная частота оптималь­
ной арки в случае жесткого защемления ее концов зависит от 
параметра р2 следующим образом:

(о2 =  со2 при 0 <  Р2 <  Ро» а со| =  39,047л4 при Р2 >  P¡¡.

Практически зависимость со? от р2 в диапазоне от р2 =  0 (со, =  
=  5,14л4) до р2 =  7,36л2 (cof =  39,047л4) оказывается линей­
ной. При этом выигрыш, получаемый за счет оптимизации фор­
мы арки, по сравнению с круглой аркой достигает (при некото­
рых значениях параметра р2) 16 %.

Оптимальная форма жестко защемленной арки показала на 
рис. 4.21. Заметим, что в отличие от случая шарнирного закреп­
ления концов при жестком закреплении арки ее форма зависит 
от параметра длины Р2.

Другая постановка задачи оптимизации [202, 203] пологой 
арки, совершающей свободные колебания, связана с одновремен­
ным отысканием формы осевой линии f (x )  и распределения тол­
щин h (x )  из условия максимизации фундаментальной частоты 
колебаний при заданном объеме материала V и длине арки I/.



При этом предполагается, что арка пмеет прямоугольное по­
перечное сечение постоянной ширины Ъ и переменной высоты 
к (х )  и жестко закреплена в фиксированных точках # =  0 и х =  1. 
Кроме указанных ограничений, на переменные проектирования 
/(х ) и Ь(х),  обусловленных постоянством объема материала V

Рис. 4.21 Рис. 4.22

и длины арки 7/, накладывается дополнительное условие на ми­
нимально допустимые значения толщин к ( х ) ^ ? 1 тт (Ат1п — за­
данная константа).

Расчеты оптимальных решений проводились в [203, 212] в 
безразмерных переменных

(со')2 =
2̂ /4со-р/ 

Е Г
—  к' =  —  к 7 — 2г ’ V 9

/г' . _  /, Л  с г -  3 ~  ^ ' г - ___—П1Ш "пПп у  > Ь -  32г“ ’ 2 У з  1Ь

и найденные фундаментальные частоты со оптимальных арок 
сравнивались с фундаментальными частотами круглых арок, 
имеющими одинаковые с оптимальными арками объемы, длины, 
величины пролетов и константы материала. В зависимости от 
значений безразмерных параметров задачи Ат1п и С были най­
дены оптимальные решения как с некратной фундаментальной 
частотой, так и бимодальные решения с двукратной основной 
частотой.

На рис. 4.22 показана оптимальная форма арки при С =  3; 
Атш =  0,2. При данных значениях параметров нижняя частота 
со =  81,9 является двукратной, н оптимизация приводит к значи­
тельному выигрышу со/шси =  1,81. Штриховой линией на рис. 4.22 
показаны две пижние формы колебаний, отвечающие двукратной 
фундаментальной частоте.

4.9.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИНОК 
ПРИ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЯХ

До сих пор в этой главе мы рассматривали вопросы оптималь­
ного проектирования одномерных конструкций, совершающих 
свободные колебания. Под одномерными конструкциями имеются 
в впду не только стержни и балки, но также и такие осесим­
метричные конструкции, как круглые пластинки и оболочки вра­



щения, для которых переменные состояния п проектирования 
зависят только от одной пространственной координаты. Опреде­
ление собственных форм и собственных частот колебаний таких 
конструкций заключалось в решении краевых задач для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными 
коэффициентами. В случае, когда при описании поведения кон­
струкции осуществляется выход за рамки одномерной модели, 
как это имеет место при рассмотрении несимметричных форм 
колебаний осесимметричных конструкций или колебаний суще­
ственно неодномерпых упругих тел, собствеппые функции п соб­
ственные частоты определяются из решения однородных краевых 
задач для уравнений в частных производных.

Рассмотрим задачу минимизации массы (объема, веса) квад­
ратной в плане топкой упругой пластинки переменной толщины 
к(х ,  у ), совершающей свободные поперечные колебания с часто­
той со. Пластинка занимает область Й: 0 х  ^  а, 0 ^  у ^  а, 
где а — заданная константа. Обозначим через и (х , у) амплитуд­
ную функцию прогибов, а через V, р — соответственно задан­
ные постоянные велпчицр коэффициента Пуассона, модуля Юн­
га и плотности материала. Уравнение, описывающее свободные 
изгпбные колебания пластинки, запишется в виде

Пусть пластинка шарппрно оперта вдоль контура Г-границы 
области й. Граничные условия запишутся в этом случае следую­
щим образом:

“ (О, у) =  и(а,  1/) =  О,
(Ь,3 д2и/дх2)х*»о — {№ д2и/дх2)х~а =  0, 9̂ 2)
и(х, 0) =  и(х, а) =  0,
(Ь? д2и/ду2)у=о =  (А3 д2и/ду2)у=а =  0.
Сформулируем задачу оптимизации. Необходимо найти такое

распределение переменной проектирования к(х ,  у ), которое
удовлетворяло бы ограничениям

ь т1п(х, у ) < к ( х , у ) < к шах (я, у) (9.3)

и минимизировало функционал массы пластинки

/ =  р Н йй (9.4)
Ь

при ограничении на фундаментальную собственную частоту
со^со0. (9.5)



Здесь coo — заданная константа; /¿min (* , У), h  max (х, у) — задан- 
ные функции.

Сформулированная оптимизационная задача была решена в 
[111] для конечноэлементиой модели пластинки. Пластинка раз­
бивалась на конечные элементы с тремя степенями свободы 
в узле. Отыскивался вектор параметров проектирования h с ком­
понентами h , г=1, . . . ,  п , минимизирующий массу конструкции 
при заданной низшей частоте собственных колебаний соо. Компо­
ненты вектора h  подчинялись ограничениям

Л-mln ^  hi ^  Ämaxj I 1, • • «у 72-•

Оптимизация проводилась на основе имитационного подхода 
[78], который заключается в поэтаппоп замене ограничения (9.5) 
аппроксимирующим выражением и решении оптимальной задачи 
на каждом этапе. В качестве исходного проекта выбиралась ква­
дратная пластинка со стороной а  =  0,8 м н постоянной толщиной 
Л = 1 0 ~ 3 м. В расчетах полагалось Е  =  2 • 1011 Н/м2, v =  0,3, 
р =  7,8 • 103 кг/м3. В силу симметрии задачи расчеты проводи­
лись для четверти пластинки, которая разбивалась на 32 конеч­
ных элемента. Матрица масс была диагональной. Значение соб­
ственной частоты соо полагалось равным вычисленной собствен­
ной частоте рассматриваемого исходного проекта, ©о =  47,39 рад/с. 
Ограничения сверху и снизу на параметры проектирования Ы 
выбирались соответственно Лтах:=  1,2 • 10“3 м, Ат1п =  0,8 • 10_3 м, 
общее число параметров проектирования с учетом симметрии 
п =  20. Проведенная оптимизация позволила снизить массу пла­
стинки иа 7,9% по сравнению с массой исходного проекта. На 
рис. 4.23 изображена оптимальная форма копечноэлементной мо-

дели пластинки, рассчитанная предложенным методом. Расчеты 
показали, что в центральной области и в угловых зонах пла­
стинки параметры проектирования принимают наибольшее допу­
стимое значение. Выход на иижиее ограничение hmm наблюдал­
ся вблизи середин сторон пластинки.

Отметим, что оптимальные задачи для круглых и прямоуголь­
ных пластинок, совершающих свободные поперечные колебания, 
без ограничений на переменные проектирования рассматрива­
лись в [198, 199]. Вопросы оптимизации круглых и прямоуголь­
ных пластин, работающих на сдвиг, при свободных колебаниях



исследовались в работах Армада [5, 122], где были рассмотрены 
различные варианты закрепления краев. Необходимые условия 
оптимальности были получены на основе принципа максимума 
Л. С. Поитрягипа, при этом учитывались ограничения, наклады­
ваемые на переменную проектирования (толщину пластинки).

4.10.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИНОК

С УЧЕТОМ КРАТНОСТИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Вопросы оптимального проектирования пластинок, совершаю­
щих свободные колебания, интенсивно исследовались с примене­
нием различных подходов и получили освещение в значительном 
числе публикаций (см., например, [5, 72, 85, 96, 107, 108, 111, 
112 , 118, 121 , 122, 132, 133, 192, 198, 199]). Однако большая 
часть исследований была посвящена регулярному случаю про­
стых (некратных) собственных значений. В более общем случае, 
когда в процессе оптимизации допускается появление кратных 
частот свободных колебаний, необходимые условия оптимально­
сти были получены в [10, 32, 135, 162, 166, 192, 202, 241].

Ниже, следуя результатам работы [192], рассмотрим задачу 
максимизации фундаментальной собственной частоты квадратной 
в плане пластинки переменной толщины, учитывая возможность 
появления кратных частот. Будем предполагать, что вес пла­
стинки задан и наименьшее собственное значение задачи о сво­
бодных колебаниях такой пластинки может быть двукратным. 
Для описания поведения пластинки воспользуемся уравнением
(9 .1 ), записав его в безразмерной форме:

Здесь к  =  у ), и =  и(х, у) — соответственно переменная тол­
щина и амплитудная функция прогибов пластинки, 0 ^  х  ^  а, 
0 ^  у <  а, где а  — заданная константа, V — коэффициент Пу- 
ассопа.

Граничные условия для шарнирного опирания краев будут 
иметь вид

и (0, у) =  и(а, у) =  0,

(д2и/дх2)х=о =  (д2и /дх2)^ а  =  0, (Ю.2)

и(х, 0) =  и(х, а) =  0,

(д2и/ду2) у=о=* (д2и /ду2)„=а =  0,



а в случае жесткой заделки запишутся следующим образом: 
и (0» У) =  и(а, у) =  О,

(ди /дх )х=о =  (ди /дх)х=*а =  0, (10.3)

и (х, 0) =  и (х , а) =  0,

(ди /ду )у=о =  (ди /ду )у=а =  0.

На переменную проектирования h(x ,  у) наложим ограниче­
ния

Amin h(x , y ) < h  max» (10.4)

где Ащщ, йтах — заданные константы.
Будем максимизировать первое собственное значение со2 зада­

чи (10.1), (10.2) (или задачи (10.1), (10.3)) при условии (10.4) 
и ограничении

V =  J AdQ = С, (10.5)
Q

отражающем требование постоянства веса (объема) пластинки 
(С — заданная константа).

Предположение о том, что первое собственное значение <о2 
может быть кратным, приводит к тому, что оптимизируемый 
функционал

7(й) =  о>2(й) ( 10.6)

не является дифференцируемым в смысле Фреше, а дифферен­
цируем только по направлениям [178]. Это обстоятельство су­
щественно учитывается в [162, 166, 192] при выводе необходи­
мых условий оптимальности.

Опуская подробные выкладки и обоснования, приведем здесь 
только формулировку условия оптимальности.

Пусть 3fö =  L co{Q) — пространство существенно ограниченных 
фупкций, а Жа — множество допустимых функций из Ж, удов­
летворяющих условиям (10.4), (10.5). Предполагается, что коп- 
стапты йтin, йшах и С таковы, что множество Жа не пусто. Произ­
водная по направлению d/(й, бй) функционала J  при к ^ Ж а 
в направлении бк^Ж  определяется по формуле

d J  (й, бй) =  lim [/ (й -j- ¿бй) — J  (,h)yt.
о+

С учетом введенных обозначений условие оптимальности фор­
мулируется следующим образом. Если й е  #ga является опти­
мальным проектом, то для любых вариаций бй е  таких, что 
й +  бй е  Ж а, выполняется неравенство

d J  (А, 6А) -  a  J (А +  g -  +  g - )  6А dQ <  0,
Q

где а  >  0 — некоторый регуляризационный параметр.



Распределение оптимальных толщин 
для четверти шарнирно-опертой пластинки

V я—0,000 *=0,125 *=0,250 *=0,375 *=0,500

0,500 0,83 0,83 0,81 0,80 0,81
0,375 0,95 1,20 0,82 0,80 0,80
0,250 1,03 1,20 1,20 0,83 0,82
0,125 1,07 1,20 1,20 1,12 0,87
0,000 0,87 1,20 1,11 0,95 0,83

Таблица 4.2
Распределение оптимальных толщин 

для четверти жесткозаделанной пластинки

У *=0,000 *=0,125 *=0,250 *=0,375 *=0,500

0,500 1,18
<г

1,10 1,00 0,88 0,84
0,375 1,20 1,02 1,12 0,94 0,86
0,250 1,04 0,80 1,11 1,06 0,99
0,125 0,91 0,83 1,19 0,81 1,20
0,000 0,98 0,96 1,18 0,80 0,95

Для численного решения сформулированной задачи в [192] был 
применен метод негладкой оптимизации [182] в сочетании с ме­
тодом штрафных функций. Результаты расчетов приведены в 
табл. 4.1, 4.2 для значений параметров а =  1, г  =  0,3, Ат1п =  0,8, 
Атах = 1 ,2, С =  1, а  =  10“5. Вычисленные оптимальные значения 
толщин А(аг, у ), представленные для четверти пластинки 
в табл. 4.1, отвечают шарнирному опиранию краев. Материал 
концентрируется вокруг угловых областей. В центральной обла­
сти переменная проектирования к(х ,  у) выходит на свое нижнее 
ограничение. Значение оптимизируемого функционала удалось 
увеличить за счет оптимизации с е>2 =  219 для исходного проек­
та ( А ^ 1 ) до о 2 =  305. Наименьшее собственное значение для 
оптимальпой пластинки в этом случае оказалось кратным.

Данные, приведенные в табл. 4.2, характеризуют оптималь­
ное распределение толщин для четверти жесткозаделапнон пла­
стинки. Видно, что зоны концентрации материала расположены 
в этом случае вблизи середин сторон пластинки и вокруг ее 
цептра, где функция А (я, у) принимает максимально допусти­
мое значение. В качестве исходного проекта также выбиралась 
пластинка постоянной толщины А ^ 1 , для которой значение 
функционала (10.6) было со2 =  1030. Проведенная оптимизация 
привела к существенному увеличению первого собственного зна-



чения (со2 =  2072), которое также оказалось кратным для опти­
мального проекта.

Анализируя приведенные результаты, можно сделать вывод 
о том, что, несмотря на определенное качественное сходство по­
строенных в [192] оптимальных распределений h (я, у) с распреде­
лениями толщин для оптимальных пластинок, найденных в [107, 
108, 1 11 , 118] без учета появления кратности собственных зна­
чений, полученные в [192] оптимальные решения уже не обла­
дают свойством симметрии относительно диагоналей пластинки. 
Следует отметить также, что учет возможности появления крат­
ности первого собственного значения у оптимального проекта, 
делает оптимизацию более эффективной, т. е. позволяет допол­
нительно увеличивать значение оптимизируемого функционала.

4.11.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОБОЛОЧЕК, 

СОВЕРШАЮЩИХ СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

Исследование вопросов оптимизации частотных характери­
стик оболочек в отличие от аналогичных задач для балок, стерж­
ней и пластинок было начато сравнительно недавно. Это объ­
ясняется более сложным видом определяющих уравнений и труд­
ностями, возникающими при численной реализации таких опти­
мальных задач. Первые результаты в этой области получены для 
наиболее простых моделей [2, 92, 213].

Рассмотрим в системе координат х , у, z осесимметрич­
ную пологую оболочку, закрепленную в плоскости ху  вдоль 
окружности х2 4- у2 =  В 2 и совершающую свободные колебания с 
частотой о)п. Оболочка имеет постоянную толщину а. Будем рас­
сматривать два возможных способа закрепления краев оболоч­
ки — шарнирное опирание и жесткую заделку. Через 2?, р и v 
обозначим модуль Юнга, плотность и коэффициент Пуассона. 
Положение точки срединной поверхности оболочки вращения за­
дается функцией z =  /(г), где г =  Ух2 +  у2 — полярный радиус, 
причел! /(/?) =  0. Наклон образующей оболочки к плоскости осно­
вания ху  определяется величиной A =  d/(r)/dr, которую будем 
рассматривать как переменную проектирования. Средиппая по­
верхность рассматриваемой оболочки имеет заданную площадь S. 
Обозпачим через ип(г) и фп(г) амплитудные функции прогибов 
и напряжений. Введем следующие безразмерные переменные 
и обозначения:

г' =  г/Д, а' =  а/У 1 2 (1 - v 2) , b4 =  4 (S  — nR 2) / (я (а ' ) 2) ,
у =  2?а3/( 12(1 — V2) ) ,  z' =  z/a\ (ип) '  =  ип!а\

(срп)' =  фП/Y, (со',)2 =  cünY/(pa/?4), h' =  df'fdx.

В последующих выкладках штрихи опускаем; Параметр Ъ харак­
теризует площадь поверхности оболочки. Условие постоянства



площади средиппой поверхности может быть записано в виде [213] 
1

J  h2r dr =  Ь4. (11 .1)
о
Оптимизационная задача заключается в отыскаипп распреде­

ления переменной проектирования Л (г), максимизирующего соб­
ственную частоту со п. при условии ( 1 1 .1 ).

Для собственной формы колебаний ип(х) примем следующее 
условие нормировки:

1
| (и ")*г< 1г= 1. (11.2)
О

Следуя работам [167, 185], получим для определения собственных 
функций и11 и фп следующие уравнения [213]:

г т п 1 / с 1 (Рп  п2 n\ 1 7 d2q>n , 2 n /л л о\L nL nu» =  -  —  ( - ¡ г  ~  —  9 nJ фГ -  —  k  - J r  +  <*nun, (11.3)

(11.4)

где п =  0, 1, 2, . . а дифференциальный оператор L n имеет вид

L 11
__1__d_

dr2 +  г dr

оn“
7"r “

Применяя принцип Рэлея, с учетом условия (11.2) получим сле­
дующее представление для квадрата собственной частоты:

- 1 К “")5- м т - ■ ! - ( * £ -  £ ф-).»*£ -

+  Т -Т 7  (“Г  'С') *« ’ ] г 4- +  (1 +  ») [ ( ^ ) ‘ -

-  э г  +  (” ■- ‘ > [ ( т г ) 1 , -  <и -5>

Здесь предполагается, что край оболочки ( г = 1 )  либо шарнирно 
оперт, либо жестко заделан, так что радиальные и тангенциаль­
ные смещения краев отсутствуют.

Расширенный функционал Лагранжа с учетом возможности 
появления кратных частот, т. е. случая, когда сол =  сот , имеет вид

J 1 =  (О2 — 8 ( (0П

п (unf  г di’ — (ит )2 г dr— 1) (11.6)



Здесь е, X, Хпу Цт — подлежащие определению константы. В слу­
чае простого (пе кратного) собственного значения в соотношении
(11.6) следует положить 8 = 0 ,  р,т =  0. Необходимое условие оп­
тимальности записывается в форме

Я Л (г ) - (  1 -  г ) Ф п(г) +  еФт (г), (11.7)

где X — постоянный множитель Лагранжа и

Ф” (*) =  ^  

фт  (Х) =

_с[_ 
с! г

(|г

г V аг г ^ ; с1г ?
(1фт  
(I г

А
)  с! г •

Решение рассматриваемой задачи оптимизации строилось чис­
ленно методом последовательных приближений [213]. В  качестве 
начального приближения выбиралась сферическая форма оболоч­
ки. На каждом шаге итерационного алгоритма определялись 
улучшающие поправки к распределению переменной проектиро­
вания к  (г), известному с предыдущего шага, и для вычислен­
ного нового распределения к  (г) методом Руиге — Кутта с пере­
менным шагом строилось решение уравнений (11.3), (11.4) при 
заданных граничных условиях и определялись собственные зна­
чения <*>* и соответствующие формы ип{г) и срп(г). При опре­
делении улучшающих поправок к распределению переменной 
проектирования существенно использовалось условие оптималь­
ности (11.7).

В случае, если собственная частота оэп не является кратной, 
в условии оптимальности (11.7) следует положить 8 =  0. Вводя 
фупкцию /г(г) =  а п(г)/Х и поставив ее в условие (11.1) вместо 
й (г), определим величину X2, причем знак X следует выбрать та­
ким образом, чтобы зпачеиия функции к (г) лежали выше плос­
кости ху. Пусть /&,•(?*) — распределение переменной проектирова­
ния, известное па ¿-м шаге итерационного алгоритма. Тогда сле­
дующее приближение кц.\(г) может быть построено на основе 
соотношения

/г,-+1 (;•) =  х[Мг) + т£(г)], (1 1 .8)
где т >  0 — параметр, обеспечивающий сходимость процесса, а 
константа х выбирается из условия, что к {+\(г) удовлетворяет 
соотношению ( 1 1 .1 ).

Если собственная частота оказалась кратной (соп =  под­
ставим в условие (11.7) й (г )= А (г ) и затем, подставляя к(г)  из 
формулы (11.7) в условие (11.1), получим уравнение с двумя 
неизвестными X и е. Второе уравнение получим, приравнивая 
правую часть (11.5) (где подставлено к(г) =  к (г )) правой части 
аналогичной формулы для ос4. Величины ип(г), <рп(г), ит(г) 
и,<рте(г) считаем известными (вычисленными для ¿-го приближе­
ния кг (г )) .  Полученная таким образом система двух уравнений



Рис. 4.24

для определения двух неизвестных X п е (0 < е  <  1 ) может быть 
разрешена, и для определения hi^\(r) можно воспользоваться, 
как п в первом случае, формулой ( 1 1 .8).

На рис. 4.24 кривыми Í , 2 показаны оптимальные формы для 
образующей тариф но опертой оболочки вращения при значени­
ях Ь =  У10 и Ъ =  7 соответственно. Оптимальные формы для 
жестко заделанной оболочки при Ь =  4 (кривая 1) и Ь =  10 (кри­
вая 2) изображены на рис. 4.25. При расчетах полагалось v =  1/3, 
п =  0. Отметим, что пз всех рассмотренных четырех примеров 
только в случае шарнирного опирания оболочки при 6 =  V10 
собственная частота соо не была кратной. В остальных случаях 
соо совпадала с coi. Проведенная оптимизация позволила увели­
чить собственную частоту по сравнению с частотой колебаний 
сферической оболочки в случае жесткой заделки края на 21 % 
для Ъ =  4 и на 42% для Ъ =  7.

Отметим, что в более общем случае непологой тонкой упругой 
оболочки вращепия в задаче максимизации основной собствен­
ной частоты поперечных колебаний при заданном весе оптими­
зация осуществлялась за счет выбора формы срединной поверх­
ности *. Решение задачи строилось численно с помощью метода 
конечных элементов.

4.12.
ОПТИМИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 

КОЛЕБАНИЙ ПЛАСТИНОК В ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Для современных приложений теории оптимального проекти­
рования является характерным требование учета сложного 
взаимодействия конструкции с внешней средой. В ряде случаев 
воздействие среды на колеблющуюся конструкцию может быть

1 Эта задача рассматривалась в диссертационной работе М. О. Арабян.



оценено с применением классической модели идеальной жид­
кости. Соответствующая динамическая задача гидроупругости 
о совместных колебаниях упругого тела и жидкости решается 
точпо только в отдельных частных случаях, для которых реакция 
жидкости определяется в замкнутом виде на основе внешней 
гидродинамической задачи. Так, определение воздействия жидко­
сти в замкнутом виде и сведение смешанной краевой задачи 
гидроупругости к решению существенно более простой задачи 
для иптегродиффереициальиого уравнения возможно при рас­
смотрении свободных колебаний длинных прямоугольных пла­
стинок в идеальной жидкости. Для указанного случая решение 
задач оптимального проектирования получено в £16} (см. так­
же [8]).

Пусть длинная прямоугольная пластинка шарнирно закреп­
лена вдоль длинных краев, которые параллельны оси у

Рис. 4.26

(рис. 4.26). Будем предполагать, что толщина пластинки не ме­
няется в направлении у, т. е. /г =  А(я), и все рассмотрения про­
ведем в плоскости яг, так как производные по у от искомых 
функций равны нулю. Площадь сечения пластинки плоскостью 
хг  обозначим через Б и будем считать заданной величиной.

Обозначая через ю =  ю(х, у) функцию прогибов пластинки, 
а через <р =  <р (х, я, ¿) — потенциал скоростей движения жидко­
сти, запишем уравнения колебаний пластинки и граничные ус­
ловия

(12.1)

Фигурирующие в ( 12.1 ) величины рр, р/, И означают плот­
ности пластинки, жидкости и изгибную жесткость. Верхними 
знаками +  и — обозначены значения величин соответственно 
для верхнего и нижнего берегов разреза — I ^  х ^  /, у — 0, т. е. 
(Зф/д£)+ =  (дф/дг(#, 0, £ ))+ и (<9ф/дг)_ =  (д(р/д1(х, 0, £ ))”. Внеш­
няя гидродинамическая задача определения потенциала ф заклю­
чается в интегрировании уравнения Лапласа с граничными ус­
ловиями (Зф/Зя) * =  ди?/дЬ (—1 <  х  <  /, у =  0), полученными путем 
сноса на ось х  краевых условий непротекания жидкости через 
поверхности пластинки. При этом используются предположения 
о малости прогибов ю и толщип /г, гладкости к  (#), а также 
о безотрывности движений жидкости и пластипки.



Решение связанной задачи гидроупругости можно искать 
в виде

переходя для удобства к безразмерным переменным и обозначе­
ниям:

Штрихи у безразмерных переменных в дальнейшем опускаем. 
В новых переменных закрепленным концам пластинки в плоско­
сти соответствуют точки (х =  — 1, 2 =  0 ), ( я = 1 ,  2 =  0 ). Под­
становка ( 12 .2), (12.3) в (12.1) приводит к следующим соотно­
шениям:

Реакция жидкости на пластинку, определяемая членом 
р(Ф + —Ф "), найдена в [16] пз решения внешней гидродинамиче­
ской задачи и пме£т вид

Подставляя в (12.4) выражение (12.6) для разности гидродина­
мических потенциалов, имеем

Для заданного распределения толщин пластинки к (х )  реше­
ние однородной задачи на собственные значения для интегродиф- 
фереицнального уравнения (12.7) с граничными условиями
(12.5) позволяет определить собственные функции и(х)  и соот­
ветствующие им собственные числа. Рэлеевское выражение для 
квадратов частот собственных колебаний, получаемое из усло­
вия (и , £н) =  0, запишем следующим образом:

V) =  еш и (я ) , ср =  кое^'Ф (х, а ) , (12.2)

х' =  х/1, г' =  г/1, и' =  и/1, Ф ' =  Ф/12,
к '  =  (со2) '  =  12рр26(1 - V2) ^ / Б 2Е ,  р =  р ,1 У рР5.

.112-3)

(12.5)

(12.4)

1
р (Ф + - Ф ~ )  =  - р  [ # ( ! , * ) и (£)<!£,

— 1— 1
(12.6)

<02(А) =  /(/1, и) = J 1 (Н, и)

2 V1’ тР ^ з (и) 1

— 1 —1 
1

(12.8)

^  =  | К  (|, х) и (|) и (х) <1| <1х.



Рэлеевское отношение (12.8) является функционалом от к(х)  
и и(х) .  Следовательно, и фундаментальная частота соо, опреде­
ляемая из вариационного принципа Рэлея

со̂ (Д) =  1т п и/(/г, и), (12.9)
и ( - 1 ) = и ( 1 ) = 0 ,  (12.10)

зависит от к (х).  Краевым условиям }ьг&2а/йх2 =  0, выставленным 
при # =  ± 1 , удовлетворять заранее не требуется, так как эти ус­
ловия являются «естественными» для функционала (12.8) и ис­
комая экстремаль этого функционала, найдепная из (12.9),
(12.10), будет автоматически удовлетворять условиям

к г (&2и!&х2) =  0 в точках х =  — 1 и я =  1. Функция и{х) ,  реали­
зующая данный минимум, соответствует минимальному собствен­
ному значению задачи (12.5), (12.7). Уравнение Эйлера для 
функции и(х)  и вариационной задаче (12.9), (12.10) совпадает 
с уравнением (12.7).

На множестве непрерывных функций 1г(х) рассмотрим сле­
дующую оптимизационную задачу. Требуется определить функ­
цию к (х ) ,  максимизирующую минимальное собственное значение

(Оо* =  т а х лсОо(/г) =  тах/, т\пи 1 ( к ,  и) (12.11)

и удовлетворяющую условию постоянства объема 
1

(12.12)
— 1

Минимизация по и в (12.11) проводится на множестве глад­
ких функций, удовлетворяющих условиям (12.10). Задача опти­
мизации (12.11), (12.12) является однопараметрпческой с пара­
метром р=р//2/рР£. При р =  0 (случай отсутствия жидкости) 
приходим к классической задаче оптимизации фундаментальной 
частоты колебаний упругих пластинок в вакууме.

Данная задача (12.11), (12.12) относится к числу самосопря­
женных задач оптимизации, не требующих при выводе условий 
оптимальности и отыскании экстремалей введения сопряженных 
переменных. Необходимое условие оптимальности получается не­
посредственно при помощи варьирования (12.8) по к  и учета 
изопериметрического условия (12.12). Обозначая через с2 мно­
житель Лагранжа, отвечающий изопериметрпческому ограниче­
нию (12.12), приходим к следующему условию оптимальности:

Зк2(&2и/д.х2) 2 — со 2и2 — с2, (12.13)

служащему для отыскания распределений толщин в пластинке.
Ниже отдельно приведем решения задач оптимизации для 

сплошных и трехслойиых пластин. В случае трехслойиых пла­
стин кг в первом члене уравнения (12.7) и в выражении (12.8) 
для 1\ заменяется на к.

Отыскание оптимальных распределений толщин сплошных 
пластинок проводилось численно с применением алгоритма по-



следователыюй оптимизации [8]. Для отыскания вариации рас­
пределения толщин применялись формулы (см. [8, 9])

б/г

Л*+1 =  Л* +  8Л, ех =  1, « =  У (5 и/̂ г2)1 / 1 т-1 ¿ Л к ,  и) — р/ , (и)

(12.14)

(12.15)

Подбирая достаточно малое положительное число т и вычис­
ляя по формулам (12.14), (12.15) повое распределение толщин, 
можно добиться возрастания оптимизируемого функционала 
и выполнения изопериметрического условия (см. разд. 2 .3), т. е.

1 1
6 (0 20 =  ] еЬк &х >  О, J  6к &х =  0.

—1 —1

При отыскании прогибов, которое осуществлялось методом 
локальпых вариаций, учитывалась симметрия задачи относитель­
но точки я =  0, и расчеты велись на отрезке — 1 5̂ я 5̂ 0, кото­
рый разбивался па 30 равных ячеек. Для аппроксимации инте­
гралов /1, /2, /з использовался метод трапеций.

Расчеты проводились при р =  0; 2п/10; п =  0, 1, 2, . . . ,  7. Для 
каждого из укатанных значений р в качестве начального прибли­
жения для к  выбирали постоянное распределение толщин 
к(х) =  1/2 и на первом этапе распределение прогибов и значе­
ние квадрата частоты о ,̂ соответствующее постоянному распре­
делению толщин.

На рис. 4.27 показаны зависимости' квадрата частоты ©о 
от р для оптимальных пластин (кривая 1) и для пластин по­
стоянной толщины (кривая 2).

В [16] показано, что как для неоптимальных пластинок, так 
и для пластинок с оптимальным распределением толщин спра­
ведливы соотношения вида

<ч2» =
<1р

(и)
V (к, и) +  р/, (и) < 1 (12.16)

Неравенство (12.16), в частности, показывает, что максимум оп­
тимизируемого функционала (фундаментальной частоты) являет­
ся монотонно убывающей функцией параметра р.

Заметим, что если для заданного значения параметра р =  р1 
решение оптимизационной задачи найдено, т. е. определены ве­
личина максимизируемого функционала (<йо*)г и функции и\ 
к\ то для приближенного отыскания максимального значения 
фундаментальной частоты, отвечающей близкому значению пара­
метра р =  р2, можно пользоваться формулой

( Р а - Р х К И
/2 (Л\ и1) + Р 1-/3 (и1) 4 ’

вытекающей из (12.16) .



Рис. 4.27
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На рис. 4.28 показано оп­
тимальное распределение тол­
щины для р =  1,6. Функция 
h(x)  достигает максимума при 
х =  0 и стремится к нулю при 
стремлении х  к ± 1 , т. е. при 
приближении к шарнирно за­
крепленным концам пластинки. 
Пупктирной линией показано 
начальное приближение для 
функции толщин.

Заметим, что при р =  0 выигрыш для «о составляет 23,6 %, 
а при р =  1,6 — 38 %.

Обсудим кратко некоторые результаты, относящиеся к задаче 
отыскания оптимальных распределений толщин h(x)  впешних 
несущих слоев трехслойиых пластинок. Через hd обозначим рас­
стояние между несущими слоями (ftd =  const). Вводя в рассматри­
ваемом случае безразмерную частоту со' (штрих в дальнейшем 
опускаем):

со = (12.17)

запишем основные соотношения задачи: уравнение колебаний, 
граничные условия и условия оптимальности

i !
dx*

и ( -  1) =  и(1) =  О,

=  С2 ( б 2 0 )  •

(12.18)

(12.19)

(12.20)

(12.21)

Рассмотрим предельный случай р =  р^2/рР£  00, соответст­
вующий топким пластинкам или жидкости большой плотности.



Уравнение (12.18) п условие оптимальности ( 12.21) запишутся 
в виде

г

£ >  ( Л ё )  =  0)2 I К  &  ®  С  (12-22)

(сРв/Лс2) 2 - « *  (12.23)

Учитывая симметрию задачи относительно точки х  =  0, будем ра­
зыскивать решение па интервале [—1 , 0], выставив в точке а: =  0 
следующие граничные условия:

(&и/йх)^о =  0, (12.24)
(Ак/Ах)х̂ о =  0. (12.25)

Отметим особенность рассмотренной задачи, заключающуюся 
в том, что условие оптимальности (12.23) не зависит явно от 1г. 
Это обстоятельство позволяет искать решение задачи следующим 
образом. Рассматривая соотношения (12.19), (12.23), (12.24), 
определяем с точностью до множителя с функцию и(х)=* 
=  с (х 2— 1) /2, соответствующую оптимальной пластинке. Под­
ставляя затем найденную функцию и(х)  в уравнение ( 12.22) и 
граничные условия (12.20), (12.25) и решая это уравнение от­
носительно А при указанных граиичпых условиях, находим опти­
мальное распределение толщин

Л =  НГ 1 1  I К &  0  &  ~  1} ¿6 ¿5 ¿Л- (12.26)
-1  0 —1

Использование найденного распределения (12.26) оптимальных 
толщин к (х )  и изопериметрического условия 

о
¡ к й х = ±

— 1
приводит к следующему значению для квадрата фундаменталь­
ной частоты: ©о* =  1,121. График оптимального распределения тол­
щин показан иа рис. 4.29. В заключение отметим, что вопросы 
обоснования постановки задач и применяемых методов обсужда­
лись в [8].



ПРОБЛЕМЫ ДИНАМИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ, 
ДОПУСКАЮЩИЕ 

ИСКЛЮЧЕНИЕ ВРЕМЕНИ

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ КОНСТРУКЦИЙ 
ПРИ ВЫ НУЖ ДЕННЫ Х ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ 

И ВЫ ВОД НЕОБХОДИМЫХ УСЛОВИЙ ЭКСТРЕМУМА

Среди проблем динамической оптимизации в виде особого клас­
са можно выделить задачи оптимального проектирования конструк­
ций, совершающих вынужденные установившиеся колебания под 
действием гармонических нагрузок. Данный вид нагружения об­
условливает ряд существенных упрощений при анализе поведе­
ния конструкции и позволяет провести аналогии с решепием не­
которых статических задач оптимизации.

Исследование поведения упругих тонкостенных конструкций 
при вынужденных гармопнческих колебаниях основывается на 
представлении векторов перемещений л у ( х , ¿) и внешних воздей­
ствий д(я, ¿) в виде

и сводится к определению амплитудной вектор-функции и(я) =  
=  (м1(я), . . . ,  ит(х))  в области £2 изменения пространственных 
переменных х  из решения следующей краевой задачи для систе­
мы дифференциальных уравнений:

Здесь С и М — матричные дифференциальные операторы, харак­
теризующие соответственно жесткостные и инерционные свойства 
конструкции; ТУ — линейный дифференциальный оператор гра­
ничных условий; (Цх) =  ((?\(х), . . . ,  ()т(х))  — амплитудная век- 
тор-функция внешних воздействий; со — частота вынужденных ко­
лебаний; ¿ — время; Г — граница области Й. Коэффициенты диф­
ференциальных операторов С и М зависят от переменной проек­
тирования /г (я), т. е.

Для тонкостенпых конструкций минимизируемый функционал 
и интегральные ограничения могут быть представлены в виде

5.1.

л у ( я , ¿)== п ( х ) е ш , д(я, ¿ ) = ( £ ( я ) е * “ * ( 1 .1 )

Си — ю2Д/и =  Ц, 
(М 1)г =  0.

(1.2)
(1.3)

С =  С(/г), М =  М {к ) .

(1.4)
&



(1.5)Jг  =  {  и (К и) с1Й <  Си ?• =  1, . . .»  Г,

Наложенные на конструкцию локальные ограничения вида
тах« |&-(А(я), и (я ))| ^ С ,, / =  г + 1 , ...»  5, ( 1 .6)

могут быть приближенно заменены интегральными ограничения­
ми [8]

// =  | / л л ,п ) а а < ^ ,  (1.7)
ь

где /¿ =  (1/тез£2) 1&|р и р — достаточно большое число. Пере­
менная проектирования удовлетворяет неравенствам

( 1.8 )
Здесь С{ ( ¿ = 1 ,  2, . . . ,  5), Ат1п, Атах — заданные константы.

Будем предполагать, что удовлетворение ограничений (1.8) 
осуществляется за счет введения вспомогательных функций (пе­
ременных проектирования), т. е. за счет применения приемов 
Валентайна или аналогичных ему способов. Учитывая это об­
стоятельство, исключим ограничения ( 1 .8) на максимальное п 
минимальное допустимые значения переменной проектирования 
из дальнейших рассмотрений.

В основу процесса минимизации функционала (1.4) при огра­
ничениях (1 .5), (1.7) положим построение улучшающих вариа­
ций 6А переменной проектирования. Краевая задача (1 .2), (1.3)
в вариациях примет вид

Сби — со2Л/би +  6Л (Си) — о)26Л(Л/и) =  0, (1.9)
(ЛГ6и )г =  0, ( 1 .10)

где би — вариация амплитудной вектор-функции, а символ бЛ оз­
начает вариацию величины только при изменении А. Ва­
риации фупкционалов 6/, 6Л, 6/,- запишутся в виде

6/ =  ]*!£. 6/мЮ, (1 .11)

б/< =  I ( з г  би + Ж Ьк)  * =  *- • • • - г* (1-12)
ь 4

/ =  Г +  1 , . . . , А  (1.13)
12 '

Для получения выражения, связывающего вариации 6 /  и 6А, 
введем сопряженную вектор-функцию у (я ). Умножая скалярно 
левую часть уравнения в вариациях (1.9) па вектор-функцию 
у (я) и интегрируя полученное выражение, будем иметь

]* V [Сби — со2 М 8 и +  6л (Си) — (о2 8/1 (Ми)] с1Й =
Й

=  | би [С*у — о)2М *у] (1£2 +  ( 6А [Вс (у , и) — со2Вм  (уг и)] <1Й,
Й 12

(1.14)



где В с (\, и), В М (у, и) — билинейные формы по V и и, а символ * 
означает сопряжение. Часть контурных членов, возникающих 
при интегрировании по частям, обращается в нуль в силу соот­
ношения (1.10), являющегося следствием граничного условия 
(1.3). Остальные члены положим равными нулю за счет нало­
жения на функцию у (я ) граничных условий

(дг*у)г =  0. (1.15)

Заменяя неравенства (1.5), (1.7) при помощи введения вспомо­
гательных параметров ( ¿ = 1 ,  . . . ,  $) по формулам

Р '{= С { — /г, I (1.16)

ограничениями типа равенств, придем к выражению для вариа­
ции б/ в виде

б/ =  [ Л (Л, и, V) б/г ЙЙ+ | С* V — со2М *у

+ 2 * , ^ |биай+22  адр*
1=1 J  <=1

(1.17)

Здесь л, — мпожитель: Лагранжа, и введено обозначение 

А (к, и, V) =  В с (у и) — (у, и) +  ^  +  2  ^  Ж '
2=1

Определим сопряженную переменную как решепие краевой 
Задачи для дифференциального уравнения

VI д/.
С*и -  ог М * у +  2  ^  =  °  (1-18)

г=1
с граничными условиями (1.15). Множители Лагранжа А* и вспо­
могательные параметры [},■ подчиним дополнительным условиям

А^ =  0, ¿ = 1 ,  . . , 5. (1.19)

Теперь основная формула анализа чувствительности, связываю­
щая вариацию оптимизируемого функционала с перемепной про­
ектирования, может быть представлепа в виде

6/ =  С А (к, и, V) 8й ай. (1.20)
а

Необходимое условие оптимальности с учетом произвольности б& 
запишется следующим образом:

А(к,  и, V)  =  0. (1.21)

Формулы вида (1.20) лежат в основе метода последователь­
ной оптимизации [8], позволяющего осуществлять моиотопное



уменьшение функционала качества при удовлетворении ограни­
чениям задачи проектирования. Выражение для 6Л, обеспечиваю­
щее неположительность б/, имеет вид б/г =  —тЛ, где т >  0 — ма­
лое число. Этим же свойством обладают выражения 6Л =  —тЛа 
(а  — целые нечетные числа).

Для реализации процесса варьирования переменпой проекти­
рования с использованием указанной формулы для 8к требуется 
решение краевых задач (1 .2), (1.3) и (1.18), (1.15) с целью оты­
скания и и у и определение множителей Лагранжа ( 1 =  1,
. . . ,  $) из условий (1 .5), (1 .7).

Отметим, что в работах [155, 191, 211], посвященных проек­
тированию одномерных конструкций, для получения необходи­
мых условий оптимальности и решения коикретпых задач суще­
ственно использовалось предположение, что частота вынужден­
ных колебаний не превышает значения первой собственной ча­
стоты. Методика, описанная в настоящем разделе (см. также 
[53, 99, 100, 231]), не требует наложения ограничений на частоты 
внешних воздействий и позволяет получить условия оптималь­
ности в случае произвольной нерезоиансиой частоты со. Необхо­
димо отметить также то обстоятельство, что если в уравнении
(1.12) и во всех дальнейших выкладках положить — со2 =  с и за­
менить оператор М  на оператор М =  Л//А, то от рассматриваемой 
задачи оптимизации конструкций, совершающих установившиеся 
колебания под действием гармонических нагрузок, можно перей­
ти к задачам оптимального проектирования конструкций, взаи­
модействующих с упругим винклеровским основанием (в общем 
случае коэффициент жесткости основания с является перемен­
ным, т. е. с =  с ( х ) ) .  Учитывая это, для решения динамических 
задач в рассматриваемом случае можно пользоваться разработан­
ными ранее методиками оптимизации конструкций, взаимодейст­
вующих с упругим основанием и нагруженных статическими 
силами.

В качестве примера рассмотрим самосопряженную задачу ми­
нимизации объема тонкостенной конструкции при ограничении 
на амплитудное значение работы прикладываемых сил (на ин­
тегральную жесткость). Краевая задача для отыскания ампли­
тудной функции прогибов и(х)  имеет вид (1 .2), (1.3). Миними­
зируется функционал объема

/ =  1£2
О

при ограничении по жесткости

о



с учетом самосопряженности основных операторов С, М п N при­
мет вид

Cv-( i>2Mv =  - X lQ (1.22)

с граничным условием
(Nv)r  =  0. (1.23)

Видно, что краевая задача (1.22), (1.23) совпадает с краевой 
задачей (1 .2), (1.3) для определения функции прогибов и(х)  с 
точностью до множителя — Х\ в правой части уравнения (1.22). 
Из сравнения этих задач вытекает, что

v(x)  =  — Xiu(x).

Если па перемепиую проектирования h(x)  не наложено допол­
нительных требований, то условие оптимальности (1.21) сводит­
ся к равенству

В с (и, и) — (о2В м (и, и) =  const,

означающему, что для оптимальной конструкции, рассчитывае­
мой на гармонические воздействия и установившиеся режимы 
колебаний, разпость между распределениями потенциальной и 
кинетической энергии постоянна по конструкции.

5.2.
ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТЕРЖНЕЙ И БАЛОК 

ПРИ ВЫНУЖ ДЕННЫ Х 
ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ

Задачам проектирования одномерных конструкций (стержней 
и балок), совершающих установившиеся гармонические продоль­
ные и поперечные колебания, посвящено значительное число 
публикаций [53, 99, 100, 120, 155, 168, 171, 172, 191, 211, 231J. 
В этих работах на основе различных подходов решаются задачи 
оптимизации таких характеристик конструкций, как вес, подат­
ливость, жесткость, работа внешних сил. При этом используются 
дискретные и континуальные модели. В [170, 191, 211] был сфор­
мулирован и доказан вариационный принцип, согласно которому 
решение краевых задач для определения амплитудных функций 
состояния конструкций, совершающих установившиеся вынужден­
ные гармонические колебания, эквивалентно минимизации неко­
торого квадратичного функционала при соответствующих гранич­
ных условиях. Данный принцип использовался в [170, 191, 211] 
при решенпи ряда конкретных оптимальных задач. Однако при 
этом существенным было условие, что частота вынужденных ко­
лебаний не превосходит первую собственную частоту. Вопрос 
обобщения этого вариационного принципа на случай произволь­
ной перезоиансиой частоты вынужденных колебаний подробно 
рассматривался в разд. 1.8.



Задачи оптимального проектирования стержней и балок, со­
вершающих вынужденные гармонические колебания, исследова­
лись в работах [99, 100, 231]. При этом получение необходимых 
условий оптимальности основывалось на введении переменных 
множителей Лагранжа (сопряженных переменных) и носило бо­
лее общий характер, чем в работах [155, 191, 211], где при выво­
де необходимых условий оптимальности накладывались дополни­
тельные ограничения на частоты возмущающих воздействий.

Следуя работе [100], рассмотрим консольный стержень пере­
менного поперечного сечения, жестко заделанный па левом кон­
це (в точке # =  0 ). На правом конце (z =  Z) к стержню прило­
жена действующая вдоль оси стержня гармоническая нагрузка 
Qsincüt,  где со — заданная частота, () — заданная амплитуда воз­
действия. Уравнение, описывающее установившиеся вынужден­
ные продольные колебания стержня, и граничные условия запи­
сываются в виде

е [£ ' , Е - ]  +  Р“ ’'1“ “ 0 ' <2 ‘ >

и ( 0 ) =  0, (Eh da/dx)x=l =  <?. (2.2)

Здесь и(х) ,  h (ж) — соответственно амплитудная функция продоль­
ных смещений и площадь поперечпого сечепня стержня, прини­
маемая в качестве переменной проектирования. Через Е  и р обо­
значены модуль упругости и плотность материала стержня. 
Уравнение (2.1) может быть переписано в эквивалентной форме

Г  (S) + (1'“ + Ö-)/(e H ’ <23>

где %2 =  рсо 2/Е.
Будем минимизировать функционал объема стержня 

i
J  =   ̂h ( x ) d x  (2.4)

о

за счет выбора оптимального распределения h(x)  при условия 
на прочность

1ф1<1. (2.5)

Здесь а|) =  о/ о  о, где Оо — заданное допустимое напряжение а =  
=  E(du /dx) .

Условие (2.5) может быть удовлетворено при помощи введе­
ния вспомогательной функции <р по формуле

sinq> =  i|> =  A g .  (2.6)



Расширенный функционал Лагранжа записывается в виде [100]
I

где через щ щ (.г) н 1>2 =  У2(я) обозначены переменные множи­
тели Лагранжа (сопряженные переменные).

Варьирование функционала (2.7) приводит к необходимым 
условиям оптимальности [100]

(2,8)

=  0,

(2.9)

(2.10)

Из условии трансверсальности имеем
(!;,//*)*=о =  0. (2.11)
С помощью соотношений (2.8) — (2.11) находятся два реше­

ния оптимизационной задачи [100]. Для первого решения опти­
мальное распределение 1г(х) имеет вид

А (х) =  А (/) (ей ()Л) /ей (Ьх)) 2 (2.12)

и доставляет функционалу (2.4) значение
Л =  (?*Ъ(Х1)с]\(Х1)/(ооХ). (2.13)

Для второго решения переменная проектирования дается выра­
жением

/г(.г) =  /г(/)ехр [(Х2/2) (I2 — х2)]. (2.14)

При этом минимальное значение функционала /, вычисленное но 
формуле

(2.15)

оказывается меньше, чем соответствующая величина, определяе­
мая с помощью формулы (2.13). Следовательно, распределение 
площадей поперечных сечении (2.14) является оптимальным.

В работе [99] с использованием описанного подхода были най­
дены необходимые условия оптимальности в задаче минимизации
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объема балки, совершающей установившиеся вынужденные по­
перечные колебания. Отметим, что в [99, 100] делается вывод о 
том, что в зарезопансных областях (когда частота приложенной 
гармонической нагрузки превышает фундаментальную частоту 
свободных колебаний) оптимальная балка (стержпь) будет иметь 
участки постоянного поперечного сечения.

В случае когда частота вынужденных гармонических колеба­
ний является малой величиной, для исследования оптимальных 
задач можно воспользоваться методами теории возмущений п по­
лучить приближенное аналитическое решение.

Рассмотрим в качестве примера задачу отыскания оптималь­
ного распределения толщин упругой балки минимального объема, 
опертой в точках х  =  ±1  и пагруженной гармонически изменяю­
щейся во времени силой @ в центре пролета [53]. Длипа балки 
равна 21. Обозначая через Ь постоянную ширину прямоугольного 
поперечного сечения и через к =  к  (#) его переданную высоту, 
запишем уравнение колебаний балки в виде

¿ ( “  - « • ( * ) (2.16)

с граничными условиями
/ , ,\ л / ЕЫъ3 (12г* \ п

(  .2 а « > ) „ ± Г
(2.17)

Здесь и =  и(х) — амплитудная функция прогибов; Е , р, со — со­
ответственно модуль Юнга, плотность материала балки и часто­
та прикладываемых гармонических воздействий. Символом 8(х)  
обозначается обобщенная б-фуикция Дирака.

Минимизируется объем балки
I

/ =  Ъ | М х  (2.18)

при ограничении на жесткость
]\ =  @н(0) =  С1, (2.19)

где С\ — заданная константа. Условие жесткости (2.19) означает 
задание величины прогиба и(0) =  с1 (с1 =  С\/(2) в точке приложе­
ния силы. Условие оптимальпости распределения толщин имеет 
вид

к2 62и
(1аГ

(2 .20)

Здесь X — множитель Лаграпжа. В предположении, что частота 
колебаний со является малой величиной, запишем со2 =  есо2, где 
е > 0  — малый параметр. Представим величины к (х ) ,  и ( х ), X, 1 
в виде рядов по малому параметру. Оставляя в разложениях



только по два первых члена, запишем 
Л (я) =  ко (х) +  гк\ (х ) , 
и (х) =  и0(х) +  ги\(х),
Я =  Ко +  еА,1,
/ =  /0+8/!.

( 2.21)

Величины ко(х),  к\(х), ио(х),  и\(х),  Яо, Яь /о, 1\ ие зависят от 
параметра е. Первые члены разложений (2.21) ко(х),  ио(я), Яо, 
/о являются решением оптимизационной задачи при е =  0, т. е. 
в статическом случае (о  =  0).

Учитывая симметрию задачи относительно точки я =  0, все 
дальнейшие рассмотрения проведем при Уравнение ко­
лебаний (2.16) перепишется в виде

^  /ЕЪК3 с12ц 
й х 1  ̂ 12 (]д.2 — 0)2р Ыги =  0 (2.22)

с граничными условиями

и (I) =  0, т 3 й2и
12 а*2 :=/

=  0. (2.23)

Минимизируемый фупкционал (2.18) запишем следующим об­
разом:

I
J  =  2Ь § Мх.  (2.24)

о

Ограничение по жесткости (2.19) и условие оптимальности (2.20) 
останутся без изменений.

Получим соотношения, служащие для определения пулевого 
и первого приближений. Подставим ряды (2.21) в соотношения 
оптимизационной задачи (2.22) — (2.24), (2 .19), (2.20). Следую­
щий шаг заключается в разложении этих соотношений по мало­
му параметру е и приведении коэффициентов при одинаковых 
степенях е. Так как эти уравпения должны удовлетворяться для 
произвольных значений е, а последовательность степеней в ли­
нейно независима, то коэффициенты при каждой степени е 
(нулевой и первой) обращаются в нуль независимо. При этом 
получаются уравнения для определения искомых величин к0(х), 
и0(х ), Яо, /о и к\(х), щ ( х ) ,  Я,, А. Эти уравнения будем решать 
последовательно сначала для нулевого, а затем для первого при­
ближения. Нулевое приближение (е =  0 или ю =  0) соответству­
ет статической задаче минимизации веса балки, нагруженной со­
средоточенной силой (? в центре пролета, при ограничении па



величину прогиба при я =  0. Решение этой задачи известно (см. 
[8]) и имеет вид

ho(*) =  l V m (  1 - - г Г
. _  ÎM2 /4 Qb2 Y /3

u0 (x) =  d (  1 — f ) ( 3 - 2 ( l

/  — i i l  1 f  4 Qb2 
J ° ~  3 У  ~ K d ‘

(2.25)

Величины первого прпблпжепия A i(x), u\ ( x ) , l.\, J[ (поправ­
ки к пулсвол1у приближению) определяются из решения крае-

(2.2G)

(2.27)

вой задачи
Ebh\ d2«,

d.r2 V 12 dar

/ dit, \
=  °>/Х—0

( ±
l da: l 12 d *2

( E b l ï l i ^ u .  E b h j h . (1"нп\  _
M Q  =  °. (-Û -0 — ' Н - ^ г ^ т г Ч  = 0 ,dx" d*“ lx=l

i
J 1 =  2b f (U*,

O
t j 4
d?2 M i  ( T T  ) +  71? 1 ^ ' “  1Г  (0°u« =  Xv

(2.28)

(2,29)

Не приводя здесь соответствующих выкладок по интегриро­
ванию уравнении и вычислению констант, укажем лишь оконча­
тельный результат. Поправки к\(х) и /1 имеют вид

Из приведенных формул следует, что величина поправки 
/¿1 (д ;)> 0  па всем интервале 0 < х < 1  и величина /1 >  0. Следо­
вательно, в рассматриваемой задаче для оптимальной балки при 
заданных () и с1 потребуется больше материала, чем в статпче-
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скол! случае, и колеблющаяся с частотой со оптпмальпая Салка 
по всему пролету должна быть толще, чем оптплгальиая балка, 
выдерживающая статическую нагрузку той же интенсивности. 
На рис. 5.1, 5.2 показаны соответственно распределения /гI (̂ г) и 
/го (х) для значений параметров

/ =  0,5 м, <? =  20 Н, #  =  7,1 Ю10 Н/м2, с1 =  2 • 10"3 м,
Ъ =  8 10“3 м, о>о =  1 с " 1, р =  2700 кг/м3.

5.3.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИНОК 

ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ
ПРИ ВЫ НУЖ ДЕННЫ Х ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ

Рассмотрим задачу минимизации объема колеблющейся пла­
стинки переменной толщины h(x,  у),  квадратной в плане [53]

Q; —а/2 ^  х <  а/2, —а/2 ^  у <  а/2

при двух вариантах закрепления краев: свободном оппрапни и 
жесткой заделке. «Здесь Q — область, занимаемая пластинкой; 
а — заданная положительная константа. Распределение ампли­
тудной функции нагрузки по пластинке считается постояппым, 
Q(x , у) =  Qo — const. Ограничения накладываются па распреде­
ления толщин пластинки

hin in i/)^ /̂iiiax (3.1)
и па допустимые величины амплитудной функции прогибов

max | и (х, у) | =  d, (3.2)

где /г,„|„, /г„1ПХ, ¿  — заданные константы (AIllhl ¿ > 0 ) .
Для удобства проведения расчетов введем безразмерные пере­

менные
х =  х/а, г/  =  у/а, и (х, у) =  и(х, у)/а ,
d =  d!Cl, II =  /г//г„,пх, h m i l l  =  / ¿ m l n / Z i m a x ?

/ ¿ m a x  1 .  < ? o  =  1 2 ( 1  —  a x ) >  ^ ~  ( 3 . 3 )

W' -  / 1 2 р ( 1 - V*)/Zf.
" m a x



Здесь через V, Е , р, 0 обозначены коэффициент Пуассона, модуль 
Юнга, плотность материала и частота вынужденных колебаний 
пластшпш соответственно. В новых переменных (штрихи опу­
скаем) запишем уравнение для определения амплитудной функ­
ции прогибов

с граничными условиями в случае шарнирного опирания пла­
стинки

и { ±  1/2, у) — 0, {д2и/дх2)х=± 1/2 =  0,
и (я, ±1/2) =  0, (д2и/ду2) у=± 1/2 =  О

или в случае жесткого защемления 
и (±1/2, у) =  0, (ди/дх)х==± 1/2 =  0,
и(х,  ± 1 / 2 )=  0, (ди/ду)у=±Х/2 =  0.

Минимизируемый функционал объема материала пластинки 
представим следующим образом:

J  =  1 1  к (х, у) йх &у ->  ш1пл. (3.7)
а

Здесь £2 — область, занимаемая пластинкой (£2: —1/2 ^  х  ^ 1/ 2, 
—1/2 ^  у ^  1/2). Ограничения (3.1) па минимальное и макси­
мальное допустимые значения переменной проектирования 
/г(х, у) примут вид

*/)<1. (3.8)

Обозначим через р параметр, введение которого в задачу об­
условлено редукцией от локального ограничения на максималь­
ные зпачения прогибов (3.2) к иптегральпому ограничению

/р =  “ Р

Этот переход осуществлен благодаря близости норм в простанст- 
вах непрерывных функций и функций, интегрируемых с р -й сте­
пенью для достаточно больших р [8]. Для упрощения выкладок 
в (3.9) принимается, что р — четное натуральное число, знак 
модуля у функции и исключается.

Для проведения анализа чувствительности и построения чис­
ленного решения введем в рассмотрение сопряженную перемеп-

(3.5)

(3.6)



ную V(.г, у).  Тогда вариация расширенного функционала Лагран­
жа может быть представлена следующим образом:

6 / ь  =  Г  Г  е л  < Ю  +  Г  Г  Г  Зк2 ( — А  +  +  V —2 Ц
Л  ̂дх2 дх2 ду2 дг/ дх2 дх/

+  V ^  ̂  -1- 2 (1 -  V) _  «*„„] а/г сЮ.
V  дх2 дх ду дх ду I I

+

(3.10)

Сопряженная переменная V (х, у) определяется из решения 
краевой задачи для дифференциального уравнения в частных 
производных

+  (3.11)

с граничными условиями
у(±1/2, у) =  0, (д2и/дх2)х=±и2 =  0,
у (х, ±1/2) =  0, (д2и/ду2) _ ±1/2 =  0,

соответствующими случаю шарнирного опиранпя краев пластин­
ки, или

у (±1/2, у) =  0, (Зу/5аг)*=±1/2 =  0,
у(х, ±1/2) =  0, (ди/ду)у=± 1/2 =  0 (3.13)

в случае их жесткого защемления. Через X в (3.11) обозначен 
множитель Лагранжа.

Последовательное уменьшение объема пластинки осуществля­
лось численно [53]. При построении улучшающих вариаций рас- 
пределеиия толщин применялся метод проектирования градиен­
тов. Выражение для 6А, обеспечивающее неположительность б/, 
может быть записано в виде

б/& =  — тАа (Л, и, и),

а /т \ л I / д 2 ** Л  д2и д2и д2 и д 2иА (А, и, У) =  1 + ЗА- -2  + -5  -2  + V -, -5
1 0 л :  & г  д у  д у  д л :  ду 

. д2и д2и . *  /л \ д2и д2и \ 0

+  ' , 5 7 * ?  +  2(1
(3.14)

где а  — целые нечетные числа; т — достаточно малое положи­
тельное число (шаг по градиенту). Процесс варьирования пере­
менной проектирования будет в этом случае сопряжен с реше­
нием краевых задач (3 .4), (3.5) п (3.11), (3.12) для определения



функции прогибов и сопряженной переменной в случае шарнир­
но-опертой пластинки пли краевых задач (3.4), (3.6) и (3.11),
(3.13) в случае жесткого защемления краев. Множитель Лагран­
жа X нужно определять каждый раз при помощи условия (3.9).

В рассматриваемой задаче для построения улучшающих ва­
риаций применялся прием, позволяющий уменьшать функционал 
объема и «автоматически» удовлетворять условию жесткости
(3.9). Зависимости вариаций функционалов 6/ и б/Р от вариаций 
переменной проектирования 6/г имеют вид

6/ =  1 1  б/г сШ =  (в„ Щ а ,

Q Г Г  Г  Г о /  о ( д ~ и , 02u 0 2v д~и д~ и dl u d 1v , 
б/р =  3/ rh r^ T ^  +  T ^ T ^  +  v T ^ T i  +  v r 2 “  +

* й L ' х̂ l̂J~ ^XJ х̂~ ^  ^  0х

+  2(1 -  ')■£*,Ä )  -  Н № dQ “  <** » > »  (*•«>

Улучшающая вариация переменной проектирования вычисля­
лась по формуле

б/г =  т
1 ' (*V 2

(3.16)

Ограничение (3.8) па минимальное и максимальное допустимые 
значения переменной проектирования учитывалось при помощи 
введения вспомогательной функции ф(#, у), связанной в h ( x , у) 
соотношением

h ( x ,  y) =  ( l  +  Ainl„)/2 +  ( l - ü mln)/2sincp(a;, у ). (3.17)

При любых значениях функции <р переменная проектирования h 
удовлетворяет двусторонним ограничениям (3.8).

Для каждого «текущего» распределения h отыскание соответ­
ствующих распределений функции прогибов и сопряженной пере­
менной выполнялось граднеитпым методом с использованием сле­
дующих вариационных формулировок, эквивалентных краевым 
задачам (3 .4), (3 .5), (3.6) и (3.11), (3 .12), (3 .13):

Я  ['" ( ( S ) + Ш  + + (1 - v) [ Щ )  -
— hoi-u- — 2(?o«J (IQ -*■ min,,, (3.18)

Я  ( ( p ) ‘ + ( $ ) ’ +2'- Ш +2(1-  '> ( & ) ’ ) -
— /kd2i?2 +  2 (u / J p y - 1 v] dQ min» (3.19) 

при соответствующих краевых условиях.



Возможность перехода от краевых задач к вариационным фор­
мулировкам (3.18), (3.19) основывается на вариационном прин­
ципе, сформулированном п доказанном в работах [170, 191, 211] 
для частот вынужденных колебаний, меньших первой собствен­
ной частоты.

Для чнслеппой реализации градиентных процедур минимиза­
ции функционалов (3.18), (3.19) при соответствующих гранич- 
пых условиях область Й разбивалась параллельными прямыми 
х =  (¿ =  0, 1, 2, . . . ) ,  у =  У) (у =  0, 1, 2, . . . )  па квадратные
ячейки со стороной Д. Фупкцпям и (х , у) п и(х , у) ставились 
в соответствие сеточные функции иц, так что иц =  и(х,,  у,-), 
и0 =  и(х{, у; ). Для удобства записи и аппроксимации граничных 
условий вводились еще два внешних вспомогательных слоя то­
чек. Частпые производные д 2и/д:г2, д2и/ду2, д2и/дх ду в узлах сет­
ки аппроксимировались следующими коиечно-разностными соот­
ношениями:

(д2и /д х %  =  (и-1- и} — 2а  ̂  +  щ+и )/Д2,
(д'и/ду'%  =  (ии ^х — 2 и,} +• ии+1)/Д2, (3.20)
(д2и/дхду ) {1  =  (м « -и -1 — 1г*_и +1 — +  и*+и+1)/4Д2.

Частные производные д2а/дх2, д2и/ду2, д2о/дх ду аппроксимирова­
лись соотношениями, аналогичными (3.20).

Расчеты проводились для шариирпо-опертых и жесткозакреп- 
лепиых пластинок при различных параметрах ы, причем в силу 
симметрии задачи рассматривалась лишь одна четверть пластин­
ки. На рис. 5.3, 5.4 показаны найденные в результате расчетов 
распределения толщин к(х,  у) шарнирно-опертой пластинки со­
ответственно для случаев со =  0 (статическое нагружение) и со =  
=  10. Показанные па рис. 5.3, 5.4 распределения отвечают зна­
чениям параметров Д =  0,1; V =  0,3; т =  0,125; ¿  =  0,01; Лт щ =  
=  0,25; (?о =  0,533; р =  100. Из рис. 5.3, 5.4 видно, что эффек­
тивным является расположение материала в углах и центре шар- 
пирно-опертых пластинок. С увеличением частоты со возрастает 
количество материала, необходимого для обеспечения требуемой 
жесткости (объемы показанных пластинок отличаются в 1,20 раза).

Па рис. 5.5, 5.6 приведены полученные в результате расче­
тов распределения тол щи п жесткозащемлепных пластинок соот­
ветственно для случаев со =  0 (статический случай) и со =  15. 
Для показанных распределений 1г(х, у) максимальная допусти­
мая величина прогиба равна ¿  =  0,0046. Значения остальных 
параметров брались теми же, что и для шариприо-опертых пласти­
нок. Для уменьшения объема жесткозащемлепных пластинок 
при обеспечении условий жесткости эффективным оказывается 
расположение материала в центре пластинки и у середин ее 
краев. Объем колеблющейся пластинки превышает объем ста­
тически пагружеппой пластинки в 1,19 раза.



Рпс. 5.3 Рис. 5.4

Рис. 5.5 Рис. 5.6

Метод последовательной оптимизации позволяет добиться сни­
жения объема материала шарпирыо-опертой пластинки при со =  
— 10 па 20,3 % по сравнению с пластинкой постоянной толщины, 
удовлетворяющей тому же ограничению по жесткости. В случае 
жесткозащемленной пластинки для со =  15 относительный выиг­
рыш за счет оптимизации составляет соответственно 36,6 %.

На рис. 5.7 кривыми 1 , 2 показаны зависимости функционала 
объема / от номера улучшающей итерации к в случае шарпир- 
но-опертой пластинки для со =  0 и со =  10 соответственно. На 
рис. 5.8 кривыми 7, 2 представлены аналогичные зависимости при 
<о =  0 и со =  15 для жесткозащемлепной пластинки.



5 А.
ПРИМЕНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ 

В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ КОНСТРУКЦИЙ, 
СОВЕРШАЮЩИХ ВЫ НУЖ ДЕННЫ Е ГАРМОНИЧЕСКИЕ

КОЛЕБАНИЯ

Вынужденные установившиеся колебания тонкостенных кон­
струкций, подверженных действию гармонических нагрузок, опи­
сываются уравнением

[ С (к ) - < * * М (к ) ]и (х ,  */) =  <?(*, у).  (4.1)

Здесь со — частота вынужденных гармонических колебаний; 
и ( х , у) — амплитудная функция (я, у е й ) ;  (?(#, у) — распреде­
ление амплитуд вынужденных сил, действующих по гармониче­
скому закону; С (к) ,  М ( к ) — соответственно жесткостной и инер­
ционный операторы, зависящие от переменной проектирования 
к(х,  */), характеризующей распределение материала в конструк­
ции. Оператор С (к)  определен на функциях и (х , у) в области Я 
с кусочно-гладкой границей Г. Функция и (х, у) удовлетворяет 
граничным условиям

( В и ( х , у ) )  г =  0, ¿ =  1 ,2  (4.2)

где Вг — липейпые однородные дифференциальные операторы.
Рассмотрим класс самосопряженных задач (4 .1), (4 .2). В  об­

ласти й для функций и(х,  у ), 1>(х, у), удовлетворяющих усло­
виям (4.2), выполняется равенство (С ( к ) щ  и) =  {и , С (к) и). Круг­
лыми скобками обозначено скалярное произведение в Ьч(£2):

(и, 1;)а =  и (я) V (х) с1£2. (4.3)
Ь

Оператор С (к)  положительно определен, т. е. существует такая 
постоянная Ч >  0, что выполняется неравенство (С(к)  и, и)"> 
^  Ч М 2, где Игг112 =  (гг, и).  Будем рассматривать лишь слабые ре­
шения краевой задачи (4.1), (4 .2), принадлежащие соответст­
вующему энергетическому пространству, порожденному операто­
ром С (к)  [81].

Допустим, что возможные распределения толщин конструкции 
удовлетворяют ограничениям

§ Ь ( х ,  у ) д & * ^ С 1, 
а

\ ( у } 1 ) * А в ^ С 2, (4.4)
ь

О ктт ^  к у) ^  к таХ1

где С 1, С2, Ашш, Атах — заданные константы. Первые два условия 
имеют вид интегральных неравенств и представляют собой огра-



Ш1ЧС1ШЯ на объем материала и производные изменения толщин. 
Третье условие наложено на минимальное и максимальное до­
пустимые значения толщин.

Рассмотрим задачу оптимизации [30]. Для задаппой частоты 
со выпуждеиных гармонических колебаний требуется иайти та­
кое распределение толщин конструкции h ( x , у),  удовлетворяю­
щее условиям (4 .4), при котором максимальное значение вели­
чины потенциальной энергии деформации конструкции достигало 
бы минимального значения:

П (A) =  -g- J  и (х, у) [С (А) и (х, у)] (1Q т ш Л. (4.5)
и

Функционал (4.5) характеризует податливость конструкции. Од­
новременно можно рассмотреть задачу минимизации максималь­
ной величины кипетической энергии по всем допустимым распре­
делениям толщин [118, 154]:

г  (/,) =  -Í2Í f  М  (h) и2 (х, у) сЮ min/t. (4.6)
ь

Заметим, что задачи (4.5), (4.6) допускают двойственную по­
становку: минимизация объема конструкции при ограничениях 
па величины функционалов (4.5) или (4.6) и двух последних 
ограничениях (4.4). Так как решение прямой задачи позволяет 
получить решение двойственной задачи, будем рассматривать 
лишь исходные прямые задачи (4.5), (4.6).

Для вычисления вариаций функционалов и построения необ­
ходимых условий экстремума рассмотрим задачу на собственные 
значения, соответствующую (4.1), (4.2), предполагая выполнен­
ными условия (4 .4):

C ( h ) y { (x, y) -%¡M {h )  ср'(а;, у) =  0, (4.7)

где Я,-, ф*(я, у) — соответственно собственное число — квадрат ча­
стоты свободных колебаний и собственная функция — форма ко­
лебаний. Система функций ф1 полна в энергетическом простран­
стве, порожденном оператором С (А), и ортопормировапа [81]:

J  М  (h) ф1 (х, у) ({.’ (х, у) <Ш =  8¡j, (4.8)
й

где б,, — символ Кронекера. Собственные числа Я,- положительны 
и образуют монотонно возрастающую последовательность. Для 
тонкостенных конструкций М (А) =  рА, где р — плотность ма­
териала.

Дадим приращение функции толщин h ( x , у) в виде е6А(я, у), 
где е — достаточно малое число. В силу ограничений (4.4) функ­
ция -6h(x, у) не является произвольной при допустимом А. Вы­
числим вариацию амплитудной фупкцтш би(х,  у).  С этой целью



рассмотрим дифференциальный оператор 
СЛ(А, 5к) =  [(1С (к +  ебА) /йе]е=о-

Функция бгг(д:, у) удовлетворяет уравнению (4.1), записанному 
в вариациях с однородными краевыми условиями (4.2):

[ С ( к ) -  а 2М{к)]  6м =  ~[Сн{К 6А)— со2рб/г] м.

Будем искать 6м в виде ряда по собственным функциям зада­
ви (4.7) 6и =  01Ф1 +  агф2 + ...» где — коэффициенты ряда. Под­
ставляя б и в полученное уравнение и умножая его скалярно по­
следовательно на ф\ получим выражение для коэффициентов 
ряда

щ =  б/г)и, ф1')- со2р(6/ш, ср’) )/(со2 — А,,-).
С другой стороны, функция и ( х } у) 

ряда по собственным функциям ф’:

и (я, у) V  (<? (.г, ;/), ф*) ф*
к  (>..— *) '

представляется в виде

(4.9)

Так как оператор Си (А, б к) самосопряженный, то можно записать 

(Ск (к, 6 к) ср; , ср’) =  ]* £/, («р\ (р; ) 6Л сЮ.
О

Последнее равенство служит определением формы 
метим, что форма gh(ф\ ф;) симметричная, т. 
=  gu{(pj1 ф1)- В случае пластинки пмеем

8н ( ф1, Ч‘ ) =
Е !г

4 ( 1 - у - )
а У / а У  , а У \  ,
а*3  ̂а.</3 ' ду- ] 1

Ы ф '’, <р0. О т -  
е. л̂(ср% ср') =

.¡_ а У  /а У  а У  \ 9  _  ч а У  а У
‘ а /  \ ду- ' дх~ )  1 “ '  дх ду дх ду

(4.10)

Учитывая вид коэффициентов а( и равенство (4.9), получим 
выражение для вариации 6« (х, у) ,  зависящее от 6/г:

о. (<?> ф*) (<?. ф; ) (*, !/)| (гл У ,  ф0 -  рм2фУ ) блао

6 ^  (X ,  у )  =  77 2 \ / ,  2\о >

откуда можно получить выражение для вариации фуикцпопа- 
ла (4.5)

6П {к, 6/1) =  | ЬиС (к) и ай +  1  С иС,х (к, Щ  и сШ =
а Ь
(<?. ф') (<?> ф0|  [V» ( у ь  ш2)?л у ,  ф/)—я,урфУ]бА(1а

( ^ - ® * ) ( Ч - “ *)а
(4.11)

- 21,;=1



Аналогичная формула имеет место для фупкциопала (4 .6):

бТ (/г, Щ  =  peo3 I* 1ш8и dQ -f- |* u28h d£2 =
а ' b

= - p o ) 2 2

(<?, Ф*)(<?, фО j* U h (ф \ фО — р/2 (A,¿ +  (О2) ф У ]  ел dQ

1 ,3 = 1 ( * * — * ) ( * , - « * ) *
(4.12)

Формулы (4.11), (4.12) позволяют выделить главную часть 
вариации функционалов (4 .5), (4.6) при различных значениях 
частоты вынужденных колебапий со. Положим 0? =  Х^аз2 и вве­
дем величину сс| =  | 0| — 1 1. Пусть частота вынужденных колеба­
ний со такова, что для некоторого ¿ выполняется неравенство 
1^ — со2| <  со2. В этом случае для дапного номера ¿ величину а 
можно считать малым параметром. Используя разложение по 
малому параметру из (4.11) и (4.12), можно выделить главные 
части, обозначив их бП^й, 8к) и 6Т\(к, 6к):

6ПХ (/г, 8к) =  6Т1(/г, Щ  =

=  4= ]* (ф\ ф; ) — я{ (ф ')21 б/г ай. (4.13)

Знак «минус» соответствует случаю 1 — 0 ?> О , а знак «плюс» — 
1 — 0| <  0.

Покажем, что формула (4.13) отличается от формулы, задаю­
щей вариацию ¿-го собственного числа задачи (4.7) лишь число­
вым множителем. С этой целью запишем уравнение (4.7) в ва­
риациях

[С (Л) -  ХфЩ бф* =  -  [Сп (Л, Щ  -  ХфЫг] ф< +  б^ % \  (4.14)
оо

Представим вариацию бср‘ в виде ряда 2  ¿Чфг с коэффициеи-
1=1

тами Ь{. Подставляя выражение для бф1' в вариациоипое уравне­
ние (4.14), умножая скалярио па ср1 (¿ =  1, 2, . . . ) ,  в силу аль­
тернативы Фредгольма [62] получим, что все коэффициенты ЬА, 
кроме случая к =  г, определяются однозначно. При к =  ¿ условие 
разрешимости дает формулу для вариации ¿-го собственного 
значения

бяг =  [  [ён  ( ф\ фО — и  ( ф’ ) 21 бл ай , 
а

которая совпадает с интегралом, стоящим в выражении (4.13).
Покажем, что при 0 решение задачи минимизации функ­

ционалов (4 .5), (4.6) с ограничениями (4.4) стремится к реше­
нию задачи на экстремум ¿-го собственного зпаченпя задачи (4.7)



прп тех же ограничениях. Заметим, что решение последпей за­
дачи во многих случаях хорошо известно [29, 31, 72, 106, 107].

Допустим, что со2 < Х „  т. е. 0 ? > 1 .  Необходимое условие ми­
нимума ¿-го собственного значения при условиях (4.4) имеет вид

б ,̂(/г, 6 А )^ 0 , Ь к ^ З б ,  (4.15)

где 36 — множество всех допустимых вариаций б/&, при которых 
функция к  +  8к  удовлетворяет ограничениям (4.4). Из соотно­
шения (4.13) следует равенство

6П (к +  Щ  =  6ПХ {к +  Щ  +  а\ IV (к , б к),

где IV (к, б к) — ограниченный функционал при а ? -^ 0 . Так как 
бПх (Л, 8 к ) =  -хбЛДй +  б/г), х =  о)4/((?, <р*)2, учитывая (4.15), по­
лучим 6П (/?., Щ  ^  <г\Ш (к, Щ , 81г^ 3 б . В силу произвольности 
малой величины а* отсюда следует, что выполняются необходи­
мые условия минимума для П (к) при выполнении (4.4), 
бП(й, 8 к ) > 0 ,  Ь к ^ З б ,  что и требовалось доказать.

Пусть максимальное значение функционала Я,(й) достигает­
ся при некотором допустимом к ( х , у).  Тогда при значениях ча­
стоты со, для которых 1 — 0| > 0 ,  распределение толщипы к ( х , у) 
будет доставлять функционалу (4.5) значение, близкое к мини­
мальному при а* -*■ 0. Если частота со такова, что 1 — в| <  0, то 
при а; 0 минимальное значение функционала Кг(к) доставляет 
функционалу (4.5) значение, близкое к минимальному.

Таким образом, если со близка к одной из собственных частот 
свободных колебаний конструкции, оставаясь меньшей, то опти­
мальное распределение к(х,  у) стремится к распределению, при 
котором частота свободных колебаний достигает максимального 
значения. С другой стороны, если частота вынужденных гармо­
нических колебаний больше частоты свободных колебаний У Я,-, 
оставаясь близкой к ней, то оптимальное распределение к ( х , г/), 
доставляющее минимум функционалу (4.5), стремится к распре­
делению, при котором частота свободных колебаний достигает 
своего минимума.

Иными словами, не существует оптимального в указанном 
смысле распределения жесткостей для интервалов частот вынуж­
денных колебаний, содержащих хотя бы одну собственную часто­
ту конструкции. Аналогичный вывод можно сделать, проводя 
анализ формулы (4.12) для функционала (4.6). Оптимальное 
распределение к ( х , у) при вынужденных грамопических колеба­
ниях в значительной степени зависит от частоты внешнего воз­
действия.

В качестве расчетного примера рассмотрим свободно опертую 
прямоугольную пластинку переменной толщипы, удовлетворяю­
щую условиям (4.4) [30]. Для решения задачи оптимизации при­
менен метод, основанный на предположениях относительно ма­
лости толщины варьированного слоя [29, 31]. Прямоугольная пла-



Рис. 5.9 Рис. 5.10

стппка нагружена гармониче­
ской силон Q(z,  j/)= 1, если 
0,5 <  я ^ 1 ,  п Q(x , í/) =  Ó, если 
0 <  x  <  0,ó;

На рнс. 5.9—5.13 представ­
лены оптимальные распределе­
ния толщин (в безразмерных 
переменных) при различных 
значениях частоты вынужден­
ных гармонических колебаний.

Рис. 5.9 соответствует слу­
чаю со2 =  0,8Ль Полученное 

распределение толщин качественно совпадает с распределением, 
соответствующим максимальному значению первой частоты сво­
бодных колебаний [107]. Рис. 5.10 соответствует случаю 
(ü2 = 1,2A i. Выпуклости на рис. 5.9 смепяются вогнутостями па 
рис. 5.10. Это распределение переменной проектирования иллю­
стрирует вывод о зависимости форм распределения толщнп от 
того, с какой стороны частота вынужденных гармонических ко­
лебаний приближается к частоте свободных колебаний. На 
рнс. 5 .1 1 показаны оптимальные распределения толщин для слу­
чая о 2 =  0,9^2, а па рис. 5.12 — со2 =  1,2Лг. На рис. 5.13 прпведе- 
по распределение толщин, соответствующее частоте вынужденных 
гармонических колебаний о)2 =  0,5^2, т. е. случаю, когда частота 
находится па приблизительно равном расстоянии от Х\ и



о*5»
ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ 

АЭРОУПРУГОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КРЫЛА 
БОЛЬШОГО УДЛИНЕНИЯ

При движении летательного аппарата в потоке газа возмож­
но возникновение динамической неустойчивости конструкции — 
флаттера, который проявляется в быстром нарастаипп амплитуд 
колебаний, приводящих к разрушению всей конструкции или 
некоторых ее частей. В реальных конструкциях летательных ап­
паратов существуют разнообразные формы флаттера [98, 110], 
такие, как изгнбпо-крутпльпый флаттер крыла, флаттер фюзеля­
жа, оперения, изгпбпо-элеропный флаттер и т. д. Возникновение 
разнообразных форм флаттера зависит от упругомассовой компо­
новки летательного аппарата, геометрии конструкции, ее аэроди­
намических характеристик.

При проектировании конструкций, подверженных явлению 
флаттера, важное значение приобретает анализ конструктивных 
решений с использованием упрощенных математических моделей 
[27, 110]. Одной из простейших моделей крыла большого удли­
нения является балочная модель, которая широко используется 
при анализе динамики крыльев летательных аппаратов.

Рассмотрим малые колебания в потоке газа упругого крыла 
большого удлинения, моделируемого консольной балкой, показан­
ного па рис. 5.14. Координатная ось Оъ на этом рисунке на­
правлена перпендикулярно заделке крыла (ось Ох) и ориентиро­
вана по оси жесткости балки. Малые колебания крыла около по­
ложения равновесия в потоке газа описываются следующей си­
стемой дифференциальных уравнений [47]:

где и (2 , £)> 0 (2 , 0 “ Функция прогиба и угла поворота сечения 
крыла относительно упругой осп: Я/(г), С1Р(2 ) — жесткости 
крыла па изгиб и кручение; т (2 ) — распределенная .масса крыла; 
Im(z) =  т ^ ) г 2(г) — массовый момент инерции (/*(2 ) — радиус 
инерции); Су% — аэродинамические коэффициенты подъем­
ной силы и момента; 6 (2 ) — хорда крыла; хш(г) — расстояние от 
осп жесткости крыла до центра масс; .^(г) — расстояние от пс-



редней кромки крыла до упругой оси; р — плотность газа; 
V\ — скорость потока.

Граничные условия для и (я, £) и 0(г, £) имеют вид 

¿¿(О, t) =  (дu/дz) z=яо =  0, 0(0, ¿) =  0,

где I — полуразмах крыла.
Решение линейной однородной системы уравнений (5.1) ищем 

в виде

и (г, £) =  и ( г ) е и , в (г, ^  =  в ( г ) е и . (5.3)

Подставляя (5.3) в (5 .1), (5 .2), исключим временную перемен­
ную. В результате получим краевую задачу на собственные зна­
чения для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

где X =  А +  ш  — комплексное собственное число; Д, со — декре­
мент и частота колебаний; u ( z ) t 0 (z) — комплексные собствен­
ные функции.



Анализ аэроупругой устойчивости крыла в потоке газа осу­
ществляется следующим образом. При отсутствии потока (Е в =  0) 
краевая задача (5 .4), (5.5) и соотпошепия (5.3) описывают сво­
бодные изгибпо-крутильпые колебания консольного крыла. Ре­
шением системы уравнений (5.4) с краевыми условиями (5.5) 
в этом случае являются набор собственных чисел — квадратов 
частот свободных колебаний и действительные функции — формы 
свободных колебаний. Если скорость потока становится отличной 
от нуля, то изменяется и спектр задачи на собственные значе­
ния. Собственные числа задачи (5.4), (5.5) непрерывно зависят 
от параметра — скорости потока газа Е в. Следовательно, можно 
построить кривые, характеризующие изменение собственных чи­
сел в зависимости от скорости потока газа (рис. 5.15). Посколь­
ку зависимость собственных значений от скорости потока газа 
нвляется неявной, то для построения характеристических кривых 
требуется многократное решепие задачи (5 .4), (5.5). При малых 
значениях скорости потока У, все характеристические кривые 
находятся в области отрицательных значений декрементов коле­
баний, т. е. при этих значениях скорости потока крыло не теряет 
устойчивость. При возрастании скорости потока газа одна из 
кривых может пересечь плоскость Д =  0 и перейти в область по­
ложительных декрементов, что соответствует потере устойчиво­
сти. Различаются два основных типа аэроупругой неустойчиво­
сти: динамическая неустойчивость — флаттер, которой соответ­
ствует Д ^  0, со Ф 0, и статическая неустойчивость — дивергенция, 
характеризующаяся Д ^  0, со =  0. Значение скорости потока, при 
которой наступает неустойчивость (Д =  0 ), называется в теории 
аэроупругости критической скоростью.

В дальнейшем колебания крыла, соответствующие определен­
ной характеристической кривой, будем называть тоном колеба­
ний, а саму кривую — ветвью. Каждому тону может соответство­
вать свое значение критической скорости аэроупругой устойчиво­
сти, так как каждая ветвь характеристических кривых может 
пересечь плоскость Д =  0. В силу того что возбуждение колебаний 
крыла может произойти по любому тону, нас будет пптересовать 
минимальная критическая скорость аэроупругой устойчивости. 
Возможна ситуация, когда крыло теряет устойчивость по двум 
или более тонам колебаний. В этом случае говорят о кратной 
критической скорости.

Введем некоторые характерные копстанты £?г, /г? тпт, обез- 
размерим основные параметры

/' =  ///Г) (С/р)' =  а р1-/(Е 1 гЪ-г), к  =  т/т,.,

Ъ =  Ь / Ь г у  Х т  ■ Х щ / Ь Г1 7 =  7 '/ Ь г у  Х(у  ■ Х у / Ь г  ,

=  X2 (тгЦ(Е1г)), ф =  У191*!{Е1г), к =  ЪТ г' =  г/1.

Опуская штрихи у безразмерных переменных, систему уравнений 
и граничные условия (5 .4), (5.5) можно записать следующим



( Е 1  ^  +  №ш -  ГЛжт 0 =
<Ь  ̂ вг~ /

- д а б [ 0 - г 0 ь ( | - 5 ) л А _ Л1 ц  

-  ^  (С1Р -  Г-11х тв -¡- ХУи-Ю =

-  С1<?ъ 0 -ь 05 [ 4  -  Т ------I 4 Ь 16С® — — к —и

и (0) =  (с1и/с1г) -=о =  0, 0(0) =0,

("ё),_, - г (" ё )„  " °’ (в/-йЬ “ °-

(5.0)

(5.7)

Для тонкостенной конструкции кессона крыла большого удли­
нения можно получить зависимость между Е1(г), Ы р(г) и Л (г):

я/ (*) =  М * Ы * ) ,

С/р(г) =  А(г)х<(г),

гДе %< “  заданные функции, зависящие от конструкции кры­
ла. Изменяя функцию к ^ ) ,  т. е. изменяя массовые и жесткост- 
пые характеристики крыла, можно изменять и критическое зпа- 
чение (/* (значение гу, лрп котором происходит потеря устойчи­
вости, т. е. 11еЯ =  0 ).

Получим формулы, характеризующие чувствительность кри­
тических параметров аэроупругой устойчивости к малым вариаци­
ям распределения материала по размаху крыла. С этой целью 
введем сонряжепиую систему уравнений

$ тА е 1 ^  +  ХЧш -  Х2кхтз +  СуЬфХи +  С^ЬЧ А з =  0,
02 \ (12 у

— ^  ¡ ^ 1  р — Х21гх~ и  +  А,2/ « ’ « —

-  С ? ^  [ 1 + 4 ( 4 - ¡ ^ ) & ^ ] -

-  « « * » ■ . [  ■‘ +  Ъ ( !  -  Ч -  5 % ) » 7  ] =  0 (5-8)

с краевыми условиями

" (0) =  ( з г )г=о =  0 ’ *(0) =  0,



Система уравнении (5 .8), (5.9) представляет собой линейную 
краевую задачу на собственные значения; К — собственное чис­
ло; 5 (2) — сопряжеппые собственные функции. Заметим,
что в силу сопряженности задач [58], системы уравнений (5.6), 
(5.7) и (5.8), (5.9) лрп одинаковых значениях параметра <у име­
ют одинаковые собственные зпачешш. Следовательно, для этих 
систем совпадают характеристические кривые. Таким образом, 
совпадают также значения </* для каждого тона колебании.

Для того чтобы получить зависимость малых вариаций скоро­
сти потока бгу и собственных зпачешш 8>„ от вариаций распреде­
ления материала в крыле бй, проварьируем систему уравнении
(5.6) по всем входящим параметрам. Собственные функции и, 
0 получат вариации 6а  и 60. Умножим затем первое уравнение 
в вариациях па а второе — па $ (2). Проинтегрируем полу­
ченные соотношения по отрезку [0, 1] и результаты интегриро­
вания сложим. Выполнив интегрирование по частям и принимая 
во внимание систему уравнений (5.8) с краевыми условиями
(5.9), получим следующее вариационное уравнение:

Полученное вариационное соотношение (5.10) позволяет прове­
сти анализ изменения характеристических кривых в зависимости 
от малых вариаций распределения материала в крыле 6/г.

Для фиксированного значения скорости потока 6q =  0. Таким 
образом, для каждого тона колебаний получим соотношение

г
(5.10)

О
где

о

о



Взяв его действительную часть, получим выражение для вариа­
ции декремента колебаний, зависящей от вариации б/г при фик­
сированном значении скорости потока:

8Л =  Не =  -  Бе ^  1тЫъ сЦ 'Л ^ . (5.11)

Аналогично, взяв мнимую часть, можпо вычислить вариацию ча­
стоты бсо, зависящую от вариации б/г:

бсо =  1 т  6А, = — 1 т  ^ 1 1тЫг с 1 г / Л \ (5. 12)

Допустим, что нас интересует выражение для вариации кри­
тической скорости аэроупругой устойчивости, зависящее от ва­
риации б/г. Критическая скорость аэроупругой устойчивости ха­
рактеризуется равенством нулю декремента колебаний, т. е. 
Бе 6Л =  0. Учитывая это и деля выражения, записанные в левой 
части вариационного уравнения (5.10), па /V*, получим следую­
щее соотношение:

бд*Ие
к + » а 1т&1 Лг/Ых =  0.

Обозначая Бо (Лу.Л\) через %, получим

бд*
'О

I 1тЫг (5.13)

Константа х, как легко заметить из уравнения (5.10), является 
производной декремента колебаний по скорости потока при 
Ие X =  0 и характеризует, в какой степени быстро возрастает ам­
плитуда колебаний крыла при возрастании скорости потока газа 
(жесткость флаттера).

Выражения (5.11) — (5.13) позволяют осуществить анализ 
чувствительности параметров аэроупругой устойчивости к вари­
ациям распределения массовых и жесткостпых характеристик 
конструкции крыла. Так, например, функция

=  (6.14)

характеризует чувствительность величины критической скорости 
флаттера к малым изменениям распределения материала в кры­
ле. Если функция g(z)  положительна для некоторых значений ъ, 
то добавление материала в этой области приводит к увеличению 
критической скорости. В области, где g(z)  отрицательна, для 
увеличения критической скорости аэроупругой устойчивости не­
обходимо убирать материал. Заметим, что собственные функции 
задач (5 .6), (5.7) и (5 .8), (5.8) определены с точностью до



произвольного множителя, т. е. допускают определенную норми­
ровку. Выражение (5.14) не зависит от способа нормирования 
собственных функций.

Полученные вариационные соотношения позволяют рассмот­
реть следующую задачу оптимизации.

Требуется выбрать такое распределение массовых и жестко- 
стиых характеристик конструкции крыла, характеризующееся 
функцией А (я), чтобы при неизменной массе крыла

1
| л (г )с 1 г = 1  (5.15)
О

значение минимальной критической скорости аэроупругой устой­
чивости достигало максимума:

/ =  шш д* тах/1.

Для решения поставленной задачи составим расширенный 
функционал Лагранжа, включив в него условие (5.15) с множи­
телем Лагранжа ц:

=  Я* -Г  ]  л  (2) <1г —  1

В дальнейшем предполагаем, что значение номера тона, для 
которого достигается минимальная критическая скорость, опре­
деляется однозначно, что позволяет индекс г опустить, имея 
в виду, что собственные функции и собственные числа соответ­
ствуют I-му тону. Приравнивая нулю первую вариацию функ­
ционала Лагранжа /ь и воспользовавшись соотношением (5.13), 
в силу произвольности вариации 6А получим

- 1 в ф  +  ^ =  0. (5.16)
Я»

Множитель ц определяется с использованием уравнения (5.15). 
Соотношения (5.6) — (5.9) вместе с (5 .15), (5.16) составляют 
снстему необходимых условий экстремума рассматриваемой 
задачи.

Следует иметь в виду, что полученная система необходимых 
условий экстремума справедлива для случая, когда минимальная 
критическая скорость флаттера достигается для одного тона. Од­
нако одинаковое значение критической скорости аэроупругой 
устойчивости может достигаться для нескольких тонов одновре­
менно, т. е. критическая скорость может быть многократной. 
В этом случае, если через gi(z) обозначить градиенты ¿-х крити­
ческих скоростей, то выражение (5.16) заменяется следующим 
[37, 49]:

2  +  И =  0, 2  «? =  1.
1 = 1  1 = 1



где п — кратность критической скорости (/ принимает значения 
номеров критических тонов).

В качество примера рассмотрим задачу оптимизации крыла, 
распределение материала в котором приведено па рнс. 5.16 (кри­
вая 1).  Полученное в результате решения задачи оптимизации 
распределение материала (кривая 2) при неизменной массе кры­
ла позволило повысить величину критической скорости флаттера 
па 17%. Описанная в настоящем разделе процедура оптимиза­
ции допускает выбор и других параметров проектирования.

5.6.
АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ КРЫ ЛА МАЛОГО УДЛИНЕНИЯ

В пастоящем разделе будет рассмотрена задача максимиза­
ции критической скорости аэроупругой устойчивости крыла ма­
лого удлинения, для описания которого используется дискретна;! 
модель [33, 34].

В задачах анализа динамической устойчивости конструкций 
значительный интерес представляет исследование влияния пара­
метров системы (геометрических, жесткостпых и массовых ха­
рактеристик) па область устойчивости. В общем случае анализ 
влияния различных параметров затруднителен ввиду того, что 
критические параметры устойчивости, как правило, явно не вы­
ражаются через определяющие параметры системы. С помощью 
введения сопряженной системы уравнений можно получить соот­
ношения, характеризующие чувствительность критических пара­
метров устойчивости к изменению параметров проектирования 
конструкции.

Рассмотрим линейную некоисервативпую систему с конечным 
числом степеней свободы, подверженную явлению динамической 
неустойчивости типа флаттера. Предполагается, что система ха­
рактеризуется вектором параметров проектирования Ь =  
=  (/¿1,^ 2, . .  ., А„), которые выбираются проектировщиком. В ка­
честве параметров проектирования могут выступать геометриче­
ские, .массовые и жесткостиые характеристики системы: размеры



силовых элементов, их положение, толщины панелей, величины 
сосредоточенных грузов, ориентация главных осей анизотропии 
в ортотропиом .материале обшивки и т. д.

Произведя отделение временной переменной при помощи 
представления решения в виде иеХ|, запишем матричное уравне­
ние для амплитудного вектора и, характеризующее малые колеба­
ния системы около положения равновесия

£ (У „  Я, Ь)и =  0. (6.1)

Здесь Уя — действительный параметр иекоисервативиой внешней 
нагрузки; X =  а  +  /со — комплексное собственное значение; 
и =  (¿¿1, И2 , • . и»») представляет собой комплексный собствен­
ный вектор обобщенных перемещений. Матрица Ь представляет 
собой комплексную пеепмметрнчпую матрицу размера т Х т  
п может Сыть записана в виде следующей суммы матриц:

Л =  С(Ь) + Х2Л/(Ь)+МЭ(Гв| Ь)+Св(7„ Ь), (6.2)
где Д  М — симметрические действительные матрицы жесткости 
и масс; Д  Са — несимметрические матрицы размера тХ?п.  
Предполагается, что матрицы С, Л/, Д  Са непрерывно дифферен­
цируемы по (г =  1, 2, . . . ,  п).

Устойчивость левозмущепного состояния механической систе­
мы обеспечивается, если действительные части всех собственных 
значений Х{, ¿ =  1, 2, . . /г, удовлетворяют неравенствам

Г1е Х( ^  —ео, 1 =  1, 2, . . 7г,

где ео^О. При е о > 0  данные неравенства гарантируют асимпто­
тическую устойчивость. При достаточно малых е о > 0  эти усло­
вия могут использоваться для определения критического значе­
ния параметра внешней нагрузки Vй и критического тона ко­
лебаний Хк:

Г1е Хи =  — ео, Ие Х{ <  — ео,

Пе (д\к/дУ,) >  0, 1 ф к ,  ¿ = 1 , 2 ......... п, 7 ,  =  V I  (6.3)

Производная Т\е(д)ч/ д У в) показывает, насколько быстро по отно­
шению к приросту развивается динамическая неустойчи­
вость, т. е. насколько опасным является флаттер.

Вычислим производные критического значения Vй по па­
раметрам проектирования к п и производную
1Ио(дХ/дУ3). С этой целью введем сопряженную к (6.1) задачу

£ * ( 7 в, X, Ь)V =  0, (6.4)

где Ь*  обозначает матрицу, транспонированную по отношению 
к а вектор V — комплексный собственный вектор обобщенных 
перемещений сопряженной системы. При фиксированном значе­
нии в сопряженных задачах (6.1) и (6.4) все собственные 
числа совпадают ввиду того, что детерминанты матриц Ь и Ь*  
равны.



Придадим параметру А* малую вариацию 6А,-. Тогда величины 
X, и, У5 также получат приращепия 6А,, 6и, 6 У*. Уравнение в ва­
риациях имеет впд

стг д 1а . С А д /у , С1 д1/ Ь8и =  0. (6.5)

Умножая уравнение (6.5) слева на транспонированный собствен­
ный вектор сопряженной задачи V, получим выражение

(у, ^ - и) б 7 5 +  (у, ^ и ) б Я + ( у , Ж » )  ^  =  °- (6 .6)

Скобками обозпачепо скалярное произведеии векторов. Послед­
ний член в уравнении (6.5) исчезает ввиду равенства

(у, Аби) =  (би, Ь * у) =  0

согласно (6.4).
Из вариационного соотношения (6.6) можно найти производ­

ную критической нагрузки У? по произвольному параметру 
проектирования А,-. С этой целью подставим в (6.6) значения 
Ув= У *  и Х =  Хк и используем определение (6.3). Предпола­
гается, что векторы и и у соответствуют величинам У? и Хк. 
Поделив уравнение (6.6) па (у , (дЬ/дХк) и) и отделяя действи­
тельную часть, получим

М ( у' # и)/(,,’ £»и)]в,':
=  — б (Ие Кк) =  0.

* +  Ие
Ъ щ * Ж у- % * ) ] ' * ' -

(6.7)

Последнее равенство справедливо вследствие определения кри­
тического топа.

Из уравнения (6.7) получим

Ж*
дН,

Ч ( т- % “)/(*•%•)], 

Ко1(т- £ .“)/(’ ■ Й ")]
(0.8)

Правая часть (6.8) вычисляется при У5 =  У£, Х =  Хк и соот­
ветствующих и и у.

Производная критической частоты по А,- вычисляется анало­
гично. Поделив (6.6) на у̂ , и| и отделяя мнимую часть, при­

дем к выражению

д(й
1т |

■/ д Ь  '

Г ’ Щ п ,
Щ  ~ 1 (  д Ь  \

н«[|( / ’ ь х

(6.9)



Таким образом, для вычисления производных критической 
пагрузки Р* и частоты колебаний шА по параметрам проекти­
рования А* необходимо знать значения V£, Хк и соответствую­
щие собственные векторы и и V .  Имея выражения для производ­
ных (6.8) и (6.9), можно вычислить конечные приращения

АУ!; = 2 р А / н  + о(1АЪ1),
1 = 1  1

71 д
=  +  II).

1=1 i
Из вариационного соотиошепия (6.6) получим выражение для 

производной от собственного значения X по параметру нагрузки 
V*. Полагая в (6.6) 6А» =  0, имеем

< а д к ,=  - ( „ ,| £ - и ) / ( . ,§ £ » ) (6. 10)

Таким образом, выражение для производной Ие(дХ/дУ,)  по­
лучим из (6 .10), отделяя действительную часть

В в ^  =  - В е [ ( . , (6.11)

Вычисление производной Т\е(дХ/дУ*) представляет самостоя­
тельный интерес для анализа устойчивости механической систе­
мы, так как она характеризует скорость развития динамической 
неустойчивости.

Развиваемый метод анализа чувствительности критических 
параметров устойчивости является наиболее эффективным при 
наличии большого числа определяющих параметров, так как для 
вычисления градиента критического параметра устойчивости по 
параметрам проектирования требуется лишь однократное реше­
ние прямой и сопряженной задачи о потере устойчивости. Меж­
ду тем численное дифференцирование критического параметра 
как функции п переменных требует для вычисления градиента 
не менее (/г + 1 ) -кратного решения задачи о потере устойчиво­
сти. Анализ чувствительности позволяет выделить наиболее су­
щественные параметры, влияющие на область устойчивости, 
и тем самым подсказывает проектировщику наиболее рациональ­
ные способы воздействия на систему с целью улучшения харак­
теристик устойчивости.

Рассмотрим задачу максимизации критического параметра по­
тери устойчивости при ограничении, наложенном на вектор пере­
менных проектирования Ь: £ (Ь ) =  £о, где £  — заданная скаляр­
ная функция векторного аргумента, Яо — фиксированная кон­
станта. Формулировка задачи оптимизации описывается соотно­
шением

т а х  (Ь), 5 (Ь ) =  5 0.
ь

(6.12)



Необходимое условие экстремума имеет вид

УУ? +  уУ5 =  0, (6.13)

где символ V обозначает вектор градиента по переменным проек­
тирования: V =(д/дк\,  д /д 1 1 2 , д / дкп);  V — скалярный множи­
тель Лагранжа.

Для численного решения задачи оптимизации воспользуемся 
методом градиента. Выражение для улучшающей вариации за­
пишем в виде

ДЬ =  р(УУ?

где р — положительная константа, характеризующая величину 
шага по градиенту; V — скалярный множитель, выбираемый из 
условия

Д 5  =  ( У 5 ,  Щ  =  Р  [ ( У Д ,  У У ? )  - г  V  ( У 5 ,  У 5 ) 1  =  О ,

откуда
V =  -  (УУ'\ У5)/(У5, У5).

Следовательно,

ДУ5 =  (УУ?, Д/г) -  (УУ?, Д/г) Д/г) =

=  Р|УУ': \’У5||2 > 0 .

Таким образом, на каждом шаге градиентной процедуры 
ДУ* > 0  и Д5 =  0 вплоть до выполнения необходимого усло­
вия экстремума.

Заметим, что, как уже отмечалось ранее, величина критиче­
ской нагрузки в процессе оптимизации может оказаться кратной. 
Это значит, что критической нагрузке У« может соответствовать 
несколько критических тонов колебаний ¿ = 1 ,  2, г. 
В этом случае удобно каждому критическому топу колебаний 
Я/ч поставить в соответствие величину критического параметра
Т Л
у 6 и рассмотреть задачу оптимизации в максимшшои поста­
новке:

шах пип У*1, 5 (Ь ) =  5 0. (0.14)
11 1—1, Г

Необходимое условие экстремума для этой задачи имеет вид

2  щУУ?1 -Ь гУ5 =  0, щ > 0 ;  I =  1, 2, . . . ,  >•; 2  Щ =  1.
1 = 1 1 = 1

((5.15)
Улучшающая вариация в этом случае вычисляется следующим
ооразом:

ДЬ ==Р 2  1ЧУУ.* '’У5 . ( 6- 16)





Для определения величии р, и V можно воспользоваться следую­
щим условием:

Ду1ч =  Д ^ ', г, /  =  1, 2 , ---- г;

А5 =  0; =  1,

что представляет собой систему г + 1  уравнений относительно 
г +  1 неизвестных р, и V.

Итак, при решении задачи оптимизации на каждом шаге гра- 
диептной процедуры для определения вектора Ь необходимо ре­
шить прямую и сопряженную задачи о потере устойчивости
(6.1) — (6 .4), определить критические параметры ИД А,Л. 
и собственные векторы н^, v̂ li, соответствующие этим величинам.

Далее по формуле (6.8) вычисляем вектор градиента 
и затем вычисляем улучшающую вариацию. Ограничения снизу 
и сверху иа параметры Ы могут быть учтены с помощью обыч­
ных приемов математического программирования.

Требования аэроупругой устойчивости при проектировании 
крыльев летательных аппаратов являются одними из наиболее 
существенных. Рассмотрим задачу максимизации критического 
параметра аэроупругой устойчивости крыла малого удлинения 
[97]. Критическим параметром в данном случае является пара­
метр потока, пропорциональный величине скоростного напора 
и равный единице для исходного варианта распределения мате­
риала в конструкции. Расчетная модель крыла составлена из 
изотропных и ортотропиых панелей кусочно-постоянной толщи­
ны, балок, работающих на изгиб и кручение, моделирующих 
силовой набор крыла (лонжероны, нервюры) и сосредоточенных 
грузов. Крыло предполагается закрепленным па пружинах, ра­
ботающих иа перемещение и поворот, которые моделируют упру­
гое крепление крыла к фюзеляжу самолета. Расчет аэродинами­
ческих воздействий производился с помощью метода дискретных 
вихрей. Для расчета колебаний крыла в потоке использовался 
«метод многочленов», описанный в [34]. В качестве параметров 
проектирования приняты массы сосредоточенных грузов, толщи­
ны изотропных и ортогональных панелей, жесткости балок. На 
все параметры проектирования накладывались ограничения свер­
ху и снизу. Иа рис. 5.17, 5.18, 5.19 приведен характер распреде­
ления градиентов критической скорости флаттера по сосредото­
ченным массам, толщинам панелей и жесткостям балок соответ­
ственно. Приведенные значения производных вычислены при 
исходном распределении материала в крыле. Как видно из рисун­
ков, производные принимают как положительные, так и отри­
цательные значения. Если зпачепие производной отрицательно, 
то уменьшение соответствующего параметра проектирования Ы 
приводит к увеличению критической скорости флаттера. Из ана-



о

йеХ

лиза результатов расчета следует, что наибольшее влияние на 
критический параметр потока оказывают сосредоточенные массы, 
расположенные у передней кромки на конце крыла. В результате 
решения задачи оптимизации с использованием метода градиента 
по приведенным ранее формулам значение критического пара­
метра устойчивости по сравнению с исходпым распределением



материала увеличилось на 35%• Причем характерной особенно­
стью полученного проекта крыла является кратность критиче­
ского параметра аэроупругой устойчивости, что видно из рис. 5.20, 
па котором приведена проекция характеристических кривых на 
плоскость параметр устойчивости — декремент затухания. Задачи 
оптимизации аэроупругой устойчивости рассматривались также 
в [18, 97, 124].

Значительные возможности воздействия па величину крити­
ческой скорости флаттера связаны с размещением и перераспре­
делением неконструктивных сосредоточенных масс. Неконструк­
тивные массы нс оказывают значительного влияния на харак­
теристики статической прочности, статической аэроупругости 
и ресурса. Кро.ме того, размещение сосредоточенных масс в кры­
ле летательного аппарата с целью воздействия па характеристи­
ки динамической устойчивости является наиболее простой в тех­
нологическом отношении задачей для реально существующего 
прототипа конструкции. С другой стороны, как показывает при­
веденный выше пример расчета, неконструктивные массы могут 
оказывать значительное влияние па величину критического па­
раметра устойчивости.

Рассмотрим крыло малого удлинения, в котором требуется 
распределить заданную неконструктивную массу с целью улуч­
шения характеристик аэроупругой устойчивости. Из анализа 
функции градиента критической скорости, приведенной на 
рис. 5.21, следует, что наибольшее положительное значение до­
стигается у передней кромки па свободном конце крыла. В ходе 
градиентной процедуры оптимизации вся неконструктивная мас­



са стала концентрироваться в этой точке, что навело па мысль 
об установке массового балансира, т. е. выносного груза. Разме­
стив 80 % материала в балансире и 20 % в крыле для моделиро­
вания крепления балансира, в результате параметрического 
расчета была найдена оптимальная длина балансира. Характер­
но, что критический параметр аэроупругой устойчивости стал 
двукратпьтм. Для конструкции крыла массой 900 кг добавление 
25-килограммового балансира позволило увеличить величину кри­
тической скорости флаттера па 68 м/с.

Приведенные примеры расчета и оптимизации конструкции 
крыльев летательных аппаратов позволяют отметить некоторые 
особенности. Прежде всего это кратность критического парамет­
ра устойчивости, полученная в обоих случаях. Возникновение 
кратности объясняется тем, что в процессе оптимизации величипы 
производных критических параметров устойчивости по проектным 
параметрам крыла возрастают и увеличивается чувствительность 
критических параметров к вариациям распределения материала. 
Заметим, что увеличение чувствительности к вариациям перемен­
ных проектирования при проектировании указывает на необхо­
димость учета величины градиентов критических параметров 
в реальных крыльях, так как малые ошибки в изготовлении мо­
гут привести к значительным изменениям величины критической 
скорости аэроупругой устойчивости.

5.7.
НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕМЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

В ДИНАМИКЕ КОНСТРУКЦИЙ

В связи с выполнением анализа и оптимизации конструкций 
актуальными являются вопросы построения адекватных механи­
ческих моделей и связанные с ними задачи идентификации па­
раметров этих моделей. Так, при разработке и применении 
в практике проектирования сложных моделей характерно отсут­
ствие необходимых данных о геометрических и физических пара­
метрах конструкции. Неполнота информации обусловлена неточ­
ностями в изготовлении конструкции, разбросом физико-механи­
ческих характеристик применяемых материалов, несовершен­
ствами соединительных узлов и другими факторами. Для упро­
щенных же моделей часто отсутствуют объективные данные о не­
учитываемых рассматриваемой моделью эффектах. Применение 
этих моделей ограничено также неточностью задания геометри­
ческих и механических характеристик. Эти обстоятельства объ­
ясняют расхождения, возникающие при проектировании и опти­
мизационном моделировании между теоретическими решения­
ми, получаемыми на основе математических моделей, и данными 
физических экспериментов на изделиях. Поэтому представляют­
ся важными вопросы разработки методов учета эксперименталь-



иых данных о поведении реальной конструкции для построения 
адекватной математической модели. Перспективным в этом на­
правлении является подход, заключающийся в доопределении 
и уточнении геометрических и механических параметров модели 
на основе минимизации «невязок» между рассчитываемыми 
функциями состояния и функционалами, характеризующими ди­
намику конструкции соответствующими величинами, получаемы­
ми экспериментальным способом. Скорректированные таким об­
разом математические модели становятся пригодными для ис­
пользования при решении задач анализа и оптимизации динами­
ческих характеристик реальных конструкций.

Таким образом, задачи оптимизации при проектировании воз­
никают как из естественных требований улучшения характери­
стик конструкции, так и из необходимости использования адек­
ватных математических моделей. Для решения оптимизационных 
задач идентификации параметров модели обоснованным представ­
ляется применение эффективных методов оптимизации и анализа 
чувствительности, основанных на введении сопряженных пере­
менных и сопряженных систем уравнений, получивших широ­
кое применение в оптимальном проектировании конструкций.

Ниже основпое впимание уделяется параметрической иденти­
фикации конструкций, рассчитываемых на динамические воздей­
ствия. Подробно вопросы параметрической идентификации меха­
нических систем рассматривались в [47, 91, 128, 131, 150,
218, 229].

Важнейшими характеристиками механических систем, подвер­
женных действию нестационарных динамических нагрузок, яв­
ляются частоты и формы свободных колебаний, декременты за­
тухания. При расчете дипамических реакций конструкций, под­
верженных действию нестационарных нагрузок, часто использу­
ются модальные методы, основанные на приведении матриц 
системы уравнений, описывающих математическую модель кон­
струкции, к каноническому виду. Этот прием позволяет значи­
тельно упростить вычисления за счет снижения размерности 
задачи. Как правило, движение динамически нагруженных ме­
ханических систем описывается следующей системой дифферен­
циальных уравнений:

М (с12и/сВ2) + В  йиЩ  +  Си =  q(t),  (7 .1)
где М — матрица, характеризующая инерционные свойства кон­
струкции; С — матрица жесткости; В  — матрица демпфирования; 
Ч(£)— вектор-функция впешиих нагрузок. Матрицы М, С и В  
зависят от параметров конструкции Й =  (&1, Аг, . . . ,  й«), значе­
ния которых необходимо уточпить. Определение наилучших в не­
котором смысле параметров математической модели конструкции 
обычно сводится к минимизации функционалов вида

/ =  /(е, Ь ), (7.2)

где е (Ь )— вектор, характеризующий обобщенную ошибку или



рассогласование расчетных характеристик конструкции и ее ма­
тематической модели. Выбор структуры функционала (7.2) яв­
ляется важнейшим этапом решения задачи коррекции парамет­
ров модели. Способы построепия функционалов рассматри­
вались в [91].

В большинстве случаев задачу коррекции параметров мате­
матической модели конструкции можно свести к задаче миними­
зации функционала среднего значения квадрата обобщенной 
ошибки. В этом случае функционал (7.2) принимает вид

где е(£, Ь) для механической системы, описываемой уравнением
(7.1), имеет вид

где и, ч — обозначает рассогласование расчетных и эксперимен­
тальных характеристик механической системы. При решении за­
дачи минимизации функционала (7.3) в силу сложной зависи­
мости характеристик динамической системы от параметров А,- 
используются, как правило, методы, применяемые при решении 
задач оптимизации динамически нагруженных механических 
систем. Эффективными в этом случае оказываются также методы 
анализа чувствительности.

Для получения информации о дипамических характеристиках 
конструкции используются специальные целенаправленные экс­
перименты. Значительную роль при решепии задачи идентифика­
ции играет планирование эксперимента. При проведении актив­
ного эксперимента конструкция нагружается разнообразными 
силовыми воздействиями, которые должны возбуждать все иссле­
дуемые частоты и формы свободных колебаний конструкции.

Заметим, что близость частот и форм свободных колебаний 
конструкций, полученных в эксперименте и вычисленных для 
математической модели, является одним из важнейших критериев 
адекватности построенной модели реальной конструкции. Кроме 
того, существует хорошо разработанная методика частотного 
эксперимента. Поскольку решение задач оптимизации конструк­
ций часто связано с обработкой большого количества информа­
ции, значительное упрощение расчетов достигается благодаря 
применению модального метода, т. е. приведения системы урав­
нений (7.1) к каноническому виду, представляя приближенное 
решение в виде ряда по собственным формам колебаний. При 
этом матрицы М и С станут диагональными, и на диагонали мат­
рицы С будут стоять квадраты частот свободных колебаний. 
Отсюда видпо, сколь важным является соответствие частот 
и форм свободных колебаний конструкции и ее математической

Ч
(7.3)

(7.4)



модели. При решении задач идентификации механических сис­
тем в качестве минимизируемого функционала часто используется 
функционал квадратичной невязки частот и форм свободных 
колебаний.

В качестве примера решения задачи коррекции расчетной мо­
дели рассмотрим задачу идентификации массожесткостных харак­
теристик консольной балки. Пусть балка с прямолинейной осью 
направлена вдоль оси 02. Деформация балки характеризуется 
перемещением в плоскости колебаний и (г, £) и углом поворота 
относительно упругой оси 0(2, £). Уравнения, описывающие сво­
бодные изгибно-крутильные колебания балки, имеют вид [102]

где Е 1 (г), С1т(г) — жесткости балки па изгиб и кручепие соот­
ветственно; к ^ )  — распределенная масса балки; 1т =  /г?*2 — мас­
совый момент инерции; г — радиус инерции; хт — расстояние 
между упругой осью и осью инерции. Балка защемлена одним 
концом (г =  0 ), а другой конец свободен (2 =  /). Краевые усло­
вия для и и 0 имеют вид

и(0) =  0; (ди /дг) г=0 =  0, 0 ( 0 ) =  0;

( " ■ > £ ) „ , = ° -  <7-в>

Решение задачи (7.5) и (7.6) ищем в виде 

и (2, г) =  и (г )е г}̂ \

0 (г, I) =  0 (г) егЛ **

Подставляя (7.7) в (7.5) и (7.6), исключая временную перемен­
ную, получим краевую задачу на собственные значения

( Е 1  — , \ -  Юм кхтХ0 =  0,
<Ь" \ с1г'/

) (7.8)
- 1 к х тхи -  = о,
и (0) =  0; (du /dz)x=o', 0 (0) =  0;

Здесь X — собственное число (квадрат частоты свободных колеба­
ний); и (г ),  0 (2 )— собственные функции (формы колебаний).

Допустим, что для реального изделия, расчетную математи­
ческую модель которого необходимо создать, известны частоты



я формы свободных колебаний нескольких низших тонов, полу­
ченные в результате проведения частотного эксперимента. По­
строим функционал /, характеризующий величину рассогласова­
ния математической модели и реального изделия, т. е. характери­
зующий степень несовпадения частот и форм свободных колеба­
ний. Одним из возможных видов этого функционала может быть 
следующий:

где со, — квадраты частот свободных колебаний конструкции, по­
лученные в эксперименте; и\, г» — экспериментальные формы 
колебаний, соответственно изгиб и кручение. Индекс I показыва­
ет, что рассматриваемая величина соответствует ¿-му тону коле­
баний. Коэффициенты а*, [}< — некоторые положительные числа, 
характеризующие вклад соответствующего тона в функционал 
невязки. Значения этих коэффициентов зависят от степени до­
стоверности полученных экспериментальных результатов. Чем 
меньше вероятная ошибка в измерении частот и форм свободных 
колебаний, тем большее, значение должно задаваться для соот­
ветствующих коэффициентов а», р». При решении задачи (7.8) 
собственные функции ю*, 0,- могут быть отнормированы опреде­
ленным образом. Аналогично формы свободных колебаний, за­
меренные в эксперименте, имеют свою нормировку. Поэтому 
в выражение для функционала / введены множители тр и ц,-, 
которые подлежат определению. Таким образом, выбранный 
функционал / неотрицательный и достигает своего минимума 
только тогда, когда совпадают частоты и формы свободных ко­
лебаний конструкции и математической модели. Следовательно, 
для коррекции математической модели необходимо решить за­
дачу минимизации функционала невязки /. Как известно, часто­
ты свободных колебаний балки зависят от распределения массо­
вых и жесткостных характеристик.

При выбранном типе поперечного сечения балки можно полу­
чить зависимость между распределениями масс и жесткостей:

Считаем, что функции %Ь1 заданы. Таким образом, в качестве 
параметра, подлежащего определению из условия минимума 
функционала (7 .9), выберем Ь,(х). Из анализа уравнений 
(7.8) видно, что пропорциональное изменение жесткостей 
и масс балки не приводит к изменению частот и форм свободных 
колебаний. Для единственности решения поставленной задачи 
необходимо дополнительное условие, например, на неизменность 
массы конструкции:

1 1_о о
(7.9)

Е 1 ( г ) = к ( г ) х ь ( г ) , (7.10)

(7.11)
О



Рассмотрим задачу минимизации функционала квадратичной 
ошибки

]  нищ

при выполнении условий (7.8), (7.10). Для проведения дальней­
ших вычислений удобно ввести безразмерные переменные по 
формулам

ъ — 2 / 1 , хт =  хт//, к  =  к / I  т =
(Е 1 )' =  Е1] (Е10), (а р) ' =  С/р/(Е10), %' =  X 1Ак 0/ (Е10),

где ко, Я/о — заданные константы. Вид системы уравнений (7.8) 
и функционала (7.10) не изменится, если I положить равным 
единице. Штрихи в дальнейшем можно опустить.

Для решения поставленной задачи минимизации функциона­
ла / проварьируем выражение (7.9) по всем входящим в него 
параметрам:

71 П 1

б/ =  2 2  а г (̂ » — ©О +  2 2 Р г  (ть^г “  Щ) ¿2 -|-
1=1 ' 1=1 п
п

+ 2 2  1=1
71

+ 2 2  
1=1

71

1=1

Р» | —  П) й г  +
0
1

Р е ]  —  т )  М л »  ¿ г  +
О
1

Ре |  ( Щ 0 г  —  >'е) б е б ц е  ¿ г .
О

(7.12)

В выражении для вариации функционала (7.12) необходимо 
исключить вариации 6^ , 8щ и 60,-, выразив их через вариацию 
параметра проектирования б/г. Прежде всего выразим 6Х* через 
6Л. С этой целью проварьируем систему уравнений (7 .8). умно­
жим первое уравнение в вариациях па и,-, а второе — па 0,-, про­
интегрируем от нуля до единицы и сложим. Выполняя интегри­
рование но частям, окончательно получим

6Х{ =  -  | / *(з)6кдх/М и
О

(2) =  %Ь  ̂ (~с[г) +  (2^т01^1 — и! Г % ) , (7.13)

1
=  ] кг (2а;т 0 ^  — и\ — г20*) &г. 

о

С помощью (7.13) первое слагаемое в (7.12) выражается 
через б к.



Для исключения вариаций б и* и 60,- необходимо рассмотреть 
следующую задачу для сопряженных переменных и

 ̂ _  }1̂ + кхгг^г?г =  (%«» — Щ) % +  (“ » ~  Ят 0{)#
(7.14)

—  ^(7/р )  -\~hhiXmVi /н-2Я{5< =  (|Л.{0̂  1\) (.Ц у^Н (Хт иг— Г~&})г

1
| [(т|,и{ -  «<г1{ +  (Ц &  -  Г{) 0 ^ {] с!г

1 - г ~ 1,2,

|  Л ( 2 г т е 4“ { - “ ? - г 20 г )  й г

Л

vi {0) =  0
и

; (а^/йг)*^ =  0; (0) =  0;

оIIнIIN

¿Г* Iм

-но“II
1-сIIы

Выбор значения константы обусловлен существованием
решения системы уравнений (7.14). Действительно, поскольку 
система уравнений (7.8) является сопряженной (7.14) и А* — 
собственное число (7 .8), то для разрешимости системы (7.14) 
необходимо выполнение условия ортогональности правых частей 
собственным функциям и,- и 0,-. Заметим, что решение системы 
уравнений (7.14) определено пеодиозиачпо. Если у» и — неко­
торое частное решение, то +  и 5, +  л?0* также удовлетворяет 
системе уравнений (7.14) при любых значениях константы V. 
Для исключения неоднозначности наложим дополнительное усло­
вие на решение системы уравнений (7.14)

1 1ъ (ят0*14 +  Хти&  — и(01 — г20^ ) йг =  0. (7.15)

Для исключения вариаций би( и б04 из (7.12) проварьируем (7.8) 
для ¿-го тона, получим

2 / 2̂̂  ̂ \
—2 ( Е1  — 5^-) — Н З ц к х тК^ г  — 1гщЬХ{ +  Лхт 0 < +
с1г \ с!«- /

+ [%ьЫг +  к  (хтв> -  щ) Ш =  О,
(7.16)

--- ^  Р— " | “Ь ЪХтК$и\ /М'2А,{80{ — Л/‘20$Ь%г -{-

+  ЪхтщЬ%1 — +  к  (*тЩ — г20О 6А =  0.

Подставим в вариационные уравнения (7.16) выражение для 
вариации собственного числа (7.13), получим систему уравнений

т .14*



относительно 6и* и 60*. Умножая первое вариационное уравнение
(7.16) па а второе — на просуммируем и результат проин­
тегрируем от нуля до единицы. Группируя соответствующие чле­
ны и принимая во внимание (7.14), получим

х 1
I  %  —  к ч )  6 ц * < 3 2  +  |  щ  ( ц . Д  —  Гг) 6 0 { < 1 г  —

— VI 
1

+

1 1 1
I  к  (а:т 0{ — и г) би{с1г +  | к\ (хтщ  — г204) 60 ¡ск 
о о J

(7.17)

Н
<32!̂ - (12̂  <3 0 . <3$.

Кь-“г г - ~т т  '¡- X* +(1г2 ¿|22

+  К  (Ящв^г “  и&1 +  ХтЩ8\ — r2QiSî  (12 =  0.

Вернемся к системе уравнений в вариациях (7.16). Решение 
этой системы определено неоднозначно. Действительно, если 6и» 
и 60,- — какое-либо решение, то 6щ +  vuí и б0< +  V©,- также являет­
ся решением при любом значении константы V. Для того чтобы 
избавиться от неоднозначности решения, потребуем выполнения 
дополнительного условия для бщ и б0<:

1 1
£ 5щ1г (а;т 0г — щ) Az +  | 5В\1г (хти\ — г20*) Аг — 0. (7-18)
о о

В сплу (7.18) слагаемое с коэффициентом ^  в (7.17) равно ну­
лю. Таким образом, лолучепо выражение для компонентов 
вариации функционала /, зависящих от 5щ и 60,-, определенное 
через Ыг.

Из последних слагаемых в выражении для вариации функ­
ционала б/ (7.12) в силу произвольности вариаций бр» и бт]£ по­
лучим выражения для определения тр:

Лг = (7.19)

Подставляя в (7.12) выражения для вариаций (7.13), (7.17), 
окончательно получим

71 г п г
6/ =  -  2 2  «« (К -  Ыг) 1{5Ы г!М х -  2 2  р* А8Л Аг, (7.20)

п *=1 п

где

А  =  Хь
сШ, сЦ

+  %г-тг—  +сЬ* сЬ* ’ ^  сЬ с1г 
+  ^  {ХтвМ — Щиг +  ХтЩЭг — Г20*$*).



Составим для задачи минимизации расширенный функционал 
Лагранжа, включив в пего условие (7.11):

JL  =  J  + (7.21)

где Ч*1 — множитель Лагранжа. Приравнивая нулю первую ва­
риацию /х., получим необходимое условие минимума для рассмат­
риваемой задачи

gтзidhJ + ' ¥  =  0, (7.22)
где

ггас! =  — 2 2
г=1

«г (^г — СО»)
(г)

М, +  (2)

Для численного решения задачи необходимо при заданном 
начальном приближении к  (г) решить систему уравнений (7.8),
(7.14), принимая во внимание (7.15), (7 .19), и построить выра­
жение для улучшающей вариации на основе (7.22). В дальней­
шем итерационный процесс оптимизации продолжается до вы­
полнения необходимых условий экстремума с заданной точ­
ностью.

В качестве примера решения задачи коррекции расчетной мо­
дели рассмотрено крыло большого удлинения, моделируемое кон­
сольной балкой постоянного сечения. Для исходного варианта 
распределения массожесткостных характеристик балки были 
рассчитаны частоты и формы низших шести тонов свободных 
колебаний, которые, как предполагалось, являются результатом 
частотного эксперимента. После этого распределение массожест­
костных характеристик балки искажалось при условии неизмен­
ности массы. Искаженная модель балки принималась за исход­
ную, которая должна была корректироваться. Расчеты проведены 
для двух вариантов искажения — по косинусу и в виде ступень­
ки. В результате решения задачи минимизации квадратичного 
функционала ошибки по изложенному алгоритму в обоих случа­
ях исходное распределение к (%) было восстановлено с заданной 
точностью.

Отметим, что рассмотренная задача идентификации является 
некорректной. Решение некорректно поставленных задач может 
основываться на идее регуляризации. Эти вопросы подробно об­
суждаются в [91].



ОПТИМИЗАЦИЯ КОНСТРУКЦИЙ 
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НАГРУЗКАХ

6.1.
ПРОЕКТИРОВАНИЕ БАЛОК 

МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НАГРУЗКАХ

Проблемы оптимального проектирования конструкций и их 
элементов, подверженных воздействию нестационарных нагрузок, 
включают в себя широкий круг задач. Рассмотренные в предыду­
щих главах задачи оптимизации динамических характеристик 
конструкций при свободных колебаниях и при действии гармо­
нических нагрузок допускали исключение временной переменной 
из уравнений движения механической системы. При таком под­
ходе к задачам оптимизации реальные условия эксплуатации 
конструкций учитываются косвенным образом. На практике кон­
струкции часто подвержены существенно нестационарным дина­
мическим нагрузкам с изменяющимися во времени интенсив­
ностью, направлением действия и точками приложения. Поэтому 
изучение вопросов оптимизации нестационарно нагруженных ме­
ханических систем имеет существенное значение для теории про­
ектирования конструкций и их элементов.

Ниже рассмотрение проблемы оптимальпого проектирования 
механических систем, подверженных воздействию нестационар­
ных нагрузок, начнем с задачи оптимизации балки.

Динамическое поведение упругой балки, шарнирно закреплен­
ной в точках х  =  О и х  =  1> находящейся под действием неста­
ционарной поперечной нагрузки, описывается на интервале вре­
мени [0, tf] дифференциальным уравнением для функции проги­
бов и (#, £) с граничными и начальными условиями

гд е .к (х ) — площадь поперечного сечения балки (сечения балки 
предполагаются подобными); а  — константа, зависящая от формы 
поперечного сечения; Е  — модуль упругости; р — плотность ма­
териала.

Рассматривается задача, заключающаяся в отыскании пере­
менной проектирования, доставляющей минимум функционалу

(1.1)

(1.2)

(1.3)
(и )х=о =  (д2и/дх2)х-о  =  0, (и)х=1 =  (д2и/дх 2 ) х = 1  =  0.
(и) ,=.о =  0, (ди/д^ {=о =  0,



массы балки:
/ Ч I

7
(1.4)

О 0 0

при ограничениях на величину максимального прогиба
J 1 =  шах | и (ху £) | ^  Сг 

ас,*
(1.5)

и удовлетворяющей двустороппим неравенствам
Йт1п ^  Й (х) ^  Йтах. (1.6)
Согласно предложенному в [8] методу, локальные ограниче­

ния типа (1.5) можно заменить интегральными, учитывая малое 
отличие норм в пространстве непрерывных функций и в прост­
ранстве функций, интегрируемых с р -й степенью при достаточно 
больших значениях р . Подробно вопрос о замене локальных огра­
ничений интегральными обсуждался в [8, 125]. Таким ■ образом, 
можно модифицировать постановку задачи оптимизации, аппрок­
симируя локальное ограничение (1.5) интегральным:

Для вывода необходимых условий экстремума и построения 
формул анализа чувствительности проварьируем переменную 
проектирования й, придав ей значение й +  6й, при этом функ­
ция прогибов примет значение и +  6и:

Вариации функционалов / и /р запишутся следующим об-

Выражение (1.12) зависит от вариации функции прогибов 8и.
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(1.7)

(1.8)

(1.10)

(1.9)

разом:
Ч г

о о
(1.11)

Ч I
(1.12)



Для дальнейшего требуется исключить б и из (1.12) и полу­
чить выражение б/р как функцию Ьк. С этой целью введем со­
пряженную переменную v(x, г). Домножим левую часть уравне­
ния в вариациях (1.8) на V  (ж, £) и проинтегрируем произведе­
ние по х  е  [0, /] и £ ^  [0, ^]. Используя интегрирование по ча­
стям, с учетом граничных и начальных условий получим

Прибавим к правой части (1.12) выражение (1.13). Посколь­
ку на функцию у (х , г) пока не наложено никаких ограничений, 
выберем ее так, чтобы в выражении функционала б/р была ис­
ключена зависимость от 8и. С этой целью потребуем, чтобы 
п(ж, 0  удовлетворяла следующей начально-краевой задаче:

дхг £Лгё )  + ^ ё = - Ш Г
о - (<92у/5х2)ж=0 =  0, (у)х=г =  (д2о/дх г ) х = ,1  -  О,

(у)(=</ =  0, (ди/д1){=(/ =  0.

(1.14)

(1.15)
(1.16)

Таким образом, для вариации функционала б/р получим сле­
дующее выражение:

б/р =  | - Р | т | ? ]  6Л * *  (1Л7)
оо 1 J

т. е. получена зависимость от вариации параметра проектирова­
ния при условии (1.14) — (1.16). Заметим, что условия (1.16) 
для сопряженной переменной заданы в конечный момент време­
ни t =  tf. Поэтому решение задачи (1.14) — (1.16) предполагает 
интегрирование по времени в обратном направлении.



С использованием обозначения

необходимое условие экстремума в рассматриваемой задаче опти­
мизации имеет вид

р +  |аЛ(#) =  0, (1.18)
где \1 — множитель Лагранжа, подлежащий определению. Учет 
ограничений (1.6) на переменную проектирования осуществлял­
ся одним из способов, описанных ранее.

При численном решении задачи оптимизации использовался 
метод проекции градиента. Каждый шаг итерационной процеду­
ры оптимизации предполагал решение прямой (1.1) — (1.3) и со­
пряженной (1.14) — (1.16) задачи и вычисление улучшающей ва­
риации с учетом ограничений (1.6) на основе проведенного 
анализа чувствительности. Решение прямой и сопряженной за­
дачи строилось конечно-разностным методом с использованием 
выпуклых схем аппроксимации [15].

С применением приведенных соотношений проводились расче­
ты оптимальных форм балок для различных видов нагрузок [12] 
(рис. 6.1). Полученное в результате расчетов распределение к (х )  
для гармонической нагрузки (рис. 6.1, а) показано на рис. 6.2 
(кривая 1). При проведении расчетов полагалось а  =  0,3; Е  =  
=  70 ГПа; р — 1,2 103 кг/м3; I — 0,4 м; tf =  1 с; до = 1 0  Н/м; 
кт[п =  0,5 • 10“4 м2; к тах =  3 • 10“4 м2; С\ =  2,3 • 10~3 м. Относи­
тельный выигрыш в массе, полученный за счет оптимизации по 
сравнению с балкой постоянного поперечного сечения составил 
18 %. На рис. 6.2 показано оптимальное распределение площа­
ди поперечного сечения по длине балки для нагрузки (кривая 
2 ), показанной па рис. 6.1, б, при значениях ктт  =  1 см2 и С\ =  
=  0,21 см. В этом случае выигрыш оказался равпым 19 ,2% . 
Кривая 3 соответствует оптимальпому распределению к (х) для 
шарнирно опертой балки при действии динамической пагрузки, 
приведенной на рис. 6.1, в .

Некоторое изменение постаповки задачи происходит, если 
предположить, что балка предварительно напряжена. В этом 
случае уравнение для прогибов балки отличается от (1.1) тем, 
что в правой части добавляется слагаемое к о д 2и/дх2 (со знаком 
«плюс» в случае растяжения и со знаком «минус» в случае сжа­
тия). Через о обозначено напряжение в сечении балки. Усилие 
ко  =  N является постояпной величиной. В правой части уравне­
ния для сопряженной переменной добавится с соответствующим 
знаком член N д2и/дх2. В остальном система необходимых усло­
вий экстремума не изменится.

Следует отметить, что во всех рассмотренных случаях дина­
мического нагружения оптимальные распределения к (х )  для 
шарнирно опертой балки качественно похожи, и это позволяет



!£__________________________ 1_^
о г

дать некоторые общие реко­
мендации относительно изме­
нения величины площади по­
перечного сечения по проле­
ту балки заданной жестко­
сти для целого набора дина­
мических нагрузок.

Для полученных опти­
мальных распределений к (х )  
можно вычислить напряже­
ния атах (#), возникающие 
при изгибе в сечении бал­
ки, по формуле

Рис. 6.1

дх2Я

0шах — МХ/]УХ1
где Мх — изгибающий мо­
мент; \¥х — момент сопро­
тивления. Максимальное на­
пряжение в балках с круг­
лым поперечным сечением 
характеризуется величиной 
к и2д2и /дх2. На рис. 6.3 пред­
ставлена зависимость вели­
чины к х/2д2и/дх2 от коорди­
наты х, подсчитанной для 
момента времени £гаах, в кото­
рый прогиб и(х, достигает 
максимального значения. 
Кривая 1 на рис. 6.3 пока­
зывает распределение на­
пряжений для половины 
шарнирпо опертой балки по­
стоянного сечения (к  =  2 см2) 
при действии гармонического 
нагружения. Из рисунка 
видно, что наибольшего зна­
чения атах достигает в цент­
ральной части пролета бал­
ки. Напряжения в опти­
мальной балке при той же 

нагрузке распределены более равномерно по пролету (кривая 2).
Рассмотренная задача оптимального проектирования балки 

при нестационарном динамическом нагружении демонстрирует 
эффективность одного из способов решения задачи оптимизации.

Р. X . Плаут [210] в 1970 г. рассмотрел задачу о балке под 
действием нестационарной нагрузки. В работе получена верхняя 
оценка для максимального прогиба балки. Отыскивалось также 
кусочно-постоянное распределение толщин, которое минимизи­
рует верхнюю оценку для прогиба при заданном весе кон­
струкции.



Вопросы динамической оптимизации упругпх систем с распре­
деленными параметрами рассматривались Э. Хогом и Я. Аророй 
[118, 123, 160, 161]. В этих работах для решения задач оптималь­
ного проектирования применялись методы анализа чувствитель­
ности. Получепы оптимальные решения для балок и пластинок.

Работы В. Б. Гринева п В. Ф. Васильченко [42, 43] посвяще­
ны оптимальному проектированию одномерных конструкций при 
нестационарном нагружении. В работе [43] минимизируется вес 
стержня при ограничениях на допустимые напряжения и дефор­
мации. Рассматриваются разные способы дискретизации задачи, 
обсуждается их эффективность. Необходимые условия экстрему­
ма получены с использованием принципа максимума.

В статье Е. Цегельского и М. Жичковского [146] исследуются 
вопросы параметрической оптимизации вязкопластпческих стерж­
ней при ударных осевых пагрузках.

Ряд работ [59, 69—71, 183, 186] посвящен проблемам опти­
мального проектирования жесткопластических конструкций при 
динамическом нагружении. Характерной постановкой.таких задач 
является минимизация остаточного прогиба при заданном весе. 
Для решения авторы (10. Р. Лепик, Я. А. Леллеп, Ю. Т. Кире 
и др.), как правило, используют метод модальных движений, 
предложенный Дж. Б. Мартином и П. С. Саймопдсом [186]. Дан­
ный метод применим к довольно узкому классу задач, но в гра­
ницах применимости дает полезные результаты.

Можно также отметить работы [18, 19, 50, 142, 233, 239], по­
священные вопросам оптимизации динамически нагруженных 
конструкций.

МИНИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОГИБОВ БАЛОК 
МЕТОДОМ МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Опишем другой подход к проектированию балок, подвержен­
ных действию нестационарных динамических нагрузок. Предпо­
ложим опять, что балка шарнирно закреплена и в качестве пе­
ременной проектирования К =  )ь{х) выбрана площадь попереч­
ного сечения. Уравнение для функции прогибов и(х, Ь) запишем 
следующим образом:

где /(#) — момент инерции сечения балки; т (х)=* рк(х ) — масса, 
приходящаяся на единицу длипы; д — внешняя динамическая 
нагрузка. Уравнение (2.1) можно преобразовать, введя следую­
щие безразмерные переменные и обозначения: х ' — х/1, 1гь (я) =  
=  1к(х )/У у где V — объем материала балки, р — плотность. Для 
разных форм сечений балки соотношения, связывающие момент

6.2.

(2.1)



инерции I  с площадью поперечного сечения Н, можно предста­
вить в виде [139]

(2-2)

где С,, р — заданные константы (р =  1, 2, 3 ). Вводя обозначения 
к2 =  рУг/ЕСр  и (х, ^  =  13д (х , Ь)/ЕСР, с учетом (2.2) запишем 
уравнение (2.1) в безразмерной форме (штрихи опускаются):

дх2
+  к2к ^ = д .

дЬ2
(2.3)

Применим к уравнению (2.3) преобразование Лапласа. Бу­
дем иметь

¿ ( '• " Й О  + " * ' “ = '5 .  (2-4)
где

о о

и (х, з) =  | е~5Хи (х, т) ¿т, 
о
ОО

д (,х, $) =  ]* е~“5Т# (#, т) <1т. 
о

Для построения решения уравнения (2.4) в виде разложения 
по полной системе собственных функций рассмотрим соответ­
ствующую однородную краевую задачу на собственные значения, 
описывающую свободные поперечные колебания балки:

(1ж2 (1аг J — ^/ирг (х) - О, »  =  1 .2 , (2.5)

ф1 (0) => (<12<р7 йх2) *=о — 0, ф<(1) =  ((12ф,'/(1х2)1=1 = 0 .

Собственные функции ф*(ж) образуют полную систему ортого­
нальных с весом функций, определенных на отрезке [0, 1]. По­
этому и(х, з) и д(ж, з) могут быть представлены в виде рядов 
по формам свободных колебаний

о о

и (х, з) =  3  Аг (з) ф* (х), у
ОО

? (х, з) =  2  Я{(«)ф* (х).
1=1

Коэффициенты Л,($) и B i(s)  находятся по формулам 
1

Ai (в) =  -Ц | Ъ, (£) и ( I  з) ф{ (6) (11, (2.7)
о
1

в' (*) =  ^  I  ? & 5) V* (I)
о



где

Ai =  j  Л (g) [cp1 (I)]2dg. 
o

Умножая уравнение (2.4) на cp'(x) и интегрируя его по от­
резку [0, 1], получим следующие соотношения:

i , х i
+  sVc2 J  h m i  dz =  J  V  <**• (2-8)

o dx \ dx  ]  0 0

Интегрирование по частям первого члена соотношения (2.8) с 
учетом (2.5) дает

1 i i
v*i J  /шф* do: +  s2k2 J  /шсрг dx  =  j qy* dx . 

o o o

Сравнивая полученное выражение с (2.7), получим соотноше­
ние между коэффициентами Ai и 2?*:

Ai (s) =  В  i (s)/(v 2i +  k 2s2). (2.9)

Подставим (2.9) в первое соотношение (2.6) и учтем выражения 
(2.7) для коэффициентов Вг. Применяя далее обратное преобра­
зование Лапласа, будем иметь

оо . Í*

и (х, í) =  2  J j x  J  J  Í  (6* т) Ф* (S) sin т — т) dT d^  <2, 10)
i=1 г 1 о о

Формула (2.10) дает решение уравнения (2.3) при нулевых на­
чальных условиях, выраженное через собственные функции за­
дачи (2.5).

Перейдем теперь к отысканию распределения материала по 
пролету балки, т. е. к определению переменной проектирования 
h (x ), минимизирующей прогиб в центральной точке х  =  1/2. Для 
этого применим метод малого параметра. Представим первую 
собственную функцию задачи (2.5) в виде суммы

ср1 (х, е) =  sin Tíx +  г sin 3пх +  е2 sin 5яя,

зависящей от параметра е, который может быть как положитель­
ным, так и отрицательным. Заметим, что ф! (#, 0) является пер­
вой собственной функцией задачи о свободных колебаниях балки 
постоянной толщины. Для 0 < е < 1 / 2  выполняется ф! (1/2, е ) <  
<  ф1 (1/2, 0 ). Подставляя ф! (я, е) в (2 .5), получим пелинейное 
обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка от­
носительно h :

é  [feP e)] -  v*h {x) ф1 (Xi e)=°- (2Л1)



Следуя методу малого параметра, решение будем искать в виде 
1г =  А0 +  ек' (х) +  е2Л2 (* )  +  ..

2 2 2 . о 2 ,=  v1o +  ev11 +  8 ^ 1а +

Подставляя эти разложения в (2.11) и приравнивая пулю 
коэффициенты при одинаковых степенях е, получим систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Вводя обозначения 
Si (х ) =  sin inx , приведем в качестве примера уравнения, получаю­
щиеся при удержании в разложениях членов до порядка е2 
включительно для случая р  =  2:

d2 (v>°)
d**

+  |-0( ^ 0) =  о,
о

áx ¿

д2 ( V >2)
á x 2

+  %■ ( s j i 1) — 40h°n%  — s
2n¿

+  % -№ )  = d2 h ^ ) 2]
21“ d.r~

(2.12)

d3- 9  £ . ( s 2h ' ) - ^ - ( s 2h ' ) -
2/¿°n2

Заметим, что уравнения (2.12) можно разрешить относитель­
но (s¡h1) и что величины (sih*) равны нулю при # =  0 и # =  1. 
Интегрируя уравнения (2.12) с учетом условия симметрии h (x )  
относительно точки х =  1/2 и условия постоянства объема мате­
риала балки

i
jf c ( * ) d *  =  l ,  (2.13)
О

будем иметь (при р =  2)
h° =  1, h x (х) =  4,7059 [1 — sin (3nx) ¡sin (n x )]y (2.14)
h 2 (я) =  —42,521 +  10,698 sin (Зяя) /sin (яя) +

+  19,089 sin (5яя) /sin (яд:).

Из условия (2.13) следует

vi =  я 4 (1 +  4,7059е -  87,642е2 + . . . ) .  (2.15)

Аналогично определяется приближенное решение для случаев 
р =  1, р =* 3 [139]. Найденное однопараметрическое семейство ре­
шений уравнения (2.11) можно использовать для минимизации 
величины динамического прогиба. Возможность уменьшения ве­
личины динамического прогиба с использованием полученных 
представлений для искомых величин можно косвенно обосновать, 
исследуя зависимость наименьшей частоты свободных колебаний 
балки от е. Ограничимся классом функций h (x , е ) =  1 +  eft1 (#) +  
+  в2Л2(а:). Собственная функция ср^х) задачи на собственные



значения (2.5) выражается следующим образом: 
ср1 (я) =  sin тех +  е sin 3тех +  е2 sin 5пх + . . .

Приближенные выражения для собственных функций (р'(х) при 
i >  1, получаемые методом малого параметра, имеют вид

ф* (#) =  sin Ых +  е [G f  sin (i +  2) пх  +  G f  sin (i — 2) nx] +  . . . ,  
i =  2, 3, (2.16)

где G f  и G f  зависят от ¿, p  и определяются по формулам 
(Gi) * =  4 0 (i2 ± i z) l [ ( i ±  2 )4 -  í4], p =  1,
(Gf) * -  4,7059 (i4 ±  8¿3 +  8¿2)/[(¿ ±  2 )4 -  ¿4], p =  2, (2.17)
(G i)± - 6 ,1 5 3 8 (i4± 6 ¿ 3 +  6¿2)/ [ ( ¿ ± 2 )4 — i4], p =  3.

Из-за громоздкости выражений приведены только члены, име­
ющие порядок по е не выше первого. Соответствующие собствен­
ные числа V? (/ >  1) мало чувствительны к изменениям пара­
метра е. В [139] рассматривались динамические нестационарные 
нагрузки следующих четырех типов:

(х, ¿) = 6 (*-1/2) 8(0,
?*(* . í ) = 6 ( í) ,
qs{x, í)  =  6 (x -  1/2),

(2.18)

04 (Я, í ) = l .
где символом б обозначена 6-функция. Для данных нагрузок с 
использованием (2.10) и приведенных выше соотношений метода 
малого параметра найдены выражения для прогибов центральной 
части балки в зависимости от параметра е:

к i=f ¿  Vi (е) Ai (8) *
1

.  <Р* (1/2, е) j  <р* (6, е) di

( и \  =  j  2  v, ( е ) \  (в)
*--1 )0) • • •

(“ ’ ) . =  2  r 4 f r £ [ , - C0ST : 4ívi ( £)] Ai ( £) L K J

. vt(8 )#
ЯП —

(W4)e =  2

JL

Ф* (1/2, e) j  <р! (|, e) di

г=Гз.„. [ М £)]гА *(е)
|̂ 1 — eos í|.

(2.19)

Отметим, что в формулах (2.19) собственные функции и соб­
ственные числа при Ь >  1 задапы приближенно с точностью до е.

Решение задачи оптимизации можно получить, разыскивая 
минимум по е от максимального значения прогиба в центре бал-



Таблица 6.1

р М акси м ал ьн ы й
п р о ги б

В ы и гр ы ш  в ср авн ен и и  
с  б ал к о й  п о с т о я н н о г о  

сечен и я (в  %)

Нагрузка д^х, *) =  6(х — 1/2)б(*)
1 1,0348 0,0435 17,9
2 0,8175 0,0715 32,7
3 0,8281 0,0798 31,8

Нагрузка д2(х, 0  =  6(0
1 0,9995 0,0023 —

2 0,8446 0,0514 15,5
3 0,8532 0,0564 14,6

Нагрузка д3(х, 0  =  д(х — 1/2)
1 2,0021 0,0117 1,3
2. 1,5698 0,0454 22,6
3 1,5070 0,0539 26,7

Нагрузка д4(

од\IIн
1 1,9896 0,0036 0,1
2 1,6438 0,0396 17,5
3 1,5995 0,0473 19,7

ки и* =  т т е та х * | их | (£ е [0 , ¿/]). С учетом того, что величина 
динамического прогиба балки, даваемая формулами (2.19), явля­
ется сложной функцией с и  t1 экстремум в [139] находился при­
ближенно. На рис. 6.4 показана характерная зависимость вели­
чины максимального прогиба от е. В табл. 6.1 приведены резуль­
таты численного расчета, которые показывают, что для всех рас­
смотренных случаев нестационарного нагружения на основе па­
раметрической оптимизации достигается значительное уменьше­
ние динамической реакции.

В заключение заметим, что изложенный подход к оптимиза- 
зии форм балок не является столь общим, как подход, описанный 
в предыдущем разделе и основанный на использовании условий 
экстремума и алгоритма последовательной оптимизации. Большей 
общностью обладают также подходы, использующие теорию воз­
мущений и методы анализа чувствительности. Тем не менее опи­
санный способ, как и другие методы параметрического анализа 
и оптимизации, является относительно простым и позволяет в 
ряде случаев добиться значительного изменения функционала 
качества.

6.3.
ОПТИМИЗАЦИЯ ОБОЛОЧЕК 

ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НАГРУЗКАХ

В данном разделе подход, основанный на использовании не­
обходимых условий экстремума и соотношений анализа чувстви­
тельности, применяется для оптимизации оболочек, работающих 
в условиях нестационарного динамического нагружения [14].



Рассмотрим осесимметричную цилиндрическую оболочку пе­
ременной толщины Л =  Л(а;), длины I и радиуса Д (рис. 6.5). 
На оболочку действует радиальная нагрузка 9 =  9 (я, £), изме­
няющаяся во времени. Обозначим через 1 0 = -ю (х , £) прогиб в 
радиальном направлении (вдоль оси Оу), и =  и (х , £)— смещение 
в осевом направлении (вдоль оси Ох). Введем безразмерные 
переменные по формулам

х  =  я/Д, Ы =  Л/Д, и =  м/Д, го' =  ш/Д, £' =  £/£/,
р' = р(1_^)д2/(^ )? Г = г/д, 1.

Уравнения, описывающие динамическое поведение оболочки, 
имеют вид (штрихи опускаются)

где р, Д, V *— плотность материала, модуль Юнга, коэффициент 
Пуассона; £ е [0 , £/] — заданный интервал времени.

Оболочку считаем шарнирно опертой с обоих концов. В этом 
случае граничные условия имеют вид

и>(0, £) =  (д2и>/&г2)*=о =  0, ю (I, ^  =  (д2ьо/дх2) хв1 =  0, (3.2)

и (0, £) =  0, и(1, £) =  0.

Предполагается, что начальные деформации оболочки отсутству­
ют и равны нулю скорости в осевом и радиальном направлении 
при £ =  0:

(и>)1=0*=(ди;/д1)1=о =  0,
(и ) ,_ о -(З и / 3 *)« -о -0 . ^



Рассмотрим задачу минимизации объема материала оболочки 
посредством выбора переменной проектирования к (х ) :

I
/ =  1 к ¿х -*■ тш д , (3.4)

о
при ограничении на величину максимального по ж е [ 0, /] и ¿ е  
е  [0, t¡\ прогиба

т а х  | ю (я, 0  | <  ^  (3.5)
к,*

обусловленного действием динамической нагрузки д(х , £). На до­
пустимые значения переменной проектирования к (х )  наложены 
ограничения

кт1п^ Ь ( х ) ^ к тах. (3.6)

Здесь кт1п, ктах — заданные константы.
Вводя функцию ю* (х, £) =  (|н;(я, *) I — сИ-||м;(я, £) I — й|)/2, 

которая принимает значения
(I м (ху 0 1 “ »̂ если 110 (х > 0  I “   ̂^  0?

IV (х, ¿) — ^  если | и? (я, г) | — (1 <  0,

условие (3.5) можно заменить эквивалентным интегральным 
представлением

1 I
J 1 =  | £ ш* (х , /) Й£ й£ =  0. (3.7)

о о
Для решения поставленной задачи оптимизации выразим ва­

риацию функционала (3.7) через вариацию переменной проек­
тирования 8к. С этой целью введем сопряженные переменные 
и(х , £) и $(#, £). Проварьировав уравнения (3.1), умножим пер­
вое уравнение в вариациях на и(х , £), а второе — на з(я , £) и 
проинтегрируем произведения по частям с учетом граничных и 
начальных условий. Добавим получеппые выражения к вариа­
ции функционала 6/1:

1 1

б/х =  ^ sign [ш (х , £)]1 +  8|&п 0 I ~~ (3.8)
о о

Для сохранения в получающейся при этом сумме только чле­
нов, обусловленных вариацией параметра проектирования 6й, 
потребуем выполнения следующих соотношений для сопряжен­
ных переменных:

=  адп [и, (х, 1)1 (1 +  5‘8п1 '“ (Ь-‘>ЬА ,

I ь д т 8  _  
-(- р к  — 5 —

(3.9)



(3.10)
5(0, *) =  (д2з/дх2)х=0 =  0, «(/, 0  =  (д28!дх%=1 =  0,
у(0, I) -  и(1, *) =  0,

(*>)<=1 =  (5у/50<-=х =  0,
(«)<=1 =  =  0.

(3.11)

В результате вариации функционалов 6/ и Ы\ запишем в 
виде

I
б/ =  | б/г ах =  <«„ вл>, (3.12)

с у Г ГГ /  , д и \д и  . ди ди .
" ■ “ .Л  -  +  *  Я  +  р в«5Г +

о о 1
, /  . ди\ , к 2 д2э д2ю

+  Т  +  ', ш )  +  1 ^ ~
I

— р Ыг йх й/= | л (х) с!х =  <г2, б/г>,

где скобками <•, •> обозначим интеграл от произведения стоящих 
в скобках фупкций по х  е  [0, /].

Решение задачи оптимизации отыскивалось численно методом 
последовательной оптимизации [8, 9]. Для каждого приближения 
}г(х) решались прямая и сопряженная задача (3.1) — (3.3) и
(3.9) — (3.11). С этой целью отрезок времепи [0, 1] разбивался 
на N равных интервалов Д£, и частные производные по времени 
в уравнениях (3.1), (3.9) заменялись конечно-разностными соот­
ношениями. При определении функций т, и, V и 5 на каждом 
временном слое £ =  и использовались вариационные формулиров­
ки прямой и сопряженной задачи. Для получения конечно-раз­
ностных аналогов вариационпых задач строились выпуклые схе­
мы аппроксимации второго порядка точности [15]. После опре­
деления функций го, и , и и 5 улучшающая вариация 6Л вычис­
лялась по формуле

8й =
=  т ( " '

где т >  0 — малое число (шаг по градиенту). Итерационный про­
цесс последовательной оптимизации прекращался при достиже­
нии задаппой точности в выполнении условия оптимальности

1 + Л ( * )  =  0.

Ограничения на переменную проектирования к (х )  удовлетво­
рялись с помощью введения вспомогательной фупкции (замена 
Валептайпа [8]). На рис. 6.6 показано оптимальное распределе-



иие толщины к (х )  для цилиндрической оболочки, находящейся 
под действием динамической нагрузки:

2 =
[?о.
Ю,

О < ¿ < 0 , 2 5 ,  

0,25 < ¿ < 1 .

В силу симметрии задачи относительно сечения х =  Ц2 расче­
ты проводились для половины оболочки. При расчетах полага­
лось д0 =  Ю~7; р =  4 -1 0 ~ 3; ¿2 =  0,13 • 10“4; V =  0,3; й тт =  10*"3; 
/ =  4; =  0,05; т =  0,1. Сравнивая оптимальную оболочку с обо­
лочкой постоянной толщины, обладающей такой же жесткостью, 
отметим, что выигрыш в результате оптимизации по функциона­
лу составляет 3 % •

Характерной особенностью представленного на рис. 6.6 рас­
пределения материала в оболочке является паличие краевого 
эффекта. Толщина оптимальной оболочки является практически 
постоянной за исключением малых областей вблизи ее краев. 
В  этих областях функция толщины )г(х) довольно круто возра­
стает, а затем резко уменьшается, образуя ребро жесткости. 
На рис. 6.7 показана зависимость величины / от номера итера­
ции по при последовательной оптимизации. Эта зависимость ха­
рактеризует хорошую сходимость метода в рассматриваемом 
случае.

6.4.
МИНИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ ПОДАТЛИВОСТИ 

КОНСТРУКЦИИ ЗА СЧЕТ РАЦИОНАЛЬНОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК ДЕМПФИРОВАНИЯ

При проектировании конструкций, рассчитываемых на неста­
ционарные динамические воздействия, нередко используются мо­
дели, в которых демпфированием можно пренебречь. Такие идеа­
лизированные модели позволяют получить вполне удовлетвори­



тельное описание поведения конструкции в случае, когда рас­
сматриваемый интервал времени достаточно мал, материал, из 
которого изготовлена конструкция, является идеально упругим, 
взаимодействие ее со средой таково, что внешним трением мож­
но пренебречь, а также можно не учитывать потери энергии за 
счет неидеальности соединения элементов конструкции и т. д. 
Если исключить из рассмотрения диссипативные силы не пред­
ставляется возможным или, наоборот, включение диссипативных 
элементов в конструкцию предопределено ее назначением и по­
зволяет существенно улучшить ее динамические свойства [76], 
то характеристики диссипации можно принять в качестве пере­
менных проектирования и рассмотреть соответствующие оптими­
зационные задачи. Отметим, что здесь речь идет о тех ха­
рактеристиках демпфирования, которые присущи самой проек­
тируемой конструкции и могут быть изменены в процессе 
оптимизации.

Уравнение движения конструкции при наличии демпфирова­
ния, граничные и начальные условия можно записать следую-
щим образом:

(4-1)

(N u)r =  g (x , f) , (К и ),-о  =  ЗС(*), (4-2)

где и =  и (#, ^ — перемещение конструкции под действием задан­
ной внешней нагрузки q (#, £); АГ, С — соответственно инер­
ционный, диссипативный и жесткостиый линейный операторы; 
# , К  — линейные операторы граничных и начальных условий; 
Г — граница области £2, занимаемой конструкцией; q{x , ¿), %(я) — 
заданные функции. В дальнейшем зависимость от пространствен­
ных переменных не указываем для краткости. Будем предпола­
гать, что материал конструкции является вязкоупругим и харак­
теризуется наследственным трением. Тогда диссипативный опе­
ратор В  может быть представлен в виде [35]

х

1 )д£ =  | Д ( * , т ) ^ а т ,  (4.3)

где ядро оператора R (t, т) выбирается с учетом свойства ма­
териала.

Рассмотрим тонкостенную конструкцию, поведение которой 
под действием заданной нагрузки q (x , t ) ( x ^ Q ,  £ е [0 , tf]) опи­
сывается соотношениями (4.1), (4 .2). Конструкция изготовлена 
из двухслойного материала, причем основу его составляет упру­
гий слой, определяющий жесткостные свойства конструкции, 
а другой относительно нежесткий слой обусловливает диссипа­
тивные свойства системы. Влиянием малой жесткости второго 
слоя (полимерной пленки, вязкой накладки) на жесткость коп-



струкции можно пренебречь, так же как можно пе учитывать 
диссипацию энергии при колебаниях в жестком слое. Для поли­
мерного материала вязкого слоя ядро R (t, т) можно выбрать в 
виде [35]

где  ̂=  'уок  (я ) , к  (х) — функция распределеипя вязкоупругих 
свойств конструкции; т) =  й(я)До(*, т), константы а, р и 
определяются выбором конкретного материала. Ниже рассмотрим 
функцию к (х) в качестве переменной проектирования и будем 
считать, что к (х )  удовлетворяет ограничению

где V — заданная константа. Сформулируем оптимизационную 
задачу. Требуется найти такие распределение переменной про­
ектирования к (х )  по конструкции, которое доставляет минимум 
фуикциопалу податливости

и удовлетворяет ограничению (4.4). Минимизируемый локаль­
ный функционал (4.5) заменим пптегралышм соотношением

осповываясь па близости норм в пространстве непрерывных функ­
ций и в пространстве функций, интегрируемых с р-й степенью 
при достаточно больших значениях р . Для того чтобы провести 
анализ чувствительности, получить необходимые условия опти­
мальности и выписать сопряженную систему, воспользуемся 
приемами теории оптимального управления системами с распре­
деленными параметрами. Проварьировав функции й, и, получим 
систему уравнений в вариациях

где Вм  =  (дО /дк)6к.
Введем в рассмотрение сопряженную переменную v (x 1 ¿). 

Умножим левую часть уравнения (4.7) скалярно на и (я, £) и 
проинтегрируем полученное выражение:

R (t, T) =  ^ - p(<- T)/ ( i - T ) 1- a,

(4.4)
Q

/ =  max | и (x, t) | ->■ min/i
x,t

(4.5)

(4.6)

M d 4 u /d t2 +  D dbu/dt +  Dih duldt +  С Ы  =  0, 

(Nàu)г - - 0, (Kbu)t- 0 =  0,

(4.7)

(4.8)

f  Côu dQ dt. (4.9)



/ о  =  1 р  (0 в  а *  =  )  V ( I )  Г | д  ( I ,  т) а *  =

О О I---ОО J

= I [IЕ  V'т) 36д%(Х) ат1а<-О ^ о  J

После выполнения преобразований получим следующее выра­
жение:

Ч (Ч

Л  =  | - ^ г 1 Н п (*.г) & (0 -  * (т)1 +
о [т

+  £ И (Ь, т) V (т) с1<| с1т.

Осуществляя интегрирование и заменяя в полученном соот­
ношении ? на т и т на £, с учетом начальных условий будем 
иметь

•Го

(4.10)

С использованием формулы (4.10) интеграл (4.9) можно 
представить в виде следующей суммы:

/ =  и ( б ц | м * - § -  +  С * у - ^ - [ Г л ( т ,^ ) 1 ;( т ) ( 1 т  }}(Ю (и +
о о 
Ч

с1£2 сМ.
о а

Символом * обозначены сопряженные операторы. В  предпо­
ложении, что р — четное число, вариации функционалов (4.4) и



(4.11)

(4.6) запишутся в форме 
</

[б л а о си  =  о,
1 о а

б/р =  ■ 1 Г Г (± - ) Р 1 8и <1£2 а .р ¿У теэ & ,) ,) \у р ] (4.12)

Записывая условие стационарности расширенного функциона­
ла Лагранжа и приравнивая в нем нулю члены, содержащие 
множителем вариацию функции состояния 6 и в области £2, на 
границе Г и при £ =  £/, получим уравнение, граничные условия 
и условия в конечный момент времени £ =  £/, служащие для 
определения сопряженной переменной:

д \
М * - “пг +  С*и — ^дг

| д (т ,  г)и ( т) <1т

(М*и)г — 0, (« * !;) ,=|/ =  0.

___1___ ( л . ) * - 1 =  о
/у шеБ & [/ р1 1

(4.13)
(4.14)

Необходимое условие экстремума в рассматриваемой задаче 
оптимизации имеет вид

X + си =  0, (4.15)

где множитель Лагранжа X определяется с помощью условия 
(4.4).

Следует отметить, что формула (4.15) содержит двойное ин­
тегрирование по времени и это представляет определенные труд­
ности для численной реализации.

Рассмотрим теперь задачу об осесимметричных колебаниях 
круглой пластинки. Соотношения (4.1), (4.2) в полярных коор­
динатах с использованием безразмерных леремепных запишутся 
в виде [104]



Здесь s\r) — переменная толщина пластинки; v — коэффициент 
Пуассона; и =  и(г, *) — функция прогибов; г е [ 0, 1], i e [ 0, 1]. 
Граничные условия (4.17) отвечают шарнирному опиранию краев 
лластннки. Требуется найти такое распределение переменной 
проектирования А (г), чтобы минимизировать (4.5) при усло­
вии (4 .4).

Предполагая, что диссипация мала, примем за малый па­
раметр и подставим в соотношения (4.16) — (4.18) следующее 
разложение:

U =  u0 +  YoUl +  Уои 2 +
Нулевое приближение определим из решения системы (4.16) —
(4.18) для щ  при отсутствии диссипации. Поправка щ может 
быть найдена из решения уравнения

Си\+ М d2u jd t 2 =  — D duo/dt

с краевыми и начальными условиями (4.17) и (4.18) для щ.
Для решения краевых задач при заданном распределении 

переменной проектирования отрезок времени [0, 1] разбивается 
с постоянным шагом на интервалы. Далее, для определения про­
гибов и* под действием нагрузки q{ в моменты времепи t\ i =  
=  0, 1, . . . ,  N был использован метод, предложенный в [38]. Ре­
шение ui+l в момент времени ti+l строилось следующим образом:

ц<+1=и<-1 +  Ы ‘, *= » 1 ,2 , (4.19)

Здесь к — шаг по времени; dl доставляет минимум функционалу

F* =  -у  j* (d\ d {) dQ +  M 2 J (Cd\ d') dQ +  J (Q\ d f) dQ (4.20)
a q a

при соответствующих краевых условиях; круглыми скобками 
обозначается скалярное произведение; 0 — числовой параметр 
( О < 0 < 1 ) ,

Таким образом, решение краевых задач сводилось к последо­
вательной минимизации функционалов -Р, ¿ =  1, 2, . . . ,  что было 
реализовано численно методом наискорейшего спуска. Предло­
женный алгоритм оказался устойчивым к выбору шага по вре­
мени к при условии к <  10~5. Применение для решения постав­
ленной задачи алгоритма, развитого в работах [12, 14] и основан­
ного на использовании вариационных принципов теории упру­
гости и минимизации на каждом шаге соответствующих 
квадратичных функционалов, оказалось неприемлемым из-за 
неустойчивости этого алгоритма к выбору шага по времени даже 
для очень малых значений к.

При решении задачи оптимизации предполагалось, что вязко- 
упругий демпфирующий слой располагается на пластинке в виде
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кольца, площадь которого 
задана ( V =  0,785). Отыски- 0^¡д-з _ 
валось такое расположение ; г 
демпфирующего кольца, что­
бы минимизировать значе­
ние величины максимального 
прогиба. Считалось, что па- 
грузка q распределена рав­
номерно по пластинке и из­
меняется с течением време­
ни, как показано на рис. 6.8. Максимальное значение нагрузки 
равнялось 0,5 • 10“6, значения параметров выбирались соответ­
ственно V =  0,3; к  =  10~5; =  4,4 • 10“3. Функция /г(г) =  0 вне
демпфирующего кольца и й (г )= 1 0 -5 всюду внутри кольца. Тол­
щина пластинки принималась постоянной и равной КЗ-2. При ми­
нимизации функционалов (4.21) принималось, что разбиение по 
радиусу равно 0,05, а параметр 0 =  1. Согласно терминологии, 
принятой в [38], случай 0 =  1 соответствует неявной схеме аппрок­
симации. Расчеты проводились также с использованием явной 
схемы (0 =  0) и полуиеявиой схемы аппроксимации (0 =  1/2). 
При этом было получено хорошее совпадение результатов, а за­
траты машипиого времепи были примерно одинаковы.

На рис. 6.9 кривыми с номерами 1 —7 изображены зависи­
мости максимальных прогибов пластинки от времени (от номе­
ра I шага по времепи). Кривая 1 соответствует размещению 
вязкоупругого материала в центре пластинки, кривые 2 —6 пока­
зывают, как изменяется поведение пластинки по мере переме­
щения демпфирующего кольца из центральной области к пери­
ферии, причем кривая 6 отвечает размещению демпфирующего 
материала по краю пластинки. Кривая с номером 7 представляет 
зависимость максимального прогиба от I при отсутствии демпфи­
рования. Для кривых 2 —7 максимальный прогиб достигался в 
центре пластинки, а для кривой 1 — на окружпостп малого ра­
диуса. Из рис. 6.9 следует, что для указанного вида пагружения 
и краевых условий паиболее эффективно размещать демпфирую­
щий материал в центре пластинки. Отметим, что с применением 
описанного метода апалогичпые задачи оптимизацпн могут быть 
решены для опертых пологих осесимметричных оболочек.



6.5.
АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

И ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИНОК 
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ 

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

При проектировании конструкций, рассчитываемых на внеш­
ние динамические воздействия, интерес представляет исследова­
ние влияния массовых, жесткостиых и геометрических парамет­
ров на величину, характеризующую динамическую реакцию 
конструкции. В качестве меры динамической реакции можно 
рассматривать величину максимального перемещения и оцени­
вать жесткость конструкций по величине этого функционала. 
При этом существенно, что положение точки конструкции и мо­
менты времени, для которых достигается максимум перемеще­
ния, заранее неизвестны и их предстоит определять в ходе ди­
намического расчета. Данное обстоятельство осложняет задачи 
проектирования, связанные с отысканием рациопальпого распре­
деления массовых и жесткостиых характеристик.

Отметим, что величина максимального прогиба является «есте­
ственной» мерой жесткостп конструкции. Из равенства нулю это­
го функционала, очевидно, следует отсутствие в конструкции 
перемещений и деформаций, а также обращеиие в нуль таких 
интегральных характеристик конструкции, как энергия ее упру­
гих деформаций и податливость.

В общем случае, как это уже отмечалось ранее, при неста­
ционарном нагружении оценка влияния параметров проектирова­
ния на величину целевого функционала сопряжена с необходи­
мостью расчета поведения конструкции на всем отрезке [0, £/] 
ее функционирования. Из-за отсутствия явной зависимости вели­
чины динамической реакции от параметров проектирования пря­
мой анализ чувствительности сводится к сложным вычислениям 
и перебору большого числа вариантов. Эффективным в даипом 
случае оказывается подход, основанный па введении сопряжен­
ных переменных и соответствующих систем уравнений для их 
определения.

Рассмотрим моделируемое пластинкой консольное крыло ма­
лого удлинения, помещенное в поток идеальпого газа. Для опи­
сания конструкции крыла применяется дискретпая модель, 
описанная в работах [33, 34]. На крыло, находящееся в потоке, 
действует нестационарная аэродинамическая нагрузка типа вер­
тикального порыва. Деформация пластинки характеризуется 
вектор-функцией обобщенных перемещений и =  и(£). Поведепие 
пластинки в потоке описывается системой обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений с начальными условиями

(С +  аСа) и +  (аИа +  В )  <1и/<1£ +  М &2и/И 2 =  ц(Ц ,  
и(0);=(<1и/аг),=о =  о,



где С — матрица жесткости конструкции; Са, А»— аэродинами­
ческие матрицы; В  — матрица демпфирования; М — матрица 
масс конструкции; а  — параметр, характеризующий набегающий 
поток, пропорциональный величине скоростного напора; д(£) — 
вектор-функция внешних нестационарных аэродинамических сил, 
действующих на пластинку. Предположим, что на поверхности 
пластинки задан конечный набор точек Р }. Вычисление истинных 
перемещений в точках Р j осуществляется с помощью матрицы 
перехода А по формуле

и  =  4и , (5.2)

где и  — вектор-функция истинных перемещений.
Введем в рассмотрение функционалы характеризующие 

прогиб пластипки в некоторой ;-й точке в момент времени

/ » » ( и ' . и О * - *  (5-3)

где 1Я =  (0, 0, . . . ,  ¿ ;и, . . . ,  0) — вектор-функция, ;-я  компонента 
которой равпа истинному перемещению в ;-й точке. Скобками 
(•, •) обозначено скалярное произведение; А5— строка матрицы 
перехода А.

Конструкция крыла характеризуется вектором переменных 
проектирования Ь =  (Й1, й2, . . йп), в качестве которых выбира­
ются такие параметры модели крыла, как величины неконструк­
тивных масс, толщипы изотропных и ортотропных панелей об­
шивки крыла, жесткости балок силового каркаса крыла, рабо­
тающие на изгиб и кручение.

Исследуем зависимости величины функционала 1}к при неко­
тором фиксированном ; для момента времени £ =  £* и заданном 
изменении внешнего воздействия д(£) и значении параметра а 
от малых вариаций параметров проектирования бй,*, ¿ =  1, 2,
. . . ,  п. С этой целью проварьируем функционал (5.3) и систему 
уравнений (5.1) с начальными условиями

61}к =  2(А*и(!„), М и ( 1 к)), (5.4)

(С +  аСа) 8и +  (аД, +  Л)-^Н- +  М ^ -  +

. V  ( <>С . ОМ (12и \ л (5.5)

би(0) =  0, (с16и/(и)*=о =  0.

Здесь предполагается, что матрицы Са, А» и Б  не зависят от 
параметров проектирования. Введем в рассмотрение вектор-функ­
цию сопряженных переменных у (£), определив ее как решение 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных



уравнений с условиями в момент времени t =

(С +  аС*а) V -  +  Л ) ^  +  М §  =  О,

V (**) =  0, [м  =  2 (А’л (**)) Л3'.
(5.6)

Символом * обозначена операция транспонирования матрицы. 
Матрицы С, В  и М предполагаются симметричными. В задаче 
Коши (5.6) для определения сопряженной переменной интегри­
рование по времени производится в направлении от £ =  £* до £ =  
=  0. Умножая левую часть системы уравнений в вариациях (5.5) 
скалярно на вектор-функцию сопряженных переменных у(£), 
интегрируя результат по времени от нуля до £ =  £* и используя 
интегрирование по частям, получим

Первый член в вариационном соотношении (5.7) обращается в 
нуль ввиду (5.6). Принимая во внимание условия в момент вре­
мени t =  £л, из (5.7) с учетом (5.6) окончательно получим

Вариационное соотношение (5.8) позволяет исследовать влияние 
изменений параметров проектирования 8к{ па рассматриваемую 
функциональную характеристику, т. е. изменение величины квад­
рата перемещения ;-й точки пластинки в момент времени £к при 
действии нестационарной нагрузки q { i ) .

Полученное вариационное соотношение позволяет перейти к 
рассмотрению задачи оптимизации, заключающейся в определе­
нии значений параметров проектирования Л,-, при которых дости­
гается минимум функционала квадрата максимального проги­

би (С  +  аСа)у  — (<а В а +  В )  +  М ““ г*| +

(5.8)

ба [13]:

/ =  шах ->  тш д, (5.9)

при условиях
М Н ,)< С ,,  / =  1 , 2 , . . . ,  т, (5.10)



где ft — задаппые функции параметров проектирования; С{ — за­
данные константы. Рассматриваемые ограничения (5.10) вклю­
чают в себя условия, накладываемые па полную массу конструк­
ции п на границы изменения параметров проектирования. Огра­
ничения (5.10) можно свести к условиям тина равенств любым 
из известных способов, например при помощи введения вспомо­
гательных перемепных

/*(Л0 +  | Л ? -С ,«  0. (5.11)

Задача условпой оптимизации (5.9), (5.10) решалась методом 
проекции градиента. Сначала на заданном отрезке времени 
функционирования конструкции [0, tj\ ищется решение системы 
уравнений (5.1) при заданных начальных значениях парамет­
ров проектирования й,- [115]. По формуле (5.2) вычисляются 
истинные перемещения пластинки в заданном наборе точек Р } 
и их квадраты (5.3) на всем интервале времени [0, $/]. Из полу­
ченного набора значений J ik выбирается максимальное, которое 
достигается в точке с номером j  в момент времени th. После по­
строения решения прямой задачи определяются условия в мо­
мент времени t =  tk для сопряженной задачи (5.6), которая ре­
шается относительно сопряженных переменных путем интегри­
рования системы уравнений (5.6) в обратпом времени. По фор­
мулам для улучшающих вариаций параметров проектирования, 
полученных методом проектирования градиента на основе (5.8) 
и (5.11), вычисляются новые значения параметров й*. Далее 
осуществляется переход к следующей итерации. Итерационный 
процесс заканчивается, когда достигается требуемая точность в 
выполнении необходимых условий экстремума.

В ходе решения задачи последовательной оптимизации мак­
симальный прогиб может достигаться во многих точках кон­
струкции в разные моменты времени tk. Поэтому приведенные 
формулы анализа чувствительности должны быть обобщены с 
учетом возможности появления кратных максимумов фупкциоиа- 
ла квадрата прогиба пластинки. В этом случае / =  /аР представ­
ляет собой максимальное значение квадратов прогиба, достигае­
мое при заданных значениях параметров проектирования в мо­
менты времени (fJ =  l ,  2, . . . ,  s) в точках Р а. Для каждого 
фиксированного значения [} индекс а, обозначающий точку кон­
струкции, в которой был достигнут максимум квадрата прогиба, 
принимает значения а = 1 ,  2, . . . ,  гр. Общее количество точек 
пластинки, в которых достигается максимум квадрата прогиба в
разные моменты времени, равно 2^(5 =  r(P  =  1, 2, . . . ,  s). За-

Р
метим, что при сделанных предположениях функционал жестко­
сти оказывается в общем случае недифференцируемым. Поэтому 
при решении задачи оптимизации для построения улучшающей 
вариации следует вычислять вариации во всех точках Р а для 
всех моментов времени, в которых был достигнут максимум 
[37, 49], и обобщить соотношения, определяющие сопряженные



переменные. В этом случае в рассмотрение вводятся г сопряжен­
ных вектор-функций уар п для их отыскания формулируется г 
задач Коши

(C +  aCt) v“P -  {aD*a D ) ^  +  M d2vaP
dt3

=  0, (5.12)

(¿э) = 0, [ м  = 2 ( Л  (%)) Лвр.

При этом для вариации функционала жесткости справедлива 
формула

б7“Р = шах
СС.Р

' » % / г

,? J h l
дС
dh-

u»p _|_ дм
dh, di óhi (5.13)

Наличие кратных максимумов фуикциопала значительно 
усложняет процедуру решения задачи. Так, после выделения 
множества точек Р а, в которых достигается максимум в моменты 
времени £р, необходимо решить г сопряжеипых задач (5.12). При 
вычислениях выражение для улучшающей вариации можпо по­
строить по формуле

^  » i  dt3
di bhu (5.14)

где Ka!i — неотрицательные числа, удовлетворяющие условиям

2 ^ = 1 -
СС,Р

(5.15)

Заметим, что максимум квадрата прогиба пластинки может 
достигаться па целом отрезке времени [£j, £2] (0 <  t\ <  £2 <  £/). 
Для вычисления вариации функционала в этом случае необхо­
димо решать сопряженную задачу (5.6), зависящую от £ре  
^  [£i, £2] как от непрерывно изменяющегося параметра, и опре­
делить сопряжепиую функцию двух переменных v =  v(£, £р), 
а в выражении для вариации функционала (5.13) максимум 
должен браться по £р. При проведении расчетов с дискретизован­
ной временной переменной использовались формулы (5.14),
(5.15). Расчеты проводились для нескольких случаев динамиче­
ского нагружения пластппки. Изменение параметра внешней па- 
грузкп во времени для этих случаев приведено на рис. 6.10. 
На рис. 6.11 при помощи изолиний представлепы распределения 
безразмерных градиентов для двух типов переменных проектиро­
вания— неконструктивных масс (6.11, а, в, д) и толщин .пластин­
ки (6.11, б, г, е).  Распределения градиентов пеконструктпвпьтх 
масс для рассмотренных случаев нагружения пластинки каче­
ственно похожи. Характерной особенностью этих распределений 
является паличпе довольно большой области отрицательных
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значений градиентов в средней части пластинки и в нижнем пра­
вом углу. В верхнем правом углу в процессе оптимизации проис­
ходит увеличение массы. Если в качестве переменных проекти­
рования рассматриваются толщины пластинки, то область отри­
цательных значений градиента, отсутствовавшая па рис. 6.11,6, 
появляется в левом верхнем углу при втором случае нагружения 
(рис. 6.11, г) и заметно увеличивается па рис. 6.11, е. Область 
максимальпых положительных градиентов смещается соответ­
ственно из нижнего правого угла в центральную часть пластинки.

Характерным обстоятельством, выявленным при проведепии 
расчетов, во всех рассмотренных случаях нагружения является 
возрастание частот свободных колебаний пластппки. В приведен­
ных первых трех случаях динамического нагружения достигнуто 
значительное снижение величины функционала квадрата макси­
мального прогиба. После выполнения 20—30 итераций числен­
ной процедуры оптимизации достигалось уменьшение целевого 
функционала на 60—70 %, что указывает на высокую эффектив­
ность алгоритма.

Рассмотренный подход к решению задачи оптимизации мож­
но распространить на более широкий круг задач. Поскольку не 
накладывается никаких ограничений на вид функции д(£), то 
при проектировании реальной конструкции, если возможно вы­
делить характерные режимы эксплуатации конструкции, харак­
теризующиеся нагрузками д;-, действующими па протяжении от­
резков времени Д^, в системе (5.1) можно использовать 
внешнюю нагрузку, состоящую из последовательности </,. При 
составлении сложной программы пагружепия необходимо особо 
обратить внимание на переход от одного режима пагружепия 
конструкции к другому, так как динамические иапряжепия 
и деформации, которые могут возникать при этом переходе, мо­
гут значительно превысить напряжения и деформации, действую­
щие в конструкции при отдельном рассмотрении каждого из 
режимов (¡¡. Существенным при решении подобных задач являет­
ся то, что значительно возрастает время нагружения конструк­
ции. Таким образом, большое значение приобретает разработка 
эффективных численных методов решения задачи.

Рассмотрим в качестве иллюстрации воздействие па пластин­
ку знакопеременной нагрузки (рис. 6.12). Первоначально па ин­
тервале времени Д^ прикладывается положительная ступенчатая 
нагрузка а впоследствии на интервале Д£г — нагрузка дг 
противоположного знака. При решении задачи последовательной 
оптимизации максимальное зпачение функционала квадрата про­
гиба достигалось при действии нагрузки q\. В результате пере­
распределения материалов в пластинке в ходе итерационной 
процедуры максимум стал двукратным, т. е. первоначально мак­
симальное значение прогиба достигалось в момент времени 
¿1^ Д £ Ь второй раз — в момент времени ¿2е Д*2. При этом оба 
максимума достигались в различных точках пластинки. Каждому 
максимальному значению соответствуют свои распределения гра-



циеитов, показанные на рис. 6.13, а  для неконструктивных масс 
и на рис. 6.13, б, г — для толщин пластинки. Как видно из 
рисунков, эти распределения градиентов качественно совершенно 
различны. В ходе последовательной оптимизации кратпость мак­
симумов сохранялась н вычисления проводились с использова­
нием формул (5.14), (5.15). Ввиду того что области положитель­
ных и отрицательных значепий градиентов для обоих максиму­
мов не совпадают, скорость сходимости итерационной процедуры 
оптимизации при возникновении кратного максимума заметно 
снизилась.

Рассмотренная задача является примером того, как различ­
ные программы нагружения можно объединить в едппой расчет­
ной схеме.

6.6.
АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

И ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 
СТЕРЖ Н ЕВЫ Х КОНСТРУКЦИЙ 

ПРИ ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗКАХ

При анализе динамических характеристик и проектировании 
сложпых многоэлементных конструкций существенное значение 
приобретает вопрос о построении адекватных математических 
моделей и разработка эффективных численных методов решения 
задачи оптимизации. Создание эффективных методов оптимиза­
ции сложных конструкций возможно только при условии, что



вопросы выбора модели, методов прямого расчета динамического 
поведения конструкции и анализа чувствительности решаются 
комплексно. В общем случае нестационарного нагружения кон­
струкции определение влияния параметров проектирования па 
величину целевого функциопала требует проведения расчета по­
ведения конструкции па всем интервале [0, £/] времени ее функ­
ционирования. Математическая модель сложной конструкции 
описывается системой уравнений большой размерности. Эффек­
тивное интегрирование такой системы уравнений на достаточно 
большом интервале времени, а тем более проведение анализа 
чувствительности целевого функционала к вариациям параметров 
проектирования конструкций приводит к необходимости выполне­
ния чрезвычайно большого объема вычислений, поэтому требует­
ся создание таких методов расчета динамики конструкций, кото­
рые можно было бы наиболее эффективно использовать в соче­
тании с итерационной процедурой оптимизации. С другой 
стороны, последовательно реализуемый оптимизационный процесс 
должен способствовать спижепию вычислительных затрат на вы­
полнение прямых расчетов от итерации к итерации. То есть эф­
фективность вычислительного алгоритма оптимизации определяет­
ся не только эффективностью каждого отдельного этапа, по и 
хорошей сбалансированностью алгоритма в целом, обеспечиваю­
щей минимизацию суммарных вычислительных затрат.

Одним из наиболее эффективных методов, позволяющих рас­
считывать динамические характеристики многоэлемеитных кон­
струкций, является метод конечного элемента. Очевидно, что при 
использовании копечпоэлемеитных моделей необходимо ориенти­
роваться па применение специальных матричных методов для 
разреженных матриц, что в значительной степени ускоряет вы­
числения, позволяет рационально использовать память вычисли­
тельной машины.

Рассмотрим сложную составную конструкцию, подверженную 
внешнему нестационарному нагружению. Динамика конструкции 
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравне­
ний с начальными условиями

М с12и/аг2 +  В  &и/<и +  Cn =  q(t) ,  (6.1)

и (0) =  а, (с1и/с1£) ,=о =  Ь,

где М — симметричная положительно определенная матрица 
масс конструкции; С — симметричная матрица жесткости кон­
струкции; В  — матрица демпфирования конструкции, структура 
и свойства которой зависят от выбранной модели демпфирова­
ния; а, Ь — векторы, характеризующие начальное состояние кон­
струкции.

Для закрепленных конструкций вектор-функция и(£) описы­
вает деформированное состояние конструкции. Для свободных 
конструкций в вектор и(£) входят как перемещения и/(£), свя-



занпые с деформациями, так и смещения иг(£) конструкции как 
жесткого целого, т. е.

и (£) =  И/ (£) ~Ь иг (£).

В случае, если рассматривается свободная конструкция, матрица 
жесткости С несколько раз вырождена. Важно отметить, что си­
стема дифференциальных уравнений (6.1) записана в предполо­
жения, что перемещения малы. Это накладывает определенные 
ограничения на структуру вектор-функции д(£) внешних нагру­
зок. Будем предполагать, что действующие нагрузки являются 
самоуравновешенными.

При расчете п оптимизации реальпых многоэлемептиых кон­
струкций размерность системы уравнений (6.1) относительно ве­
лика и существенное значение приобретают вычислительные ас­
пекты. В этом случае весьма эффективным является модельный 
метод, осповаппыи на построении приближенного решения систе­
мы (6.1) с использованием разложения в ряд по формам свобод­
ных колебаний [17, 61, 130, 239]

и/ =  Ф/У, (6.2)

где у — вектор обобщенных координат, а Ф/ — прямоугольная 
матрица, состоящая из собственных векторов задачи о свободных 
колебаниях конструкции:

Сер} =  со\М$,  (ер}, Мер}) =  6«, (6.3)

где со?— квадраты частот свободных колебаний; ер) — собствен- 
ные векторы; 6« — символ Кронекера. Если п — порядок системы 
уравнений (6 .1), а р — количество вычислительных собственных 
чисел задачи (6 .3), то, как правило, р <  п. Производя замену 
переменных в (6.1) по формуле (6.2) и умножая слева на Ф/\ 
приходим к задаче Коши для обобщенных переменных

+  [Ф/*ЯФ/]^7 +  (Над (со!) у =  Ф/д(<).

У (0) =  (Фу* Г 1 Ма, ( ^ ) <=о =  (Ф ; )- 1 МЬ. (6.4)

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (6.4) 
имеет значительно меньший порядок, чем исходная система (6 .1), 
и для ее решения можпо использовать стандартные методы ин­
тегрирования. Кроме того, в случае, когда рассматривается 
идеализационная механическая система без демпфирования, си­
стема (6.4) распадается на систему независимых уравнений. 
Аналогичное свойство сохраняется, когда используются упрощен­
ные модели демпфирования (например, модель Фойхта [35]).

Для определения упругих смещений узлов конструкции при 
действии нестационарной внешней нагрузки необходимо проинте­
грировать систему (6.4) и воспользоваться формулой (6.2).



Введем в рассмотрение функционал представляющий
собой некоторую квадратичную форму упругих смещепий узлов 
конструкции, вычисленную в момепт времени Ьк <= [0, t¡\:

=  (и/, Д*и/)<-«*. (6.5)

где квадратная матрица в зависимости от своей структуры 
определяет физический смысл фупкцпопала. Индекс / обознача­
ет либо номер узла в конечноэлемеитпой модели конструкции, 
лпбо номер элемента. Функционал ^  может обозначать вели­
чину квадрата упругого смещения узлов конструкции, величину 
потепциальной энергии деформации элемента, интенсивность на­
пряжения и т. д. Во всех рассмотренных случаях фупкцпопал 
•/) является локальным и вычисляется в определенный момепт 
времени Конструкция характеризуется вектором параметров 
проектирования Ь, в качестве которых можно рассматривать ве­
личины масс и жесткостей элементов, их геометрические харак­
теристики.

Зафиксируем определенное значение / и момент времени 
t =  ¿/(. Исследуем зависимость величины функционала I )  от 
малых вариаций параметров проектирования. Для этого про- 
варьируем систему уравнений (6.4) с учетом того, что коэффи­
циенты в этой системе являются функциями параметров проек­
тирования:

+ [Ф/ЯФ/] ^  +  <На2 (со?) 6у +  (6.6)
т

+  2  ^

бу (0) =  0, (с1бу/си)*=0 =  0.

дМ  с12 у

Умножим вариационное уравнение (6.6) слева скалярно на 
вектор-функцию сопряженных переменных у ( £ )  и  проинтегриру­
ем результат от нуля до t =  tk. Определив сопряжепиую перемен­
ную как решение задачи Коши системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

5 7 -  [Ф/ 0*Ф,] ^  +  <Иа? (со?) V =  0, (б 7)

V (<*) -  0, =  2 [ф ;/?,Ф/У (<*)].

получим выражение для вариации функционала зависящее
от вариаций параметров проектирования:
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Рис. 6.14

Заметим, что система урав­
нений (6.7) интегрируется в 
обратном времени от ¿ =  до 
нуля. Вариационное соотноше­
ние (6.8) характеризует чув­
ствительность значений функ­
ционалов в момент времени 
t= s tk к  вариациям параметров 
проектирования 6й,- при задан­
ном динамическом нестационар­
ном нагружении конструкции. 
На основании полученной фор­
мулы (6.8) можно рассматри­
вать задачи построения улуч­
шающей вариации в задаче ми­
нимизации целевого функцио­
нала

/ =  шах -»■ т т д  (6.9)
злк

с ограничениями на параметры 
проектирования

/* (й,) ^  С,, 1 =  1, 2, . . . ,  т,
(6.10)

где /,, С1 — заданные функции 
и константы.

1 2 3  Ч 5 6 7 8 п0 Для расчета динамического
поведения механической систе- 

Рис. 6.15 мы и проведения анализа чув­
ствительности необходимо вы­

числение частот и форм свободных колебаний конструкции. 
С этой целью используются методы, предназначенные для частич­
ного решения обобщенной задачи на собственные зпачеиия для 
матриц большой размерности [17, 180, 204].

Одним из наиболее распространенных является метод итери­
рования векторных подпространств, который является комбинацией 
метода обратных итераций с аппроксимацией Рэлея — Ритца на 
каждом шаге итерационной процедуры. Метод итерирования век­
торных подпространств хорошо приспособлен для процедуры оп­
тимизации. Это связано с тем, что в итерационных методах 
объем вычислений тесно связан с выбором начального прибли­
жения. При решении задач оптимизации формы свободных ко­
лебаний, полученные на предыдущем шаге итерационного про­
цесса, являются идеальным начальным приближением для форм 
свободных колебаний конструкции с измененными проектными 
параметрами. Тем не менее объем вычислений остается достаточ­
но большим, что связано с построением полных матриц жестко-
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сти и масс конструкции па 
каждом шаге итерационпой 
процедуры оптимизации. Зна­
чительного сокращения време­
ни вычислений можно добить­
ся, используя соотношения ме­
тода возмущений для вычисле­
ния поправок к собственным 
числам и векторам при измене­
нии параметров проектирова­
ния. Разумное сочетание мето­
да итерирования векторных 
подпространств и метода воз­
мущений позволяет строить 
весьма эффективные в вычи­
слительном отношении про­
цедуры оптимизации.

С использованием рассмот­
ренной процедуры оптимизации 
решалась задача рационально­
го проектирования сложной со­
ставной конструкции, состоя­
щей из 529 стержневых эле­
ментов (рис. 6.14). В качестве 
целевого функционала была 
выбрала величина наибольшего 
квадратичного смещения узлов 
конечпоэлемептиой модели 
конструкции. Масса конструк­
ции считалась неизменной,
конструкция — свободной. В качестве переменных проектирования 
использовались площади поперечных сечений стержневых эле­
ментов. В силу симметрии конструкции переменные проектиро­
вания объединялись в 28 групп, т. е. отыскивалось 28 парамет­
ров проектирования. На все параметры проектирования были 
наложены ограничения сверху и снизу. Исходное значение па­
раметров проектирования выбиралось равным й, =  50 мм2, I =  
=  1, 2, . . . ,  28. Конструкция подвергалась воздействию сосредо­
точенной силы, зависимость которой от времени приведена на 
рис. 6.14. Максимальные смещения в конструкции достигались 
в восьми угловых узлах (для оптимального проекта в момент 
времени  ̂=  0,067 с). Зависимость фупкциопала качества от но­
мера итерации щ  оптимизационной процедуры приведена на 
рис. 6.15. Данные, характеризующие оптимальный проект, при­
ведены па рис. 6.16. Жирной линией выделены элементы, у ко­
торых в ходе перераспределения материала произошло увеличе­
ние площадей поперечных сечений.

Приведенная задача оптимизации демонстрирует высокую 
эффективность метода разложения решения динамической задачи
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но собственным формам колебаний. Следует отметить, что разно­
образие задач динамической оптимизации порождает и разно­
образие численных методов, от эффективности которых в значи­
тельной степени зависит, будет ли создан оптимальный 
проект [119].

6.7.
ПОЛОГИЕ ОБОЛОЧКИ 

МАКСИМАЛЬНОЙ ЖЕСТКОСТИ

Как это видно из предшествующих рассмотрений, ностроепие 
решений задач динамической оптимизации и в особенности задач 
оптимального проектирования конструкций, рассчитываемых на 
исстацпопарпыс воздействия, приводит к необходимости решения 
связаппых нестационарных краевых задач для функций состояппя 
и сопряженных переменных с нелинейными условиями оптималь­
ности. Проведение аналитических исследований оказывается за­
труднительным, и к настоящему времени отсутствуют точные 
решения неодномерпых нестационарных задач оптпмальпого 
проектирования. Построение же численных решений сопряжено 
с большим объемом вычислений, а получаемые при этом резуль­
таты в известном смысле иеуииверсальны вследствие зависимо­
сти оптимальных проектов от данных о программе иагружепия. 
Поэтому представляет интерес изучение возможностей приведе­
ния сложных динамических задач оптимального проектирования 
к более простым и уже исследованным задачам. В качестве при­
мера, допускающего эффективную декомпозицию, приведем за­
дачу дипамического оптимального проектирования пологой 
оболочки.

Рассмотрим динамический изгиб пологой оболочки, закреп­
ленной вдоль контура Г в плоскости ху п нагруженной действием 
нестационарных поперечных сил q (x 1 у , t) (¿ s [0, £/]), а также 
статических сил, действующих в плоскости ху и прпдоженпых 
к ее краям. На части границы оболочки Т\ реализовано жесткое 
защемление края, а па остальной части Гг — шарпирпое опира- 
ние (Г 1 +  Г2 — Г ). Контур Г ограничивает в плоскости ху  об­
ласть Q. Обозначим через f ( x , у) форму срединной поверхности 
пологой оболочки (предварительно искривленной пластинки) при 
отсутствии действия внешних нагрузок. Пусть w (x , у , t) — 
функция, описывающая динамические смещения точек средипной 
поверхности оболочки в направлении оси z, вызванные действием 
нагрузок. Будем отсчитывать величипы смещений w (x , у, t) от 
срединной поверхности оболочки. Тогда полное отклонение сре­
динной поверхности от плоскости ху описывается функцией 
w (x 1 у, £) +  /(#, у). Предположим, что смещения являются ма­
лыми, т. е. что характерные смещения меньше, чем толщина 
оболочки. Пренебрежем впутриплоскостпыми динамическими эф­
фектами. Тогда уравнение для динамических прогибов, гранич-



пыс и начальные условпя запишутся в виде
рА д2ю!д12 +  Ью — К  (ф) и> =  </ +  К  (ф) /,

(«’)г =  О, 

И « - о - 0 ,

Вь Д ш - 1 — V ди;
Я дп г, = о,

(7.1)

где дю/дп,  7?, Д, ф — производная функции ю {х , у) по внешней 
нормалп к коптуру, радиус кривизны контура, оператор Лапласа, 
функция напряжений, действующих в плоскости пластинки. Из- 
гибная жесткость пластинки В ь =  В ь(х, у) считается заданной 
функцией координат х н у. Через Ь и К  обозначены линейные 
дифференциальные операторы, применяемые к функции 
прогибов:

г д I п 6 10
+ 5  Вк5?) + , в ' 10ь5?1 +

д 2и>

+  2 ^ ~ ^ д Г Щ , ( Пь
д2 ю \ 

дх ду )
(7.2)

К  (ф) ш =  1г
д2(р д2ш ¿Г(р д2ш
ду2 дх1 дх2 ду2

о д \  д 2и>\ 
“ дх  ду дх д у )

Функция напряжений ф определяется как решение краевой за­
дачи для уравнения в частпых производных

с граничными условиями на Г  (классические граничные условия 
плоской задачи теории упругости). Функция ф не зависит от 
распределения прогибов т или формы оболочки /. Следовательно, 
эта функция может быть определена заранее. В приводимых ни­
же рассмотрениях, связанных с отысканием прогибов ги(х, у, £) 
и паплучшей формы срединной поверхности /(х , у ), функцию ф 
предполагаем известной.

Заметим, что функция напряжений ф(я, у) связана с ком­
понентами тензора напряжений (о*, ау, Тху) и усилиями (#*,
Тху) соотношениями

_ ^ х д2(р _   _ ¿Гер ^ Тху д2ф
Хху~ 1

Величину площади срединной поверхности оболочки считаем 
заданной и равной 5. Это предположение приводит к изопериме- 
трическому условию, накладываемому па функцию f (x ,  у ).  Дан­



ное изопериметрическое условие после соответствующих преобра­
зований с учетом малости функции f (x ,  у) и ее частных произ­
водных записывается в виде

Q
где «So — площадь области Q. Функция f(x ,  у ), задающая форму 
оболочки, должна удовлетворять граничному условию

(/) г - 0 .  (7.5)

В дальнейшем непрерывная функция f (x ,  у ), удовлетворяющая 
изопериметрическому равенству (7.4) и граничному условию (7.5), 
рассматривается в качестве искомой переменной проектирования.

Сформулируем следующую задачу оптимизации. Требуется 
найти функцию f (x ,  у),  которая удовлетворяет изопериметриче­
скому условию (7.4), граничному условию (7.5), и такую, чтобы 
функция прогибов w (x , у , £), определяемая из решения краевой 
задачи (7.1), доставляла оптимальное значение функционалу 
жесткости

Ч Ч
J  =  J (и>, g)a di =  j  f w(x, у, t )g {x ,  у, i) dQ di-»-min/, (7.6)

О о й
где g ( x , y, t) — некоторая заданная фушщия. Если в качестве 
функции g  принята дельта-функция Дирака, т. е. g =  ÖD(x — хо, 
у — уо, t — to) ( ( хо, уо)^£2, ioe [0, i/]), то рассматриваемая зада­
ча оптимизации жесткости сводится к минимизации прогиба 
оболочки в точке (хо, уо) в момент времени t — £о, так как в этом 
случае

Ч
J  =  j  К  8d)q di =  w (х0, у0, i0). (7.7)

О
Заметим, что аналогичные статические задачи' оптимального 
проектирования пологих оболочек исследованы в [9, 127].

Выведем необходимые условия экстремума и уравнение для 
сопряженной переменной. Проварьируем величины / и w и за­
пишем уравнение в вариациях, соответствующее (7 .1 ):

рh öw -(- Löw — К  (ср) ö¿¿; — К (ф) б/ =  0. (7.8)

Введем в рассмотрение сопряженную функцию у (х, у, £) 
и умножим выражение, записанное в левой части уравнения (7 .8), 
на и(х , у, £). Интегрируя произведение по времени и по про­
странственным переменным, будем иметь

Ч
V ,  Н -  Ь Ы р  —  К  (ф) Ь ш  -  К  (ф) 6 /)  6« =  0. (7.9)

д г  /а



Предположим, что функция и (х, у, ¿) удовлетворяет гранич­
ным условиям (7.1). Для функций, удовлетворяющих этим усло­
виям, оператор Ь является самосопряженным [66, 81], что вы­
ражается равенством

(и, Ь8ш )а=(8и>, Щ 0. (7.10)

Можно показать [127], что оператор К  также является само­
сопряженным для функций, удовлетворяющих указанным гра­
ничным условиям. Действительно, с учетом уравнений равновесия

д М д х  +  дТху/ду  =  0, дТ^/дх  +  дМу/ду  =  0

имеем

(р, К (ср) 6ы;)а = +

+  ву
я2 я2

—гг Ьги +  2т ху - 
ду1 ху д х д у

ай =

=  [1га* + ~ к Ч + ~к К  -кЬю +
а

+  -5- Ьш) ] ай = - 1 к [<т* -2- бш +
а

(7.11)

Последний интеграл в (7.11) симметричен относительно перемен­
ных бк; и 1?. Следовательно, имеет место равенство

( V,  # ( ф ) б ы ; ) а =  ( # ( ф ) у ,  6 и > ) о .  ( 7 . 1 2 )

Будем считать также, что сопряженная переменная и(х, у, ¿) 
наряду с указанными граничными условиями удовлетворяет 
условиям V =  0, 5у/3£ =  0 в конечный момент времени t =  tf. 
В этом случае интегрирование по частям в (7.9) и учет свойств
(7.10), (7.12) позволяет преобразовать соотношение (7.9) квиду

Ч
(б/, к  (<р) и)а аг=  о.

(7.13)

Принимая во внимание полученное соотношение (7.13) и вы­
текающее из (7.6) равенство

*/
б/ =  | (би>, £)а аг,

О
(7.14)



представим выражение для вариации мппимизируемого функ­
ционала следующим образом:

'/
б/ =  |  ̂6м>, р/г д~1>

а/2
- Г  Ьи — К  (ср) V  - г  g

V 1-

(6/, К  (ф) у)а с1/.

(7.15)

Определим сопряженную переменную V (х, у, £) как решение 
следующей нестационарной краевой задачи:

р/г д21>1 дЬ2 +  Ы  — К  (<р) и =  — #,

< * - * ■  ( 1 ) Г1“ 0 ’ (71в>

(*>)/-*, =  0, {ди!дЬ)1̂ 1=  0.

Для определеипой таким образом функции и(х, у , £) первый ин­
теграл в правой части (7.15) обращается в нуль. В результате 
приходим к искомому выражению, связывающему первую ва­
риацию функционала / с вариацией переменной проектирования:

б/ =  -  ^б/, | К  (ф) 17(1*1 (7.17)

Учтем теперь пзопериметрпческое условие (7 .4), наложенное 
па функцию /. Из (7.4) следует, что любая вариация переменной 
проектирования б/, входящая в подынтегральное выражение
(7.17), должна удовлетворять условию (V/, Vб/) 0. Используя 
граничное условие (7.5) и выполняя интегрирование по частям, 
придадим этому выражению следующий вид:

(б/, Д/)о =  0. (7.18)

Из (7 .17), (7.18) приходим к осповпой формуле анализа чув­
ствительности

б/ =  ^б/, ЯЛ/ — ¡ К (ф)и<11 ̂ , (7.19)

где константа X — множитель Лагранжа, введенный для учета 
соотношения (7.18).

Необходимое условие минимума функционала 1 выражается 
равенством 6/ =  0. Привлекая здесь соотношение анализа чув­
ствительности (7 .19), получим условие оптимальности формы 
оболочки, которое совместно с граничным условием (7.5) состав­



ляет краевую задачу:
Ч

XAf =  j K ( y ) v d t ,  (/) г =  0, (7.20)
О

решение которой позволяет определить оптимальную форму обо­
лочки по известным величинам ф, v, X. Заметим, что при задан­
ных ф, v, X задача (7.20) является классической задачей Дирих­
ле для уравнения Пуассона, свойства решений которой хорошо 
изучены. Построение решений этой задачи возможно как при 
помощи аналитических, так и численных методов.

Таким образом, отыскание формы пологой оболочки сводится 
к решению нескольких краевых задач.

Сначала решается граничная задача плоской теории упругос­
ти для уравнения (7.3) и определяется фупкцпя напряже­
ний ф(я, у).

Затем решается уравнеппе (7.16) с указанными в (7.16) 
краевыми условиями и условиями в конечный момепт времени 
и находится сопряженная функция v(x, у , t). Заметим здесь, что 
нестационарная краевая задача (7.16) для сопряженной пере­
менной у(а;, у, Z) определяет, как известно, распределение про­
гибов пепскривлеипой пластинки, находящейся под действием 
динамической поперечной нагрузки —g(x, у, t) и статических 
сил, действующих в плоскости ху. Поэтому при отыскании 
v (x , г/, t) для ряда нагрузок — g(x, у , t) можно воспользоваться 
известными аналитическими и численными решениями задачи 
о совместном динамическом изгибе и статическом растяжеипп 
пластинки.

После этого найденные выражения для ф(я, у) и v (x , у, t) 
подставляются в первую часть уравнения (7.20) и отыскание 
оптимальной формы f ( x , у ), как уже отмечалось выше, сводится 
к решению классической задачи Дирихле (7.20) для уравнения 
Пуассона. Константа X находится при помощи пзонериметриче- 
ского условия (7.4).

Важно отметить, что отыскание оптнмальпой формы пологой 
оболочки не связано с нахождением действительного распределе­
ния динамических прогпбов оболочки. Не требует знания дей­
ствительных прогибов и определение величины фупкциопала 
качества для оптимальной оболочки. Эта основная характеристи­
ка оптимизируемой оболочки вычисляется непосредственно, если 
известны функции v(x, у, t) и f ( x , у).  Действительно, с учетом 
соотношений (7.10), (7.12),  (7.16) имеем



Используя уравнение (7.1) и выражение (7.21), получим ис­
комую формулу, связывающую / с и, ф и /:

V,
J  =  — J (v, g +  к  (ср) f)Qdt. (7.22)

О
Рассмотрим теперь динамический изгиб пологой оболочки 

(предварительно искривленной пластины), лежащей на упругом 
вииклеровском основании с коэффициентом податливости с. Пла­
стина нагружена действием поперечных сил q(x ,  у, t) и не под­
вержена действию сил в плоскости ху. Используя предложения 
и обозначения, аналогичные тем, которые делались при отсут­
ствии упругого основания, получим выражение для силы реакции 
основания

? '(« . У. t) =  c[w (x , у , *)+/(*>  у)]
и уравнение изгиба

p h d 2w/dt2 +  Lw =  q(x,  у, t) +  c[w(x , у, t) +  f ( x , у)]. (7.23)
Как и в проводившихся выше рассмотрениях, в качестве 

переменной проектирования принимается функция f ( x 1 у ), за­
дающая форму срединной поверхности оболочки, а роль критерия 
качества, минимизируемого при условиях (7.4), (7 .5), играет 
интегральная податливость (7.6). Для решения задачи оптими­
зации может быть применен описанный выше подход. Проводя 
соответствующие выкладки, получим уравнение для сопряженной 
переменной

p h d 2v/dt2 +  Lv  +  си =  — у(х, у, t) (7.24)
с граничными условиями и условиями в конечный момент вре­
мени t =  tf (7 .16). Основное соотношение анализа чувствительно­
сти, связывающее вариацию минимизируемого функционала с ва­
риацией формы, и необходимое условие оптимальности в рассмат­
риваемом случае примут вид

б/ =  ^6/, -  с | V ( х ,  у, I)  , (7.25)

ЯД/ =  с j  V (х, у, t) dt. (7.26)

Оптимальная форма оболочки определяется как решение за­
дачи Дирихле для уравнения (7.26) с граничным условием (7.5). 
Приходим к аналогичному результату. Оптимальное проектиро­
вание пологой оболочки, лежащей на упругом основании, сводит­
ся к определению сопряженной переменной на основе решения 
нестационарной краевой задачи для уравнения (7.24) с условия­
ми (7.16) и последующему отысканию функции формы /(я, у) 
из (7 .5), (7.26). После отыскания v(x,  у, £) и /(#, у) по фор­
муле (7.22) с К  — с определяется значение функционала инте­
гральной податливости для оптимальной оболочки.
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