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ОТ РЕДА'КТОРОВ 'СЕРИИ 
Данный выпуск серНlи нредставляет собой учебник п0 курсу 

аналитической геометрии. Краме традиционно излагаемого ма­
териала , он соде.ржит изложение не.которых вопросов, находя­
щих применение в физике и в тео.р€тичес.Кой .механкке .(понятие 
·О барицентрических координатах, выяснение ·РОJ]И углов Эйлера 

в вопросах преобразования координат, представление произ­
вольного преобразов ания в виде трансляции и одного поворота 
в пространстве, о.пт.ические свойства кривых второго пормка 
И Т.д). 

Представляет интерес и приложение, содержащее аксиома­
тику Гильберта, обоснование метода координат ·н дающее пред­

ставление о неевклидово.й теометрии. 

А. Тихонов, В. Ильин, А. Свешников 



П Р ЕДИ СЛ ОВ ИЕ 

Эта книга возникла на  основе лекций, читавшихся автор ами 
на физическом факультете МГУ в течение ряда лет. 

Отметим некоторые особенности изложения. Во-первых, от· 
метим, что по всей книге идет параллельное рассмотрение слу· 
чаев плоскости и пространства .  

Весьма подробно излагается векторная алгебра .  При  ее  из· 
ложении сразу же вводится понятие линейной зависимости век­
торов, и на его основе устанавливается возможность однознач-
1юго разложения вектора по аффинному базису. Отличаются от 
общепринятых доказательство распределительного свойства 
векторного произведения и формулы для двойного векторного 
произведения.  

В связи с потребностями теоретической механики детально 
рассматривается преобразование декартовых прямоугольных 
координат. Выясняется роль углов Эйлера и устанавливается, 
что, каковы бы ни были два базиса одной ориентации ,  один из 
них может быть преобразован  в другой посредством парал­
лельного переноса и одного поворота вокруг некоторой оси 
в пространстве . 

При описании линейных образов, наряду с изложением тра­
диционного теоретического материала ,  рассмотрено большое 
число задач идейного характера .  Нам кажется , что разбор этих 
задач принесет пользу студентам, приступающим к упраж­
нениям.  

Не оставлены без внимания и имеющие прикладной ха рак­
тер вопросы теории образов второго порядка (оптические свой· 
ства, полярные уравнения и т. п . ) . 

Приложение к книге содержит материал,  не входящий в 
традиционные курсы аналитической геометрии.  Здесь дается 
представление об аксиоматике Гильберта . Проводится обосно· 
вание метода координат, дается представление о системе раз­
вертывания основных геометрических понятий, об евклидовой 
и неевклидовой геометриях и о доказательстве их непротиворе· 
чивости . 

По программе, действующей в настоящее время, этот мате­
риал не входит ни в один математи<rеский курс. Тем не менее 
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этот материал актуален не только с точки зрения лог11ческ11х 
принципов построения геометрии ,  но и для поним ания ряда 
разделов современной физики.  

При  на писании этой кнши м ы  широко пользовались сове­
тами и дружеской критикой А. Н. Тихонова и А. Г. Свешнн· 
1<ова ,  которым приносим свою глубоr<ую благодарность. 

На м хочется также поблагодар ить Н. В.  Ефимова и А. Ф. Леонтьева за прочтение рукописи и сделанные им11 за· 

меч а ння. 

1968 В. Ильин, Э. Поз1-1,як, 

Для четвертого издания учебник дополнен материалом, по· соященныы линейны м и проективным преобр азованиям. 
Авторы благодарят за помощь при  офор млении этого изда• 

ния А. В .  Ильину. 



ВВЕДЕНИЕ 
Аналитическая геометрия имеет своей задачей изучение 

свойств геометрических объектов при помощи аналитического 
метода. 

В основе этого метода лежит так  называемый л1етод коор­
динат, впервые систематически примененный Де1<артом *). 

Основные понятия геометрии (точки, прямые m1нии  и пло­
скости) относятся к числу так называемых начальных поня­
тий. Эти понятия можно описать, но всякая попытка дать опре­
деление каждого из этих понятий неизбежно сведется к замене 
определяемого понятия ему эквивалентным.  С научной точки 
зрения логически безупречным методом введения указанных 
понятий является аксиоматический метод, в развитии и завер­
шении которого величайшая заслуг-а принадлежит Гиль­
берту**) . 

Аксиоматический метод излагается в Приложении в конце 
1:астоящей книги.  Там дается представление о всей системе 
<�ксиом геометрии и о так называемой неевклидовой геол1етрии, 
к которой приводит замена одной из аксиом (так называемой 
а.!(сиомы параллельности) утверждением, ее отрицающим.  

Там же выясняется вопрос о непротиворе1швости как евкли­
довой, так и неевклидовой геометрии и устанавливается, что 
конкретной реализацией совокупности объектов,  удовлетворяю­
щих аксиомам геометрии, является введение точек как всевоз­
можных упорядоченных троек (х, у, z) вещественнЬJх чисел , 
прямых - как множества троек (х, у, z) , удовлетворяющих си ­
стеме двух линейных уравнений,  и плоскостей - как множества 
троек (х, у, z) , удовлетворяющих одному линейному уравнению. 

Аксиоматический метод закладывает фундамент и для ле­
жащего в основе аналитической геометрии метода координат. 
Ради простоты рассмотрим вопрос о введении координат на 
прямой.  Возможность введения координат на прямой основы­
вается на возможности установления взаимно однозначного со· 

*) Рене Декарт - великий французский математик и философ '(1596� 1650). 
**) Давид Гильберт= великий немецкий математик (1862-1943). 
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ответствия между МftоЖе'Стеом всех точе1' прялюй и ли-tожеством 
всех вещественных чисел. Доказательство возможности уста· 
новления такого соответств ия базируется на аксиомах rеоме'Г­
рии и на аксиомах (свойствах) м н ожества вещественных чп•. 

сел*) и приводится в Приложении к настоящей книге. 
Таки м  образо м ,  в Приложении к настоящей книге читатель 

найдет обосновани е  как системы развертывания основ ных гео­
метрических понятий, так и лежащего в основ е  аналитической 
геометри и  метода координат. 

Метод координат представляе1' собой глубокий и м ощный 
аппараt:, поз.воJlЯЮщий nрлвлекать для исследования геометри­
'�еских объектов методы алгебры и математического· а1rализа, 

*) Свойства вещественных чисел и аксиоматический метод введ('НИЯ мнo­
:�e'l'IJ'a' веществе�шых ttисел изm1.rаюvся в главе 2 и в Приложен·ш1 к вы­
пуску 1 FJ.ac:roящero курса, 



ГЛАВА 
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ. ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ 

АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

В этой главе вводятся декартов ы  координаты*) на пр5:,мой, 
на плоскости и в пространстве. Рассматриваются простевшие 
задачи аналитической геометрии (расстоян ие между двумя точ­
I{ам и, деJ1ение отрезка  в данном отношени и ) .  Дается понятие 
о других системах координат (полярных, цилиндрических и 
сферических) . 

§ 1. Декартовы координаты на прямой 

1. Направленные отрезl\и на оси. Прямую линию**) с ука­
занным на ней направлением будем называть осью. Отрезок на 
оси называется направленным, если указано,  какая из его гра­

ничных точек является началом и ка-
л В JJ с кая  - концо м .  Будем обозначать на-

Ось правленн ый отрезок  с началом в точ-

rис. 1.1 ке А и концом в точке В символом АВ 
(на рис. 1.1 изображены направлен-

ные отрезки АВ и CD). Мы будем рассматривать также и так 
называемые нулевые направленные отрезки, у которых начало 
и конец совпадают. 

С каждым направлен н ы м  отрезком сопоставляется его ч ис­
ловая характериспша - так называемая величина направлен-

*) J(оордикаты (от латинских слоD со - совместно, ordiпatus - упоря­
дочеш1ый, определ�11ныf\) - числа, заданнем которых определяется положеш:е 
точки на прямоii, на плоскости или в пространстве (соответственно на линии 
или на поверхности). Заслуга введения .метода коордикат, с помощью 1<ото­
рого задачи геометрии могут быть истолкованы ·на языке математического 
анализа, и, обратно, факты анализа могут приобрести геометрнчес1<0е толко· 
ванне, принадлежит французскому ученому Р. Декарту. **) 13 Приложении в конце этой книги рассматривается аксиоматическое 
введение основных геометрических понятий (то11ек, прпмых, плос1<остей). 
Кроме того, n этом же Приложении устанавлиnается связь между геометри­
ческим понятием прямой ликии и понятием числовой оси (см. выпус1< 1 «Осно· вы математического анадиза»} , 
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ного отрезка. Величиной АВ направленного отрезка АВ назы­
вается число, равное длине отрезка АВ, взятой со знаком плюс, 
если направление АВ совпадает с напр авлением оси ,  и со зна­
t<ом м инус, если направление АВ противоположно направлению 
оси. Величины всех нулевых направленных отрезков считаются 
р а вными нулю. 

2: Линейные операции над направленными отрезками. Основ­
ное тождество. П редв ар ительно определим равенство направлен­
ных отрезков . Направленные отрезки мы будем перемещать 
вдоль оси, на которой они лежат, сохраняя при этом их дл ину 
и на правление*). 

Два ненулевых направленных отреэка наэываются равными, 
если при сов.мещении начал этих отрезков совпадают и их 
концы. Любые два нулевых направленных отрезка считаются 
равны.ми . 

Очевидно, необходимым и достаточны.м условием равенства 
двух направленных отрезков на данной оси является равенство 
величин этих отрезков. 

Линейнылщ операциями над направленными отрезками бу­
дем называть операции сложения та ких отрезков и умножения 
направленного отрезка на веществен-
ное число .  с JJ 

Перейдем к определению этих опе- л в 
раций .  

Для определения с у м  м ы  направ- Рис. 1.2 

.т1енных отрезков АВ и CD совместим 
начало С отрезка CD с концом В отрезка АВ (рис. 1.2) . По­
лученный при этом направленный отрезок AD назьшается сум­
дой направленных отрезков АВ и CD и обозш1частся сныnолом 
АВ+ CD. 

Справедлива следующая основная теоре,на. 
Теорема 1.1. Величина сулtмы направленных отрезков равна 

сумме величин слагаелtых отрезков. 
Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Пусть хотя бы один из отрез1юв АВ 

и CD является нулевым. Если, например, отрезок CD нулевой, 

то сум м а  АВ + CD совпадает с отрезком АВ, и утверждение 
теоремы справедливо.  Пусть теперь оба отрезка АВ и CD не­
нулевые. Совместим  начало С отрезка CD с концом В отрезка 
АВ. Тогда АВ + CD = AD. Н а м  нужно доказать справедли­
вость равенства АВ + CD = AD. Рассмотрим случай, когда оба 

*) Bonpoc о возможности nеремещения отрезков связан с аксиомами кон­
груэнтности (см. Приложение в конце 1<11иги и, в частности, сноску на 
с. 209). 
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отрезка А!3 и CD н аправлены в одну сторону (рис. 1 .2}. В этом 
случае дтша отрезка AD равна сумме длин отрезков АВ и CD 
и, кроме того, направление отрезка AD совпадает с направле· 
нием каждого из отрезков АВ и CD. Поэтому интересующее � .f Е )> q • �:�юiва;ен�:��м�т� 1�1,С�ако��ц, c�r::; л ll один возможный случай, когда отрез-

Рис. 1.3 ки АВ и CD направлены в противопо-ложные стороны (рис. 1.3). В этом 
СJ1учае величины отрезков АВ и CD имеют разные знаки, и по­
этому дJiина отрезка AD равна 1 АВ + CD 1 · Так как направле­
ние отр езка AD совпадает с направлением наибольшего по 

длине из отрезков АВ и CD, то знак величины отрезка AD 
совпадает со знаком числа АВ + CD, т. е. справедливо равен­
ство АВ + CD · AD. Теорема доказа на . 

Следствие. При любом расположении точек А, В, С на чис-

'Ловой оси величины направленных отрезков АВ, ВС и АС удов­
летворяют соотноtиению 

АВ +ВС=АС, (1.1) 

которое иазывается основным тождеством. Операция умножения направленного отрезка на веществен­
ное число а определяется следующим образом. 

Пр о из в едением напр а влен.но г о о.т р е з к а АВ 
н а  число а называется направленный отрезок, обозначаемый 

а· АВ, длина которого равна произведению числа 1 а.1 на длину 

отрезка АВ и направление которого совпадает с направлениел-t 

отрезка АВ при а> О и противо положно направлению АВ 
при а < О. 

Очевидно, величина направленного отрезка а·АВ равна 
а.·АВ. 

3. Декартовы координаты на прямой.  Декартовы координаты 
на прямой вводятся следующим образом. Выберем на прямой 

1 определенное направление *) и неко· 
ь----<> торую точку О ( начало координат) 
о м (рис. 1 .4 ) . Кроме того, укажем едини-

Рис. l.4 цу масштаба .  Рассмотрим теперь про· · извольную точку М на  прямок-. Де -
к ар т о в ой к о ордин ат о й х то ч к и М будем называть ве-
личину направленного отрезка ОМ. 

Тот факт, что точка М имеет координату х, символически 
обозначают так:  М (х). 

") Напомним, что прямая с указанным на ней направлением, называется 
осью, 
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3 а меч а ни е . . Впедение декартовых координат на пrямоi"! 
представляет собой одни из способов, с помощью которого лю­
бой точке М пря.мой ставится в соответствие вполне опреде­
ленное вещественное число х. Вопрос о том, исчерпывается л11 
при этом способе все множество вещественных чисел, т. е. бу­
дет ли указанное соответствие взаимно однозначным, положи­
т�льно решается в Приложении в конце книги. (См. по этому 
поводу также Приложение к выпуску I.} 

Пусть М1(х1) и М2(х2)-две точки на оси. В следующен 
утверждении устанавливается выражение величины М 1М2 на-
правленного отрезка М1М2 через координаты х1 и Х2 его начала и конца . 

Теорема 1.2. Величина М1М2 направленного отрезка М1М2 
равна х2-Х1, т. е. 

( 1 .2) 

Д о  к аз а т  е л ь  с т  в о. Рассмотрим на оси три точки О, М1, 
М2. Согласно теореме 1. 1  справедлиrю равенство 

(1.3) 

Так I<ак  ОМ1 = х1, ОМ2 = х2, то из ( 1.3) вытекает нужное нам 
соотношение ( 1.2) . Теорема доказана. 

Следствие. Расстояние р(М1,М2) между тоttками М1(х1) 
и М2 (х2) 11южет быть найдено по форлtуле 

(1.4) 

§ 2. Декартовы координаты на плсскосп1 и в пространстве 
1. Декартовы координаты на плос1юсти. Две перпендикуш1р­

ные оси на плоскости с общим началом и одинаковой мас­
штабной единицей (рис. 1.5) образуют декартову прямоуголь· 
ную систему координат на плоек.ости. Одну у 
из указанных осей называют осью Ох илн 
осью абсцисс, другую - осью Оу или осью ор­
динат. Эти оси называют также координ.атны­
.ми осями. Обозначим через Мх и Му соответ­
ственно проекции произвольной точки М пло­
скости на оси Ох и Оу. 

Д е к а р т о в ы м и п р я 111 о у г о л ь н ы м и 
к о ординат а ми х и у точки М будем на-

l1g ----yN 
1 

о 

Рис. 1.5 

зывать соответствен.но величины направленных отрезков ОМ.� 
и ОМу. 

Декартовы координаты х и у точ1ш М называются соответ· 
ственно ее абсциссой и ординатой. Тот факт, что точка М имее-г 
координаты х и у, символически обозначают так: М (х, у).. 
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Координатные оси разбивают плоскость на четыре квад· 
р анта, нумерация которых указана на рис.  1 .6. На этом же ри· 
сунке указана расстановка знаков координат точек в зависи­
мости от их расположения в том или ином квадранте. 2. Декартовы координаты в пространстве. Декартовы коорди• 
наты в пространстве вводятся в полной аналогии с декарто­
выми координатами на плоскости. 

у 
Il I 

.t'<O, У>О :С>О, !!>fl 

о :с 
l!l zv 

3:<0, У<О .r>O, у<О 

Рис. 1 .6 Рис. 1.7 

Три взаимно перпендикулярные оси в простран�тве (коор­
динатные оси) с общим началом О и одинаковой масштабной 
единицей (рис. 1 .7 )  образуют декартову прямоугольную си­
стему координат в пространстве. Одну из указанных осей на­
зывают осью Ох или осью абсцисс, другую - осью Оу или осью 
ординат, третью - осью Oz или осью аппликат. Пусть Мх , Ми 
и Mz - проекции произвольной точки М пространства на оси 
Ох, Оу и Oz соответственно. 

Д е к а р т о в ы м и  п р я м о у г о л ь н ылt и к о о р д и н а т а ­
м и х, у и z точки М будем называть соответственно величины 
направленных отрезков ОМх , OMu и OMz. 

. 

Дека ртовы координаты х, у и z точки М называются соот­
ветственно ее абсциссой, ординатой и аппликатой. Тот факт, 
что точка М имеет координаты х, у и z, символически обозна­
чают так: М (х, у, z) . 

Попарно взятые координатные оси располагаются в так на­
зываемых к оординатных плоскостях хОу, yOz и zOx (рис. 1 .7 ) '. 
Эти плоскости разбивают пространство на восемь октантов. 
Ч итатель без труда выяснит расстановку знаков координат то­
чек в зависимости от их расположения в том или ином октанте. 

§ 3. Простейшие задачи  аналитической геометрии  

1. Понятие направленного отрезка в пространстве. П роекция 
н аправленного отрезка на ось. Отрезок в пространстве называет­
ся напр авленным, если указано, какая из его граничных точек 
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является началом и какая - концом. Как и в п. 1 § этой 
главы спмволом АВ будем обозначать направленный отрезок 
с началом в точке А и концом в точке В. 

Рассмотрим в пространстве направленный отрезок М 1М2 и 
ось Ох ( рис 1 .8) . При этом будем считать, что на оси Ох вве· 
дены декартовы координаты 
точек. 

Пр оекцией прох М1М2 на· 
правленного отрезка М1М2 на 
ось Ох называется величина 
направленного отрезка М1хМ2х, 
началом М1х которого сJ1ужит 
проекция начала отрезка 
М1М2, а концом М2х - проек­
ция конца отрезка М 1М2. 

о 

Р11с. 1.8 

Пусть точки М1х и М2х имеют на оси Ох координаты Х1 и Х2 
соответственно. Из определения прох М1М2 и теоремы 1 .2 выте· 
кает справедливость соотношения 

( 1 .5) 

Установим еще одну формулу для вычисления ПРох М1М2. Для 
этого перенесем направленный отрtзок М1М2 параллельно са· 
мому себе так, чтобы его начало совпало с какой-либо точкой 
оси Ох (на  рис. 1 .8 этой точкой является точка М1х) .  Обозна· 
чим через <р наименьший угол между направлением оси Ох и 
направлением отрезка М1хм;, полученного указанным выше па­
раллельным переносом отрезка М 1М2_ Отметим, что угол <р за­
ключен между О и ·  n. При этом очевидно, что угол <р острый, 
е сли нап равление отрезка М1хМ2х совпадает с направление м  Ох, 
и тупой, е сли направление М1,М2х противоположно направле· 
нию Ох. Используя это, легко убедиться в справедливости сле­
дующей нужной нам формулы : 

ПРохМ1М2=1 M1M2 I COS <р, (1.6) 

в которой IM1M2! обозначает длину отрезка М1М2. 
2. Расстояние между двумя точками. В этом пункте мы уста­

новим формулу для вычисления р асстояния между двумя точ­
к ами по известным координатам этих точек. Эта задача уже 
решена для случая точек на прямой в п. 3 § 1 этой главы 
(см. формулу ( 1 .4 ) ) .  Ради определенности подробно оста но· 
вимся на случае, когда точки расположены в пространстве . 

Рассмотрим в пространстве декартову систему .. координат 
Oxyz и точки М1 (х1, у1, z1) и М2(х2, У2, z2) (рис. · 1.91� Очевидно, 
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р а сстоян ие р (М 1 , М2) между точка ми М 1  и М2, равное длине 

на п р а влен ного отрезка М 1М2, равно также длине ди агонали 
параллелепипеда ,  гра ни которого параллельны координатным 

z 

Рис. l .V 
Исполь1уя теорему 
для р (М1 , М2) : 

плоскостям и проходят · 11ерез точкн 
М 1 и М2 (на рис. 1.9 этот п а р а:1ле· 
леп ипед изоб р ажен штр иховой ли• 
нией ) . Дл и н а п а р аллельного оси 
Ох р еб р а  этого п а р аллел е п и педа 
равн а ,  очевидно,  а бсол ютной вел и·  
чине п р о екции отрезк а М 1 М2 на ось 

У Ох, т.  е . ,  согл а сно фор � уле ( 1 . 5 ) , 
р а в н а  / х2 - Х1 j .  По а н алогпч н ы м  
сооб р а ж е н и я м  дли н ы  реб е р , п а р ал·  лельных ося м Оу и Oz,  р а ыш со· 
ответствен но 1 У2 - У1 1 и 1 z2 - Zt j .  

Л и ф а гор а , п ол уч и м  сл еду ющую фор м ул у  

Р (М, , М2) = ,У(х2 - Х1 )2 + (У2 - У1 )2 + (z2 - z1)2 • (1.7) 

3 а м е ч а н и  е. Фор м ула р а сстоя н и я  м е жду двум я точ ка м и 
в СJ 1уч а е  их  р а с поJiожения в плоскости Оху имеет следующий 
вид : 

(1.8) 

3. Деление отрезка в данном отношении. Р а ссмотр и м в п р о ·  

стра нстве две различные точ к и  М 1  и М2 и п р я мую, о п р еделяе · м у ю э т и м и  точ ка м и . В ы б е р е м  н а  этой п ря м ой некоторое н а · 
правление ( р и с .  1 . 1 0 ) . I-J a  п о ·  луч е н ной оси точки М1 и М2 
определяют н а п р авленн ый от·  
резок М1М2 . 

Пусть М - люба я отл и чн а п 
от М 2 точка у к а з а нн о й  в ыше 
оси.  Числ о 

( 1 . 9) 

Рис. 1 . 1 0  н азыв ается отношением, в ко· 
тором точка М делит направ­

л етtый отрезок М 1М2• Т а ки м обр азом , люб а я ,  отличная от М2 
точка М делит отрезок М 1М2 в некотором отношении  'Л, где ').. 
определяется р авенств ом ( 1.9) . 

3 а м еч а н  и е 1. При изменени и  направления на прямой, 
проходящей через точки М1 и М2, меняют знак -величин ы  всех 

п м , м  • 
н а п р а в л е н н ы х  отрезко в .  оэтому отношение мм. в пра вои 

2 
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части формулы .( 1 .91 не зависит от выбора направления на 
пря м ой М1М2. 

Рассмотрим задачу о вы числении. координат точки М, деля­
И{ей отрезок М1М2 в отношении 'А, считая известными коорди ­

н а ты тuчек М1 и М2 и число 'А, где 'А не равно - 1 .  
Рассмотрим в п р остр а нстве дека ртову прямоугольную си­

стему коорди н а т  Oxyz, и пусть в этой системе координат точки 
.М 1 ,  М2 и М и м еют соответственно координаты (х1 ,  у , , z1 ) , 
(х2 ,  у2, z2 ) и (х, у , z) . Спроектируем точки М1 ,  М2 и М на коор ­

динатные оси ( н а рис .  1 . 1 0  ука заны л и шь проекции М1х, М2х 
и Мх точек М1 , М2 и М на ось Ох) .  Очев идно, точка Мх делит 
н а п р а вленный отрезок .A1 1x.i\!12x в отношении 'А. Поэтому 

( 1 . 1 0) 

Согласно теоре м е  1 .2, М1хМх = х - х1 ,  а МхМ2х = Х2 - Х. От­
сюда и из соотношения ( 1 . 1  О) найдем , что х равняется х� � �х2 :  
Совершенно а н а л огично выч исляются координаты у и z точ­
ки М. Таким о б р а зом,  

ь/ = у ,  + 'А!/2 1 + л. • ( 1 . 1 1 ) 

Формулы ( 1 .11)  называются форл1улами деления отрезка в дан­
ном отношении 'А. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Очевидно , если 'А = 1 ,  то точка М дел ит 
отрезок М1М� пополам.  Получающиеся при этом из соотноше­
н ий ( l . 1 1 } формулы называются формулами деления отрезка 
пополам. 

3 а м е ч  а н  и е 3. Для положительных значений 'А точка М 
лежит между точками М1 и М2 (в этом случае, как это видно 
из ( 1 .9) , отрезки М1М и ММ2 одинаково направлены} , а для 
отрицательных значений - вне отрезка М1М2. 

3 а м е ч а н  и е 4. Соотношения ( 1 . 1 1 ) имеют смысл для лю­
бых значений 'А =1= - 1 . Этим, в частности, и объяснялось ука­
занное ранее ограничение для значений 'А. 

П р и м е р. Решим задачу о вычислении координат центра 
тяжести системы материальных точек. 

Используем следующие два допущения, отвечающих извест­
ным физическим предпосылкам : 

1 ) Центр тяжести системы из двух точек М1 и М2 с массами 
соответственно т1 и т2 находится на отрезке М1М2 и делит 
этот отрезок в отношении 'А = т2/т1. 

2)  Центр тяжести сuстемы точек М1, М2, . . .  , Мп-1 , Мп 
с массами соответственно т1 , т2, • • •  , тп-1 , · тп совпадает с 
центром тяжести системы из двух точек, одна из которых яв-
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.ТJяется точкой Мп с массой тп, а другая находится в центре 
тяжести системы точек М1, М2, • . .  , Мп-I (с масса ми т1, т2 , . . •  
. . . , тп-1 ) и и меет массу т1 ·+ т2 + . . .  + тп-1 · 

Из первого допущения и формул ( 1 . 1 1 ) вытекает, что коор­
динаты х, у и z центра тяжести системы из двух точек 
M1 (x1 , y1 , z1) и M2 (x2, y2 , z2 )  с массами  т1 и т2 равны соответ­
ственно т 1 х 1 + т2х2 , т 1 У 1 + 

т2У2 и т 1 z 1  
+ 

m2z2 . Поэтому следует 
т 1 + т2 т 1  + т2 т 1 + т2 

ожидать, что координаты х, у и z центра тяжести системы из 
п точек М; (х; ,  у;, z; ) , i = 1 ,  2 , ' . . .  , п, с масса ми  m i могут быть 
вычислены по формул а м  

т , у ,  + . . .  + тпУ п  у = m 1 + . . . + тп 
( 1 . 1 2) 

В справедливости этих формул можно убедиться по индукции, 
если использовать второе допущение.  В самом деле ,  пусть эти 
формулы справедливы для системы точек М1, . • .  , Мп-1 с мас­
сами  т1, • • • , т"_1 , Тогда , например , для а бсциссы х рассматри­
ваемой системы точек М1 , • • • , Мп, согласно второму допущению 
и фор муле для а бсциссы х системы из двух точек, получим вы­
ражение 

Х = 
( 

+ + 
) 

т , х 1 + . . . + т п - 1 Х п - 1  + т 1  . . . тп - 1 • Пl i  + . . .  + 111 " _ 1  тпХп 
( m 1  + . . . + тп - 1 )  + lll n 

из которого сразу же вытекает первая формула ( 1 . 1 2 ) . В ыра­
жения  для у и z получа ются а налогично.  3 а м е ч а н  и е .  Если система  точек М; с м ассами m; распо­
ложена в плоскости Оху , то координаты х и у центра тяжести 
этой системы могут быть найден ы  по первым двум формулам 
( 1 . 1 2) .  

4. Барицентрические коор динаты. Формулы ( 1 . 1 2 )  используются для вве· 
дення  так называемых барицентрических координат. Рассмотрим бариuентри­
ческие координаты н а  плоскости. В целях упрощения рассуждений будем счи­
та1 ь, что н а плоскости !!Ведены и дека ртовы координаты Оху. Рассмотрим 
какие-либо три р азличные точю1 М 1 (х1 ,  У1 ) ,  М2 (Х2, у2) , Мз (хз , Уз) ,  не лежа­
щ и е  на одной прямой, и любую дан ную точку М (х, у ) . Выясни м, существуют 
ли такие три числа т 1 ,  тz,  тз , удовлетворяющие условшо 

( 1 . 1 3) 

ttтo данная точка М (х, у) будет центром тяжести систел1ы точек М1, М2, Мз 
с J.taccaJ.ш т 1 ,  т2, тз соответственно. Ниже мы убедимся, что при сформу­
лиrованных требованиях числа т 1 ,  тz , тз определяются однознацно для 
каждой точки М. Они н азываются барицентрическими координаталш точки М 
относительно базисных точек М 1 ,  М2 и М3• 
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Сформулированная з адача о существовании чисел m 1 ,  m2 , т з  п р и  условна 
' ( 1 . 1 3 ) сводится , очевидно, к исследованию вопроса об однозначной разреши­
мости следующей системы трех линейных уравнений * )  относительно m 1 ,  
m2 , тз :  

l11 1 X 1  + l112X2 + fll з X з  = Х, 
т , у ,  + 11lzYz  + 111 зУ з  = У· 

( 1 . 1 4 ) 

Известно, что для однозначной р азрешимости квадратной системы лине!шых 
уравнений (система, у которой число уравнений р авно числу неизвестных)  
необходимо и достаточно, чтобы определитель этой системы был отличен от 
нуля (см .  Дополнение к этой главе) . Для р ассматриваемой системы этот 
определитель имеет вид 

1 1 1 
Xz Хз = (х2 - Х 1 )  (Уз - у , )  - (ха - Х 1 ) (У2 - У 1 ). 
Yz Уз 

Этот определитель отличен от нуля, и н аче мы получили бы пропорцию 
Xz - X 1 У2 - У 1 
Х3 - Х 1 Уз - У 1 и, обозначив каждое из указанных отн'ошений через 

-Л. (Л. =1= - 1 ,  ибо точки М2 и Ма различны) , пришли бы с точностью до 
обозначений к первым двум равенствам ( 1 . 1 1 ) .  Это означало бы, что точка М, 
делит отрезок M2kla в отношении Л., т. е. означало бы, что точки М 1 ,  М2 и Мз 
лежат на  одной примой.  Таким образом, система ( 1 . 1 4) однозначно р азре­
шима относительно т 1 ,  т2,  тз.  Следовательно, положение тобой точки М н а  
плоскости однозначно определяется относительно базисных точек М 1 ,  М2 ,  М з  
этой плоскости посредством барицентрических координат m 1 ,  m2 и тз. 

Барицентрические координаты в пространстве вводятся совершенно ана ­
логично. Для этого используются четыре базисные точки,  не располагающиеся 
В ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ. 

§ 4 . Полярные, цилиндрические и сферические координаты 
1 .  Полярные координаты. Полярные координаты на плоскостн 

вводятся следующим образом.  В ыберем на плоскости некото­
рую точку О ( полюс) и некоторый выходящий из нее луч Ох 
( р ис .  1 . 1 1 ) .  Кроме того, укажем еди ни - у 
цу м а сштаба .  П о л  я р  н ы м и  -к о о р д  и -
н а  т а  At и т о  ч к и М называются два чис­
ла р и ср,  первое из 1<0торых (полярный 
радиус р)  р авно расстоянию точки М 
от полюса О, а второе (полярный угол 1JJ ) - угол , на который нужно повернуть 
против часовой стрелки луч Ох до сов­
мещения с лучом ОМ * * ) . 

о 11:4 
Рис. 1 . 1 1 

Точку М с полярными координата ми р и ер обозначают сим­
волом м ( р , ср) . 

* ) Последние два уравнения этой системы представляют собой следствия 
первых двух соотношений ( 1 . 1 2 ) и соотношения ( 1 . 1 3 ) .  

* * )  При этом предполагается, что точка М оттина от полюса .  Для по · 
люса О полярный р адиус р равен нулю, а полярный угол неопределеш1ыii, 
т.  е. ему можно п р и п и с а т ь  любое з н ачение, 
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Для: того чтобы ссютветстиие между отличными от по:пюса 
точкам:и плос1юсти и парами· пошrр11 ых каорди��ат ( 'р ,  (р} было 
взаимно однозначным ,  обычно счита ют, что р и <р изменяются в следующих граница х :  

О < р < + 'оо , О � <р  < 2л. ( 1 . 1 5) 

3 а м е ч  а н  и е .  В неr(оторых задачах ,  связа нных с непре­рыв-ным перемещеняем точ1ш по плоскости·, требуется непрепыв-­
ное:· изме:нен-ие: пGлярных коо·!Iдюшт этай. точки. В. т-а�•их, задачах удобнее> сэткааатъ<tЯ' от· ограничений· д·лн· р и <р-, у.иаз:а1шы"1: в cG• 
отношениях ( 1 . 1 5 ) . Если , например ,  рассматривается враще• 
11ие точки по окружности против часовой стр-ел к·и ('р = const ) , 
то естественно считать ,  чrо. полярнmй· уюл этой· т0чки может 
принимать, при большом числе оборотов , з-иачшшщ большие 
2л:. Если же р ассматрив а ет.с.я. движение точки по прямой, про­
ходящей через полюс ( <р  = const ) , то естественно считат1.; ч:го 
при переходе через полюс ее полярный радиус меняет зюш, 

Зэ:кон изменения- ве-личпн р· и <р Dъ1я-енЯ<!Т<?Я в· каждом: IЮН­кретном· слу•rае.  
Уста новим св:язь AteжiJy поляр11ы1ни координатами точтш tt 

CG декартовыми к..оордuнатами. Пр и· э.том б 'уде м . предполагать , 
что и -а. ч ал о  декарrовой прямоугольной· аист,ем-ы . коо:рдинат, н а "  
ходите.я в полюсе; а положителБная п0луасв а'бедисс совшщзет 
с поля-рной осью ( :рис .  1 . 1 I) . Пусть тачка М имеет деI<артовы 
координаты х и у и полярные координаты р и ср . . Очевидно" 

x = p cos <p, y = p s in <p.  ( 1 . 1 6) 

Полярные координ аты р и <р точки N1 определяются по ее де-
1ортовым коорди:ната м х и у, очсrнщно.; следующим образом : 

:z р = �х2 + у2 • Для 1'ОГО чт@бы н ай ­

,/ 

Рис. 1 ' . 12 

ти величи-ну угл а q>; ну.жно , нсполь­
зуя знаки х и у; опреде:тшть квад­
р ант, в которvм находит,ся то•ш а М 
(см . п. 1 § 2: этой. гш.1вы. и рис  .. 1 .6 ) ·, 
и ,  кроме того, восполJ;ЗОJЗаться тем. 
что та1нI'е-нс угла <р равен у/ х .  

2; Ц1илиндрпцесК<ие. коо�1щнtа11ы. 
у ЦилиндричесJtие 1юординаты в про-­

стр анстше вв0дятся a:rieд,yIOUl!llM об­
р азом . В ыб'ерем< н0 • фиксиропанной 
ПЛОСК-G'С'ГИ F1 не.которую точку: о и 
выходящий из  н.ее луч Ох 

( р ис .  1 . 1 2 ) . Кроме того ,  р ассмотри м  ось Oz, проходящую че­р ез О перпендикулярно п:л<Jс1юсти П; Пусть· М --тоеая точка 
простр анства ,  N - проекция этой точки н а  плоскость П, а М2 - проекщ�я М на ось Oz. Ц и л.и н д р и ч е с. к и м и  к о ­
о р д и н а т а м  и то 11 к и М называюл:ш�, 'l'ри ч,иала р� q> И· z, 
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первые два из rюторых (р и ер} являютоя полярными 1юорди­
ната м и  точки N в плоскости П относительно полюса О ·И по­
лярной оси Ох, а число z есть величина 0:трезка OMz. Точку М 
с цилиндр ичес ки ми коорди н а т а м и  р, ер и z обозначают М (р ,  ер, z) . 
Н а и менова ние «цилиндрические координаты» связано с тем, что 
координатная поверхность р = con-st (т.  е . ·повер хность , все точ­
ки которой имеют одну 11 ту же коордикату •р )  является ци­
л индр ом ,  п р я м олинейные образующие которого параллельны 
оси Oz (на  р ис. 1 . 1 2 та кой цилиндр изображен штрихов ы ми. JIИ· 
ниям и ) . Есл и выбр ать оси дека ртовой прямоугольной систе м ы  
координат (Jxyz таI{ , как указано на р и с .  1 . 1 2 , то  дека ртов ы 
коорди наты х, у, z точки М будут свя з а н ы  с ее цилиндр иче­
с1ш м и координата ми р, ер,  z соотношениями 

x = p cos'(p, y = p s in cp, z = z .  ( 1 . 1 7) 

3 а м е ч  а н  и е. Та к как первые две цилиндрическ и е  коорди ­
наты р и ер являются полярными координатшtи п р оекции N 
точки М на пло.скость П ,  то к э.тим двум координата м относятся 
замечание и в ыводы, сдел а нн ые в предыдуще м пункте. 

3. Сферичеакие коор:дин-аты. Для введения .сферических коор ­
динат в пространстве .р ассм о11рим три взаимно перпендикуляр ­
ные оси Ох, .Оу и .Oz .с .общим началом О (.рис .  1 . 1 3 ) . Пусть 
М - любая , отJ шчная :от О точка про.странства , N - ее проек­
ция на  плоскость Оху , р - расстоянке М от О. Пусть, дaJiee , 
е - угол, который образует на правленный отрезок ОМ с осью 
z, а ер - угол, на  который нужно повернуть против часовой 
стрелки ось Ох *) до совмещения с 
лучом ON. 0 и ер называют широтой 
и долготой соответственно. 

rc ф ер и ч е с к и м и к о о р д и -
н а т а м  и т о  ч к и М называются три 

· числа р, ер ·и е * * ) . 
Наименование «сферические ко­

ординаты» связано с тем , что коор­
динатная поверхность р = const 
:. (т.. е .  повер·хно.сть, все .точки кото­
,рой и м еют одну и ту же .координа­
ту р)  является сферой (на рис.  1 . 1 3 
такая сфера изображена штриховой 
линией) . 

Рис. 1 . 13  
Для того чтобы соответствие между точками пространства 

и тройками сферических координат (р, ср, 01 было взаимно од-
*) Если при этом смотреть на вращение Ох со стороны положительного 

.направления · оси Dz. . 
•*)  Если точка М совпада.ет .с .т.очко'й О, .т.о ,р = .О. Для точки О коорди­

наты <р и 0 не имеют определенного зн·ачения. 
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нозначным,  обычно счита ют, что р и <JJ изменяются в следующих 
границах :  

О � <р < 2л. 
Коорди ната 8 по са мому определению з а ключена м ежду О и л.  
Отметим ,  что в задачах,  связанных с непре рывным перемеще­
нием точки в простра нстве, часто отказыва ются от указанных 
огра н ичений  на изменение сфер ических координат (см .  з амеча ­
ние в п .  1 этого п а раграфа ) .  

Если выбрать оси декартовой пря моугольной систем ы  коор­
динат так,  как  указано  н а  рис .  1 . 1 3 , то дека ртовы координаты х, 
у,  z точки М связа н ы  с е е  сферическими  координата м и  р,  <JJ , 8 
соотношениями  

х = р s i n  О cos  <р, у =  р s in  е s in  ер,  z = p cos 8. 

ДОПОЛНЕНИЕ К ГЛ АВЕ 1 
О ПР ЕДЕЛ ИТ ЕЛ И ВТО РО ГО И Т Р ЕТЬЕ ГО ПО РЯДКОВ 

( 1 . 1 8) 

t .  Понятие матрицы и определител я  второго порядка. П р я мо•  
угольную таблицу из  чисел ,  содержащую п роизвольное число т 
строк и п роизвольное число п столбцов,  называют матрицей. 
Для обозначения м а трицы используют либо сдвоенные чер-. 
точки ,  либо кругл ые с1<обю1 .  Н а пример ,  

1 1 ;2 � 1�, 1 111 или ( ;2 � 
-9 7 6 -9 7 

1 3. 1 ) 
о • 
6 

Если число строк матр иuы сов п адает с ч ислом ее столбцов , то 
м а тр и ца называется квадратной. Числ а ,  входящие в состав  мат­
рицы,  обьl 'IНО н азыв ают ее эле.ментами . 

Рассмотр и м  квадратную матрицу, состоящую из  четырех элементов : 
(Д l . 1 ) 

О п р е д е л и т е л е м в т о р о г о  п о р  я д  к а , соответствую­
щим лштрице (Д l . 1 ) , называется число, равное а1Ь2 - а2Ь 1 и 
обоз н а  чае мое символом 

Итак ,  по  определению 

\ �: �� \ = а 1Ь2 - а2Ь 1 .  (Д l .2) 
Элементы,  составляющие м атрицу д а н ного определителя ,  обыч­
но называются элемента м и  этого о п р еделитеJi я .  
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Справедливо следующее у т в  е р  ж д е  н и  е :  для того чтобы 
определитель второго порядка был равен нулю, необходимо и 
достаточно, чтобы элементы его строк (или соответственно его 
столбцов) были пропорциональны. 

Для доказательства этого утверждения достаточно з;�метить , 
что каждая из пропорций а 1/а2 = Ь1/Ь2 и а 1/Ь 1 = а2/Ь2 экви­
валентна равенству а1Ь2 = а2Ь 1 , а последнее равенство в силу 
(Д l .2 ) эквивалентно обращению в нуль определителя . 2. Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными. 
Покажем, как применяются определители второго порядка для 
исследования и отыскания решения системы двух линейных 
уравнений·  с двумя неизвестными 

а1х + Ь 1у = h 1 ,  а2х + Ь2у = !12 (Дl .3) 

{ коэффициенты а 1 ,  Ь1 , а 2, Ь2 и свободные члены h 1 и /12 счи­
таются при этом заданными) . На помним, что па р а  чисел хо, Уо 
называется решением системы (Д l .3 ) , если подстановка этих 
чисел на место х и у в систему (Д l .3 ).  обращает оба уравнения 
(Д l .3 )  в тождества .  

Умножая первое уравнение системы ( Д  1 .3 )  на  Ь2, а второе -
на -Ь1 и затем складывая полученные при  этом равенства ,  бу­
дем иметь 

(а1Ь2 - а2Ь1) х = b2h1 - b 1h2.  (Д l .4) 
Аналогично путем умножения уравнений системы (Д 1 .3 )  на 
-а2 и а1 соответственно получим 

(а1Ь2 - а2Ь1 ) у = a1h2 - a2h1 • (Д l . 5) 
Введем следующие обозначения : 

Л = 1 а 1 Ь 
1 1 · Лх = 1 h 1 Ь 

1 1 · Л = 1 а 1 h 1 1 (Д l . 6) а2 Ь2 h 2 Ь 2 У а2 h 2  · 
С помощью этих обозначений и выражения для определите,1я 
второго порядка уравнения (Д l .4 )  и (Д l .5)  могут быть пере­
писаны в виде 

Л · Х = Лх , Л · у = Лу . (Дl .7) 

Определитель Л, составленный из коэффициентов при неизвест­
ных системы (Д l .3 ) , принято называть определителем этой си­
сте/•tЫ. Заметим ,  что" определители Лх и Лу получаются из опре­
делителя системы Л посредством з амены первого или соответ­
ственно второго столбца свободными члена ми .  

Могут представиться д в а  с л у ч а я : 1 )  определитель Л си­
стемы отличен от нуля, 2) этот определитель равен нулю. 

Рассмотрим сначала случай  Л =:/= О. В этом случае из урав­
нений (Д l .7)  мы сразу же получаем формулы для неизвестных, 
называемые фо{)мулами Крамера : 

х = Лх/Л, у = Лу/Л. (Д l .8) 
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П0луче.нные ·фор муillы Крамер.а (Дl .Щ щ;а1ют р�шеwе аm-с11е м ы 
,{Д 1.7)  и и0тому дщ�:аа·ЫIНJ..Ю:Г :е.динс!М'еНUОСП1Ь 1решени.я >ИСХФДНФЙ 
системы (Д 1. .3,) .  В .самом деле, аи схема (Д 1 .7� явл.яешся :след­
ствиелt системы (Д l .3 ) , и паэ1rому ·в:сякое :решеюие r.сис'F.е'мы . •  (Д l .З )  �в :случае., ·если оно сущес!Г.ыуеt ! )  ДflЛ:/!�НФ :юв.ляться ре· 
шеш�ем .и "сист.е'МЫ (Д 1 . .7) . Мтак, шшR доказано, что если у -иё­
хадной СUС'Ре.МЫ .(ДJ .3) суще.ствует ctJ;ptt Л =:/= 0 .ре,ше11ше, ТО ЭТ.О 
решение аднснша-чяо оп.ре.деляе.тDЯ :фо.р№g.лами :l(pa.h1epa (Д 1 ..8) .  

Лег:Ко у.б.ед1иться и 11 сущесrr..вавамми .решен·ыя, т. �- в :гом , 
чт.о при Л =:/= О  два числа х и у, сн�ределяем:ые фо;р;му-щ1 ми К:ра­
мерУа (ДJ .8) , будучи яодст.авлены н,а м.ес:rо :;1еизmес:rных .в урав · 
нения (Д l .3 ) , обращают эти у:раJDнения в тождеств а. (Предо­
ставляем читателю са мому р а с п исать выражения для оп реде ­
лителей Л, Лх и Лу и убедпться в справедливости указанных тождеств . )  

Прихсщим к следующему выводу: есАи .опр.ед.елшгель Л си­
-стемы (ДJ .3)  (!Илич.ен от нуля, rго сущест.вуе:г, и .при.тол�. .едип­
ственяое., решение этой системы ,  ·стределяеJМ>.е ;форл�у.лами К.ра­
ме ра (Д l .8 } . 

Рассмотрим rгеперь случай ,  J<Ог.да (')t1:ред.е1штель Л сист.ем ы  
раве·н 1-�у.JЬю. Могут nредставит.ься д 'l! а п о д с л у ч ;а м : а �  хотя 
бы один из определителей Лх или Лу отличен от нуJLя ; б). оба 
определителя Лх и Лу ра-в ны 'ыулю * ) ,. 

В подслучае а )  оказывается невозможным хотя бы одно из 
равенств (Д1 :7) , т. е. система (Д1 .7 )  не и меет решений , а по­этому не имеет решений и исходная система (Д l .'3) ( следствием коrгорой является сист.ем-а (Дl .7) ) .  

В подслучае б }  исходная сие.тема (Д l .. 3) имеет бесчислm­
ное лтожество решений. В самом деле, из равенств Л = Лх = 
= Лу = О и из утве.рждения в конц.е п. 1 заключаем , что а 1/а2 = 
= Ь 1 /Ь2 = h1/h2 ,  т. е. заключаем, что второе уравнение систем ы 
.(Д l .3 )  являет;ся следствием первого н :е110 мшжно ,о:rброоить. 
Но одно ура�вне.н·ие с двумя неизвестными 

а1х + Ь1у = h1 (Д"l :�}') 
и меет бесчисленно много решений (хотя бы один из коэффи­
циентов а 1 или ·ь1 отличен от нуля, и стоящее пµи -не-м неизвест­
ное может "быть оп,ределено из :уравнения �(Д'1 ;9} через цроиз­
вольно заданное значение другого неизвестного) . ТI риходим к следующему выводу: ·если определитель Л · си­
стемы .(Д l .3)  равен. нулю, то система (Д l .3) либо вовс.е не 
имеет решений (в случае, если хотя ·бы один. из определителей 

,"� Из утверждения 11 конце п.  1 вытекает, ·что ecJru uпределитель Л и 
.един. ·из 'f>nрвделиr-еле'й Ах ·и 'Лу равны 'Ну:лю, -то и другой -ив укаэан.нЬtХ•Dnре­
делителей равен нулю. В самом деле, 11у:.с:rь, .нацример, д ·= '.О :и Д. = iQ, ·т. е. а.1/а2 = Ь 1/Ь� и h1/h2 -_ Ь1/Ь2. Тогда из этих пропорций получим, чrо а1/а2 :-:-:J 
.-= fh1Jh2, т. е. Лv = О, ,-
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·л_"' и:ли: f':jY, о:гд.uчен от Нi!Jдя}" либо u,;иеет· бесч .t1дден1-t0е> мН:(!JО/С.е• 
ство ре�ие1шй ( в  случае,  когда л,,., = Л.у =' О} . В после-дн.€м ел:у:­
чае два уравнения (Д 1· . З )  можно за менить одн и м  и при реше­
нии  его одно неизвестное з·адавать произвольно . 3 а м е ч  а н  и е .  В случае, когда свободные члены /1 1 и h2 
равны нулю, линейная система  (Д l .3 )  называется однородной. 
Отметим ,  что однородная си:етема sсегда и меет так называемое 
тривиальное решение: х = О, у =  О (эти дв а числ а обр аща ют оба 
однородных уравнения в тождеств а ) . 

Если определитель. Л системы отличен от нуля, то однород­
ная  система  и меет только тривиальное решение .  Если же Л = О, 
то. однородная система и меет бесчисленное м ножество решений: 
( поскольку для оююродной системы воз можность отсутствия 
решений и.скл.ючена )" Таким образом., однородная сuстелю. име-ет 
нетривиальное решение в том и только в тол случае ,  когда 
определитель ее равен нулю. 

3. О пределители третьего порядка. Р а ссмотри м  квадр атную 
матрицу, состоящую из девяти элементов : 

11 .a'J Ь 1 С 1 · 11 а2 Ь 2  с2 1 •  

J аз Ьз Сз / 
(Д l . 1 0) 

О п р е д е л и т е л е  л-� т р е т ь е  г о п о р я д  к а ,  соответствую­
щим .матрице (Д 1 . 1 0 ) ,  называется число, равное 

и обозначаемое cu,u-вoлmit 

Итак,  по определению 

Л = 1 :: � : �: 1 = а 1Ь2сз + Ь 1 с2аз + с1а2Ьз - с1Ь2а3 - Ь1а2с3 - а1с2Ь3• 
аз Ьз Сз 

(Д l . 1 2) 

Ка к и в случае  определителя второго пор ядка , эле менты 
матрицы (Д l . 1 0.) будем называть элемента ми самого оп редели­
теля .  Кроме того; догово:римся называть диагональ , обр а зова н · ную элеиента м и  а 1 ,  Ь2 и с з ,  главной, а диагональ,  о б р а з о n а н ную 
эле мента ми_ 6l<:t, Ь2 и 6'1" -·побоч,ной� 

Для 3'ЗПGМРНМНИЯ кoнc:npi)IKЦFIИ СШ:Ша�'МЫ:Х, В.ХОДЯЩИХ В· вы• 
ра жение для оnределиrгеля {ДJ. 1 1)" ука№е-м. Д!Ва: правила. 

3-амети�м , чrго первы-е: т�л:: сл;араем1Ьгх,. ет0я-щ11х в (iД l' . 1 1- ) '  ео 
зн-а!Ком Fм:юс, предс.·11а1в;ля1сш· с.<Dбой п�роизве;цение эJiементоD� 011.р,е· 
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делителя , взятых по три так ,  J(а к  указано пунктира м и  и штри­
хами н а  нижеприведенной схе ме ! а1 Ь1, . . . .  ·Ст ' / '-.· · · ·  ... '· / . .. · · ' ; i .v.·· · \:: 1 . • • • • •  / ·, ... ' \' az. .. / b;:'>,j,... ,,.Cz 

/"· . .  ./ /  / '"· 1 ,,.,,. ...... "� : ' ,... " .;:' " fl;; i13 С;; 

Последние же три  cJiaraeмыx,  стоящих в (Д l . 1 1 )' со знаком ми­
нус ,  представляют собой произведение элементов , взятых по 
три  так ,  как указано  ра зличными пунктирами  на следующей 
схеме : 

J l р авило составления шести слагаемых,  входящих в выражение 
(Д 1 . 1 1 )  для определителя ,  опирающееся н а  указа нные две схе­
мы, обычно называют правилом треугольника. 

Ука жем и д р у г о е  п р  а n и л  о составления выражения для 
определителя ,  еще менее требующее напряжения внимания и 
п амяти .  Для этого к матрице ,  из  которой составлен определи­
тель ,  допишем справа еще раз первый , а з атем второй стоJiбец. 
В поJiученной при  этом матрице 

п, h1 С1 !11 Рт 

a�b;xxa // . h  

,/_ / ·х'Х'""' а; bj cj '[!з Ь3 
сплошной чертой соединены три тройки членов ,  получаемые па ­
раллельным переносом главной диагонали и отвечающие трем 
слагаемым ,  nходящим в выражение (Д 1 . 1 1 )  со знаком  плюс ; 
п унктирной же чертой соединены три другие тройки ЧJiенов , по­
лучаемые параллеJ1ьным переносом побочной диагонали и отве-
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чающие трем слагаемым,  входящим в выражение (Д 1 . 1 1 ): со 
знаком минус .  

4 .  Свойства определителей. В этом пункте м ы установим ряд 
свойств определителей . Эти свойства мы будем формулиро.вать 
и устанавливать п рименительно к определителя м  третьего по­
р ядка , хотя , конечно,  они справедливы и для определителей 
второго порядка и ,  как  выяснится позже (см .  выпуск «Линей­
ная алгебра» ) , эти же свойства справедливы и для определи­
телей любого порядка п (та м же см . понятие определителя по ­
рядка п) . 
( Свойство 1. Величин.а определителя не изменится, если стро­

ки и столбцы этого определителя полtенять ролями, т. е. 

(Дl . 1 3) 

Для доказательства этого свойства достаточно расписать 
определители ,  стоящие в левой и в правой частях (Д l . 1 3 ) ,  по  
правилу треугольника ( илИ по другому указанному в предыду­
щем пункте пр авилу) _  и убедиться в р авенстве полученных при 
этом членов. 

Свойство 1 устанавливает полную равноправность строк и 
столбцов. Поэтому все дальнейшие свойства определ ителя мож­
но формулировать и для строк, и для столбцов, а доказывать 
пли только для строк, или только для столбцов .  
( Свойство 2.  Перестановка двух строк ( или двух столб�1ов ) 

определителя равносильна умножению его на число - 1 .  
Доказательство также получается и з  правила треугольника 

( 11-!Ы предоставляем его читателю) . 
Свойство 3. Если определитель имеет две одинаковые строки 

( или два одинаковых столбца) , то он равен нулю. 
В самом деле, при  перестановке двух одинаковых строк, 

с одной стороны,  определитель Л не изменится ,  а с другой сто­
роны, в силу свойства 2 он изменит знак  на противоположный. 
Таким образом, Л = -Л, т. е .  2Л = О, или Л = О. 
(Свойство 4. Умножение всех элел1ентов некоторой строки 

( или некоторого столбца) определителя на число Л равносильно 
улtНожению определителя на это число Л. 

Иными словами ,  общий лтожитель всех элементов некото­
рой строки ( или некоторого столбца)  определителя люжн.о вы­
носить за знак этого определителя. Например ,  

1 Ла 1 ЛЬ 1 Лс 1 1 1 а 1 Ь 1  с 1 1 а2 Ь2 с2 = 'А а2 Ь2 с2 • аз Ьз Сз аз Ьз сз 
Для доказательства этого свойства достаточно заметить, что 

определитель выражается в виде сумл1ы (Д l . 1 2 ) , каждый член 
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которой содержит один. и только один. элемент из каждой стро­
ки и одuн и только один. элел�ен.т из каждого столбца. 
( Свойство 5. Если все элементы некоторой строки (или не­

которого столбца) определителя равны н.улю, то и сам опреде­
лиtель равен. н.улю. 

Это свойство выте1<ает из предыдущего ( п р и  '), = О) .  
( Свойство 6. Если элементы двух строк ( или двух столбцов )  

определителя пропорцион.альн.ы, т о  определитель равен. нулю. · 
В с а м о м дел е ,  в сил у свойства 4 м ножител ь пропорциональ­

ности м о ж н о  в ы н ести з а знак опр едеJiител я ,  п осл е чего остаетсн 
опредеJiитель с двумя оди н а ков ы м и  стро1< а м и ,  р а в н ы й  нулю со ­
гласно свойству 3.  
(_ Свойство 7. Если каждый элелtент п- й  строки (или п-го 

столбца ) определителя представляет собой сул1му двух слагае­
мых, то определитель .может быть представлен. а виде суммы 
двух определителей, первый из которых имеет в п-й строке (в  
п-лt столбце) первые из упомянутых слагае,иых и те же эле­
менты , что и исходный определитель , в остальных строках 
(столбцах) , а второй определитель ил�еет в п-й строке ( в п-л� 
столбце) вторые из упомянутых слагаемых и те же эле,�.1енты , 
что и исходный определитель ,  в остальных строках ( столбцах) . 

Н а п р и мер , 

ь, + ь "  , " 1 1 CI + C I  
/1 2 С2 
Ьз сз 

' ь' a l 1 
- а2 Ь 2  

, " ь" " C I a l 1 C J 

с2 + а2 Ь2  
аз Ьэ Сэ Ьз С3 

Для доказательства этого свойства снова достаточно заметить, 
что определитель в ы р а жается в виде суммы слагаемых, каждо� 
из которых содержит один и только один элемент из каждой 
строки и один и только один элемент из каждого столбца . 
( Свойство 8. Если к элементам некоторой строки .(или неко­
торого столбца) определителя прибавить соответствующие эле· 
мен.ты другой строки (другого столбца) , умн.ожен.н.ые н.а произ­
вольный множитель ').,, , то величин.а определителя н.е изменится. 

В самом деле, полученный в результате указанного прибав­
ления определитель можно (в  силу свойства 7 )  разбить на сум ­
му двух определителей, первый из  которых совпадает с исход­
ным,  а второй равен нулю вследствие пропорциональности эле· 
ментов двух строк (или столбцов) и свойства 6. 

Для формулировки еще одного фундаментального свойства 
определителя нам понадобятся новые понятия. 

5. Алгебраические дополнения и миноры. Соберем в выраже· 
нии (Д l . 1 2 )  для определителя члены, содержащие какой-нибудь 
один элемент этого определителя,  и вынесем указанный эле­
мент за скобки ; величина, остающаяся при этом в скобках, н а ,  
зывается алгебраическим дополнением указанного элемента. 
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Алгебраическое дополнение данного элемента мы будем обо· 
значать большой латинской буквой того же наименования ,  что и данный элемент, и сна бжать тем же номером ,  который имеет 
данный элемент. Н а пример ,  алгебраическое дополнение эле· 
мента Ь2 бдем обозначать через В2, алгебраическое дополнение 
элемента а з - через Аз и т . д. 

Непосредственно из вы ражени я  для определителя (Д l . 1 2 ) 
и из того , что каждое слагаемое в п равой части (Д l . 1 2 )  содер · 
жит один и только один  элеме нт из каждой строки и оди н 11  
только один эJiемент из каждого столбца , вытекают следующие 
равенства : 

Л = а1А 1 +Ь1В1 + с1С1 , Л=а2А2+Ь2В2+ с2С2, Л=азАз+ЬзВз+сзСз, 
(Д I . 1 4) 

Л = а1 А1 +а2А2+азАз, Л=Ь1В1+Ь2В2+ЬзВз, Л=с1С1 + с2С2+ сзСз. 
(Д l . 1 5) 

Эти равенства  выража ют следующее свойстnо определителя : 
определитель равен сулtме произведений эле,нентов какой-либо 
строки (какого-либо столбца )  на соответствующие алгебраиче· 
ские дополне!iия элементов этой строки (этого столбца) . 

Равенства (Д l . 1 4 )  п рин ято называть разложением опреде· 
'лителя по элементам соответственно первой, второй или третьей 
строки, а р а венства (Д 1 . 1 5 ) - разложением определителя по 
элел1ентам соответственно первого, второго или третьего столбца. 

Введем теперь ва жное п о ня т и е  лшнора да нного элемента 
определителя .  М и н о р о м  данного элемента определителя п-го 
порядка * )  называется определtiтель (п  - 1 ) -го порядка, полу· 
чаемый из данного определителя путем вычеркивания той стро­
ки и того столбца, на пересечении которых стоит данный эле­
.мент. 

Нап ри мер , минор элемента а 1 р а вен 1 �: �: 1 · миноро м  эле-

мента а2 служит определитель / �: �: \ .  и т. д. 
Предлагаем читателю са мому убедиться в то м , что алгебра н· 

чески.е дополнения и м иноры связа ны между собой по следую­
щему п р  а в и л  у :  алгебраическое дополнение любого элемента 
определителя равняется минору этого элемента ,  взятому со зна· 
ком плюс, если сумма номеров с троки и столбца, на пересече· 
нии которых стоит данный элеJ11ент, ес ть число четное, и со зна­
колt .минус - в противном случае. 

Та1<им образом,  соответствующие алгебраическое доп оJi нение 
и м инор могут отличаться только знаком.  

* )  В рассматриваемом случае п = 3. 
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Следующа я таблнца да ет н а глядное предста вление о то .>1 
J< а ким  з н а ко м  свнза н ы соответствующие алгебра ическое до пол­
нение и м шюр 

1 �  + � 1 ·  
Уста попленное правило r�озволяет в фор мулах  (Д l . 1 4 )'  и (Д l . 1 5 )' 
разло.1кения определнтеля по элемент а м  строк и столбцов всюду 
в место алге6рапческих дополнений писать соответствующие м 11 -
норы ( с  нужным знаком)  

Т а к, например , последняя из формул (Д l 1 4 ) , дающа я  р аз ­
ложение  определителя по элемента м третьей строки,  принимает 
В I !Д 

В за ключение  установим следующее фундаментальное своfт­
ство определ ителя . 
( Свойство 9. СуАtма произведений элементов какого-либо 

столбца определителя на СО( тветствующие алгебраичес11,ие dо­
полнения элементов этого ( другого), столбца равна вел�.чине 
этого определителя (равна нулю) .  

Конечно, аналогичное свойство справедливо и применитель­
но к строкам определителя .  Случай , когда алгебраические до­
полнения  и элемент ы  отвечают одному и тому же столбцу, уже 
рассмотрен выше .  Остается доказать , что сум м а  п роизведен и й  
элементов Ii.а кого-либо столбца на  соответствующие алгебра ичL­
ские допол 1-1ения  ::>лементов другого столбца равна  нулю.  

Докажем , например ,  что сумм а  произведений элементов пер­
вого или  D'1 орого столбца на  соответствующие алгебраические 
дополнения э.1сментов третьего столбца равна  нулю.  

Бу 'J,ем  ��сходить из  третьей формул ы  (Д l . 1 5 ) , да ющей раз ­
ложение  определителя по элемента м третьего столбца :  

(Д l  . 1 7) 

Так ка к алгебраические дополнения С1 , С2 и С3 элементов трсТL­
е го столбца не зависят от самих элементов с 1 ,  с2 и сз этого 
столбца , то в р а венстве (Д l . 1 7 )  числа с 1 , с2 и сз .можно зал1е­нить произвольными числалщ h 1 ,  /i2 и h3 ,  сохра няя при  этом в 
левой ча сти (Д 1 . 1 7 ) первые два столбца определителя ,  а в пра­
вой части величины С1 , С2 и С3 алгеб р аических дополнений . 
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Таким образом, при любых h 1 , h2 и hз справедливо равен-
ство 

1 
а 1 Ь 1 h

1
1 а2 ь� hz = hiC1 + h2C2 + hзСз. (Д l . 18) аз Ьз hз 

�еря теперь в равенстве (Д l . 18)  в качестве h1 ,  h2 и h3 сначала 
,элеменtы а 1 ,  а2 и а3 первого столбца , а затем элементы Ь 1 ,  Ь2 
й Ьа в'i'орёго столбца и учитывая ,  что определитель с . двумя 
совnадающими столбцами в силу свойстnа 3 равен нулю, мы 
придем к следующим равенствам :  

а1С1 + azC2 + азСз = О, Ь1С1 + Ь2С2 + ЬзСз =-= О, 
Тем самым доказано, что сумма произведений элементов пер·· 
rюro или второго столбца на соответствующие алгебраичесюtс 
дополнения элементов третьего столбца равна нулю. 

Аналогично доказываются равенства 
а1В1  + а2В2 + азВз = о, С1В1 + С2В2 + С383 = о� 
Ь 1А1  + Ь2А2 + ЬзАз = О, с1А1 + с2А2 + сзАз = О  

и соответствующие равенства ,  относящиеся не к столбцам, а к 
строкам : 

а 1Аз + Ь1Вз + с1Сз = О, а2Аз + Ь2Вз + С2Сз = О, 
а1А2 + Ь1В2 + с1С2 = О, азА2 + ЬзВ2 + сзС2 = б, 
а2А1  + Ь2В1 + с2С1 = О, азА1 + ЬзВ1 + сзС1 = 6. 

6. Система трех линейных уравнений с тремя неизвестными 
с определителем, отличным от нуля .  В качестве приложени я 
изложенной выше теории рассмотрим систему трех лин�йных 
уравнений с тремя неизвестными 

а1х + Ь1у + c1z = h1 ,  
azx + b2u + c2z = h2, (Дl . 1 9) 
азх + ЬзУ + сзz = hз 

1�коэффициенты а 1 ,  а2,  аз ,  Ь 1 ,  Ь2, Ьз ,  с 1 , с2,  с3 и свободные члены 
h 1 ,  h2, hз считаются заданными)' .  Тройка чисел х0, у0, zo назы­
вается решением системы (Д l . 19) ', если подстановка этих чисел 
на место х, у, z в систему (Д l . 1 9 )' обращает все три уравнения 
:(д l . 19 )  в тождества .  

· 
Фундаментальную роль в дальнейшем будут играть следую· 

щие четыре определителя :  

1 
а 1 Ь 1  С 1  1 1 

1 
h 1 Ь 1 С 1

1 
Л = а2 Ь2 Cz ' Лх = h2 Ь2 Cz 1 аз Ьз Сз hз Ьз Сз 

1 
а
1 h 1 C t 1 

1 
а 1 Ь 1 h 1

1 
Лу = az h2 Cz ' 

Л:t. 
= az Ь2 h2 ,• аз liз Сз аз Ьз hз 

2 В . А, Ильин, Э. г, Позняк 



34 СИСТЕМЫ !(ООРДИНАТ. ПРОСТЕl'!ШИЕ ЗАДАЧИ [ГЛ. f 

Определитель Л принято называть определителем системы 
(Д l . 19 )  (он составлен из коэффициентов при неизвестных)' ,  
Определители Лх, Л11 и Лz  получаются нз  определителя системы 
Л посредством  замены свободными членами элементов соответ· 
ственно первого, второго и третьего столбцов . 

Для исключения из системы (Д l . 1 9 )  неизвестных у и z умно· 
жим уравнения (Д l . 19 )  соответственно на алгебр аические до· 
лолнения  А1 ,  А 2  и Аз элементов первого столбца определител я 
д системы и после этого сложим зти уравнения . В результате 
получим 

(а1А1 + а2А2 + азАз) х + (Ь1А1 + Ь2А2 + ЬзАз) у + 
+ (с1А1  + с2А2 + сзА3) z = h1A1 + h2A2 + hзАз. (Дl  .20 ) 

Учитывая , что сумма произведений элементов данного столб· 
ца определителя на соответствующие алгебраические дополне· 
ния элементов этого (другого) столбца равна определителю 
. ( нулю)  (см. свойство 9) , получим 

а1А1 +а2А2+азАз=Л, Ь 1А 1+Ь2А2+ЬзАз = О, с1 А1+с2А2+сзАз = О. 
(Д l .2 1 )  

Кроме того, посредствоJ\.r р азложения определителя Лх п о  эле­
мента м первого столбца получается формула 

Лх = h1A1 + h2A2 + h3Аз. (Д l . 22) 

С помощью формул (Д l .2 1 )  и (Д l .22) равенство (Д l .20) пере­
пишется в следующем (не содержащем неизвестных у и z) виде ' 

Л · Х = Лх • 
Совершенно аналогично выводятся из системы (Д l . 1 9). равен­
ства Л · у = Л11 и Л · z = Лz * ) . 

Таким образом,  мы установили,  что система уравнений 

Л · х = Лх, Л · у = Л11 , . Л · z = Лz (Д l .23) 
является следствием исходной системы (Д 1 . 1 9) .  

В дальнейшем мы отдельно рассмотрим д в а с л у ч а я : 
1 )  когда определитель Л системы отличен. от нуля, 
2) когда этот определитель равен. н.улю. 
Здесь мы р ассмотрим лишь первый случай  (рассмотрение 

второго случая отложим до п .  9 ) .  
Итак, пусть Л =1= О. Тогда и з  системы (Д l .23) мы сразу по­

лучаем формулы для неизвестных, называемые формулами 
Крамера : 

Х = Лх/Л, у = Л11/Л, Z = Лz/Л. (Дl .24) 

*) Для получения этих равенств следует сначала умножить уравнения 
(Дl . 19 )  соответс'fвенно на алгебраические дополнения элементов второго и 
третьего столбцов, а затем сложить полученные равенства. 
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Полученные нами формулы Кра мера дают решение системы 
(Д l .23) и потому доказывают единственность решения исход­
ной системы (Д l . 19 ) , ибо система (Д l .23} является следствие м 
системы (Д l . 19 ) , и всякое решение системы (Д l . 19}  обязано 
быть решением и системы (Д 1 . 23} .  

Ита к, м ы  доказали, что если у исходной системы (Д l . 1 9) 
существует при Л ::/= О решение, то это решение однозначно 
определяется формулалщ Крамера (Д l .24) . 

Чтобы доказать, что решение в самом деле существует, мы 
должны подставить в исходную систему (Д l . 19)  на место х, у 
и z их значения , определяем ые формулами Крамера (Д l.24) , и убедиться в том,  что все три уравнения (Д l. 19)  обращаются 
при этом в тождества. Убедимся, например, что первое уравне­
ние (Д l . 19� обращается в тождество при подстановке значений 
х, у и z, определяемых формулами Крамера (Д l .24) . Учитывая,  
.что Л.с = h1A 1 + h2A2 + hзАз, Лv = h 1B1  + h2B2 + hзВз, , .  Лz = 
= h1 C1 + h2C2 + h3Сз, будем и меть, подставив в левую часть 
первого из уравнений (Д l . 1 9). значения х, у и z, определяемые 
формулами Крамера :  

Лх Лу Лz а1х + Ь1У + с1z = а1 л  + ь1 д +  с1 д = 
1 = д {а1 (h1A1 + h2A2 + hзАз) + Ь1 (h1B1 + h2B2 + hзВз) + 

+ С1 (h1C1 + h2C2 + hзСз)} .  

Группируя внутри фигурной скобки члены относительно h1 ,  11 2 
и hз, будем иметь 
а1х + Ь1у + c1z = 1 = д {h1 (а1А1 + Ь1В1 + с1С1) + h2 [а1А2 + Ь1В2 + с1С2] + 

+ h3 [а1 Аз + Ь1Вэ + с1Сз]} .  
В силу свойства 9 в последнем равенстве обе квадратные скоб· 
к и  равны нулю , а круглая скобка равна определителю Л. Таки м 
образом , мы получим а 1х �  Ь 1у + c1z = h1,  и обращение в тож­
дество первого уравнения системы (Д 1 . 19) установлено. Анало­
гично устанавливается обращение в тождество второго и треть­
его уравнений системы (Д l . 19), . 

Мы приходим к следующему выводу: если определитель Л 
системы (Д l . 19)  отличен от нуля, то существует, и притом един­
ственное, решение этой системы, определяемое формулами Кра· 
мера (Д l .24)' . 

7. Однородная систем а двух линейных уравнений с тремя не­
известными. В этом и в следующем пунктах мы разовьем аппа­
рат, необходи.мый для · р�ссмотрения неоднородной системы 
' (д l . 1 9), с определителем, равным нулю. Сначала рассмотрим 

2• 
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однородную систему двух линейных уравнений с тремя неиз­
вестными  

а1х + Ь 1у + c 1z = О , 

а2х + Ь2У + c2z = О. 
(Д l .25) 

Если все три определителя второго порядка, которые люжно 
составить из матрицы 

(Д l .26) 

равны нулю, то в силу утверждения из п .  l коэффициенты пер­
вого из уравнений (Д 1 .25 ), пропорциональны соответствующим 
коэффициентам второго из этих уравнений.  Стало быть, в этом 
случае второе уравнение (Д l .25) является следствием первого, 
и его можно отбросить . Но одно уравнение с тремя неизвест­
ными а 1 х  + Ь 1у + c1z = О, естественно,  имеет бесчисленное мно­
жество решений (двум неизвестным можно предписывать про­
извольные значения, а третье неизвестное определять из урав­
ненuя ) .  

Рассмотрим теперь систему (Д l .25) для случая ,  когда хотя 
бы один из определителей второго порядка, составленных из 
матрицы (Д 1 .26) , отличен от нуля. Не ограничивая общности , 
будем считать , что определитель l a , Ь 1 1=1= 0 *). (Дl .27) а2 Ь2 

Тогда м ы  можем переписать систему (Д l .25>: в виде 
а 1Х + b 1!J = - C1Z, 
а2х + Ь2у = - c2z 

и утверждать, что для каждого z существует единственное ре­
шение этой системы,  определяемое формулами  Кра мера (см. 
п .  2 ,  формулы (Д l .8 ) ) 

(Дl .28) 

Для дальнейшего удобно ввести в р ассмотрение алгебр аиче­
ские дополнения А3, В3 и С3 элементов третьей строки опреде­
Ji ителя 

* )  Это предположение н е  снижает общности, ибо порядок следования 
неизвестных х, у и z находится в н ашем р аспоряжении .  
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В силу результатов п. 5 о связи алгебраических дополне ний 
и миноров можно записать 

Аз = 1 �: �: \ . Сз = 1 :: �J (Д l  .29) 

Основываясь на  (Д l .29)' , мы можем переписать формулы 
(Д l . 28)  в виде 

Аз x - - z - Сз ' 
(Дl  .30) 

Для того чтобы получить решение в виде, симметричном отно­
сительно всех неизвестных х, у и z, положим t = z/C3 (отме­
тим ,  что в силу (Д l .27) определитель С3 отличен от нуля ) . По­
скольку z может принимать любые значения ,  то и новая · пере­
менная t может принимать любые значения. 

Мы приходим к выводу, что в случае, когда определитель 
(Д l .27) отличен от  нуля, однородная система (Д l .25} имеет 
бесчисленное множество решений, определяемых формулами 

x = A3t, y = B3t, z = C3t, (Дl .3 1 ) 

в которых t принимает какие угодно значения ,  а алгебраиче­
ские дополнения А3, В3 и С3 определяются формулами (Д 1 .29) . 

8. Однородная система трех линейных уравнений  с тремя 
неизвестными.  Р ассмотри м  теперь однородную систему трех 
л инейных уравнений с тремя неизвестными  

а1х + Ь1у + c1z = O, 
а2х + Ь2У + c2z = О, 
а3х + Ь3у + сзz = О.  

(Д l . 32) 

Очевидно, что эта система  всегда имеет так называемое три­
виальное решение : х = О , у = О, z = О. 

В случае ,  когда определитель систем ы  Л =F О, это тривиаль­
ное решение является единственным ( в  силу п .  6) . 

Докажем ,  что в случае, когда определитель · Л равен нулю, 
однородная система (Д l .32): имеет бесчисленное множество ре­
шений. 

Если все определители второго порядка ,  которые можно со­
ставить из матрицы 

(Д l  .33) 

равны нулю, то в силу утверждения из п. 1 соответствующие 
коэффициенты всех трех уравнений (Д l .32 )' пропорциональны. 
Но тогда второе и третье уравнения (Д l .32)  являются след­
ствиями первого и могут быть отброшены, а одно уравнение 
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а 1х + Ь 1у + c1z = О , как уже отмечалось в предыдущем пункте, 
имеет бесчисленное множество решений. 

Остается рассмотреть случай , когда хотя бы один минор ма­
трицы (Д l .33) отличен от нуля .  Так  как порядок следования 
уравнений и неизвестных находится в на шем распоряжении ,  то, 
не ограничивая общности, мы можем считать, что отличен от 
нуля определитель (Д l .27) .  Но тогда ,  как установлено в прё· 
дыдущем пункте ,  система п е р  в ы х д в у х уравнений (Д 1 .32): 
имеет бесчисленное множество решений, определяемых форму­
лами (Д l .3 1 ) ( при любом t ) . 

Остается доказать , что х, у и z, определяемые формулами 
'(Д l .31) (при любом t ) ,  обращают в тождество и третье урав­
нение (Д 1 .32) . Подставляя в левую часть третьего уравнения 
(Д l .32) х, у и z, определяемые формулами (Д l .3 1 ) ,  будем 
и меть 

Мы воспользовались тем ,  что в силу свойства 9 выражение в 
круглых скобках р авно определителю Л системы (Д 1 .32) . Но 
определитель Л по условию равен нулю, и поэтому при любом t 
мы получим азх + Ь3у + сзz = О . · 

Итак ,  доказано, что однородная систе,иа (Д l .32) с определи­
телем Л, равным нулю, имеет бесчисленное множество решений. 
Если отличен от нуля минор (Д l .27) , то эти решения опреде­
ляются формулами  (Д l .3 1 )  при произвольно взятом t . 

Полученный результат можно сформулировать еще и так :  
однородная система (Д 1 .32) ш11еет нетривиальное решение в 
том и только в том случае, 1согда определитель ее равен нулю. 

9.  Неоднородная с истема трех линейных уравнений с тремн  
неизвестными с определителем , равным нулю. Теперь мы р аспо­
лагаем аппаратом для рассмотрения неоднородной системы 
(Д l . 1 9 )  с определителем Л, р авным нулю. Могут представиться 
д в а с л у ч а я :  а )  хотя бы один из определителей Лх, Ли или Лz 
отличен от нуля ; б) все три определителя Лх, Ли и Лz равны 
нулю. 

В случае  а) оказывается невозможным хотя бы одно из ра ­
венств (Д l .23) , т. е .  система  (Д l .23) не имеет решений , а по­
этому не имеет р ешений и исходная система (Д 1 . 1 9 )  ( след· 
ствием которой является систем а (Д 1 .23) ) .  

Переходим к рассмотрению случая  б ) ,  т. е .  случая, когда 
все четыре определителя Л, Лх, Ли и Лz, равны нулю. Н ачнем 
с примера ,  показывающего, что в этом случае система может 
не и.меть ни одного р ешения. Рассмотри м  систему 

x + y + z = l ,  
2х + 2у + 2z = 3, 

2;. + i. ь + Зz = 4 .  
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Ясно, что эта система  не имеет решений .  В самом деле, если 
бы решение Хо, уо, z0 существовало, то из первых двух уравне· 
ний мы получили бы  Хо + Уо + Zo = 1 ,  2х0 + 2уо + 2zo = 3, а от· 
сюда ,  умножап первое р авенство н а  2 ,  получили бы,  что 2 = 3.  
Далее, очевидно, что все четыре определителя Л, Лх,  Лу и Л� 
равны нулю. В самом деле, определитель 

1 1  1 1 1  Л = 2 2 2 
3 3 3 

имеет три одинаковых столбца, определители Лх, Лу и Лz полу· 
ч аются путем замены одного из этих столбцов свободными чле· 
нами  и , стало быть, имеют по два одинаковых столбца. В силу 
свойства 3 все эти определители р авны нулю. 

Докажем тепер�:., что если систе,иа (Д l . 1 9 )  с определителем 
Л, равным нулю, и.меет хотя бы одно решение,· то она имеет бес­
численное множество различных решений. 

Предположим,  что указанная система  имеет решение Хо, уо, 
zo. Тогда справедливы тождества 

а1Хо + Ь1Уо + C1Zo = h1 , 
azXo + Ь2Уо + CzZo = hz, 
азХо + ЬзУо + СзZо = hз. 

(Д l .34) 

В ычитая почленно из  уравнений (Д l . 1 9 ): тождества (Д l .34) , 
получим систему уравнений 

а1 (х - Х0) + Ь1 (у - у0) + с1 (z  - z0) = О, 
az (х - х0) + Ь2 (у - у0) + Cz (z - z0) = О, 
аз (х - х0) + Ь3 (у - у0) + Сз (z - z0) = О, 

(Д l .35) 

эквивалентную системе (Д l . 1 9 ) .  Но систем а  (Д l .35) является 
однородной системой трех линейных уравнений относительно 
трех неизвестных  (х - хо) , (у - Уо) и (z - zo) с определите­
лем Л, равным нулю. Согласно п . 8 последняя система (а стало 
быть, и систем а  (Д 1 . 1 9 )  ) имеет бесчисленное множество реше­
ний.  Например ,  в случае ,  когда отличен от нуля минор (Д l .27) , 
м ы  с помощью формул (Д l .3 1 )  получим следующее бесконеч· 
ное множество решений систем ы  (Д 1 . 1 9) :  

х = х0 + Азf, у = у0 + Взf, z = z0 + Cзt 

( t принимает любые значения) .  
Рассматриваемое утверждение доказано, и м ы  можем еде· 

лать следующее заключение:  если Л = Лх = Лу = Лz = О, то 
неоднородная система (Д 1 . 1 9 )  либо совсем не имеет решений, 
либо имеет их бесконечное множество, 
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В качестве примеров предлагаем читателю рассмотреть еле• 
дующие три  системы : 

x + 2y + z -= 4, } 
Зх - 5у + Зz = 1 , 

2х + 7y - z = 8, 

x + y + z = 2, } 
Зх + 2у + 2z = 1 , 

4х + Зу + 3z = 4, 

x + y + z = l , } 
2x + y + z = 2, 

Зх + 2у + 2z = 3, 

и убедиться в том, что п е  р в а я систем а  имеет единственное 
решение х = 1 , у = 1 ,  z = 1 (для нее Л = Лх = Лу = Лz = 33) ,  
в т о р  а я система  не  имеет решений (для  нее Л = О, Лу = 1 ) , 
а т р е т ь я система имеет бесчисленное множество решений 
(для нее Л = Лх = Лу = Лz = О ) , определяемых при произволь­
ном t фор мулами :  х = 1 , у = t, z = -t. 



Г ЛА ВА 2 
В Е КТОРНАЯ АЛ ГЕБ РА 

В этой главе изучаются векторные величины (или просто 
векторы)  1 т. е.  такие величины, которые, кроме своего числен-
1юго значения, характеризуются еще направленностью. Физиче­
скими примерами векторных величин могут служить смещение 
материальной точки, двигающейся в пространстве, скорость и 
ускорение этой точки, а также действующая на  нее сила.  В главе изучаются простейшие операции над векторами 
(сложение векторов, умножение векторов на число) , вводится 
понятие линейной зависимости векторов и рассматриваются 
основные приложения этого понятия,  изучаются различные 
типы произведений векторов, актуальные для физических при· 
ложений (скалярное и векторное произведение двух векторов, 
смешанное и двойное векторное произведение трех векторов} .  

§ 1 .  Понятие вектора и линейные операции над векторами 
1 .  Понятие вектора. Абстрагируясь от конкретных свойств, 

встречающихся в природе физических векторных величин, мы 
приходим к понятию геометрического вектора, или просто 
вектора. 

Г е о м е т р и ч е с к и м  в е к т о р о м ' (или /. · а  
просто вектором) будем называть направлен-
ный отр�зок. 

Мы будем обозначать вектор либо как на, 
правленный отрезок символом АВ, где точки Рис. 2. 1 
А и В обозначают соответственно начало и 
конец данного направленного отрезка (вектора) , либо одной 
Жирной л атинской буквой, например а или Ь. На чертеже будем 
изображать вектор стрелкой, причем латинскую букву, обозна� 
чающую этот вектор,  будем писать у его конца (рис. 2 . 1 ) . 

Начало вектора называют точкой его приложения. Если 
точка А является началом вектора а, то мы будем говорить, 
что вектор а приложен в точке А. Для обозначения длины век· 
тора будем пользоваться символом модуля (или абсолютной ве· 
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личины)' . Так, I AB I  и \ а \ обозначают длины векторов АВ и а 
соответственно. 

Вектор называется н у л е в ы м, если начало и конец его 
совпадают. Нулевой вектор не имеет определенного направле­
ния и имеет длину, равную нулю. Это позволяет при записи 
отождествщпь нулевой вектор с вещественным числом нуль .  

Введем важное понятие коллинеарности векторов. Векторы 
называются к о л л и н е а р  н ы м и, если они лежат либо на од­
ной прямой, либо на параллельных прямых. 

Теперь можно сформулировать понятие р а в е н с т в  а д в у х 
в е к т о р  о в :  два вектора называются равными, если они кол­

L ь 

�а 

линеарны, имеют одинаковую длину и 
одинаковое направление. Все нулевые 
векторы считаются равными. 

На рис.  2 .2  изобр ажены слева не­
равные, а спр ава равные векторы а 
и ь.  

Из определения равенства векторов 
непосредственно вытекает следующее 
утверждение: каковы бы ни были век­

тор а и точка Р, существует, и притом единственный, вектор 

� 
Рис. 2.2 

PQ с началом в точке Р, равный вектору а * ) .  
Иными словами, точка приложения данного вектора а мо­

жет быть выбрана произвольно (мы  не различаем двух равных 
векторов , имеющих разные точки приложения и получающихся 
один из другого параллельным переносом) .  В соответствии 
с этим векторы,  изучаемые в геометрии, называют свободными 
(они определены с точностью до точки приложения )** ) . 2. Л инейные операции над вектор.ами. Линейными опера­
циями принято называть операцию сложения векторов и опе­
рацию умножения векторов на вещественные числа . 

Сначала определи м  операцию сложения . двух векторов. 
Определение 1. С у м  м о й а + Ь двух векторов а и Ь назы­

вается вектор, идущий из начала вектора а в конец вектора Ь 
при условии, что вектор Ь прил()Жен к концу вектора а. 

"')  В самом деле, существует лишь одна прямая, проходящая через точ· 
ку Р и параллельная той прямой, на которой лежит вектор а. На указанной 
прямой существует единственная точка Q такая, что отрезок PQ имеет длину, 
р авную длине вектора а, и направлен в ту же сторону, что и вектор а. 

"'"' )  В механике и физике, кроме свободных векторов, иногда рассматри· 
вают скользящие и связанные векторы.  Скользящими называют такие век· 
торы, которые считаются эквивалентными, если они не только равны, но и 
лежат на одной прямой . Примером скользящего вектора может служить сила , 
приложенная к абсолютно твердому телу (известно, что две силы, равные и 
расположенные на одной прямой, оказывают на абсолютно твердое тело оди· 
наковое механическое воздействие) . Связа!Шыми называются такие векторы, 
которые считаются эквивалентными, если они не только равны, но и имеют 
общее начало. Примером связанного вектора может служить сила, приложен· 
ная к пекоторой точке нетвердого (например , упругого). тела, 
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Правило сложения двух векторов, содержащееся в этом 
определении, обычно называют правилом треугольника. 

Это название объясняется тем, что в соответствии с указан­
ным правилом слагаемые векторы а и Ь (в случае, если они не 
коллинеарны) и их сумма а + Ь образуют тре- ь .  угольник (рис. 2.3 ) . \1� Правило сложения векторов обладает теми о. °'х же самыми четырьмя свойствами,  что и правилр 
�ложения вещественных (или р ациональных) 
чисел * ) : . 
/ 1° а +  Ь=Ь + а (переместительное свойство) ; 

2° (а +  Ь)  + с = а + (Ь + с) ( сочетательное Рис. 2.3 

свойство) ; 
3° существует нулевой вектор О такой, что а +, О = а для 

-любого вектора а (особая роль нулевого вектора ) ; 
4° для каждого вектора а существует противоположный ему 

-!(ектор а' такой, что а + а' = О.  . 
Убедимся в справедливости этих свойств . Свойств..9 3° неn,9-

средственно вытекает из определения 1 .  Для докаЭательстйа 
свойства 4° определим вектор а', противоположный вектору а, 
как вектор , коллинеарный вектору а, имею-

· 
щий одинаковую с вектором а длину и про­
тивоположное направление * * ) . Очевидно, 
что взятая согласно определению 1 сумма 
вектора а с таким веr�тором а'  дает нуле­
вой вектор.  

Рис. 2.4 

Для доказательства свойства 1 °  прило­
жим два произвольных вектора а и Ь к об­
щему началу О ( рис. 2.4) . Обозначим бук­
вами А и В концы векторов а и Ь соответ-
:;твенно и р ассмотрим параллелограмм ОВ СА .  Из ОЕЕ,еде�ия 
равенства векторов следует, что ВС = ОА = а, А С = ОВ = = Ь . 

Из определения 1 и из рассмотрения треугольника ОА С сле-
дует, что диагональ ОС указанного параллелограмма представ ­
ляет собой сумму векторов а + Ь, а из рассмотрения треуголь­
ника ОВС следует, что та же самая диагональ , ОС представ­
ляет собой сумму векторов Ь + а. Тем самым свойство 1° уста­
новлено. 

Остается доказать свойство 2°. Для этого приложим вектор а 
к произвольной точке О, вектор Ь к концу вектора а и вектор с 
к концу вектора Ь (рис. 2 .5) . Обозначим буквами А ,  В и С 

* ) См. выпуск 1 ,  главу 2. 
"'* ) Для получения А' достаточно поменять ролями начало и конец век< 

тора А. · ·· 
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концы векторов а, Ь и с соответственно. Тогда 

(а +  Ь) + с = (ОА + АВ) + ВС = ОВ + ВС = ОС, 

а +  (Ь + с) = ОА + (АВ + ВС) = ОА + АС = ОС ,  

т .  е .  свойство 2° доказано. 
3 а м е ч  а н  и е 1 .  ПрИ доказательстве свойства 1° обосновано 

еще одно правило сложения векторов, называемое правилом 
r, в параллелограмма : если векторы а и Ь 

А приложены к общему началу и на них 
а построен параллелограмм, то сумма 

а + Ь (или Ь + а) этих векторов пред­
ставляет собой диагональ указанного па­
раллелограмма, идущую из общего на: 

о чала векторов а и Ь * ) . 
Рис. 2.5 Доказанные свойства 1 °-4° позво-

ляют оперировать с суммой векторов 
так же, как с суммой вещественных чисел. В частности, при 
сложении трех векторов а, Ь и с нет необходимости указывать, 
как мы псщимаем сумму а + Ь + с  (как а +  (Ь + с) или как 
(а + Ь) + с) . Свойства 1 °-4° позволяют нам распространить 
правило сложения на сумму любого конечного числа век­
торов. При этом нет необходимости производить сложение по­
следовательно, фиксируя каждый промежуточный результат; 

сумм а  любого числа  векторов может быть по­
строена с помощью следующего п р  а в и л  а :  
если приложить вектор а2 к концу вектора а1_, 
вектор а3 к концу вектора а2, • • •  , вектор ап 
к концу вектора ап-1 , то сумма а1 + а2 + 
+ аз + . . .  + ап будет представлять собой 
вектор, идущий из начала вектора а 1 в конец 
вектора ап. 

Сформулированное правило сложения ,  
проилтострированное на  рис. 2.6, естественно 
назвать правилом замыкания ломаной до Мftо­

гоугольника ( на  рис. 2.6 ломаная ОА1А2А3  • • •  Ап замыкается 
до многоугольника путем добавления звена ОАп ) . 

Наконец, свойства 1°-4° позволяют исчерпывающим обра ­
зом решить вопрос о в ы ч и т а  н и  и векторов. 

Определение 2. Р а з н о с т  ь ю а - Ь вектора а и вектора Ь 
называется такой вектор с, который в сумме с вектором Ь дает 
вектор а. 

*) Следует особо оговорить случай, когда векторы а и Ь коллинеарны. 
В этом случае параллелограмм, построенный на векторах а и Ь, вырождается 
'В отрезок, понятие его диагонали теряет смысл, а сумма векторов а и Ь 
может быть получена из определения 1, 
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С помощью свойств 1 °-4° элементарно доказывается, что 
существует, и притом единственный, вектор с, представляющий 
собой разность а - Ь, причем этот вектор равен с = а +. Ь', где 
Ь' - вектор, противоположный Ь. 

В самом деле, если с = а + Ь', то на основании свойств 10  _ 40 . 
· с +  Ь = (а + Ь') + Ь = а +  (Ь' + Ь) = а + О = а, 

т. е.  вектор с представляет собой разность а - Ь. 
Убедимся теперь в однозначности разности а - Ь .  Предпо· 

ложим, что, кроме вектора с =  а +  Ь', существует еще один век­
тор d такой, что d + Ь = а. Тогда, с одной стороны, (d  + Ь) +; 
�+ ь: = а +  Ь' = с, с другой стороны, ( d + Ь). + Ь' = d + (Ь + 
+ Ь ) = d + О =  d, т. е. с = d. 

Непосредственно из определения 2 и из правила треуголь· 
ника сложения векторов вытекает следующее п р а в и л о п о • 
с т р о е н  и я р а з  н о  с т  и а - Ь : разность 
а - Ь приведенных к общему началу векторов 
а и Ь представляет собой вектор, идущий из 
конца вычитаемого вектора Ь в конец умень­
шаемого вектора а.  

Это правило иллюстрируется на  рис. 2 .7. 
Перейдем, наконец, к р ассмотрению опе­

рации умноже.ния вектора на вещественное 
число. 

� � о . 

Рис. 2.7 

Определение З. П р о и з в е д е н  и е м аа (и л и аа ). в е к � 
т о р а а н а в е щ е с т в е н н о е ч и с л  о а называется вектор Ь, 
коллинеарный вектору а, имеющий длину, равную 1 а 1  · 1 а 1 , и 
имеющий направление, совпадающее с направлением вектора а 
в случае а > О и противоположное направлению вектора а в 
случае а .< О. 3 а м е ч  а н  и е 2 . В случае, когда а = О или а = О, произве· 
дение аа представляет собой нулевой вектор ,  направление ко· 
торого неопределенно. 

Геометрический смысл операции умножения вектора на чис· 
ло можно выразить так:  при умножении вектора а на число а 
вектор а «растягивается» в а «раз». 

I\онечно, надо тут же оговорить условность термина «рас· 
тягивается», ибо действительное растяжение происходит лишь 
при а > 1 ;  при О <  а < 1 происходит не растяжение, а сжатие, 
а при отрицательном а, кроме растяжения (при 1 а 1 > 1 )  или 
сжатия (при \ а \ <  1 ) ,  происходит еще изменение направления 
вектора на противоположное. 

Операция умножения вектора на число обладает следую· 
щими тремя с в о й  с т  в а м и :  

5° а (а + Ь) = а а  + аЬ (распределительное свойство число· 
вого сомножителя относительно суммы векторов ) ; 
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6° (а + � J а = а.а + �а (распределительное свойство вектор• 
�юго сомножителя относитеJ1ьно суммы чисел] ;  

7° а (ра), = (аМ а (сочетательное свойство числовых сомно· 
жителей ) .  

Для доказательства свойства 5° приложим векторы а и Ь 
к общему началу О и построим на них параллелограмм,  диаrо·  
наль которого будет представлять собой сумму а + Ь (рис. 2 .8). . 

При «р астяжении» * ) сторон этого па­
р аллелограмма в а раз в силу свойств 
подобия диагональ также «растяги · 
вается» в а раз, но это и означает, 
что сумма аа + аЬ равна а (а + Ь) . 

Свойства 6° и 7° почти очевидны из 
наглядных геометрических сообр аже­
ний. С учетом оговоренной выше 

условности термина «растяжение» свойство 6° означает, что пр н 
«растяжении» вектора а в (а + р)- раз получается такой же век­
тор , как при сложении вектора а, «растянутого» в а раз, с век· 
тором а, «растянутым» в р раз .  

Свойство 7° в тех же терминах оз.начает, что при «растяже· 
нии» вектора а сначала в р раз, а потом еще в а раз полу· 
чается такой же вектор, как и при «растяжении» вектора а 
сразу в ар раз. Итак, мы установили, что линейные операции 
над векторами обладают свойствами 1 °-7°. 

ce/J 
Рис. 2.8 

о 

Эти свойства имеют фундаментальное значение, ибо они по· 
вволяют производить выкладки в векторной алгебре по тем пра· 
вилам ,  по которым производятся аналогичные выкладки в обыч­
ной алгебре. 
_ в заключение докажем следующее утверждение. 

Теорема 2.1. Если вектор Ь коллинеарен неflулевому векто� 
ру а, то существует вещественное число /.. такое, ч то Ь = Ла. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Приложим векторы а и Ь к общему 
началу О. Тогда эти векторы расположатся на одной прямой ,  

о 
а 1J ... , ", ..... А В 

Рис. 2.9 

роны * * ) . На 
чаев. 

на которой мы выберем начало отсчета, мас­
штабный отрезок и положительное направле­
ние. Возможны два случая: 1 )  векторы а и Ь 
направлены в одну сторону, 2) указанные 
векторы направлены в противоположные сто· 

рис. 2.9 изображен первый из указанных слу-

Обозначим буквами А и В концы векторов а и Ь соответ­
ственно и заметим, что, поскольку, вектор а ненулевой, точка А 

*) Термин «растяжение» следует понимать в указанном выше условном 
смысле. Рис. 2.8 отвечает случаю et. > 1. 

** )  Тривиальный случай, когда вектор Ь нулевой и направление его 
неопределенно, можно исключить из рассмотрения, ибо в этом случае равен• 
ство Ь = Ла реализуется при Л. = о. 



§ \ ]  ЛИНЕйНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД В Е!(ТОРАМИ 47 

отлична от О. Но тогда , исключив тривиальный случай совпа ­
дения точек А и В * ) , мы (в силу п .  3 § 3 главы 1 )  можем 
утверждать, что точка О делит направленный отрезок ВА в не­
ко!ором отношении, которое мы обозначим через -'А, т. · е. 

или, что то же самое, 

во ОА = - Л., (2 . 1 )  

ОВ = Л.  • ОА * *) . (2 .2) 
В случае, когда векторы а и Ь направлены в одну сторону 

�как на рис. 2 .9) , точка О лежит вне отрезка ВА , и потому 
отношение (2 . 1 )  отрицательно, а Л. > О. Если же векторы а и Ь 
направлены в противоположные стороны, то точка О лежит 
внутри отрезка ВА , и потому отношение (2 . 1 ). положительно, 
а Л. < О. 

Докажем,  что в обоих случаях Ь = 'Аа. Достаточно доказать, 
что два вектора Ь и 'Аа 1 )  коллинеарны, 2 ). имеют одинаковую 
длину, ЗJ имеют одинаковое направление. 

Коллинеарность векторов Ь и 'Аа вытекает из коллинеарности 
векторов а и Ь и определения произведения вектора на число. 
Равенство длин · векторов Ь и 'Аа непосредственно следует из 
определения произведения вектора на число и соотношения 
(2 .2) . Наконец, тот факт,  что векторы Ь и 'Аа имеют одинаковое 
направление, следует из определения произведения вектора на 
число и из того, что 'А > О, когда а и Ь одинаково направлены, 
и 'А <  О, когда а и Ь противоположно направлены. Теорема до­
казана .  

3. Понятие линейной зависимости векторов. Л и н е й н о й 
к о м б и н а ц и е й п векторJв а1 ,  а2 ,  • • •  , ап будем называть 
сумму произведений этих векторов на произвольные веществен­
ные числа, т. е .  выражение вида 

а1а1 + а2а2 + . . . + апапо (2 .3) 

rne а1 , а2 ,  ' . •  ' ап ·- какие угодно вещественные числа . 
Определение 1. Ве�торы а1 , а2, . . .  , ап называются :л и н е й � 

н о з а в и с и м ы м и, если найдутся такие вещественные числа 
а1,  а2 , . . •  , ап, из которых хотя бы одно отлично от нуля, что 
линейная комбинация векторов а1 ,  а2, . . .  , ап с указанными 
числами обращается в нуль, 1т . е .  имеет место равенство 

а1а1 + �а2 +  • . •  + а11а11 = О. 
Векторы а 1 ,  а2, • • •  , а11, не являющиеся линейно зависимыми, 

будем называть линейно независимыми. 

* )  В этом случае векторы а и Ь совпадают и равенство Ь = Ла реали• 
зуется при Л = 1 .  

* * )  Здесь под ОА и ОВ следУ,еТ понимать неличины направленных ОТ• 
рез ков. 
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Да.Дим Другое определение линейно независимых векторов, 
основанное на  логическом отрицании содержания определе­
ния 1 .  

Определецµе 2. Векторы а 1 , а2, , • •  , ап называются л и н е й · 
Н О  Н е  З а  В и С и М Ы  М и, если равеНСТВО нулю их линейной КОМ• 
бинации (2 .3 )' возможно лишь в слу,tае, когда все числа а1 ,  
а2, � . . , СХп равны нулю. 
-имеют место следующие два утверждения. 
� Теорем{/) 2.2.  Если хотя бы один из ве1(торов а 1 , а2, • • • , ап 
является нулевым, то эти векторы являются линейно зависи­
мыми. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть, ради определенности, вектор 
а 1 является нулевым * ) ,  а остальные векторы а2, . . . , an произ· 
вольны. Тогда обращается в нуль линейная комбинация (2 .3 )) 
указанных векторов с числами а1 = 1 , а2 = а3 = . . . = ап = О, 
одно из которых отлично от нуля. Теорема доказана .  

Teopeм(JJ 2.3. Если среди п векторов какие-либо п - 1 век· 
торов линейно зависимы, то и все п векторов линейно зави­
симы. 
/11. о к а з а т е л  ь с т  в о .  Пусть для определенности векторы 
а1 ,  8.2 ,  . . . , ап-1 Линейно зависимы,  а вектор ап произволен ** ) . 
По 6пре;tеJ}ению линейной зависимости найдутся такие веще­
ственные чиол а  а1, а2, • • •  , СХп-1 , из которых хотя бы одно отлич­
но от нуля, Что имеет место равенство 

(2 .4) 

Равенство (2 .4): сохранится , ес.1ш мы добавим в левую часть 
этого равенства равное нулю слагаемое О ·  ап, т. е. справедливо 
равенство 

а1а1 + а2а2 + . " . + an_ 1an- I + О · З п = О. (2 . 5) 

Так как среди чисел а1 , а2, • • • , СХп-1 , О хотя бы одно отлично от 
нуля,  то равенство (2 .5)  Доказывает линейную зависимость 
векторов а 1 ,  а2 ,  . . .  , ап. Теорема доказана .  

3 а м е ч  а н  и е. Конечно, утверждение теоремы 2.3 о линей­
ной зависимости п векторов останется в силе, если среди этих 
векторов линейно зависимыми являются не п - 1 ,  а любое 
меньшее п ч:ис.чо векторов. 

4. Линейные комбинации двух векторов. 
-ртеорема 2.4. Необходимылt и достаточным условием линей­
ной зависимости двух векторов является их коллинеарность. 

"' )  Мы всегда можем поменять порядок следования векторов так, чтобы 
нулевым оказался первый из векторов. 

* * ) Поменяв порядок следования векторов, мы всегда можем добиться того , чтобы линейно зависимыми оказались первые п - 1 векторов. 
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Д о  к а з а т  е л ь  с т  в о. 1 )  Н е  о б  х о д  и м о с т  ь. Пусть два 
вектора а и Ь линейно зависимы. Докажем коллинеарность этих 
вектор19в. 

По определению линейной зависимости найдутся такие ве­
ществен"i1ые числа а и � .  хотя бы одно из которых отлично от 
нуля, что справедливо равенство аа + �Ь = о. (2 .6) 

Пусть для определенности отлично от нуля число � · Тогда из 
равенства (2 .6), ( посредством деления этого равенства на � 
и переброски одного члена в правую часть). получим следую­
щее равенство : Ь = - � а. 
Вводя обозначение Л = -а/� , получим,  что Ь = Ла. Таким об­
разом,  вектор Ь равен произведению вектора а на вещественное 
число Л. По определению произведения вектора на число век­
торы а и Ь коллинеарны. Необходимость доказана .  

2 )  Д о  с т а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть векторы а и Ь коллинеарны. 
Докажем ,  что эти векторы линейно зависимы. Если хотя бы 
один из векторов а и Ь нулевой, то эти векторы линейно зави­
симы в силу теоремы 2.2 . 

Таким образом, нужно рассмотреть лишь случай ,  когда век­
торы а и Ь ненулевые. Но если вектор а ненулевой, то из кол­
линеа рности векторов а и Ь в силу теоремы 2. 1 вытекает суще­
ствование такого вещественного числа Л, что Ь = Ла, или, что 
то же самое, ла + (- l ) Ь = О. �2 .7) 

Так как из двух чисел Л, - 1  одно заведомо отлично от нуля, 
то равенство (2 .7)  доказывает линейную зависимость векто­
ров а и Ь. Достаточность доказана .  ;---- Следствие 1. Если векторы а и Ь не  коллинеарны, то они 
&ейно независимы. 

Следствие 2. Среди двух неколлинеарных векторов не мо­
жет бьiть нулевого вектора (иначе бы эти векторы оказались 
линейно зависимыми ) .  
- 5. Л инейные комбинации трех векторов. . ,-. Определение. Векторы называются к о м  п л а н  а р  н ы м и, 
если они лежат либо в одной плоскости ,  либо в параллельных 
плоскостях. 1..­

\\'. )lеорема 2.5. Необходимым и достаточным условием линей· 
нойv:. зависимости трех векторов является их компланарность . 
..-ьvд о к а з  а т  е л ь  с т  в о. 1 ) Н е о б х о д и м  о с т  ь .  Пусть три 
вектора а, Ь и с линейно зависимы. Докажем компланарность 
этих векторов, 
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По определению линейной зависимости найдутся �акие ве• 
щественные числа а, � и -у,  хотя бы одно из которых отлично 
от нуля, что справедливо равенство 

аа + �ь + vс = О. (2 .8) 
Пусть для определенности отлично от нуля число -у. Тогда из 
равенства (2 .8) (посредством деления этого равенства на у 
и переброски двух членов в правую часть) получим следующее 
равенство :  

с = - �а - 1- ь. v v 
Вводя обозначения 'Л = -а/у,  µ = -�/у,  перепишем послед· 
нее равенство в виде 

с = Ла + µЬ . (2 .9) 
Если все три вектора а, Ь и с приложены к общему началу о. 

то из равенства (2.9) следует * ) , что вектор с равен диагонали 

В .-------
пар аллелограмма ,  построенного на  двух 
векторах :  на векторе а, «растянутом» в 
'Л р аз, и н а  векторе Ь, «растянутом» * * ) в 
µ раз (рис. 2 . 1 0) . 

рЬ 

а 

Рис. 2. 1 0  

Но это означает, что векторы а, Ь и с 
лежат в одной плоскости, т. е. компланар­

А-а А ны.  Необходимость доказана .  
2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь . Пусть векторы 

а, Ь и с rшмпланарны.  Докажем, что эти 
векторы линейно зависимы. . 

Прежде всего, исключим случай,  когда какая-либо пара из 
указанf]ых трех векторов коллинеарна. Тогда в силу теоре­
мы 2 .4 указанная пара векторов линейно зависима ,  а стало быть 
(в силу теоремы 2 .3) , и все три вектора а, Ь и с линейно зави­
симы.  

Остается рассмотреть случай,  когда в тройке векторов а, Ь, 
с ни одна пара векторов не коллинеарна ,(и ,  в частности, от­
сутствуют нулевые векторы * * *) ) .  

Перенесем три компл анарных вектора а, Ь и с на одну пло· 
скость и приведем их к общему началу О (рис. 2 . 1 0) .  Прове-

*) В силу правила параллелограмма сложения векторов и определения 
произведения вектора на число (см. п. 2) . При этом мы исключаем тривиаль­
ный случай, когда векторы а и Ь коллинеарны. В этом случае компланар­
ность векторов а, Ь и с вытекает из того, что эти три вектора, будучи при· 
ведены к общему началу О, лежат на двух проходящих через точку О пря• 
мых: на одной лежит вектор с, на другой - оба вектора а и Ь. 

**) Термин «растянутый:. следует понимать в указанном в п. 2 условном 
смысле. * **) В силу следствия 2 из теоремы 2.4 в паре неколлинеарных векторов_ 
не могут содержаться нулевые векторы, 
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дем через конец С вектора с . прямые, параллельные векторам 
а и Ь. Обозначим буквой А точку пересечения прямой, парал· 
Jiельной вектору Ь , с прямой, на которой лежит вектор а, а бук• 
вой В точку пересечения прямой, п а раллельной вектору а ,  
с прямой , на которой лежит вектор Ь. (Существование указан· 
ных точек пересечения вытекает из того, что векторы а и Ь не 
коллинеарны.) В силу правила параллелограмма сложения 
векторов вектор с равен сумме векторов ОА и ОВ, т. е. 

с = ОА + ОВ. (2 . 1 0) 

Так как вектор ОА коллинеарен ненулевому вектору а {с ко• 
торым он лежит на одной прямой ) , то в силу теоремы 2. 1 
найдется вещественное чисJJО 'А такое, что 

ОА = Ла. (2 . 1 1 ) 

Из аналогичных соображений вытекает существование ве· 
щественноrо числа µ такого, что 

О В = µЬ. 

Вставляя (2 . 1 1 }  и (2 . 1 2)  в (2 . 1 0 ) , будем иметь 

с = Ла + µЬ . 

Равенство (2. 1 3} можно переписать в виде 
Ла + µЬ + (- l ) с = О. 

(2. 1 2) 

(2 . 1 3) 

Так как из трех чисел 'А, µ, - 1  одно заведомо отлично от нуля, 
то последнее равенство доказывает линейную зависимость век· 
торов а, Ь и с. Достаточность доказана. 

Попутно доказаны следующие у т в  е р  ж д е  н и  я :  
,,..- Следствие 1.  Каковы бы ни были неколлинеарные векторы а 
и Ь для любого вектора с, лежащего в одной плоскости с век­
торами а и Ь, найдутся такие вещественные числа ').. и µ, что 
справедливо равенство 

с = Ла + µЬ . (2 . 1 3) 

,.,.-- Следствие 2. Если векторы а, Ь и с не компланарны, та они 
:линейно независимы. 

с._ Следствие З. Среди трех некомпланарных векторов не .мо­
жет быть двух коллинеарных векторов и не может быть ни 
одного нулевого вектора * ) .  · ,  *' нейная зависимость четырех векторов. \ Q ема 2.6. Любые четыре вектора линейно зависим��, 

ti о к а з  а т  е л ь  с т  в о. Прежде всего исключим случаи, ко· 
rда какая-нибудь тройка из указанных четырех векторов ком-

•) Иначе эти векторы оказались бы линейно зависимыми, _ 
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11ланарна. Тогда в силу теоремы 2.5 указанная тройка векторов 
линейно зависима ,  а стало быть (в  силу теоремы 2.3} , и все 
четыре вектора  линейно зависимы. 

Остается рассмотреть случай, когда среди четырех векто· 
ров а,  Ь , с и d никакая тройка векторов не компланарна (и ,  
стало быть, нет ни одной пары коллинеарных векторов и ни 
одного нулевого вектора * ) ) .  

Приведем все четыре вектора а,  Ь , с и d к общему началу О 
и проведем через конец D вектора d плоскости, параллельные 
плоскостям ,  определяемым парами векторов Ьс, ас и аЬ * * ) ; 
( рис. 2 . 1 1 ) .  Точки пересечения указанных плоскостей с пря­
мыми, на которых лежат векторы а, Ь и с, обозначим соответ­
ственно буквами А ,  В и С. (Существование указанных точек 

о -=:;;;;....____,-� а 
Рис. 2. 1 1 

пересечения вытекает из того, что векто­
р ы  а, Ь и с не компланарны.)  

Убедимся в том, что вектор d = OD 
равен сумме трех векторов ОА , ОВ и 
ОС, т. е . 

(2 . 1 4) 

В самом деле, из правила параллело� 
гр амма сложения векторов и из паралле· 

лограмма O CDE (рис. 2. 1 1 ) вытекает, что d = О С + ОЕ, а из 
параллелогр амма ОВЕА вытекает, что ОЕ = ОА + ОВ. Тем 
самым р авенство (2 . 1 4 )  установлено. 

Так как вектор ОА коллинеарен ненулевому вектору а (с ко­
торым он лежит на одной прямой ) , то в силу теоремы 2 . 1 най­
дется вещественное число 'Л такое, что 

О А = Ла. (2 . 1 5) 
Из аналогичных соображений вытекает существование веще­
ственных чисел µ и v таких, что 

ОВ = µЬ, ОС vc. 
Вставляя ( 2 . 1 5) и (2 . 1 6) в (2 . 1 4 ) , будем иметь 

d = Ла + µЬ + vc. 
Равенство (2. 17 )  можно переписать в виде 

Ла + µЬ + vc + (- 1 )  d = О. 

(2 . 1 6) 

(2 . 1 7) 

(2 . 1 8) 

"� ) Согласно следствию 3 из теоремы 2.5 в тройке некомпланарных век­
торов не может содержаться ни одной пары коллинеарных векторов и ни 
одного нулевого вектора . 

** ) Векторы, входящие в каждую из указанных трех пар, не коллинеарны, 
а поэтому каждая из указанных трех пар определяет некоторую плоскость. 
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Так как из четырех чисел 'Л, µ, v, - 1  одно заведомо отлично 
от нуля, то равенство (2 . 1 8), доказывает линейную зависимость 
векторов а, Ь, с и d. Теорема доказана.  

Попутно доказано следующее у т в  е р  ж д е  н и  е : 
Следствие 1. Каковы бы ни были некомпланарные векторы 

а, Ь и с, для любого вектора d найдутся такие вещественные 
числа 'Л, µ и  v, что справедливо равенство 

d = Ла + µЬ + vc. ' (2 . 1 7) ...--7. Понятие базиса. Аффинные координаты. 
Определение 1. Говорят, что три линейно независимых век4 

тора а, Ь и с образуют в пространстве 6 а з и с, если любой век� 
тор d может быть представлен в виде некоторой линейной 
комбинации векторов а, Ь и с, т. е. если для любого вектора d 
Найдутся такне вещественные числа 'Л, µ и 'V, что справедливо 
равенство ( 2. 1 7) .  

· 
Аналогично определяется базис на некоторой плоскости л. 
Оnределение 2. Говорят, что два лежащих в плоскости л: 

линейно независимых вектора а и Ь образуют на этой плоскости 
б а з  и с, если любой лежащий в плоскости л: вектор с может 
быть представлен в виде некоторой линейной комбинации век· 
торов а и Ь, т. е. если для любого лежащего в плоскости л 
вектора с найдутся такие вещественные числа 'Л и µ, что спра· 
ведливо равенство (2 . 1 3 ) . 

Справедливы следующие ф у  н д а  м е н т  а л ь  н ы е у т в  е р  • 
ж д е  н и  я :  

1 )  любая тройка нeкo_MJJ!!Jl!:!:QP.J:.ll?�. 1!.��J'Of2.9J� а, 1;»_ и .  с ofjp_q,�JJf!T 
базис в простран.а:JЗJ?.; 

2)  любая, .J1Ш2.а лeжa.шшL!L.д.fl.1!J!.9Й_fl:.,!tOcкocтцy.?�!1:.иfi.f!Ef!· 
нь!:?'_ векторов_ �--�-о9рgз�х.. .б.азис -иа. эт.оа··-пдi[сiсоfт_ц. _ 

ДЛЯдокаiательства первого из этих утверждений доста­
точно заметить, что, каковы бы ни были три некомпланарных 
вектора а, Ь и с, они линейно независимы (в  силу следствия 2 
из теоремы 2.5) , и для любого вектора d найдутся веществен­
ные числа 'Л, µ и v такие, что справедливо равенство (2 . 1 7) 
( в  силу следствия из теоремы 2.6) . Утверждение 2)  доказы­
вается аналогично ( с  помощью следствия 1 из теоремы 2.4 
и следствия 1 из теоремы 2.5) . 

В дальнейшем для определенности будем рассматривать 
базис в пространстве. Итак, пусть а, Ь ,  с - произвольный базис 
в пространстве, т. е. произвольная тройка некомпланарных век­
торов. Тогда ( по определению базиса )' для любого вектора d 
найдутся такие вещественные числа 'Л, µ и v, что будет спра­
ведливо равенство 

(2. 1 7) 
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П р_инято . называть равенство ( 2. l!J..J1/!:f1A;,_OЖf!..1!-MМ._.B�!<;'!'OPfl:...A....!:!:O� базису а, Ь, с, а числ� А, р и v ; КОО/fдцнатами �Q_pJL!J�Л!:. 
1!:.ОfиТеЛЬНО базиса а, Б; С. 

Докажем,  что lf!PIC'd'blй вектор d может бытl?_� !:: д .!J...1H . .:IJJ..Cд · 
н ы .м  с п о  с о . о м  азложен по базису_а _ь •• _�.- или (что :ro же 
самое �os инаты каж � -.'JrfJ).� . . 11,.9Шf.J:!Ul9!JO б_,а<зиg,q._ ..!!., 
b��o.il..JuJ,.ЗJ;i..Д� -

допу-ст·им, что для некоторого вектора d, наряду с разложе­
нием ( 2 . 1 7) , справедливо еще и другое разложение по тому же 
самому базису 

d = .А.'а + µ'Ь + v'c. (2. 1 9) 

Почленное вычита ние равенств (2 . 1 7 )  и (2 . 19}  приводит к со­
отношению * )  

( Л  - Л') а + (µ - µ') Ь + (v - v') с = О. (2 .20) 

В силу линейной независимости базисных векторов а, Ь ,  с со­
отношение (2 .20) приводит к равенствам  

Л - Л. '  = О, µ - µ' = О, v - v' = О, 

или А. = "л', µ = µ', v = v'. Единственность разложения по ба· 
эису доказана. 

Основное значение базиса состоит в том, что линейные опе­
рации над векторами при задании базиса становятся обычными 
линейными операциями н а д  числами - координатами этих век­
торов. Именно справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2.7. [I.д.и .РJ!ОЖении двух ... векторо& d1 и d2 их коор-
динаты ___ ( C!..!!!:_O.f..UI..?д12!lO . .• ./lIOQOгo базисq а, , �· . с ) , с15,ладь!ва1отся. 
�OЖf!!;!J!-Ц..J !.e!fтopq d_1 _на любое чuсло а все его коорди­
Н!!д1t у !!!:fj.QE!CйlfJ Т.СQ.jiй.....Э.]'О,Щf.4!!_. . 

Д-о к а э а т  е л ь  с т  в о. Пусть-d1 = Л1а + µ1Ь + v1c,  d2 = /,za ·..µ 
+ JL2b + v2c. Тогда в силу свойств 1 °-7° линейных операций 
(см. п.  2)  

d1 + dz = (Л.1 + Л.2) а + (µ 1 + µz) Ь + (v1 + Vz) с, 
ad1 = (а/...1 )  а + (аµ1)  Ь + (av1 ) с. 

В силу единственности разложения по базису теорема до­
казана. 

Перейдем теперь к определению так называемых аффин­
ных **)  координат точки.  

* ) Возможность почленноrо вычитания равенств ·(2. 1 7) и (2. 1 9) и произ­
водимой группировки членов вытекают из свойств линейных операций над 
вектоrами (см. п. 2) . 

• ) Термин «аффинный:. происходит от латинского слова affiпis, -что 
означает смежный, или соседний, 



§ 1 ] ЛИНЕЙНЫЕ ОП ЕРАЦИ И НАД ВЕКТОРАМИ 55 

Аффинные координаты в пространстве определяются зада­
нием базиса а, Ь, с и некоторой точки О, называемой началом 
координат. 

А ф ф и н н ы м и к о о р д и н а т а м и  
зываются координаты вектора ОМ 
а, Ь, с) . 

любой точки 
(относительно 

м на-
базиса 

Так как каждый вектор ОМ может быть, и притом ед1ш· 
ственным способом, разложен по базису а, Ь, с, то каждой точке 
пространства М однозначно соответствует тро:йка аффинных 
координат 'Л, µ, v. 

разумеется' дека PTQl!.!>LП_QЯMQYTOЛЫIЫ�_jiOQЫД.flШ'....!� . ЯВ-1!.я.!Q.Т�Я 
�аем._�.�.!!Ш КОQQJ!Инат, соответств ю и� тр,о.6· 
кБ� взаи.!1.но ___ орт.оrон.?д_ь_н.�пс _ _ я: _ __ �JIJ11ПL'LЦ!>!1С J�.�И�ftJ?.IX . .  �!>ТЯRО.!!:. oiiee-iioдpoбнo этот важный частный случай рассматривается 
в п. 9 настоящего параграфа.  В заключение заметим,  что свойства базиса и понятие аф· 
финных координат на  плоскости вполне аналогичны случаю пространства .  

8. Проекция вектора на ось и е е  свойства. Прежде всего оп· 

ределим проекцию вектора а = АВ на произвольную ось и. 
Обозначим буквами А' и В' основания пер -

· 
пендикуляров, опущенных на ось и из то· 
чек А и В соответственно (рис. 2. 1 2 ) . 

П р о е к ц и е й  в е к т о р а а = А В  н а  
о с ь и называется величина А' В' направ­
ленного отрезка А' В' оси и.  

Договоримся обозначать проекцию век• 
тора а на ось и символом при а. Построе• 
ние проекции вектора а = АВ на ось и ил • 
люстрируется на  рис , 2. 1 2, где символом 

Рис. 2. 1 2  
а. н � обозначены две проектирующие плоскости (т. е .  плоско• 
сти, перпендикулярные оси и и проходящие через концы А и В 
вектора а = АВ) . 

Для дальнейшего нам понадобится понятие у г. л а н а к л  о • 
н а в е к т о р  а а = А В к оси и. Этот угол может быть опреде­
лен как угол <р между двумя выходящими из произвольной 
точки М лучами, один из которых имеет направление , совпа-
дающее с направлением вектора а =  АВ, а друг.ой - направ· 
ление, совпадаю·щее с направлением оси и ( рис. 2. 1 2 } .  

Очевидно, н а  величину yr л а  наклона вектора а к оси и не 
влияют выбор точки М выхода указанных. выше лучей и за · 
мена оси и любой другой осью v ,  имеющей то же направление, 
,9ТО И ОСЬ и. 

Докажем следующее утверждение , 
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Теорема 2.8. Проекция вектора а на ось и равна длине век· 
тора а, умноженной на косинус <р угла наклона вектора а 
к оси и. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Обозначим через v ось, проходящую 
через начало А вектора а и имеющую то же направление ,  что 
и ось и ( рис. 2 . 1 2 ) , и пусть С - проекция В на ось v .  Тогда 
'L BA C равен углу <р наклона вектора а = АВ к любой из осей 
и или v, причем точка С заведомо лежит в указанной на 
рис.  2 . 1 2  проектирующей плоскости р (т .  е .  в плоскости, пер­
пендикулярной оси и и проходящей через точку В ) . 

Далее, можно утверждать, что А'В' = А С * ) ,  ибо оси и и v 
параллельны и одинаково направлены и отрезки этих осей, за ­
ключенные между параллельными плоскостями  а и р, равны .  
Так кнк по определению при а = А'В' ,  то мы приходим к ра­
венству 

при а = АС. (2 .2 1 )  

Н о  величина А С  представляет собой проекцию направленного 
отрезка АВ на ось v, которая (в силу п .  1 § 3 главы 1 ). равна 

АС = 1 АВ 1 cos <р = 1 а 1 cos <р. (2 .22) 

Из сопоставления равенств (2 .2 1 )  и (2 .22) вытекает равенство 

Теорема доказана .  

ПРи а = 1 а 1 cos <р. (2 .23) 

О с н о в  н ы е с в о й  с т  в а проекции вектора на ось заклю­
чаются в том, что линейные операции над векторами приводят 
к соответствующим линейным операциям над проекциями этих 
векторов (на произвольную ось ) . 

Именно <:;g.nавед:'!,�.5�-�У.!QЩ�� _у 'Г � е р_� д � н __ и _е : 11 ри сложении вух векторов d1 и d2 их проекции на произ­
вольную ось и складываются. При умножении вектора d1 на лю­
бое число а проекция этого вектора на произвольную ось и 
также умножается на число а. г-- -"-· --- "."._._ · - · -- · 

ДбК83аfё:trь"ёт1П'Г Этого··утв·ерждени я отложим до п .  9. Опи­
санные свойства проекции вектора на ось естественно назвать 
линейными свойствами. 9. Декартова прямоугольная система  координат как частный 
случай аффинной системы координат. Как уже отмечалось выше, 
декартова прямоугольная система  координат является частным 
случаем аффинной системы, отвечающей тройке взаимно орто­
гональных и единичных базисных векторов. 

* )  Здесь под А ' В'  следует понимать величину направленного отрезка А' В' 
оси и, а под АС - величину направленного отрезка АС оси v, 
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В случае декартовой прямоугольной системы базисные век­
торы принято обозначать не буквам•и: а, Ь, с, а буквами i ,  j ,  k. 
Итак, каждый из векторов i , j, k имеет длину, равную единице, 
причем эти три вектора взаимно ортогональны (обычно направ­
ления векторов i , j, k берут совпадающими с направлениями 
декартовых осей Ох, Оу и Oz соответственно} .  

В силу основных результатов п .  7 каждый вектор d может 
�ыть , и пр_уI.03L __ еj.!:!:_!!:_СТвенным способ_q��..- р_µЗЛоЖеit:· rГii аеkар­
тову прff:моугольнаму lШШicg;·; j ,"k; т. е. для кажqогп векто.ра-d 
Найдется, и прито,tt единственная, . трqйка 1{,иСеЛ Х, У и l * ) . та-
кая, что c"f1:.pij8_eq//ид9 R!Jfleщ;тв.o._ .  

· . .  · 
L_ . d = ХТ + Yj + Zk� -

'._ (2 .24) i --- ------- - -----··--- - --· �• · ·- • •  ·----. . -·--- ,_ #•" - ''-' ' '"""'-·••·•- · · ,..• -• � �·...-w -•. ._ . � Числа Х, У, Z называЮтёЯ-:ОёкЯh.rq?�М"_и_ !/12.ЯМQ!J..гgд,ьгt,омш, 
координатами. JJ!JISJ.Qf}_q, . .. �J ЕслИ М - любая точка пространства , 
тёГбriределенные в главе 1 декартовы прямоугольные коорди-. 
наты этой точки совпадают с декартовыми прямоугольными ко· 
ординатами вектора ОМ. 

Если вектор d имеет декартовы прямоугольные координаты Х, У, Z, то мы будем использовать следующую символику: 
d = {X, У, Z} .  

Геометрический смысл декартовых прямоугольных коорди• 
ват вектора выясняет следующее утверждение. 

Теорема 2.9. Декартовы прямоугольные координаты Х, У. 
и Z вектора d равны проекциям этого вектора на оси Ох, Оу 
и Oz соответственно. 

Д о к а з а т е л  ь с т  в о .  В полной аналогии с рассуждениями, 
проведенными при доказательстве теоремы 2 .6 (п .  6) , приложим 
вектор d к началу О декартовой системы 
и проведем через конец D этого вектора 
три плоскости, параллельные координатным 
плоскостям Oyz, Oxz и Оху (рис. 2 . 1 3) . С 
Точки пер есечения указанных плоскостей 
с осями Ох, Оу и Oz соответственно обо• 
значим буквами А, В и С. k 

Как и при доказательстве теоремы 2 .6, о ---.-. ;,. получим, что 

d = ОА + ов + ос. Рис. 2. 1 3  

Дальнейшие рассуждения упомянутой теоремы (с  учетом из· 
менившихся обозначений ). приводят нас к равенствам 

OA = Xi ,  OB = Yj , OC = Zk. (2 . 25) 

*) В случае декартовой прямоугольной системы для координат вектора d. 
вместо Л, µ, у мы будем использовать обозначения Х, У, Z, 
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В рассматриваемом случае декартовой прямоугольной систе­
мы параллелепипед, построенный на базисных векторах i, j, k и имеющий вектор d своей диагональю, является прямоуголь­
ным. Поэтому проекции вектора  d на оси Ох, Оу и Oz соответ­
ственно равны величинам ОА , ОВ и ОС. Для доказательства 
теоремы нам остается убедиться в том, что ОА = Х, ОВ = У, 
OC = Z. 

Убедимся, например, в равенстве ОА = Х. В силу (2 .25} 
ОА = Xi.  Отсюда и из того, что i - единичный вектор ,  выте­
кает, что \ ОА \ = \ Х \ .  Но и знаки чисел ОА и Х совпадают, ибо 
в случае, когда векторы ОА и i направлены в одну сторону, оба 
числа ОА и Х положительны, а в случае, когда векторы ОА и i 
направлены в противоположные стороны, оба числа ОА и Х от­
рицательны. Итак, ОА = Х. Аналогично доказываются равен­
ства ОВ = У и ОС = Z. Теорема доказана.  

Обозначим буквами а, р и у углы наклона вектора d к осям 
Ох, Оу и Oz соответственно. 

Три числа cos а, cos р и cos у принято называть направляю­
щими косинусами вектора d. 

Из теорем 2.9 и 2.8 (см. формулу (2 . 23 ) )'  вытекают следую­
щие формулы для координат Х, У и Z вектора d :  

X = l d l cos a, Y = l d l cos p ,  Z = l d l cos y. (2 .26) 
Так как квадрат диагонали Прямоугольного параллелепи­

педа равен сумме квадратов его сторон, то из равенств ОА = Х, 
ОВ = У  и ОС = Z мы получим следующее выражение для дли­
ны вектора d через его координаты : 

1 d 1 = л,/ х2 + У2 + z2 • (2 .27) 
Из формул (2 .26)' и (2 .27)' вытекают следующие выражения для 
направляющих косинусов вектора d через координаты этого 
вектора : 

у х cos а = . i  , ,.. х2 + у2 + z2 cos р = -;:::;;=::::;=;;=:;;;;=­,У х2 + у2 + z2 
z cos у = --;:===:==::;;=­,У х2 + у2 + z2 

(2 .28) 

Возводя в квадрат и складывая равенства (2.28)', получим, что 
cos2 а + cos2. р + cos2 у = 1 ,  

т. е. сумма квадратов направляющих косинусов любого вектора 
равна единице . 

. Так как вектор d однозначно определяется заданием трех 
его координат, то из формул (2 .26), ясно, что вектор d одно­
значно определяется заданием его длины и трех направляющих 
косинусов, 
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В заключение докажем сформулированные в конце преды· 
дущего пункта линейные свойства проекции вектора на ось, 
т. е .  докажем,  что при сложении двух векторов d1 и d2 их про­
екции на произвольную ось и складываются, а при умножении 
вектора d1 на любое число а его проекция на произвольную ось 
и умножается на число а. 

Пусть дана произвольная ось и и любые векторы d 1 и d2. 
Введем декартовы прямоугольные координаты так, чтобы ось и 
совпала с осью Ох. Пусть 

d1 = X1 i + Y1j + z1k, d2 = X2i + YJ + z2k.  
Тогда в силу теоремы 2 .7 

d1 + d2 = (Х1 + Х2) i + (У1 + У2) j + (Z1 + Z2) k,  
ad1 = (аХ1) i + (aY1) j + (aZ 1) k. 

Но в силу теоремы 2.9 и того, что ось и совпадает с осью Ох, 
можно утверждать, что 

Х, = ПРи d , ,  Х'2 = ПРи d2, Х, + Х2 = ПР и (d 1 + d2) , 

аХ1 = ПРи (ad1) .  
Таким образом , при (d 1  + d2) = при d 1 + ПР и d2, ПР и (ad,) = а ПРи d1 ,  
и сформулированно

_
е утверждение доказано.  

§ 2. Скаляри
.
ое произведение двух векторов 

1. Оп�деление скалярного произведения. "---- -
.---Oпpeдe/ieiiiie -г:- ·с-к а Л !i р ii ы м n р·о ti'з tГе а 1ЛГtГе·м двух 
векторов называется число, равное произведению длин этих век-
торов на косинус угла между ними. , " 

----- СкалЯрйоё-�tфОИЗв�деiШе ·векторЪв а и Ь будем обозначать 
символом аЬ. Если угол между векторами а и Ь равен ср, то 
по определению скалярное произведение этих двух векторов 
выражается формулой · 

аЬ = 1 а 1 1 Ь 1 cos ср. (2 .29) 
Сформулируем д р у г о е  о п р е д е л е н и е  скалярного про­

изведения двух векторов , эквивалентное определеt�ию 1 .  Для 
этого воспользуемся понятием проекции вектора Ь на ось, опре­
деляемую вектором а. В соответствии с обозначениями п. 8 § 1 
будем обозначать проекцию вектора Ь на ось, определяемую 
вектором а, символоЕ.Ь.  Н� осно1щнии теоремы 2.

_
8
_ 

получим ____ ---· - - -----�-- пр;ь 1 ь 1  co�cvJ�---- --- - - -- -l�_:_� 
Сопоставление равенств (2 .29) и (2.30)' приводит нас к сле-

��ем._�Ь!Е.?��-�!!.IО. ��скалярного_���� " 
_ . _ -- - ----· -

! ab = l a l пpa b. ) (2.3 1)  
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К:онечно, в проведенных рассуждениях можно было бы поме­
Jiять ролями векторы а и Ь. При этом мы пришли бы к следую­
щему выражению для с�ярно_� п�зведения : 

L�b = 1 Ь 1 прь а) (2 .32) 

Выражения (2 .3 1 )  и ( 2 .32) приводят нас к следующему 
определению скалярного произведения (эквивалентному опре­
делению 1 ) . 

Определение 2. С к а л  я р н ы м п р  о и з  в е д е н и е м двух 
векторов называется число, равное произведению длины одного 
из этих веkторов на проекцию другого вектора на ось, опреде­
ляемую первым из ука.занных векторов. 

Понятие скалярного произведения векторов родилось в ме­
ханике. Если вектор а изображает силу, точка приложения ко­
торой перемещается из начала в конец вектора Ь , то работа w 
указанной силы определяется равенством 

w = 1 а 1 1  Ь 1 cos <р, 
т. е. равна скалярному произведению векторов а и Ь .  

2.  Г.�QJ\fет.рические_ своtiнва скалярного произв_е.!J&!:IШ!.· __ -·- . ,  
/·Теорема - 2.10. Необходимьtм и---асiётатоЧНЫ.iГусловием орто� 
еональности двух векторов являе·тся равен:ство нулю их cкaляp-
J!!WLry�_qизвf!__q?!i.UЯ. r - - -

Д о к а з а т ел ь с т в о. 1 )  Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть век­
торы а и Ь ортогональны, q) - угол между ними.  Тогда cos <р = О и в силу формулы (2 .29) _  скалярное произведение аЬ равно 
нулю. 

2 )  Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть скалярное произведение аЬ 
равно нулю. Докажем,  что векторы а и Ь ортогональны. Прежде 
всего исключим тривиальный случай,  когда хотя бы один из 
векторов а или Ь является нулевым ( нулевой вектор имеет не­

Рис. 2. 1 4 

определенное направление, и его можно - считать 
ортогональным любому вектору) . Если же оба 
вектора а и Ь ненулевые, то 1 а 1  > О и 1 Ь 1  > О, 
и поэтому из р авенства аЬ = О и из формулы 
(2 .29) вытекает, что cos <р = О, т. е. векторы а 
И Ь ортогональны. 

Теорема доказана .  
Прежде чем сформулировать следующее ут­

верждение, уточним понятие угла <р между век-
торами а и Ь . Приведем произвольные векто­

ры а и Ь к общему началу О (р ис .  2 . 1 4 ) . Тогда в качестве 
угла <р между вектор ами а и Ь можно взять любой из двух 
указанных н а  рис. 2 . 1 4  углов <р 1 и <р2. В самом деле, 
сумма углов <р 1  и <р2 равна 2л:, и поэтому cos <р 1 = cos <р2, а в 
определение скалярного произведения входит только косинус 
угла между векторами. Из двух углов <р1 и <р2 один заведомо 
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не превосходит л: (на рис. 2. 1 4  не превосходит л: угол ер1 } .  До­
говоримся в дальнейшем под 11_глом между двумя векторами 
под pa'!JH!_eвq,_'!_f?._!9.!Ji?2Jb -1S:OLD_f?_1!.f:fi. Н!_!Уl§ __ во.с,�9дц_f. п,_------ --�· 

- Тогда справедливо следующее утверждение. 
Теорема 2.11. Два ненулевых в§.!f'!'.Q/J..a _ . . а. 1l  _Ь _сQ.П@АRЮТ' 

ocr.f!!tй _ (!1f_!l_Q_ij)��7J, тое..д..а. у�о т_огда •. когда их скалярное 
произведение положительно (отрицательно) . 

д-оха·з·а. t е л ь  с т  в о. · так ·ка к · векторы а и Ь ненулевые, 
то в силу формулы (2.29} знак скалярного произведения совпа­
дает со знаком cos ер. Но если угол ер не превосходит л:, то cos ер 
положителен тогда и только тогда,  когда ер - острый угол, и 
отрицателен тогда и только тогда , когда ер - тупой угол. Тео­
рема доказана.  

3. Алгебраические свойства скалярного произведения . Ска· 
лярное произведение векторов обладает следующими четырьмя 
с в о й с т в а м и : / 1° аЬ = Ьа (переместительное свойство} ; 

2° (сха)Ь = сх (аЬ) ( сочетательное относительно числового 
множителя свойство) ; 

3° (а + Ь) с  = ас + Ьс (распределительное относительно сум· 
мы �:�екторов свойство) ; 

4° аа > О, если а - ненулевой вектор, и аа = О, если а -
'нулевой вектор * ) . 

Убедимся в справедливости этих свойств . Свойство 1 °  непо· 
средственно вытекает из формулы (2.29) . 

Для доказательства свойства 2° воспользуемся определе­
нием 2 скалярного произведения, т. е. формулой (2 .32 ) .  Учи­
тывая, что проекция вектора на ось обладает линейным свой· 
ством прь (сха) = сх прь а (см. конец п. 8 и конец п .  9 § 1 ) ,  по­
лучим 

(аа) Ь = 1 Ь 1  • ПРь (аа) ...:_ а 1 Ь 1  • ПРь а = а ·  (аЬ) . 

Тем самым свойство 2° доказано. 

"' ) Отметим, что в курсе линейной алгебры вместо множества векторов 
рассматривают множество элементов а ,  Ь, . . .  любой природы. Если дЛJ! эле· 
ментов этого множества определены операция сложения и операция умноже­
ния на вещественное число и для этих операций справедливы те же самые 
свойства 1 °  - 7°, которые установлены нами для линейных операций над 
векторами (см. п. 2 § 1 ) ,  то указанное множество элементов называется ли­
нейным пространством. 

Произвольное линейное пространство называется евклидовым простран­
ством, если : 1 )  известно правило, посредством которого любым двум элемен­
там а и Ь этого пространства ставится в соответствие число, называемое 
скалярным произведением этих элементов и обозначаемое символом аЬ; 2) ука­
занное правило таково, что для скалярного произведения справедливы только 
что сформулированные свойства 1 °-4°. 

Таким образом, пространство всех геометрических векторов с определен­
ными нами линейными операциями и скалярным произведением ·представляет 
собой один из примеров линейного евклидова пространства. 
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Для доказательства свойства 3° снова воспользуемся фор· 
мулой (2.32) и линейным свойством проекции вектора на ось 
прс (а + Ь) = прс а + прс Ь (см. п. 8 § 1 } .  Получим 

(а + Ь) с =  1 с 1  • ПРс (а + Ь) = 1 С 1  • (ПРс а + пр0 Ь) = 
= 1 с 1 ПРс а + 1 с 1 • пр0 Ь = ас + Ьс. 

Нам остается доказать свойство 4°. Для этого заметим,  что 
непосредственно из формулы (2 .29I вытекает, что аа = 1 а 1 2, 
т. е. скалярный квадрат вектора равен квадрату длины этого 
вектора. Отсюда , в частности, вытекает , что скалярный квад­
рат аа положителен , когда вектор а ненулевой, и равен нулю, 
когда вектор а нулевой. 

Доказанные свойства имеют фундаментальное значение. Они 
позволяют при скалярном перемножении векторных лтогочле­
нов выполнять действия почленно, не заботясь при этом о по· 
рядке векторных множителей и сочетая числовые множители. 
Указанная возможность будет существенно использована в еле· 
дующем пункте . 4. Выражение скалярного произведения в декартоьых коор­
динатах. 

Теорема 2.12. Если два вектора а и Ь определены своими 
декартовыми прямоугольными координатами 

а = {Х1 , У1 , Zi } ,  Ь = {Х2, У2, Z2}, 
то скалярное произведение этих векторов равно сумме попар· 
ных произведений их соответствующих координат, т, е. 

аЬ = Х1Х2 + У1У2 + Z1Z2• (2.33) 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Составим из тройки базисных векто­
ров i, j и k все возможные па ры и для каждой из пар подсчи­
таем скалярное произведение . Учитывая,  что базисные векторы 
являются попарно ортогональными и имеют единичную длину, 
получим 

ij = 1 ,  j i = O, ki = O, 
ij = 0, jj = 1 , kj = O, (2 .34) 
ik = O, jk = O, kk = 1 .  

Далее, учитывая, что а = X1 i + Y1 j  + Z1k, Ь = X2i :+= Y2J :+= Z2k, 
и опираясь на  установленную в предыдущем пункте возмож· 
ность почленного скалярного перемножения векторных много­
членов, получим 
аЬ = X1X2i i  + X1Y2iJ + X 1Z2ik + Y1X2j i + У1У2Н + Y1Z2Jk + 

+ Z 1X2ki + Z1Y2kj + Z1Z2kk. 

Из последнего равенства и соотношений {2.34l вытекает фор· 
мула (2.331 . Теорема доказана • .  · 
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Следствие 1. Необходимым и достаточным условием орто· 
гональности векторов 

а = {Х1 , У, , Z1 } и Ь = {Х2 ,  У2 , Z2} 
является равенство 

Х1Х2 + У1У2 + Z1Z2 = О. 
Это следствие непосредственно вытекает из теоремы 2 . 1 0 

и формулы т4) ... ... �-
(C.lieacтiiue 2. УгоЛ 1р мёЖду веkтор.ами \ 

J а = {Х1 ,  У1 , Z1} и Ь = {Х2 ,  У2 , Z2} 
оnределяется по формуле 

"-.,_ cos <р = . / 2 2 2 . / 2 2 2 
"'--.. 'У Х  1 + У1 + Z1 · 'У  Х2 + У2 + Z2 --� ---- --- · ···� ·- ·-·· · -· � .. _ �· -- -- ···--- ... ,,-· . . , _  ,. • / / (2 .35) 

аЬ 
В самом деле,  cos <р = I а l I Ь 1 , и нам остается воспользо• 

nаться формулой (2 .33) для скалярного произведения и фор· 
мулой (2 .27) для длины вектора .  

§ З. Векторное и смешанное произведения векторов . _ _  1 . п рj.вь1е _ _  .и.,��13ы�--!Р()ЙКИ--Ве�:r.О.Р.0!_. )� с.'!._СТСМЫ KO()PJ!.!f.Wl1'. 
"" ()f�р-еделение 1. Три вектора называются -у·п о р я  д о  ч е н • 
н о й т р о й к о й  (или простQ т р о й  к о й) ; · -е.с//,и указ..аtщ какой 
из этих вектQров яДляется первым, какой - вторым и какой -
третьим. _,....---· · � · -· - · -··- · ·· 
.:./fipи записи тройки векторов мы всегда будем располагать 
эти векторы в порядке их следования. Так, запись Ьас означает, 
что первым элементом тройки является вектор Ь, вторым - век· 
тор а и третьим - вектор с. -··  _ _ _ _ _ __ _ .. _ _ ___ · · -· _ _ . __ ·-
/-(JnpeiJtrлeнae· 2�1fiойка -некомпланарных векторов аЬс назы· 
вается п р а в о й  (л е в о й) ,  если выполнено одно из следующих 
трех условий : ( - ·--. .. . __ _ _ 

1° если, будуiiiГ nрiiведеньl к: обЩему" началу, ЭтrГ вёкторЬZ 
располагаются так, как могут быть расположены соответствен· 
но большой, несогнутый указательный и средний пальцы пра· 
вой (левой) руки; 

2° если после приведения к общему началу вектор с распо" 
лагается по ту сторону от плоскости, определяемой векторами 
а и Ь , откуда кратчайший поворот от а к Ь кажется совершаю· 
щимся против часовой стрелки (по часовой стрелке) ; 

3° если, находясь внутри телесного угла, образованного при" 
веденными к общему началу векторами а, Ь, с, мы видим пово" 
рот от а к Ь и от него к с совершающимся против часовой 
стрелки (по часовой стрелке) .  ,,,.- " - "  - · - ·  -- - -
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Легко проверить, что условия 1°, 2° и 3° эквивалентны между 
собой. Предоставляем читателю с помощью каждого из условий 
1°, 2° и 3° убедиться в том, что тройка аЬа, изображенная н а  
р ис. 2 . 1 5, является правой, а тройка аЬс, изображенная на 
рис .  2 . 1 6, является левой. 

3 а м е ч а н и  е .  Понятие правой и левой тройки теряет смысл 
для компланарных векторов. 

Если две тройки векторов либо обе являются правыми, либо 
обе являются левыми , то говорят, что этй тройки одной ориен-

а 

Рис. 2 . 1 5  

тации. В противном случае говорят, что 

k, 
р ассма:;р иваемые две тройки противопо­
ложнои ориентации. 

Всего из тр ех векторов а, Ь и с мож· 
а _ но составить следующие  шесть троек:  

ь аЬс, Ьса, саЬ, (2 .36) 
Рис.  2 . 1 6  Ьас, асЬ ,  сЬа. (2 . 37) 

С помощью условия 3° определения 2 легко проверить, что 
все три тройки (2 .36) той же ориентации, что и тройка аЬс, 
а все три тройки (2 .37). имеют ориентацию, противополож­
ную аЬс. 

Определение 3. Аффинная или декартова система коорди­
нат называется ft р а в о й  (л е в  о й) ,  если три базисных век­
тора образуют правую (левую) тройку. 

Ради определенности договоримся в дальнейшем рассмат­
ривать только правые системы координат. 2. Определение. в.е�торJ!О!О, _прс;>_J:!з.веден�я двух векторов. 

Определение;} В е к т  о р н ы м п р  о и з  в е д е  н и е м  вектора а 
"iЛ1-векТор называется вектор с, обозначаемый символом с = 
1:::= [ аЬ] и удовлетворяющий следующим трем требованиям :  

1 )  длина вектора с равна произведению длин векторов а и Ь 
на синус угла ер между ними * ) ,  т. е. 

1 с 1 = 1 [аЬ] 1 = 1 а 1 1 Ь 1 s in <р; (2 .38) 

2) вектор с ортогонален к каждому из векторов а и Ь ;  
3 )  вектор с направлен так,  itтo тройка векторов аЬс является 

правой * * ) . - - -- -�--- . 
*) В соответствии с договоренностью, принятой в п. 2 § 2, в качестве 

угла ,11ежду векторами берем тот угол <р, который не превосходит п .  Пр и  
этом всегда siп <р ;:;:. О и величин а  (2 .38) неотрицательна.  Из формулы (2 .38) 
следует также, что в случае коллинеарных векторов а и Ь определяемый век­
тор с = [аЬ] является нулевым. * * ) Требования 1 )  и 2 )  определяют вектор с с точностью до двух взаи м­
но противоположных н аправлений .  Требование 3) отбирает одно из этих двух 
н аправлений .  В случае, когда а и Ь коллинеарны, тройка аЬс является ком­
планарной, но в этом с.1учае уже из требования 1 )  вытекает, что с = О. 
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Понятие векторного произведения также родилось в меха­
нике.  Если вектор Ь изображает приложенную в некоторой 
точке М силу, а вектор а идет из некоторой точки О в точку М, 
то вектор с =  [аЬ ]  представляет собой момент силы Ь относи­
тельно точки О. 

3. Геометрические свойства векторного произведения. 
Теорема 2.13. Необходимым и достаточным условивм кол­

'линеарности двух векторов является равенство нулю их вектор-
ного произведения. . 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. 1)' Необходимость вытекает из самого 
определения векторного произведения : для коллинеарных век­
торов а и Ь векторное произведение по определению равно нулю 
[ (см .  формулу (2 .38) и сноску * )  на  с .  64 ) . 

2 )  Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть векторное произведение ' [аЬ ] 
равно нулю. Докажем, что векторы а и Ь коллинеарны. 

Прежде всего исключим тривиальный случай, когда хотя 
бы один из векторов а или Ь является нулевым ( нулевой вектор 
имеет неопределенное направление, и его можно считать кол­
линеарным любому вектору) . Если же оба вектора  а и Ь нену­
левые, то 1 а 1 > О и 1 Ь 1  > О, и поэтому из равенства [аЬ] = О 
и из формулы (2 .38) вытекает, что s in  ер = О, т. е. векторы а и Ь 
коллинеарны.  

Тео12ем.1:!_ дока.��.I:!.<!.·.-." - .. . . .  "- _ . . " .. _ __ . ·-----· __ 
Теорема 2.14. Длина (или модуль) век.торного произведения 

i [ ab ] равняется площади S параллелограмма, построенного. на 
nf!_иведенных к. общему началу век.торах а и Ь. Г · · · 
- -J( о к-а-з а т·ё-л Ь с т·в о� Так· как площ�дь параллелограмма 
р авна произведению смежных сторон этого параллелограмма 
н а  синус угла между ними, то теорема непосредственно выте-
кает из формулы (2 .38) . . 

Чтобы получить следствие из теор�мы 2. 14 , введем поня­
тие орта . 

Определение. О р т  о м  произвольного ненулевого вектора с 
назовем единичный вектор, коллинеарный с и имеющий одина­
_ковое с с направление. - ·  --Следствие из теоремы 2.14. Если е - орт векторного про­
изведения [аЬ ] , а S - площадь параллелограмма, построен­
ного на приведенных к. общему началу векторах а и Ь ,  то для 
век.торного произведения [ аЬ ] ,  справедлива следующая фор­
мула :  � ... -- ··--"-, 

! . [�Ь] = Se �) . (2 .39) 

* ) Если векторы а и Ь коллинеарны '(и, в частности, если  хотя бы один 
из векторов а и Ь нулевой) , формула (2.39) остается справедливой, ибо в 
этом случае равны нулю как векторное произведение [аЬ], так и n.110\цадь S 
построенного на векторах а и Ь параллелограмма, 

3 В .  А,  Ильин, Э, Г,  Позня�с 



ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА (ГЛ. 2-' 

3 а м е ч а н и е. Из определений орта и векторного произве· 
дения вытекает, что тройка аЬе является правой ( ибо тройка 
аЬ [ аЬ J является правой) . 

Следующее свойство устанавливает важную для дальней· 

�t:Л.-Есл; с __: ��к
-�й-�иifудь вектор, ,.с :_  лЮ�ая -со: 

держащая его плоскость, е - единичный вектор, лежащий в 
плоскости л: и ортогональный к с, g - единичный вектор, орто­
гональный к плоскости л: и направленный так, что тройка ecg: 
является правой, то для любого лежащего в плоскости n век.' 
1·ора а справедлива формула ! - - · �··· .. ·--- · ---- · -\ [ас] = пре а · ! с 1 g. Г (2 . 40) 

'- ·- ' - - . -

Д о к а з а т е л  ь с т  в о .  Достаточно доказать, что векторы, 
стоящие в левой и правой частях ( 2.40 ) : 1 )  имеют одинаковую 
длину, 2) коллинеарны, 3) имеют одинаковое направление. В силу теоремы 2. 14 1 [ас} 1 = S,  где S - площадь построен­
ного на приведенных к общему· началу векторах а и с паралле· 
лограмма .  Длина вектора , стоящего в правой части (2 .40) , рав· 
на 1 с 1 1 пре а 1 , т .  е .  тоже равна S,  ибо если за основание указан-

ного параллелогр амма принять вектор 
U v с, то высота его h будет р авна 1 пре а 1 , 

с � , (рис.  2 . 17) ' .  · · � Коллинеарность векторов, стоящих 

rt° п 
� в левой и правой частях ( 2 .40) , выте-

- - кает из того, что оба эти вектора орто. 
Рис. 2. 1 7  гональны к плоскости n (вектор [ac ] i  

в силу определения векторного произ· 
ведени я, а вектор преа · 1 с 1 g в силу того, что вектор g по усло­
вию ортогонален к плоскости л:) . 

Остается проверить, что векторы, стоящие в левой и правой 
частях (2.40) , одинаково направлены. 

Для этого достаточно заметить, что векторы [ас] и g одина· 
ково направлены (противоположно направлены) , когда тройка 
acg является правой (левой) ,  т. е. когда векторы а и е лежат 
по одну сторону от с (по р азные стороны от с * ) ) и проекцип 
ПРе а является положительной (отl?ицательной ) ,  но это и озна·  
чает, что векторы [ас] и пре а · 1 с 1 g всегда одинаково направ­
лены. 

Теорема доказана .  
4. Смешанное произведение тр��-�..о.е_ов. _ _ Пусть даны трп 

ПP.Ql!���!!!>!� _!3�'!.ор_а _ �.J!..!.I_s,_[Ecли вектиор а векторflо умно· 
жается на вектор Ь ,  а затем получившиися при этом вектор --�-- ---- · 

•) При этом мы исключаем тривиальный случай, когда вектор а колли· 
яеарен вектору с. В этом тривиальном случае [ас] = О и пр. а = О, так что 
равенство (2.40) очевидно, 
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' [аЬ] скалярно умножается на вектор с, то в результате полу­
чается число [аЬ ] с, называемое с м е ш а н н ы м  п р о и з в е д е ­
н и е м векторов а, Ь _и с� . -- ---- - - - --- -·- -- --�---·--· ---- - - ---- · � -- ----' 

Геометрическнй смысл смешанного произведения вскрывает 
-�8У._19щая теорема . _ _ __ _ _ _ _ - - . .  " ---�- - �- - - � ТеорёМlГ2.16. Смешанное произведение [аЬ] с равно объ� 
e!f-_Jf_ параллелепипеда, построенного H'!:_,='!:Plf.��.�e.t_t1!:��--1i. �бЩ'ему 
началу вектi51JаУ-а, · и с, взя:t?УМ{f'со ··знаком плюс, если тройка 
аЬсnfJаво:я;-1.ГсiГ Эiiакб-М -минус, если тройка аЬс левая. Если 
же вeктOE_f?!_�J_ц ___ C�ЩЩ-JlНh4-.IILJ№l�"JU!§.�0�1!_IOJ�-

д о к а з а т е л  ь с т  в о. Прежде всего, · исключим тривиаль· 
ный случай, когда векторы а и Ь коллинеарны. В этом случае 
векторы а, Ь и с компланарны * ) ,  и нам требуется доказать, 
что смешанное произведение [аЬ]  с равно нулю. Но последнее 
очевидно, ибо векторное произведение _ [аЬ] двух коллинеарных 
векторов а и Ь равно нулю. 

Остается рассмотреть случай, когда векторы а и Ь нв кол­
линеарны. Обозначим через S площадь параллелограмма,  по­
строенного на приведенных к общему началу векторах а и Ь, 
а через е - орт векторного произведения [ аЬ] . 

Тогда, как доказано в предыдущем пункте, справедлива 
формула (2.39)' . С помощью этой формулы и формулы (2 .З l l  
для скалярного произведения получим 

[аЬ] с  = (Se) c = S (ec) = S I е 1 пре с = S • пре с. (2.4 1 )  

Сначала предположим, что векторы а, Ь и с не компланарны. 
Тогда пр. с с точностью до знака равна высоте /i параллелепи· 
педа, построенного на приведенных к 
общему началу векторах а, Ь и с, при 
условии, что основанием служит па· 
раллелограмм, построенный на векто1 
рах а и Ь (рис. 2. 1 8) .  : 

Таким образом, с точностью до 
знака правая часть (2 .4 1 )  равна объ­
ему V построенного на векторах а, Ь 
и с пар аллелепипеда. Остается уточ• 
нить знак. . 

а 

Рис. 2. 1 8  

Очевидно, что пре  с = ':..f-h, если векторы е ,  и с лежат по 
одну сторону от плоскости, определяемой векторами а и Ь,  и 
пре с = -h, если векторы е и с лежат по разные стороны _от 
указанной плоскости. Но это означает, что пре с =- +h, если 
тройки аЬс и аЬе' одной ориентации, и пре с = -h, если указан­
ные тройки противоположной ориентации. Так как по опреде· 

*) Ибо среди трех некомпланарных векторов не может быть двух кол­
JIИнеарных векторов {см, следствие 3 из теоремы 2,5). , 

з• 
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лению векторного произведения тройка аЬе является правой 
(см. конец предыдущего пункта ) ,  то 

{ + h, П Ре С = - h, 
если аЬс - правая  тройка, 
если аЬс - левая тройка . 

Для завершения доказательства теоремы достаточно вставить 
это значение пре с  в правую часть (2 .4 1 ) .  

В случае,  когда векторы а, Ь и с компланарны, вектор с ле­
жит в плоскости , определяемой векторами а и Ь,  откуда сле­
дует, что пре с = О , и по формуле (2 .4 1 }  [аЬ ] с = О. Теорема 
полностью доказана .  

Следствие 1 .  Справедливо равенство [аЬ ]  с = а [Ьс] . 
В самом деле, из переместительного свойства скалярного 

произведения вытекает, что а [Ьс] = [Ьс] а ,  и достаточно дока ­
зать , что [аЬ ]  с = [Ьс] а. С точностью до знака, последнее ра­
венство очевидно, ибо как правая ,  так и левая его части с точ­
ностыо до знака равны объему параллелепипеда , построенного 
на векторах а ,  Ь и с. Но и знаки правой и левой частей послед­
него равенства совпадают, ибо обе тройки аЬс и Ьса относятся к группе троек (2 .36). и имеют одинаковую ориентацию 
(см .  п .  1 ) .  Г · --

Дока�анное р а_венство [аЬ] с =  а [Ьс] позволяет записывать 
смешанное произведение трех векторов а, Ь и с просто в виде 
аЬс, не указывая при этом, ка1ще именно два вектора (первь,�е 
два или последние два) перемножаются векторно. _ · 

CлeдfT.§lf:.'!!__}) Необходимым и достаточным · -условием ком­
r�ланарности трех векторов является равенство нулю их сме-
шанного произведения. ' �- В самом Деле, комплана рность векторов в силу теоремы 2 . 1 6  
влечет равенство нулю и х  смешанного произведения. Обратное 
вытекает из того, что для некомпланарных векторов смешан­
ное произведение (в  силу той же теоремы) равно отличному от 
нуля объему параллелепипеда . 

Следствие 3. Смешанное произведение трех векторов, два 
из которых совпадают, равно гсулю. 

В самом деле, такие три вектора заведомо компланарны.  
5. Алгебраические свойства векторного произведения. Вектор­

ное произведение векторов обладает следующими четырьмя 
C..6-Q Й С Т В а М И :  

1 ° [аЬ] = - [Ьа] ( свойство антиперестановочности сомножи­
телей ) ; 

2° [ (аа) Ь]  = а [аЬ ] (сочетательное относительно числового 
множителя свойство) ; 

3° [ ( а + Ь ) с] = [ас] + [Ьс] (распределительное относительно 
суммы векторов свойство)  ; 

4° ; [аа] = О для любого ВJt!Ктора а. 
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Убедимся в справедливости этих свойств . 
Для доказатiльства с в о й  с т  в а 1° положим с = [аЬ] , d = 

= [Ьа] . Если векторы а и Ь коллинеарны, то в силу теоре­
мы 2. 1 3  с = d = О, и свойство 1 °  доказано. Если же а и Ь не 
коллинеарны, то векторы с и d, во-первых, имеют одинаковую 
длину (в  силу формулы (2 .38) для длины векторного произве­
дения) и ,  во-вторых, коллинеарны ( в  силу того, что оба вектора 
с и d ортогональны к плоскости, определяемой векторами а и Ь ) .  
Но тогда либо с = d,  либо с = -d. Если бы имела место пер­
вая возможность, то по определению векторного произведения 
обе тройки аЬс и Ьас оказались бы правыми, но это невозможно, 
ибо в силу п. 1 эти тройки противоположной ориентации * ) .  

Итак, с =  -d, и свойство 1 °  полностью доказано. 
Для доказательства с в о й  с т  в а 2° положим с = [ (аа) Ь) , 

d = а [ аЬ ] и прежде всего исключим тривиальные случаи,  когда 
вектор а коллинеарен Ь или когда а = О. В этих случаях 
(в  силу теоремы 2. 1 3  и определения произведения вектора на 
число) мы получим, что с = d = О, и свойство 2° доказано. 

Пусть теперь векторы а и Ь не коллинеарны и а =1= О. Дока­
жем ,  что и в этом случае векторы с и d равны. Обозначим бук­
вой q> угол между векторами а и Ь, а буквой "' угол между 
векторами аа и Ь. По определению длины векторного произве­
дения и произведения вектора на число можно утверждать, что 

' 1 с 1 = 1 а 1 1 a ·l I Ь 1 s in 'li', 1 d 1 = 1 а 1 1 а 1 1  Ь 1 s in q>. (2 .42) 

Учтем теперь,  что могут представиться д в а с л у ч  а я: 1 )  "' = q> 
( когда а > О и векторы а и аа направлены в одну сторону; 
рис.  2 . 19 ) ; 2)  'Ф = л - QJ  ( когда а < О  и векторы а и аа на ­
пр авлены в противополож­
ные стороны ; рис. 2.20) . 
В обоих случаях s iп 'li' = 
= s in q> и в силу формул 
(2 .42) l c l = l d l , т. е. векто­
ры с и d имеют одинаковущ 
длину. 

Далее, очевидно, что век­
торы с и d коллинеарны, 
ибо ортогональность к пло· 

06;_ а аа: 
(�>fl) 

Рис. 2. 1 9  

аа и 
(�<О) 

Рис. 2.20 

а 

скости, определяемой вектор ами аа и Ь , означает ортогональ• 
ность и к плоскости, определяемой векторами а и Ь .  

Для доказательства равенства векторов с и d остается про· 
верить, что эти векторы имеют одинаковое направление. Пусть 
а >  О (а < О) ; тогда векторы а и аа одинаково направлены. 
( противоположно направлены) , и ,  стало быть, векторы [аЬ] 

'* ) Одна из  этих троек входит в группу (2.36) , а другая - в группу J2 .37) .  . 
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и [ (сха) Ь ]  также одинаково направлены (противоположно на­
правлены) , а это означает, что векторы <f = сх (аЬ ] и с = 
= [ (сха) Ь] всегда одинаково направлены. Свойство 2° дока­
зано. 

Переходим к доказательству с в о й  с т  в а 3°. Рассмотрим от­
дельно д в а  с л у ч а я : 1 )  случай,  когда векторы а, Ь и с ком­
планарны; 2)  случай, когда эти векторы .  не компланарны. 

В первом случае векторы а, Ь и с, будучи приведены к об­
щему началу, располагаются в одной плоскости, которую мы 
обозначим буквой п. Пусть е - единичный вектор , принадлежа­
щий плоскости л; и ортогональный к вектору с, а g - единичный 
вектор, ортогональный к плоскости л; и такой, что тройка ecg 
является правой. 

Согласно теореме 2 . 1 5  

[ас] = П Р е  а · 1 с 1 g, [Ьс] = ПРе Ь · 1 с 1 g, [(а + Ь) с] = 
= ПРе (а +  Ь) · 1 С /  g. 

Свойство 3° непосредственно вытекает из последних трех 
формул и из линейного свойства проекции ПРе а +  пре Ь = 
= ПРе (а + Ь )  ( п .  8 § 1 ) .  

Пусть теперь векторы а, Ь и с не ко.мпланарны. Так как три 
вектора [ (а + Ь) с] ,  (ас] и !Ьс]  ортогональны к вектору с, то 
эти три вектора компланарны,  а стало быть (в  силу теоремы 
2 .5) , линейно зависимы. Но это означает, что найдутся такие 
числа "л, µ и ' " хотя бы одно из которых ке нуль , что справед-
ливо равенство · 

"л [(а + Ь) с] = µ [ас] + v [Ьс] . (2 .43) 

Остается доказать, что "л = µ и "л = v * ) .  Докажем, например, 
что "л = µ.  Для этого, пользуясь уже доказанным (в  п .  3 . § 2) 
распределительным свойством 3° скалярного произведения, 
умножим равенство (2 .43) скалярно на вектор Ь и учтем,  что 
смешанное произведение [Ьс] Ь равно нулю (в силу следствия 3 
из теоремы 2 . 1 6) . В результате получим 

Л [(а + Ь) с] Ь = µ [ас] Ь . 
Поскольку векторы а, Ь и с не компланарны, смешанное произ· 
ведение (ас] Ь не равно нулю, и для доказательства равенства Л = µ достаточно доказать равенство смешанных произведе· 
ний { (а + Ь) с] Ь  и · [ас] Ь. Равенство абсолютных величин ука­
занных смешанных цроизведений вытекает из того, что (в  силу 
'rеОремы 2. 1 6) эти абсолютные величины равны объемам двух 

*) Так как по условию хотя бы одно ив указанных чисел от11ично or 
нуля, то, доказав, что Л. = µ. = v, мы можем поделить равенство .(2.43) ва 
число Л = µ = v, в результате чего полу•шм свойство 3°, 
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параллелепипедов с равновеликими основаниями * ) (на  рис. 2 .2 1 
эти равновеликие основания заштрихованы штрихами разных  
наклонов) и с общей высотой h, опущенной из  конца вектора с 
(рис. 2.2 1 ) . 

Равенство знаков указанных смешанных произведений вы­
текает из определения правой (левой ) тройки с помощью 
у с л о в  и я 3° (см.  п. 1 ) , ибо из 
этого условия * * )  очевидно, что 
тройки асЬ и (а +  Ь ) сЬ одной ори­
ентации.  Равенство Л = µ доказано. 

Аналогично ( посредством умно­
жения (2 .43) скалярно на  вектор 
а) доказывается равенство Л. = v. 
Свойство 3° полностью доказано. 

Остается доказать с в о й  ст в о 
4°, утверждающее, что векторный ь 
квадрат любого вектора равен ну- Рис. 2.21  
лю, но это свойство непосредствен-
но вытекает из теоремы 2. 1 3  и из того, что любой вектор а 
коллинеарен сам с собой. 3 а м е ч  а н  и е .  Оба свойства 2° и 3" формулируются при­
менительно к п е р в о м у сомножителю векторного произведе­
ния .  (Свойство 2° утверждает возможность сочетания числового 
множителя а с п е р  в ы м множителем векторного произведе­
ния, а свойство 3° утверждает возможность распределения от­
носительно суммы векторов п е р в о г о  сомножителя вектор­
ного произведения . }  

Естественно возникает вопрос, справедливы ли аналогичные 
свойства применительно ко в т о  р о м у сомножителю вектор· 
ного произведения, т. е .  можно ли утверждать, что 

[а (аЬ)] = а [аЬ] и [а (Ь + с)] = [аЬ] + [ас] .  (2 .44) 
Оказывается, свойства ( 2.44) уже являются с л е д с т в и я ·  м и свойств 2° и 3° и свойства антиперестановочности 1 °. В са­

мом деле, из свойств 1 ° , 2° и 3° вытекает, что 
[а (аЬ)] = - [(аЬ) а] =  - а [Ьа] = а [аЬ] 

и аналогично 

[а (Ь + с)] = - [(Ь + с) а] = - {[Ьа] + [са]} = [аЬ] + [ас] .  

* )  Основанием одного параллелепипеда служит параллелограмм, по· 
строенный на векторах. а и Ь, а другого - параллелограмм, построенный на 
векторах а +  Ь и Ь. Равновеликость указанных параллелограммов вытекает 
из того, что они имеют общее основание, совпадающее с вектором Ь, и об· 
щую высоту, опущенную из конца вектора а + Ь на вектор Ь. 

• • )  А также из того, что вектор а + Ь лежит в одной плоскости с век· 
'J'Орами а и Ь, причем q:между ними:., 
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В заключение отметим, что доказанные свойства имеют фун· 
даментальное значение. Они позволяют при векторном пере· 
.множении векторных многочленов выполнять действия почленно 
и производить сочетание числовых множителей (но при этом 
необходимо либо сохранять порядок векторных множителей, 
либо при изменении этого порядка менять знак на противопо­
ложный ! ) . 

В следующем пункте мы будем существенно использовать 
эти свойства .  

6.  Выражение векторного произведения в декартовых коор-
дин

;;;;�ма 2.17. (Есл� два вектора а- � Ь �пределены своими 
В'екартовь'iiiи-'iiрямоугольными координатами 

а =  {Х1 ,  У 1 ,  Z 1 } , Ь = {Х2, У2, Z2} , 
то векторное произведение этих векторов имеет вид 

Г[аЬ]- . {Y1Z2 - Y2Z1 , Z1X2 - Z2X1 ,  Х1У2 - Х2У1} . ' (2 .45) 

Для запоминания формулы (2 .45) удобно использовать СИМ•  
вол определителя * )  и переписать эту формулу в виде 

� . 1 1 ' j k 1 
1 [аЬ] = х. r. z . .  
. 
1 Х2 У2 Z2 --... . . . -

(2 .45') 

Раскрывая определитель, стоящий в правой части ( 2 .45')' ,  по 
элемента м первой строки, мы получим разложение вектора [ab ] j  
по  базису i , j , k,  эквивалентное (2 .45) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы  2 . 1 7. Составим из тройки 
базисных векторов 1 ,  j и k все возможные пары и для каждой 
из пар подсчитаем векторное произведение. Учитывая, что ба­
зисные векторы взаимно ортогональны, образуют правую трой­
ку и имеют единичную длину, получим * *l 

[ i i ] = О, 
[ ij ] = k, 
[ ik] = - j, 

[j i ]  = - k, 
[jj ] = о, 
[jk] = i ,  

[ki ]  = j, 
[kj ] = - i ,  
[kk] = о. 

(2 .46) 

Далее, принимая во внимание,  что а =  X1 i  + Y1j -=f Z 1k,  Ь = 
= X2i + Y2j .+ Z2k, и опираясь на  установленную в предыду­
щем пункте возможность почленного векторного перемножения 

* )  Теория определителей второго и третьего порядков изложена в До· 
полнении к главе 1 .  • *)  При этом мы учитываем так/l{е, что векторный квадрат вектора ра· 
вен нулю (свойство 4� из п. 5) , и Принимаем во внимание, чrо, поскольку 
тройка ijk является пр авой, обе тройки jki и kij являются правыми, а все 
три тройки jik, lkj и kji - левыми (см. п . 1 ,  формулы (2.36) и (2.37) ) ,  
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векторных многочленов, получим 
[аЬ] = Х1Х2 [ i i] + Х1У2 [ ij ] + X1Z2 [ ik] + У1Х2 [j i ]  + У1У2 [jj ] + 

+ Y1Z2 [jk] + Z1X2 [ki ]  + Z1Y2 [kj ]  + Z1Z2 [kk] . 
Из последнего равенства и соотношений (2 .46) вытекает раз­
ложение 

[аЬ] = (Y1Z2 - Y2Z1) i + (Z1X2 - Z2X1) j + (Х1У2 - Х2У1) k, 

эквивалентное равенству (2 .45) . Теорема доказана .  
Следствие. Если два вектора а = {Х1 , У1 , Z1} и Ь = {Х2, Y2, Z2} 

коллинеарны, то координаты их пропорциональны, т. е. 
Х ,  Yi Zi 
Х2 = у; = z;- · 

Заметим,  что в знаменателях последних равенств могут стоять 
нули. Чтобы обойти эту трудность , мы раз и навсегда догово­
римся всякую пропорцию а/Ь = c/d понимать в смысле равен­
ства ad = Ьс. 

Для доказательства следствия достаточно заметить, что из 
равенства нулю векторного произведения и из формулы (2 .45) 
вытекают равенства 

Y1Z2 = Y2Z1 , Z1X2 = Z2X1, Х1У2 = Х2У1 , 
которые в силу сделанного выше замечания эквивалентны до­
казываемым пропорциям .  

7. Выражение смешанного произведения в декартовых коор· 
динатах. . . . · · · 

Теорема 2.18.\ ЕсЛu -три вектора а, Ь и с определены своими 
декартовыми прямоугольными координатами 

а =  {Х1 , У1 ,  Z1} .  Ь = {Х2, У2, Z2} . с =  {Х:з• Уз, Zз} , 
то смешанное произведение аЬс равняется определителю, строки 
которого соответственно равны координатам перемножаемых 
векторов, т. е. 

аЬс = [ �: �: ;� [ ·  " · (2 . 47) Хз Уз Zз 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о�- Так как смешанное произведение аЬс 

равно скалярному произведению векторов [аЬ] и с ц поскольку 
координаты вектора  ' [аЬ] определяются формулой (2.45} , а ко­
ординаты с равны {Хз , Уз, Zз} , то в силу выражения (2.33) для 
скалярного r�роизведения векторов в координатах получим 

аЬс = Хз (Y1Z2 - Y2Z1) + Уз (X2Z1 - X1Z2) + Z3 (Х1У2 - Х2У1). 

Если воспользоваться выражением для определителя вто­
рого порядка и символом такого определителя, то последнее 
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выражение можно переписать в виде 

аЬс = Хз \ �� �: \ - Уз \ �: �: \ + Zз / �: �: \ · (2 .48) 

Формулы (2 .47) и (2.48) эвивалентны, ибо при разлт.кении 
определителя ,  стоящего в правой части (2 .47) , по третьей стро· 
ке получается выражение, стоящее в правой части (2 .48) * ) . 
Теорема доказана .  

Следствие. Необходимым и достаточным условием ко1.tпла­
нарности трех векторов а = {Х1 , У1 , Z1} , Ь = {Х7, У2, Z2} и с = = {Х3, Уз, Zз} является равенство нулю определителя, строка­
ми которого служат координаты этих векторов, т, е. равенство 

1 �: �: �: \ = о. Хз Уз Zз 
В самом деле, достаточно привлечь следствие 2 из теоре· 

мы 2 . 1 6  и воспользоваться формулой (2 .47) . 
8. Двойное векторное про����- .I]yg-_12 .... д?.!I_l�I три произ­:8.q_-!_!� ��.О.Р� а, Ь и_ сГЕсли. вектор Ь векторно умножаеiсi� 

на вектор с, а вектор а также векторно умножается на вектор­
ное произведение [Ьс] , то получающийся при этом вектор 
[а [Ьс] ] называется д в о й н ы м в е к т о р н ы м п р о и з в е д е -
н и е м. _ _ _ _  --···- · ... _ _ _ ___ ....... . ... ... " · -··_ ::....._ .. .....: :.:. . .. . ... · . ... .... ....:.:... ..... - 1_ 

-Т-eopeli iГ 2:I9:удля Л/QбЫх- векторов -а, Ь и с справедлива qЮрмfjла **J. 
( --- - ·-(;.·�9) '-----·"--· _ _ _ __ .. _ _ _[� Jbc!J __ ! (�с) ... :-����) . \ 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Рассмотрим  отдельно д в а с л у ч  а я :  
1 ) векторы Ь и с коллинеарны; 2 ), векторы Ь и с не  колли­
неарны. В первом случае обозначим  через Чэ орт вектора с и учтем,  
что с = \ с \ · со, Ь = ± \ Ь \ · со, где знак плюс берется для случая, 
когда векторы Ь и с одинаково направлены, а знак минус - для 
случая,  когда Ь и с противоположно направлены. С помощью 
этих формул для с и Ь получим,  что Ь (ас) - с (аЬ) = О * * * ) , т. е. 
правая часть (2 .49) равна нулю. Но и левая часть (2 .49) равна 
нулю, ибо векторное произведение [Ьс] двух коллинеарных век· 
торов равно нулю. Для первого_ случая теорема доказана.  

* ) См. формулу '(Д l . 1 6) из п. 5 Дополнения к главе 1 .  
** ) Для запоминания этой формулы удобно следующее п р  а в и л о: 

двойное векторное произведение равн.о среднему вектору, умн.ожен.н.ому н.а 
скалярное произведение двух остальных, мин.ус другой вектор вн.утрен.н.его 
проиэведен.ия1 умн.ожен.ный на скалярное произведение двух остальных. Это 
правило годится и для случая, когда внутреннее векторное произведение от· 
носится к первым двум векторам: с его помощью получается следующая 
форм�ла r[ab]c] = Ь (ас) - а (Ьс) ,  являющаяся следствием (2.49) .  · • * ) В самом деле, элементарный подсчет показывает, что как Ь (ас) ,  так 
в с_(аЬ). .равно :d: ( b (  · ( c J  · {асо) · со. . 
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Переходим к доказательству теоремы для случая,  когда век· 
торы Ь и с не коллинеарны. Так как вектор [а[Ьс] ] ортогонален 
веkтору · [Ьс] , а последний ортогонален плоскости, определяе· 
мой вектора ми Ь и с, то векторы [а [Ьс] ] ,  Ь и с компланарны, 
а поэтому (в силу следствия 1 из теоремы 2.5) вектор [а [Ьс] ] 
можно разложить по двум неколлинеарным векторам Ь и с как 
по базису, т. е .  найдутся вещественные числа а. и � такие, что 

[а [Ьс] ] = аЬ + �с. (2 .50) 
Остается доказать, что а. = ас, � = -аЬ . Докажем, например, 
что а. = ас. Воспользуемся теоремой 2 . 1 5 .  Для этого обозначим 
буквой л: плоскость, определяемую векторами Ь и с, буквой е ­
единичный вектор, лежащий в л: и ортогональный к с, буквой 
g - единичный вектор, ортогональный плоскости л: и такой, что 
тройка ecg является ·правой. По теореме 2 . 1 5  

[bc] = пpe b · l c l · g. (2 .5 1 )  
Если со - орт вектора с, то правая тройка ·ecog образует де· 

картов прямоугольный базис. Разложим вектор а по этому ба· 
зису, учитывая,  что координаты равны проекциям вектора а на 
базисные векторы:  

а = е · ПРе а +  с0 • прс а +  g · прg а.  (2 .52) 
Умножая векторно (2 .52) на (2 .5 1 ) и учитывая ,  что [eg] = -со, 
: [c0g] = е, [gg] = О  (сравните с формулами (2 .46) ) ,  получим 

[а [Ьс] ] = - CJ . ПРе а . ПРе ь · 1 с 1 + е . ПРс а . пре Ь · 1 с 1 . (2 .53 ) 
Сравнивая формулы ( 2 .50) и (2 .53 ) , будем иметь 

аЬ + �с = - Со · ПРе а · ПРе Ь · 1 с 1 + е · ПРс а · ПРе Ь · 1 с \. (2 .54) 
Остается умножить обе части (2 .54 ) скалярно на  е и учесть, 

что Ье = пре Ь , сое = О ,  ее = 1 .  Окончательно получим 
а · ПРе Ь = ПРс а · ПРе Ь · 1 с 1 или а =  1 с 1 · ПРс а = ас. 

Для доказательства равенства � = -аЬ следует в проведен· 
ных рассуждениях поменять ролями векторы с и Ь и учесть, что 
! [ а [сЬ] = - [а [Ьс] ] . Теорема доказана . 

3 а м е ч ·а н и  е. Дадим другое доказательство теоремы 2 . 1 9, основанное 
на спеuиальном выборе  декарtовой прямоугольной системы и иа непосред· 
ственном просчете в координатах всех выражений, участйующих в форму­
ле (2 .49) . Направим ось Oz вдоль вектора с, а ось Оу возьмем в плоскости 
векторов Ь и с. Тогда векторы а, Ь и с будут иметь следующие координаты ; а =  {Х, У, Z}, Ь = {О, У', Z'}, с =  {О, О, Z"}. 
Применяя формулу для векторного произведения (2.45) , будем иметь [Ьс] =· 
== {Y'Z", О, О}, а отсюда по той же формуле (2.45) 

[а [Ьс] ) == {О, ZY'Z", - YY'Z"}. (2.55) 
Далее, .очевидно, что (ас ) = ZZ", (аЬ) = УУ' + ZZ', а поэтому 

Ь (ас) == {О, У' ZZ", Z' ZZ"}; 
с. (аЬ) = {О, о, YY'Z" + ZZ1Z"}. 

Из сопоставления равенств (2.55) , (2.56) и (2.57) вытекает формула 
{2.56) 
(2.57) 

{2.49), . 



Г Л А ВА 3 
П Р ЕО Б РА З О ВА Н И Е  Д Е КА Р Т О В Ы Х  П РЯ М О У ГОЛ Ь Н ЫХ 
)(О О РД И НАТ Н А  ПЛ О С КО СТ И  И В П Р О С Т РА Н СТ В Е  

В этой главе устанавливаются формулы, п о  которым преоб· 
разуются координаты произвольной точки плоскости ( или соот­
ветственно пространства),  при переходе от .одной декартовой 
прямоугольной системы к произвольной другой декартовой 
прямоугольной системе. 

Мы доказываем, что координаты произвольной точки отно­
сительно первой системы являются линейными функциями ко· 
ординат той же точки М относительно второй системы. 

Попутно мьt устанавливаем,  что если две дерактовы прямо· 
угольные системы на плоскости n (в пространстве): образованы 
парами (тройками) одной ориентации,  то одна из этих систем 
может быть совмещена с другой посредством параллельного 
переноса и последующего поворота на некоторый угол q> в пло· 
скости n (вокруг некоторой оси в пространствеJ . 

§ 1 .  Преобразование декартовых 
прямоугольных координат на плоскости 

Пусть на плоскости n заданы две произвольные декартовы 
прямоугольные системы координат:  п е р  в а я , определяемая 

l/ 

J 
о i 

Рис. 3. 1 

началом О и базисными векторами i и j , 
и в т о р а я, определяемая н ачалом О' 
и базисными вектор ами i' и j' 
(рис. 3. 1 ) . 

Поставим пер ед собой цель - выр азить 
координаты х и у произвольной точки М 
плоскости n относительно п е р  в о й систе· м ы  координат чер ез координаты х' и у' 
этой же точки М относительно в т  о р о й 
системы координат. 

За метим ,  что координаты х и у совпадают с координатами 
вектора ОМ в разложении его по базису ij , а координаты х' 
и у' совпа8ают с коор4инатами вектора О' М в разложении ега 
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по базису i'j', т. е .  

O M = xi + yJ ,  
О' М x' i' + y'j' .  

(3. 1 )  
(3 .2) 

Если обозначить через а и Ь координаты начала О' второй 
системы относительно первой системы, то 

00' = ai + bj . (3 .3) 
Так как любой вектор на плоскости n можно разложить по 

базису ij, то найдутся числа а1 1 , а 1 2 , а2 1 и а22 такие, что 
i' = ct1 1 i + ct12J . j' = ct21 i + ct22J . (3 . 4) 

В силу правила треугольника сложения векторов (см. рис. 3. 1 )' 

ОМ = ОО' + О'М. (3 .5) 
Вставляя в правую часть (3 .2)' значения i ' и j', определяемые 
формулами (3.4) , и после этого под�тавляя в (3 .5) значения 
ОМ, О'М и 0 0',- определяемые формулами (3 . 1 )' , (3 .2)" и (3.3} , 
и группируя слагаемые относительно i и j ,  получим *1 

x i + yj = (а + ct1 1X' + С121У') i + (Ь + ct12X' + ct22Y') j . (3 .6) 

В силу единственности разложения вектора по базису из ра­
венства (3 ,6! получим искомые формулы преобразования ко­
ординат 

Х = а + а1 1х' + ct21Y', 
у = Ь + ct12X1 + ct22Y'· 

(3.7) 

Мы приходим к следующему замечательному выводу : ка­
ковы бы ни были две произвольные декартовы системы на 
плоскости n, координаты любой точки плоскости n относительно 
первой системы являются л и н е й н ы м и ф у  н к ц и я м  и коор­
динат той же точки относительно второй системы. 

Установив этот фундаментальный алгебраический факт, пе­
рейдем к геометрической интерпретации полученных формул. 

,,.-... 
Для этого договоримся обоз начать символом cos ( аЬ )' косинус 
угла между векторами а и Ь. Помножая каждое из равенств 
( 3.4 ) скалярно сначала на 1, а затем на j и учитывая, что i i  = 1 ,  
j j = 1 ,  lj = о, получим * * ) :  

,,......_ 
ct1 1 = cos (i'i), ,,......_ 

( ' ' ') ct12 = cos 1 J ' 
,,......_ 

ct21 = cos (j ' i ), 
,,......_ 

( ' ' ') ct22 = cos J J . 
(3.8) 

* ) Возможность сгруппировать слагаемые относительно 1 и j вытекает 
из свойств линейных операций над векторами (см. п. 2 § 1 главы 2) . 

** ) Учитываем также, что скалярное произведение двух единичных век. 
торов равно косинусу угла между ними. 
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Будем существенно различать следующие два случая:  1 ) слу­
qай, когда базисные векторы направлены так, что оба кратчай­
ших поворота от i к j и от i' к j' совершаются в одном направ­
лении (либо оба по часовой стрелке, либо оба против часовой 
стрелки ) ;  2) случай,  когда базисные векторы направлены так, 
что кратчайшие повороты от 1 к j и от i' к j' совершаются в 
противоположных направлениях. 

В обоих случаях обозначим через <р угол между базисными 
векторами 1 и i', отсчитываемый в направлении, отвечающем 
кратчайшему повороту от i к j .  Тогда а 1 1  = cos <р. 

В п е р  в о м  случае угол между базисными векторами j и j' 
также равен <р, и поэтому первая система координат может быть 
совмещена со второй посредством параллельного переноса 
вдоль tiектора 00' и последующего поворота в плоскости л: 

]/ 

j 
о .....,; _ _,,_ __ .:с_ 

Рис. 3.2 

вокруг начала на угол <р (этот случай изо­
бр ажен на  р ис. 3. 1 ) . 

Во в т о  р о м случае угол между базис• 
ными векторами j "и j' р авен л: - <р и пер­
вую систему координат невозможно совме­
стить со второй посредством параллельного 
переноса и поворота, не выводящего из 
плоскости л: (нужно еще изменить направ-
ление оси ординат н а  противоположное 
или, что то же самое, взять изображение 
плоскости л: в плоском зеркале. Второй 
случай  изображен на рис. 3 .2) . 

Пользуясь формулами (3 .8) , подсчитаем для обоих случаев 
коэффициенты ан, а1 2 ,  а2 1  и а2 2  "' ) . • 

В п е р в о м случае получим:  а1 1 = cos q>, a:i2 = cos <р, а12 = 

= cos ( � - <р) = sin <р ,  a:i1 = cos ( � + <р) = - sin <р .  

Во в т о р о м  случае получим : ан '= cos q>, а22 = соs. (л: - <р) = 

= - cos <р, а12 = cos ( � - <р) = sin <р, a:i1 = cos ( � - <р )=siп<p. 
Таким образом, . в п е р  в о м  случае формулы преобразова­

ния координат (3 .7). принимают вид 

х = а + х' cos q> - у' s in <р, у =  Ь + х' s in <р + у' cos <р. (3.9) 
В о  в т о р о м  случае соответствующие формулы преобразо­

вания принимают вид 

х = а  + х' cos <р + у' sin <р, у =  Ь + х' sin <р - у' cos <р. (3. 1 О) 

Еслu мы примем договоренность рассматривать только такие 
системы координат, у которых кратчайший поворот от первого 

*) Все углы отсчитываются в направлении, отвечающем кратчайшемУ, 
повороту от 1 к j . 
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базисного вектора ·ко вторвму происходит против часовой стрел­
ки (будем н·азывать такие системы правыми) ,  то второй слу­
чай будет исключен и любое преобразование · координат будет 
определяться формулами (3.9) . 

Приходим к выводу, что, · каковы бы ни были две правые 
системы координат Оху и О'х'у', первая из них может быть со· 
вмещена со второй посредством параллельного переноса вдоль 
вектора 0 0' и последующего поворота вокруг начала на не­
который угол ер. 

Разрешая уравнения (3.9)  относительно х' и у', получим 
обратные формулы, выражающие координаты х' и у' любой 
точки М относительно второй системы через коордl{н;�ты ее 
относительно первой системы '* } :  

х' = (х - а) cos <р + (у - Ь) s in <р, } 
у' =  - (х - а) s in <р + (у - Ь) cos <р. (3. l l ) 

Общее преобразование координат (3.9)'  распадается на  сум· 
му двух преобразований,  одно из которых отвечает только па ­
раллельному переносу системы, а другое - только повороту 
системы вокруг начала на угол <р. 

В самом деле , полагая в формулах (3 .9 ) угол поворота <р 
равным нулю, получим формулы преобразования координат 
при параллельном переносе системы вдоль вектора 00' = 
= {а ,  Ь} : 

х = а + х', (3. 1 2) 

Полагая в тех же формулах (3 .9)  координаты а и Ь век· 
тора 00' равными нулю, получим форлtулы преобразования ко­
ординат при повороте системы вокруг начала на угол <р (в на­
правлении против часовой стрелки ) 

х = х' cos <р - у' s in <р, у =  х' s in <р + у' cos <р. (3. 1 3) 

§ 2. Преобразование декартовых прямоугольных координат 
в пространстве 

1 .  Общие формулы преобразования. Пусть в пространстве 
заданы две произвольные декартовы прямоугольные системы 
координат:  п е р  в а я ,  определяемая началом О и базисными 
векторами ijk, и в т о р  а я,  определя�мая началом О' и базис­
ными векторами i'j'k'. 

Поставим перед собой цель - выразить координаты х, у и z 
произвольной точки М относительно первой системы через ко­
ординаты х', у' и z' этой же точки М относительно второй си­
стемы. 

* )  Так как определитель системы (3.9) равен единице, то эту систему 
можно разрешить относительно х' и у'. 
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Заметим ,  что координаты х, у, z совпадают с координатами 
вектора ОМ в разложении его по базису ijk , и координаты х', 
у', z' совпадают с координатами вектора О' М в р азложении 
его по базису i 'j 'k', т. е .  

OM = xi + yj + zk, 
О' М = x' i '  + y'j ' + z'k' . 

(3. 1 4) 
(3 . 1 5) 

Если обозначить через а, Ь и с координаты начала О' второй 
системы относительно первой системы,  то 

00' = ai + bj + ck. (3 . 1 6) 

Так как любой вектор можно р азложить по базису i jk , то най ­
дутся девять чисел а 1 т  ( l = 1 ,  2 ,  3 ;  т = 1 ,  2 ,  3 )  таких, что 

i' = a1 1 i + a12j + а1зk, j ' = a21 i + a22j + а2зk, k' = аз 1 i + a32j + аззk . 
(3 . 1 7) 

В силу правила треугольника сложения векторов 

ОМ = ОО' + О'М. (3 . 1 8) 

Вставляя в правую часть ( 3 . 1 5 )  значения i ', j' и k', опреде­
ляемые формулами (3 . 1.zL. и после этого подставляя в ( 3 . 1 8 ): 
вначения ОМ, О' М и OU', определяемые формулами : (3 . 1 4 ) , 
( 3 . 1 5 )  и ( 3 . 1 6) , и группируя слагаемые относительно i , j и k, 
получим  
1'i + yj + zk = (а + а1 1х' + а21У' + <Хз1z') i + 

+ (Ь + а12х' + а22У' + аз2z') j + (с +  а1зХ1 + <ХzзУ' + аззу') k. (3 . 1 9) 

В силу единственности разложения вектора по базису из 
равенства (3 . 1 9 ), получим искомые формулы преобразования ко­
ординат: 

х = а + а1 1х' + а21у' + a31z', 
у =  Ь + а12Х' + <Х22У' + аз2z', 
z = с +  а13х' + а23у' + a33z'. 

(3.20) 

Итак, доказано следующее фундаментальное у т в  е р  ж д е -
н и  е : каковы бы ни были две произвольные декартовы прямо­
угольные системы координат, координаты х, у и z любой точки 
пространства относительно первой системы являются линей­
ными функциями координат х', у' и z' той же точки относи­
тельно второй системы. 

Умножая каждое из равенств (3 . 1 7 )' скалярно сначала на i , 
.а затем на  j и на  k, получим следующие выражения для 



чисел aim : 

ПРЕОБРАЗОВАН ИЕ КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ 

............. 
Ct1 1  = cos ( i ' i ) , 

............. 
Ct21 = cos (j ' i ) , 

............. 
Ct31 = cos (k' i ) ,  

............. ............. 
а12 = cos ( i'j ) ,  а13 = cos  ( i'k) , 

............. ............. 
Ct22 = cos (j 'j ) ,  Ct23 = cos  (j'k) , 

............. ............. 
Ct32 = cos (k'j ) ,  Ct33 = c o s  (k'k) . 

8 1  

2 .  В ыяснение геометрического смысла. Углы Эйлера. Уясним 
геометрический смысл формул преобразования ( 3 .20) . Для вы­
числения чисел а1т и их геометрического значения предполо­
жим, что первая и вторая системы имеют общее начало (т . е. 
а =  Ь = с = О) .  

Ради определенности будем считать, что обе системы Oxyz 
и Ox'y'z' являются п р  а в ы  м и. 

Введем в рассмотрение т р и  у г л а , полностью характери­
зующие расположение осей второй системы относительно пер­
вой. Обозначим чер ез и ось, совпадающую 
с линией пер есечения координатной пло­
скости Оху первой системы с координатной 
плоскостью Ох'у' второй системы и на­
правленную так, что три  н аправления Oz, 
Oz' и и образуют правую тройку 
(рис. 3 .3) . 

z 

:с '  

Рис. 3 .3 

У' 

Пусть теперь 'Ф - угол между осями Ох 
и и, отсчитываемый в плоскости Оху от 
оси Ох в направлении кр атчайшего пово­
рота от Ох к Оу, 0 - не превосходящий л: 
угол между осями Oz и Oz' и , наконец, ер -
угол между осями и и Ох', отсчитываемый в плоскости Ох'у' от 
оси и в напр авлении кр атчайшеrо поворота от Ох' к Оу'. 

. Три угла ер ,  'Ф и 0 называются углами Эйлера * ) . Очевидно, 
по трем углам Эйлера и по направлениям осей Ох, Оу и Oz 
однозначно определяются направления осей Ох', Оу' и Oz'. 

Если заданы три угла Эйлера ,  то преобразование первой 
системы Oxyz во вторую систему Ox'y'z можно представить 
в виде последовательного проведения следующих трех поворо­
тов : 

1 )  поворота системы Oxyz на угол 'Ф вокруг оси Oz, пере· 
водящего эту систему в систему Ox1y1z1 ( рис.  3 .4 ) ;  

2)  поворота системы Ox1y1z1 на угол 0 вокруг оси Ох1 , пе· 
реводящего эту систему в систему Ox2Y2Z2 (рис. 3 .5) ; 

3 )  поворота системы OX2Y2Z2 на угол ер вокруг оси Oz2 = 
= Oz', переводящего эту систему в систему Ox'y'z' ( рис. 3 .6) . 

Каждый из указанных трех поворотов производится в одной 
из координатных плоскостей соответствующей системы. Поэто-

" ) Леонард Эйлер ( 1 707-1 783) - великий математик, член Петербург­
ской Академии наук, б6Jtьшую часть жизни провел в России, по происхожде• 
нию швейцарец, 
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му для соответствующих координат при каждом таком повороте 
будут справедливы формулы вида _(3 . 1 3) , .(см . § 1 ) . 

Z(Z,) 

l!t 
Рис. 3.4  Рис. 3.5 

Это позволяет н аписать следующие формулы :  
1 )  для первого поворота 
х = х1 cos 'Ф - у1 sin ·ф, у = х1 s in 'Ф + у 1 cos 'Ф. z = z1 ; (3 .2 1 )  
2 )  для второго поворота 

Х1 = Xz, У1 = У2 COS (Э - Z2 s in 0, Z1 = У2 s in 0 + Z2 COS 0; (3.22) 
3) для третьего поворота 
х2 = х' cos <р - у' s in <р, у2 = х' s in <р + у' cos <р, z2 = z' . (3.23) 

В н ося (3 .23) в (3 .22 ) , а затем ( 3 .22 ) в (3 .2 1 ) ,  получим  
х = (х' cos <р - у'  s i n  <р )  cos 'ljJ -

- [(х' s in <р + у' cos <р) cos е - z' s in О] s in  'ljJ,  
у =  (х' cos <р - у' s in  <р) s in 'ljJ + (3 .24) 

+ [(х' s in <р + у' cos ер) cos О - z' s in О] cos 'Ф.  
z = (х' s in  <р + у' cos <р) s in е + z' cos О .  

Сравнивая формулы (3 .24)  с формулами (3 .20)  (при  а = 
= Ь = с = О ) ,  окончательно получим выражения для чисел а1т 
через углы Эйлера : 

Ct1 1 = cos 'Ф cos <р - s in 'Ф cos е sin <р, 
Ct12 = s in 'Ф cos <р + cos 'Ф cos е s in <р, 
Сt1з = s in е s in <р, 
Ctzt = - cos 'Ф s in <р - s in 'Ф cos е cos <р, 
Ctz2 = - sin 'Ф sin <р + cos 'Ф cos е cos <р, (3.25) 
Ctzз = s in е cos <р, 
Ct31 = s in 'Ф s in е, 
Ct32 = - cos 'Ф s in е, 
Сtзз = cos e. 

Для вывода формул (3 .25} мы использовали допущение, что 
обе системы имеют общее начало. Разумеется, отказ от этого 
допущения не изменит вида формул (3 .25) , ибо ни направлени� 
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осей координат, ни величина углов Эйлера не зависит от того, 
rде выбрано начало первой и второй систем. 

Самое общее преобразование координат представляет собой 
суперпозицию (последовательное проведение 1 параллельного 
переноса и трех производимых в соответствующих координат­
ных плоскостях поворотов и определяется формулами (3.20) , 
в которых (при условии, что обе системы являются правыми) 
числа а1т выражаются через углы Эйлера по формулам (3.25) � 

Формулы, аналогичные (3.25) , могут быть получены и для 
случая, когда системы Oxyz и O'x'y'z' либо обе являются ле­
выми, либо имеют разную ориентацию. 

3 а м е ч а н и е. Если Oxyz и О' х' у' z' - две произвольные 
правые декартовы пр ямоугольные системы в пространстве, то 
первая из них может быть совмещена со второй посредством 
параллельного переноса , совмещающего их начала, и о д н о г о  
поворота вокруг некоторой оси в пространстве. 

Для нахождения указанной оси, во-первых, у�тем,  что она 
проходит через общее начало О' совмещенных посредством па ­
раллельного переноса систем (ибо это начало остается непо­
движным при повороте) , и, во-вторых, заметим, что если О'М' -
произвольный вектор,  лежащий на искомой оси вращения, то 
координаты точки М' не изменяются при повороте. 

Отсюда вытекает, что для нахождения координат х', у' и z' 
точки М' в системе O'x'y'z' следует в системе (3.20) (взятой 
при а = Ь = с = О) положить х = х', у =  у'; z = z'. Это при­
ведет нас к следующей однородной системе трех уравнений 
с тремя неизвестными : 

(а1 1 - 1 ) х' + а21У' + аз1z' = О , 

а12х' + (� - 1 ) у' + аз2z' = О , (3 .26) 
а,зх' + �зu' + (азз - l ) z' = О . 

С помощью формул (3.25) можно показать, что определитель 
этой системы равен нулю. Стало быть, в силу п. 8 Дополнения 
к главе 1 система (3.26) имеет нетривиальные решения, кото­
рые определяют совокупность коллинеарных векторов О' М', ле· 
жащих на оси вращения. 

Одним из таких векторов будет вектор О'М� == {х', у', l } ,  
координаты х'  и у' которого определяются из  первых двух 
уравнений (3.26} при z' = 1 .  

§ 3. Л инейные преобразования 
1 . Понятие линейных преобразований плоскости. Линейным 

преобразованием плоскости л: называется преобразование, при 
J<отором каждая точка М.(х1 у)� этой плоскости переходит в 
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точку М', координаты х', у' которой определяются формулами 

х' = а1 1х + а12У + а1з, 
у' = а21Х + az2Y + аzз· 

(3.27) 

Обычно говорят, что соотношения (3 .27), задают линейное пре· 
образование плоскости. Определитель 

(3.28) 

называется определителем линейного преобразования (3 .27)' . 
В случае Л =!= О преобразование (3 .27} называется невырож­
денным, а в случае Л = О - вырожденным. Мы в дальнейшем 
будем рассматривать невырожденные линейные преобразова­
ния,  т . е. будем считать Л =!= О *} .  Такие линейные преобразова­
ния называются аффинными. 

3 а м е ч  а н  и е. Наименование линейное преобразование объ· 
ясняется тем, что координаты х', у' точек М' - образов точек 
М (х, у)  (сами эти точки называются прообразами точек М') 
являются линейными функциями координат х, у. Отметим, что 
определение линейных преобразований инвариантно относи­
тельно выбора декартовой системы координат, поскольку коор· 
динаты точки в одной декартовой системе координат выра· 
жаются линейно через ее координаты в любой другой декарто· 
вой системе координат. 

2. Аффинные преобразования плоскости. В предыдущем 
пункте мы отметили, что аффинные преобразования плоско· 
сти - это линейные преобразования (3 .27) , для которых Л =:/=- О. 
Перечислим некоторые свойства таких преобразований.  

1° .  Последовательное выполнение двух аффинных преобразо­
ваний является аффинным преобразованием. 

Это свойство проверяется непосредственно. 
2°. Тождественное преобразование х' = х, у' = у также яв­

ляется аффинным. 
Действительно, для этого преобразования 

fi = 1 � � 1 = 1 =:/=- о. 
3°. Преобразование, обратное данному аффинному (т. е. пре· 

образование плоскости л:, переводящее точки М' (х', у'), в точки 
М (х, у) ) ,  также является аффинным. 

* ) Если Л = О, то с помощью преобразования {3.27) все точки М (х, у) 
плоскости 1t преобразуются в точки М' (х', у' ) , расположенные на некоторой 
прямой. Действительно, если Л = О, то а11 = Ла2 1 ,  а2 1 = Ла22. Поэтому, если 
мы умножим на -Л второе из соотношений (3.27) и сложим с первым, то 
rюлучим х' - Лу' = а1з  - Ла2з. Мы видим,  что координаты х', у' точек .М' 
удовлетворяют линейному уравнению, т .  е. все точки М' лежат на  прямоi\, 
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Докажем это свойство. Обратное преобразование может 
быть получено следующим образом. Найдем х и у из соотно­
шений (3 .27), .  Для этого перепишем их следующим образом : 

G 1 1 X  + а1 2У = х' - G13 ,  
а2 1Х  + а22У = у' - й2з· 

Решение этой системы имеет та кой вид :  

где 
(3 .29) 

' {см.  Дополнение к главе 1 ,  формулы (Д l .8) и (Д l .6) ) .  Рас· 
кроем выражения для Лх и Лу по формуле (Д l .2)  и подставим 
полученные значения в (3 .29 ) . Получим следующие выражения 
для обратного преобразования : 

а22 ' G 1 2  ' 1 1 а 1 з  a 1 2 j Х = - Х - - у - -д д д аzэ а22 ' 

а2 1  , + а 1 1  , 1 1 а 1 1  а 1 э  1 у = - - Х - у - -д д д а21  а2з 
• 

(3 .30) 

В идим, что обратное преобразование является линейным. Чтобы 
убедиться, что оно является аффинным, остается доказать, что 
его определитель Л' =/= О. В самом деле, 

л 1 
= дz = д =I=  о. 

Итак, доказано, что преобразование, обратное данному аф· 
финному, также является аффинным. 

4°. Аффинное преобразование представляет собой взаимно 
однозначное преобразование плоскости. 

Это означает, что каждая точка М'(х', у') есть образ един· 
ственной точки М (х, у) и в свою очередь каждая точка М (х, у); 
представляет собой прообраз лишь одной точки М' (х',  у') . 

Докажем это свойство. Предположим ,  что две точки М (х, у}; 
и .М (х, fj), преобразуются с помощью (3 .27} в одну точкr. 
М' (х', у') . Тогда путем вычитания из соотношений (3.27} ана• 
логичных соотношений для координат х, [j точки М получим 
следующую систему линейных уравнений для разностей х - х, 
у - у; 

а1 1  (х - х) + а12 (у - [j) = О, 
а21 (х - i) + а22 (у - [j) = О. 
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Эта система имеет нулевое решение х - х = О, у - fj = О, а так 
как ее определитель Л = j ан a 1 2 j =;6 0, то это нулевое решение а2 1  аи 
единственно. Итак, х = i, у =  fj, т. е. точки М и Л1 совпадают. 
Таким образом, каждая точка М' (х', у') есть образ единствен­
ной точки М (х, у) . Обращаясь к формулам (3 .30 ) , путем ана­
логичных рассуждений мы убедимся, что каждая точка М (х, у); 
представляет собой прообраз лишь одной точки М' (х', у') .  

3. Основное свойство аффинных преобразований плос1шсти. 
Докажем следующее утверждение : 

Теорема 3,1. -при аффинном преобразовании плоскости каж­
дая прямая переходит в прямую и параллельные прямые пере­
ходят в параллельные прямые. 

Д о  к а з а  т е л  ь с т  в о .  Рассмотрим на плоскости л: прямую 
L, определяемую уравнением 

(3.3 1 ) 

Чтобы выяснить, что представляет собой совокупность точек 
М' (х', у') - образов точек М (х,  у) , расположенных на прямой 
L, - подставим в уравнение ( 3 .3 1 ) вместо х и у их выражения 
через х', у' по формулам (3 .30) . В результате получим соотно­
шение вида 

А'х' + В'у' + С' = О. (3 . 32) 

Мы видим, что х' и у' - Удовлетворяют линейному уравнению 
( 3.32) , т .  е .  точки М' (х', у') расположены на прямой L', опре­
деляемой уравнением (3 .32 ) . 

Итак, доказано, что в с е  точки прямой L при аффинном пре­
образовании (3 .27) переходят в точки прямой L'. Так как при 
обратном аффинном преобразовании (3.30) в с е  точки прямой 
L' перейдут в точки прямой L, то в силу взаимной однознач­
ности аффинного преобразования (см. п .  2 ,  свойство 4°) , пря· 
мая L переходит в прямую L'. Итак, при аффинном преобразо­
вании прямая переходит в прямую. 

Перейдем к доказательству второй части теоремы. Пусть L1 
и L2 - параллельные прямые,  а i; и L� - их образы при аф­
финном преобразовании ( 3.27J плоскости л;. Допустим, что пря­
мые L� и L� имеют общую точку М'. Так как аффинное преоб­
разование взаимно однозначно, то М' - образ только одной 
точки М, причем М должна принадлежать и L1 и L2 , что не­
возможно, поскольку L1 и L2 параллельны. Следовательно, 
L� и L� не имеют общих точек, т. е. параллельны. Теорема до­
казана . 

Естественно поставить вопрос о геометрическом способе за· 
дания аффинного преобразования плоскости. Определенный от­
вет на этот вопрос дает следующее утверждение: 
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Теорема 3.2. Аффинное преобразование плоскости опреде· 
-лено однозначно, если заданы образы трех точек, не лежащих 
на одной прямой и эти образы также не располагаются на од· 
ной прямой. 

Д о  к а з  а т е л  ь с т  в о. Пусть точки М, (х, , у, )' , М2 (х2, У2} , 
Мз (х3 , уз) плоскости л: не лежат на одной прямой и точки 
м� (х� , У�) . м; (х;, у;) , м; (х;, у;) этой плоскости также не ле· 
жат на одной прямой. Убедимся, что существует единст�енное 
а ффинное преобразование плоскости л:, переводящее точки М , ,  
М2, Мз в точки М�,  м;, М� соответственно. 

Пусть искомое аффинное преобразование задается соотно­
шениями (3 .27) с неизвестными коэффициентами а 1 1 , а 1 2 , а 1 :1 , 
а2 1 , а22, аzз . Докажем, что при наших предположениях эти ко­
эффициенты определяются однозначно и, кроме того, определи ­
тель Л, вычисленный по формуле (3 .28) , отличен от  \IУЛЯ .  Этим , 
очевидно, и будет завершено доказательство теоремы. 

С помощью первой из формул (3 .27) получим соотношения 

х� = а1 1х 1 + а12У1 + а1з• 
х; = а1 1х2 + а1 2у2 + а,3, 
х; = а1 1хз + а12Уз + а1з • 

(3 .33) 

которые можно рассматривать как систему трех линейных урав­
нений относительно неизвестных а 1 1 , а 12 , а 1 з. Определитель этой 
системы 

(3.34) 

отличен от нуля, так как по абсолютной величине равен пло­
щади параллелограмма,  построенного на неколлинеарных век-
торах М1М2 и М1М3 *) . Лоэтому система  (3 .33) однозначно раз­
решима относительно а 1 1 ,  а 1 2 и а 1 з· Обращаясь ко второй из 
формул (3 .27) ,  с помощью аналогичных рассуждений убедимся, 
что и величины а2 1 , а22 и а2з определяются однозначно. Таким 
образом, однозначно определяется линейное преобразование 
(3 .27) , переводящее точки М1 , М2 и Мз соответственно в точки 
М�, м; и м;. Остается доказать, что определитель Л (см .  (3.28)) 
полученного преобразования отличен от нуля. Обратимся к 

*) Так как точки М1 , М2 и Ms не лежат на одной прямой, то векторы 
М1М2 и М1Мз не коллинеарны. В системе координат Oxyz (ось Oz перпенди• 
кулярна плоскости п) эти веJ{торы соответственно имеют координаты {xz - х1, У2 - У1,  О} и {хз - Х1 , уз - У1. О}. Поэтому модуль векторного произведения 
9ТНХ векторов равен модулю определителя (З.34) и, как известно, равен пло· 
щади параллелограмма, построенного на данных векторах, 
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определителю 

1 
х; 

- х; u; - u; 1 
1 , , 1 • Х3 - Х1 Уз - У 1 

(3 . 35) 

Этот определитель отличен от нуля, так как по а бсолютной ве· 
личине равен площади параллелограмма ,  построенного на  не· 
коллинеарных векторах м;м; и м;м; * ) . С помощью первой из 
формул (3 .27) получим для элемента х; - х; определителя 
( 3 .35). следующее выражение : 

х; - х; = а1 1 (х2 - х1 ) + а12 (У2 - У1) . 
А налогичные выражения получим с помощью формул (3.27) и 
для остальных элементов определителя (3 .35) . Подставляя на й-

' ' ' ' ' ' ' ' (3 35 ). денные выражения для х2 - х" у2 - у" х3 - х1 и у3 - у, в . . , 
после несложных преобразований получим 

Так как определители 
' '

1 У2 - У1 
' ' ' 

Уз - Уr 

a 1 2  \ • I х2 - Х1  У2 - У 1  1 · а22 Хз - Х1 Уз - У � 

1 Х2 - Х 1 У2 - У 1 1 
Хз - х1 Уз - У1 

(3.36) 

отличны от нуля , то из (3 . 3G) следует, что и Л = / а 1 1  а 1 2 1 =;6: 0. 
а21 az2 

Теорема  доказана .  
З а м е ч  а н и  е .  Аффинное преобразование, для которого 

Л = \ ан a 1 2 i = 1 ,  называется эквиаффинным, т. е. сохраняющим а21 а22 
площади.  Для таких преобразований соотношение (3 .36} озна ­
ч ает равенство площадей параллелограммов, построенных на 

векторах М1М2 и М1М3 и н а  вектор ах м;м; и м;м;. 
4. Основной инвариант аффинного преобразования плоскости. 

Простым отношением трех точек А , В и С на прямой L наз ы· 
вается число 

АВ (АВС) = вс , (3 .37) 

1<оторое, очевидно, равно отношению, в котором точка В делит 
направленный отрезок А С. 

Докажем следующее утверждение : 
Теорема 3.3. Простое отношение трех точек на прямой яв­

ляется инвариантом аффинного преобразования. 

* )  Эти векторы неколлинеарны, так как точки 
на одной прямой, См.  предыдущую сноску, 
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Иными словами, простое отношение трех точек на  прямой 
не меняется при аффинных преобразованиях. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т в о. Рассмотрим три точки А (х1 , У 1 )' ,  
В (х2, У2) и С (хз, Уз ) на прямой L. Из формул ( 1 . 1 1 ) главы 1 для 
координат точки. делящей отрезок АС в отношении 'Л = АВ/ВС, 
получаем для рассматриваемого случая следующее выражение 
для 'Л :  

Л = Х2 - Х1 = У2 - У1
. Хз - Х2 Уз - У2 

(3 .38) 

Пусть А' ( х� , у�) .  В' ( х; , у;) и С' ( х; , у�) - образы точек А,  В и 
С соответственно при аффинном преобразовании (3.27)' .  Точка 
В' делит отрезок А'С' в отношении Л', причем 

Из (3 .27) получаем 

х; - х� = а1 1 (х2 - х1 ) + а1 2 (У2 � У1) , 

х; - х; = а1 1 (хз - х2) + а12 (Уз - У2) ·  

(3 .39) 

(3 .40) 

Из соотношений (3 .38) получим,  что Х2 - х, = 'Л (хз - Х2) ' и 
У2 - У1 = 'Л (уз - у2) . Подставляя найденные .значения х2 - х1 
� У2 - Yi в первую из формул (3.40) ,  получим 

х; - х� = Л [а1 1 (хз - х2) + а12 (Уз - У2) ] . 

Подставим теперь в числитель правой части (3 .39)'  найденное 
выражение для х; - х ; ! а в знаменатель - выражение для х;- х; 
(см.  вторую формулу (3.40)>: . После сокращения на  а 1 1  (хз ­
- х2) + а1 2  (Уз - У2 ) получим 'Л = 'Л'. Так как 'Л = АВ/ВС = 
= (АВС) и 'Л' = А'В'/В'С' = (А'В'С'): (см. (3 .37) ) , то (АВС) = 
= (А'В'С' ) ', т. е. при аффинном преобразовании простое отноше· 
ние трех точек не меняется . Теорема доказана . 

3 а м е ч  а н  и е. Простое отношение трех точек называется 
основным инвариантом аффинного преобразования, так как че­
рез него могут быть выражены все другие инварианты аффин­
ного преобразования.  

5. Аффинные преобразования пространства. Аффинным пре• 
образованием пространства называется преобразование, при 
котором каждая точка М (х, у, z) пространства переходит в точ" 
ку М', координаты х', у', z' которой определяются формулами 

х' = al lx + а12у + а1зz + а14, 
у' = az1X + а22У + а2зz + az4, (3 .4 1) 
z' = аз1 х + аз2У + аззz + аз4, 
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nричем определитель 
1 а 1 1  а1 2  а1э 1 

Д = а21 а22 а2з 
йз 1  аз2 азз 

считается отличным от нуля : д =/= О. 
В полной аналогии со случаем плоскости доказываются сле­

дующие свойства аффинных преобразований пространств а :  
1 °. Последовательное выполнение аффинных преобразований 

пространства является аффинным преобразованием простран­
ства. 2°. Тождественное преобразование является аффинным. 

3°. Преобразование, обратное данному аффинному, также 
является аффинным. _ · 

4°. Аффинное преобразование пространства взаимно одно­
значно. 

Основное свойство а ффинного преобразования пространства 
формулируется следующим образом : при аффинном преобразо­
вании пространства плоскости переходят в плоскости, прямые 
в прямые, параллельные плоскости и прямые переходят в па­
раллельн.ые плоскости и прямые. 

Геометрический способ задания аффинных преобразований 
пространства основан на следующем утверждении:  аффинное 
преобразование пространства определено однозначно, если за­
даны образы четырех точек, не лежащих на одной плоскости, 
и эти образы также не лежат на одной плоскости. 

Ка к  и в случае плоскости, основным инва риантом аффинного 
преобразования пространства служит простое отношение трех 

точек. 6. Ортогональные преобразования. Линейное преобразование 
на плоскости 

х' = а1 1х + а12У + а1з, 
у' = а2 1Х + а22У + a2J 

(3.42) 

называется ортогональным, если выполняются соотношения 

Из соотношений (3 .43) следует, что 

Л = 1 а 1 1  а 1 2  / =/= О. 
а21 а22 

(3 . 43) 

Поэтому ортогональное преобразование всегда является аф ­
финным. Докажем основное свойство ортогональных преобра­
зований.  

Теорема 3.4. При ортогональных преобразованиях сохра­
flЯЮтся расстояния между точками. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть точки М1.(Х1 , У1}  и M2.(X2, y2j 
посредством ортогонального преобразования (3.42)" переводятся 
соответственно в точки .М� ( х�, у�) и м; ( х;, у;). Требуется дока­
зать, что отрезки мlм2 и м�м; имеют равные длины.  с по­
мощью формул (3 .42) и (3.43) получаем 

\ М�м; 12 = [ х; - х;]2 + [у; - у;]2 = 
= [а 1 1  (х2 - Х1) + а12 (У2 - У1)]2 + C0z1 (х2 - х,) + Oz2 (У2 - У1)]2 = 
= (ai1 + а�1 )  (х2 - х1 )

2 + (ai2 + а�2) (У2 - У1 )2 + 
+ 2 (а 1 1а 12 + az1a22) (х2 - х,) (У2 - У1) = 

= (Х2 - Х1)2 + (У2 - У1)2 = 1 М1М2 12• 
Итак, \ M 1 M2 J = \ М�м; J. Теорема доказана . 

3 а м е ч  а н  и е .  Так как при ортогональных преобразованиях 
расстояния сохраняются, то любая фигура на плоскости пре­
образуется в равную ей фигуру * ) .  Иными словами,  ортого­
налыюе преобразование на  плоскости можно р ассматривать 
как движение этой плоскости. При движении ортогональная  
система координат переходит в ортогональную систему коор­
динат. Этим можно объяснить термин ортогональное преобра­
зование. 

Ортогональные преобр азования обладают следующими свой­
ствами * * ) : 

1 °. Последовательное выполнение двух ортогональных пре· 
образований есть ортогональное преобразование. 

2°. Тождественное преобразование х' = х, у' = у является 
ортогональным преобразованиел-1 (для этого преобразования со­
отношения (3 .43) , очевидно, выполняются) . 

3°. Преобразование, обратное ортогональному, также яв­
ляется ортогональным. 

Линейное преобразование в пространстве 

х' = а1 1Х + а12У + а1зZ + а14, 
у' = а2,х + OzzY + azзZ + az4, (3.44) 
z' = йз1Х + аз2У + аззZ + аз4 

называется ортогональным, если выполняются соотношения 

ai1 + а�1 + а�1 = 1 , а1 1а 12 + а21а22 + а31а32 = О, 

ai2 + а�2 + а�2 = 1 ,  
аiз + а�з + а�з = 1 ,  

а,2а1з + azzazз + аз2азз = О, 

а1за 1 1  + а2за21 + аззаз 1 = О. 

(3.45) 

* )  Например, любой треугольник преобразуется в р авный треугольник �равенство по трем сторонам ) . · ** ) Эти свойства становятся особенно наглядными, если рассматривать 
ортогональное преобразование как движение. 
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Ортогональное преобразование является а ффинным. Справед­
ливо следующее основное свойство ортогональных преобразова ­
ний : при таких преобразованиях сохраняются расстояния между 
точками .  Доказательство может быть проведено в полной ана ­
логии с доказательством теоремы 3 .4 . 

. Ортогональные преобразования в пространстве обладают 
следующими свойствами.  

1 ° .  Последовательное выполнение ортогональных преобразо­
ваний является ортогональным преобразованием. 

2°. Тождественное преобразование х' = х, у' = у, z' = z ­
ортогональное преобразование. 

3°. Преобразование, обратное ортогональному, также орто­
гональное, 

§ 4 .  Проективные преобразования 
Проективными преобразованиялш на плоскости называются 

преобразования вида 

(3 .46) 

коэффициенты а ;1 которых удовлетворяют условию *J 

При проективном преобразовании (3 .46} плоскости особую роль 
играет прямая L, определяемая уравнением 

аз1Х + аз2У + азз = О. 

Для точек этой прямой знаменатели в выражениях для х' и у' 
.(см .  ( 3 .46) ) обращаются в нуль, и поэтому преобразование 
(3 .46 )  не определено для точек этой прямой.  

Отметим,  что проективное преобразова ние инвариантно от­
носительно выбора декартовой системы координат, так как фор­
мулы перехода от одной декартовой системы координат к дру­
гой линейны и поэтому при переходе к новой системе коорди­
нат вид преобразований (3 .46) не меняется . Непосредственной 
проверкой можно убедиться ,  что последовательное проведение 
двух проективных преобразований является проективным пре­
обр азованием , тождественное преобразование и преобразование, 
обратное проективному, - также проективные преобраЗования .  
При  проективных преобразованиях точки, лежащие на  прямой, 
переходят в точки, также ле.жащие на  прямой. 

*) Геометрически это условие означает, что три прямые а 1 1х+а12у+а1 з=· 
,!::: О, а21Х + а22У + а2з -. О ц аз 1Х + аз2У + йзз :::-. О не пересекаются в одной 
точке (см. п. 5 § 2 главы 3)� 
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Основным инвариантом проективного преобразования яв­
ляется так называемое сложное (ангармоническое) отношение 
(ABCD)' любых четырех точек А ,  В,  С и D на  прямой, которое 
определяется как частное двух простых отношений :  

(ABCD) = (АСВ) : (ADB).  
Инвариантность сложного отношения (ABCD)' четырех точек 
прямой может быть обоснована так же, как и инвариантность 
простого отношения при аффинных преобразова ниях. 

Проективными преобразованиями в пространстве называют­
ся преобразования вида 

у' = 

z' = 

а2 1 Х  + а22У + а2зZ + а24 
G41X + G42Y + G43Z + G44 ' 

G3 1 X + аз2У + G33Z + G34 

G4 1 X  + G42Y + G43Z + G44 ' 

для которых четыре плоскости 
а1 1х + а12у + a13z + а14 = О, 
а21Х + а22У + а2зz + а24 = О, 
аз1Х + аз2У + аззz + аз4 = О, 
а41Х + а42У + а4зz + а44 = О 

не пересекаются в одной точке. 
Отметим,  что проективное преобразование в пространстве не 

определено для точек плоскости, определяемой уравнением 
а41х + а42у + a43z + а44 = О. 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что последо­
вательное проведение двух проективных преобразований, тож­
дественное преобразование и преобразование, обратное проек­
тивному, - также проективные преобразования.  При проектив­
ных преобразованиях точки, лежащие в одной плоскости, пере­
ходят в точки, также лежащие в одной плоскости, а точки,  ле­
жащие на прямой, переходят в точки, лежащие на прямой. 

Основным инвариантом проективного преобразования в про· 
странстве является сложное отношение (ABCD). = (АСВ), : (ADB),  
любых четырех точек А ,  В , С и D на прямой. 
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УРА В Н ЕН И Е  Л И Н И И  НА ПЛОС КОСТ И. УРАВ Н ЕН ИЯ 

П О В ЕРХНОСТ И И Л И Н И И В ПРОСТРАН СТВ Е 

В этой главе р ассматривается один из важнейших вопросов 
аналитической геометрии - вопрос об аналитическом представ­
лении линии на плоскости и поверхности и линии в простран­
стве при помощи уравнений, связывающих их координаты * ) .  
Обсуждаются простейшие задачи,  связанные с таким аналити­
ческим  представлением, и приводится классификация плоских линий и поверхностей. Доказывается ,  что порядок алгебраиче­
ской линии (и  соответственно поверхностиl не зависит от вы­
бора декартовой прямоугольной системы. 

§ 1 . Уравнение линии на плоскости 
1 .  Понятие об уравнении линии. Предположим,  что на пло· 

скости л; нам заданы :  1 )  декартова прямоугольная система ко­
ординат Оху и 2 )  некоторая линия L. Рассмотрим некоторое 
ур авнение, связывающее две переменные величины х и у ! * ), 

Ф (х, у) =  О. (4 . 1 ) 
Определение. Уравнение (4 . 1 )'  называется у р а в н е н и е м  

:л и н и и L (относительно заданной системы координат) , если 
этому уравнению удовлетворяют координаты х и у любой точ­
ки, лежащей на линии L, и не удовлетворяют координаты х и у 
ни одной точки, не лежащей на линии L. 

С точки зрения этого определения сама линия L представ­
ляет собой ( в  заданной системе координат) геометрическое 
место точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
(4 . 1 ) .  

*) По поводу самого понятия линии (или соответственно поверхности) 
отсылаем читателя к главе 1 1  выпуска 1 настоящего курса. 

**) Равенство Ф (х, у) = О, где Ф (х, у) - заданная функция двух пере­
менных х и у, называется уравнением, если это равенство справедливо не для 
всех пар вещественных чисел х, у. Равенство Ф (х, у) = О, справедливое для &сех пар вещественных чисел х, у, называется тождестбом, , -
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Если (в заданной системе координат) рассматриваемое у�эав­
нение вида (4 . 1 )  является уравнением линии L, то мы будем 
говорить, что это уравнение определяет линию L. 

3 а м е ч  а н  и е. Нетрудно указать такое уравнение вида ( 4. 1 )' , 
I<оторое либо определяет геометрический образ ,  отличный ot 
того, что мы привыкли понимать под термином «линия», либо 
вообще не определяет никакого геометрического образа .  Так, 
уравнение х2 

,+ у2 = О определяет на плоскости Оху лишь одну 
точку (О, О) , а уравнение х2 .+ у2 + 1  = О  вообще не определяет 
никакого геометрического образа .  Для того чтобы уравнение 
вида (4 . 1 )  определяло геометрический образ , отвечающий на ­
шему привычному представлению о линии, следует, вообще го­
воря, подчинить функцию Ф (х, у) некоторым ограничениям (на•  
пример требованию однозначной разрешимости функциональ· 
наго уравнения ( 4. 1 )' относительно одной из переменных) . Эти 
ограничения выясняются в курсе математического анализа (см. 
выпуск 1 ,  главу 1 5, § 2 ,  п.  3) . 

П р и м  е р . Убедимся в том ,  что уравнение 
(х - а)2 + (у - Ь)2 = r2 (4.2) 

является уравнением окружности радиуса r > О с центром в 
точке М0 (а , Ь )' .  В самом деле, точка М (х, у)' лежит на  указан­
ной окружности тогда и только тогда , когда расстояние между 
точками М (х, у)' и Мо (а , Ь)' равно r, т. е. тогда и только тогда , 
когда квадрат расстояния между указанными точками 
' (х - а) 2  + (у - Ь) 2  равен r2 •  Таким образом , координаты любой 
точки М (х, у) , лежащей на указанной окружности, удовлетво­
ряют уравнению (4 .2 ) ,  а координаты любой точки, не лежащей 
на указанной окружности, не удовлетворяют уравнению ( 4.2) '. 

Уравнение окружности радиуса r > О с центром в начале 
координат имеет более простой вИд, а именно 

х2 + у2 = ,2. (4.3) 

2. Параметрическое представление линии. Для аналитиче­
ского представления линии L часто бывает удобно выражать 
переменные координаты х и у точек этой линии при помощи 
третьей вспомогательной переменной (или параметра) t: 

х = <р (t)" у =  'Ф (t) , (4.4) 
где функции <p-( t)' и 'Ф ( t)' предполагаются непрерывными по па­
р аметру t (в некоторой области {t} изменения этого параметра )' . 
Исключение из двух уравнений (4 .4)  параметра t приводит 
к рассмотренному выше уравнению вида ( 4. 1 )  * ) .  

*) Такое исключение заведомо возможно, если хотя бы одна из функцнА 
х = <p (t) или у = ф (t) имеет обратную ,(достаточные условия для этого см. 
в п. 4 § 2 главы 1 5  выпуска 1 ) .  
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Параметрическое представление линии на  плоскости есте­
ственно возникает, если эту линию рассматривать как путь , 
пройденный материальной точкой, непрерывно двИ:жущейся по 
определенному закону. В самом деле, если переменная t пред­
ставляет собой время,  отсчитываемое от некоторого начального 
момента , то задание закона движения и представляет собой за ­
дание  координат х и у движущейся точки как некоторых н> 
прерывных функций х = ер  ( t ) и у = '1J ( t) времени t. 

П р и м  е р ы. 1 )  Установим параметрические уравнения 
окружности радиуса r > О с центром в начале координат .  Пусть 

!! 
у 

Рис. 4 . 1  Рис. 4 .2  

М (х ,  у) - любая точка этой окружности , а t - угол между ра ­
диусом-вектором ОМ и осью Ох, отсчитываемый против часо­
вой стрелки (рис.  4 . 1 ) .  Очевидно, что 

х = r cos t, у = r sin t. (4 . 5) 

Уравнения ( 4 .5 ). и представляют собой параметрические урав­
нения рассматриваемой окружности. Параметр t может прини­
мать любые значения,  но для того, чтобы точка М (х, у) один 
раз обошла окружность, следует ограничить область изменения 
параметра полусегментом О � t < 2:n:. Заметим , что для исклю­
чения параметра t из уравнений ( 4.5) достаточно возвести в 
квадрат и сложить эти уравнения ;  мы получим при этом урав­
нение ( 4 .3)  предыдущего пункта .  

2 )  Установим параметрические уравнения так называемой 
циклоиды, которая определяется как путь, описываемый одной 
из точек М окружности , катящейся без скольжения по непо­
движной прямой.  Примем за ось Ох декартовой прямоугольной 
системы ту прямую, по которой катится окружность, за  начало 
координат - одну из точек, в которых точка М катящейся 
окружности выходит на  указанную прямую, и направим ось Оу 
так ,  чтобы ее положительная полуось лежала по ту же сторону 
от Ох, что и катящаяся окружность ( рис. 4 .2) . 

Фиксируем произвольное положение катящейся окружности 
и обозначим для этого положения буквой С - центр , а буквой 
А - точку касания с осью Ох. Примем за параметр t угол, на  
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который  пове рнулась катящаяся окружность при перемеще 11 и 1 1 
и з  поло ж е н и я с точкой каса ния  в н ачале коорди нат  О в полu­
же н ие с д а н ной точ кой каса ния  А .  Та к  как качение происходит 
без скольже ни я , то ОА = Rt, где R - ради ус окружности . 

В силу того,  что дека ртовы прямоугольные координаты х и у 
точ к и  М р а в н ы  n рое к11и я м  в е п о р а  О/Й 11 а  ос и коорди нат (с м .  
п .  9 § 1 гл .  2 ) , и в с 1 1 л у  л 11 11 с i'1 1юго с rз о ii с т в а  п роекци и вектора  
на ось ( с м .  п .  8 и 9 § 1 г л а в ы  2 )  п ол у ч и м  

х = п р ,  О :И  = n p , 0 . 1  + n p , · A C  + п р ,  СМ, 
у =  n py О М = n p!/ О А  + п ру АС + п р11 СМ . (4 . 6 )  

У ч ит ы в а я ,  что угол А СМ ,  отс ч ит ы в а е м ы ii от  в екто р а СА в на ­
п р а вле н и и по ч а совой стрелке ( р и с .  4 . 2 ) , м ожет отл и ч а ть ся о т  

угла 1 л и ш ь  н а  вел и ч ину,  кра·тную 2n:, буде м и м еть 

п р"  О А = Rt ,  П Рх АС = О, ПРх  СЛ.1 = - 1< s i n  / ,  
п р11 0 А = О, пр11 АС = R, пp11 CM = - R cos r .  

В ставляя эти  значения в формулы ( 4 .6 ) , окончател ь но по­
лучим  пара метрические уравнения ци клоиды 

x = R (t - s in t) , y = R ( l - cos t) . (4 . 7) 
П а р а метр t в у р а в i1 е :� и я х ( 4 . 7 ) м о жет п р и н и мать ка кие угодно 
значения .  

3 а м е ч  а н  и е . Часто л и н 11 ю  L оп редел я ют не  уравнением 
(4 . 1 ) ,  а разрешенным  ( на п р и мер ,  относительно у)  уравнен ие м  

у =  f t x ) .  (4 .8) 

Подчеркн е м , что оп ределение  л и н и и  разрешенным ура в нением 
(4 .8) представляет собой част н ы й  случ а й  п а р а метри<rеского 
определения этой линии  ( при  х = t ,  у = f ( t ) ) .  ' 

3. Уравнение линии в различ н ых системах координат. В ид 
уравнения линии  L за висит не только от вида са мой л и н и и  L,  
но и от выбора систе мы коорди нат .  Ура'внение ли нии  меняетс я 
ка к  при  переходе от одной дека ртовой систе м ы  координат 
к Другой , та к  и при  переходе от  дека ртовых к каким-нибудь 
другим координатам .  

Если  ( 4 . 1 ) представляет собой уравнение линии  L относи­
тельно дека ртовой пря моугольной систем ы  координат  Oxlj,  то , 
чтобы получить уравнение той же линии  L относительно любой 
другой системы координат,  достаточно подставить в ( 4 . 1 )  на  
место х и у их выражения через новые координаты.  

Так ,  н а п р и мер ,  линия  L, определяемая в декартовой системе 
Оху уравнением (4 . 1 ) ,  в полярной системе * )  будет опредс-

*) Конечно, при э1 ом предполагается .  что полюс совмещен с н а ч а л о м  
декартовых координат, а поляр ная ось - с осью Ох. 

4 В. А. 1!лы1н. Э. Г. Позняк 
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ляться уравнением 
Ф1 (р, QJ) = О, 

где введено обозначение Ф1 (р ,  QJ) = Ф (р cos QJ, р s in  QJ )' (см. фор· 
мулы перехода от декартовых координат к полярным ; гла· 
ва 1 ,  § 4) .  

Использование для определения некоторых линий недека р· 
товых сИстем координат объясняется тем , что уравнение линии 
имеет при этом более простой вид . 

П р  и м  е р . Предположим,  что ось и вращается (против ча­
совой стрелки) вокруг неподвижной точки О и по этой вра· 
щающейся оси движется точка М так, что длина р вектора ОМ 
пропорциональна углу QJ поворота оси и, отсчитываемому от 

Рис. 4.3 

некоторой неподвижной оси Ох (рис. 4.3) . 
Линия, описываемая точкой М, называ• 

ется спиралью Архимеда. 
Если ввести полярную систему координат, 

:с поместив полюс в точку О и напр авив поляр· 
ную ось вдоль оси Ох, то по са мому опреде• 
лению спирали Архимеда ее ур авнение имеет 
вид 

р = а<р, (4 .9) 
где р - пол ярный радиус, <р - полярный угол , · а - коэффициент 
пропорциональности , который будем считать отличным от нуля. 
На рис. 4 .3  сплошной линией изображена часть спирали Архи· 
меда для случая а > О, 

а 
штриховой линией - часть спирали 

Архимеда для случая а < О * ) . 

Уравнение (4.9) спирали Архимеда в полярной системе координат отли· 
чается чрезвычайной простотой. Для того чтобы читатель убедился, насколько 
сложно выглядит уравнение той же спирали Архимеда в декартовой прямо· 
угольной системе, приведем это уравнение для случая а > О. Имея в виду, 
что 

.J 

arctg JL + 2nn при х > О, х 
р = ,Ух2 + у�, arctg 1L + n + 2nn при х < О, 

[ 

х 
1t Х = О, т sgn y + 2nn при 

где п = О, ± 1 ,  ±2, • . •  , мы получим, что для слуqая а > О спираль Архи· 
меда определяется следующей бесконечной системой уравнений (номер п 

•) Конечно, при неограниченном изменении угла <р (в случае а > О в 
положительную, а в случае а < О в отрицательную сторону) как сплошная, 
tак и штриховая спирали будут иметь бесчисленно много завитков, не изо• 
браЖенных на рис, 4,3, 
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принимает значения О, ± 1 ,  ±2, . . .  ) : 

,У х2 + у2 =- а ( arctg � + 2nn) при х :> О, 

,У х2 + у3 = а ( arctg � + n + 2:tn) при х < О, 

1 v I = а ( � sgn у + 2n:n) при х - О. 

99 

4. Два типа задач, связанных а аналитическим представле· 
нием линии. В связи с аналитическим представлением линии воз­
никают задачи д в у х  т и п  о в .  Задачи первого типа заключают­ся в изучении свойств линии при помощи зарангг данного 
уравнения этой линии. Такое изучение проводится средствами 
математического анализа и выходит за рамки анаЛ'итической 
геометрии. В самом деле, уравнение линии устанавливает функ­
циональную зависимость между координатами точек это� линии 
и задача первого типа, по существу, представляет собой гео­
•метричвское исследование графика функции (см. r лаву 9 вы­
пуска 1 ) . 

Задачи второго типа заключаются в выводе уравнения ли­
нии, заранее заданной геометрически (например, линии, задан­
ной как геометрическое место точек, удов.iiетворяющих некото-
рым условиям) . · 

Примерами задач второго типа могут служить все рассмот­
ренные в пп. 1-3 задачи (вывод уравнения окружности, цик­
.лоиды и спирали Архимеда ) .  

5. Классификация плоских линий. Исходя И3 аналитического 
представления линий относительно декартовых прямоугольных 
ctцrreм координат, устанавливают следующую классификацию 
ПJtОСКИХ лиnий. 

Определение 1.  Линия называется а л г в б р а  и ч в с к о й, 
если в некоторой декартовой прямоугольной системе координат 
она определяется уравнением 

Ф (х, у) .... о, (4. l ) 
в котором функция Ф (х, у) представляет собой алгебраический 
полином * ) .  

Определение 2. Всякая неалгебраическая линия называется 
т р а н с ц е н д е н т н о й. 

Определение 3. Алгебраическая линия называется л и н и е й  
п о р я д к а п , если в неl<оторой декартовой прямоугольной си­
ст4ме координат эта линия определяется уравнением ( 4. 1 ) , в 
котором функция Ф (х, у} представляа'r собой алгебраичеtkий 
nолином п.-й степени. ' 

* ) То есть сумму конечного числа слагаемых вида ak1xky1, где h и t -
целые неотрщ�.<1те;�11вые числа, ам ...., некоп>рь�11 П09.TQПllJIЫe. 

4• 
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И н ым-и слов а м и , лщtией п-го порядка н а зывается л и н и я ,  
о п р еделяе м а я  в не которой дека ртовой пря моугольной систе ме 
алгебраическим уравнением степени п с двумя неизвестными. 

Для уста новления  корректности определений 1 ,  2 и 3 необхо­
д и м о  дока зать следующее утверждение .  

Теорема 4.1 .  Если линия в некоторой декартовой прямо­

угольной системе координат определяется алгебраи•tеским урав­
нением степени п, то эта линия и в любой другой декартовой 
прямоугольной системе координат определяется алгебраи •�е­
ским уравнением той же степени п. 

Д о  к а з  а т е л ь  с т  в о . П редполож и м ,  что лин и я  L в н е к ото­
рой декартовой прямоугольной системе координат  о п редел яетс я 
ура внением Ф (х , у) = О, (4 . 1 )  
лева я часть которого предста вляет собой алгебра ический пол и­
ном  степени  п, т.  е .  сум м у  сл а га е м ы х  вида 

где k и / - uел ы е  н е от р и u а тел ь н ы е ч исл а ,  п р ичем наибол ьшее 
з н а ч е н и е  сум м ы  k + l р а в но п ,  a k1 - н екоторые  посто я н н ые ,  п ри ­
ч е м  хотя бы дл я одной п а р ы  k и ·/ ,  с ос т а в л я ю щ и х в су м ме п, по­
стоя н н а я  a k 1 отл и ч н а  от н ул я . 

Возьмем н а  той же плоскости любую новую декартову пря­
моугольную с и сте м у координат  О'х'у' . Тогда , как  доказано  в 
§ 1 гла в ы  3, для координат любой точ ки в ста рой и новой си ­
стемах  спра ведливы формул ы  п реобразова ния (3 .7 ) . Чтоб ы по­
лучить уравнение  линии  L в н овой системе  О'х'у' , достаточ но 
подставить в левую ча сть ( 4 . 1 )  н а  м есто х 1 1  у их значения,  
определяемые  формул а м и  (3.,7 ) . Мы получим  при  этом сум м у 
слагаемых вида 

ak1 (а + а1 1 Х1 + a21Y1)k (Ь + а1 2Х1 + а22У')1 •  

Отсюда ясно,  что уравнен ие л и н и и  L в новой систе ме О'х'у' 
будет предста влять собой алгебра ическое ура внение  сте п е н и  не 
выше, чем п. 

Если в проведен н ы х  ра ссуждениях по менять ролям и с и с те м ы  
Оху и О'х'у', то м ы  убеди м с я в том , что указанное ал гебра н ­
ческое уравнение ( в  системе  О'х'у' )  и меет степень не ниже чем 
п ( иначе  переход от О'х'у' к Оху пов ысил б ы  сте п е н ь  уравне­
ния ) . Та ки м  образом,  л и ни я  L оп ределяется в новой  с и с те м е  
О'х'у' а лгебра ически м уравнением степен и , равной п. Теоре­
ма 4 . 1  дока за н а . 

Примером а л г е б р  а и ч е с к о й  л 1 1 t1 и и второго порядка  мо­
жет служить окружность ( ура в н ен и е (4 .3)  которой в некоторой 



§ 1 ]  УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ Н А  ПЛОС КОСТИ 10 1  

дека ртовой пря моугольной системе является алгебра ически м 
уравнением второй степени) .  Примером т р а н с  ц е н  д е  н т н о й 
л и н ии может служить спираль Архи меда,  уравнение которой 
в дека ртовой прямоугольной системе не является алгебр аиче· 
ски м  (см . п . 3 ) . 

3 а м е ч  а н  и е. Будем называть алгебра ическую линию L распадающейся, 
если алгебраический полином Ф (х, у)  степени п ;;,. 2, стоящий в левой части 
уравнения этой линии, распадается на произведение Ф1 (х,  у) Ф2 (х, у) двух 
алгебраических полиномов Ф1  (х ,  у)  и Ф2 (х ,  у )  степеней k ;;,. 1 и п - k � 1 
соответственно.  

Из р авенства Ф (х, · у) = Ф1 (х, у) · Ф2 (х ,  у)  0<1евидно, что координаты 1& 
и у точки М удовлетворяют уравнению Ф (х, у) = О тогда и только тогда, 
когда эти координаты удовлетворяют хотя бы одному из уравнениii 
Ф 1 (х, у)  = О или Ф2 (х, у )  = О. Это означает, что линия L, определяемая 
уравнением Ф (х, у) = О, распадается н а  две линии :  линию L1 ,  определяему10 
ур авнением Ф1 (х, у) = О, и линию L2, определяемую уравнением Ф2 (х, у) = О. 

Гак,  линия четвертого порядка, определяемая ура внением 

х4 + у4 + 2х2у2 - 5х2 - 5у2 + 4 = (х2 + у2 - 1 )  (х2 + у2 - 4) = О, 
распадается на две окружности, определяемые уравнениями х2 + у2 - 1 = О н 
х2 + у2 -4 = О . 

Л иния четвертого порядка, определяемая уравнением 

х4 + у 4 + 2х2у2 - 2х2 - 2у2 + 1 = (х2 + у2 - 1 )2 = О, 
р аспадается на дв.е «слившиеся» окружности , определяемые уравнением вто­
рого порядка х2 + у2 - 1 = О. В отношении этой последней линии следует 
договориться, какое из чисел 2 или 4 мы будем понимать под ее �орядком. 

6. О пересечении двух линий. В ажную роль в анал итическоii 
геометрии  играет задач а о нахождении точек пересечения двух 
произвольных линий  Li  и L2, определяемых уравнения ми 
Ф 1  (х, у) =  О и Ф2 (х, у) =  О соотаетственно. Та к как искомые 
точки пересечения в случае,  есл и  они существуют, должны од­
новременно лежать ка к н а  линии  L1 , так и на линии  L2, то 
координ аты этих точек должны удовле­
творять каждому из ур авнений Ф1(х, у) = 
== О и Ф2 (х, у) =  О. 

Таки м  образом , для нахождения коор• 
динат  всех точек пересечения  следует ре­
шить систему ур авнен ий 

Ф1 (х, у) =  О, Ф2 (х, у) = О. (4. 1 0) 

!/ 

Каждое решение системы (4 . 1 0) опре-
деляет точку пересечения линий L1 и L2 • Рис. 4.4 
Если система (4 . 1 0) не имеет решений, то линии L1 и L2 не пере­
сека ются . 

Так, для нахождения точек пересечения двух окружностей:, 
определяемых уравнениями х2 + у2 = 1 и .(х - 1 ),2 d- у2 = 2, 
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решаем систему уравнений 

х2 + у2 - 1 = О, (х - I )i + yi - 2 = О. ( 4 . 1 1 ) 

Вычитая из первого уравнения ( 4 . 1 1 ) второе, получим 2х = О, 
откуда х = О. В ставляя это значение х в первое уравнение, най­
дем ,  что у =  ± 1 .  Получаем две точки пересечени я М1 (О, 1 )  и 
М2 (О, - 1 ) ( рис. 4.4 ) . 

Можно доказать, что если L1 и L2 - две нераспадающиеся алгебраиче· 
ские линии порядков т и п соответственно и если одна из этих линий не 
содержится целиком в другой, то эти линии имеют не более чем m · n  то· 
чек пересечения (см . любой курс высшей алгебры) . 

§ 2. Уравнение поверхности и уравнения линии 
в пространстве 

1. Понятие об уравнении поверхности . Предположим, что нам 
заданы : 1 )  декартова прямоугольная система координат Oxyz 
в простра нстве и 2 )  некоторая поверхность S. Рассмотрим не­
которое уравнение , связывающее три переменные величины 
.t, у и z :  

Ф (х, у, z) = O. ( 4 . 1 2) 

Определение. Уравнение ( 4. 1 2 ) называется у р а в н е н и е м 
п о в е р х н о с т и  S (относительно заданной системы коорди­
нат) , если этому уравнению удовлетворяют координаты х, у и z 
любой точки, лежащей на поверхности S, и не удовлетворяюr 
координаты х, у и z ни одной точки, не лежащей на поверх· 
ности s.  

С точки� зрения этого определения сама поверхность S пред· 
ставляет собой (в заданной системе координат) геометрическое 
место точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
(4. 1 2) . 

Если (в заданной системе координат) рассматриваемое урав· 
нение ( 4 . 1 2) является уравнением поверхности S, то мы будем 
говорить, что это уравнение определяет поверхность S. 

Конечно, не всякое уравнение с тремя переменными вида 
(4 . 1 2) определяет геометрический образ, отвечающий нашемУ, 
привычному представлению о поверхности (и  вообще опреде­
·ляет реальный геометрический образ :  рассмотрите уравнение 
х2 + у2 + z2 + 1 = О) . Чтобы уравнение вида ( 4 . 1 2)  определ я­
ло геометрический образ , отвечающий нашему представлению 
о поверхности, следует, вообще говоря, подчинить функцию 
Ф (х, у, z) некоторым ограничениям (например, требованию од· 
нозначной разрешимости функционального уравнения (4. 1 2 )  от­
носительно одной из переменных) .  Эти ограничения выясняются 
в курсе математического анализа (см . выпуск 1, главу 1 5, § 2)_. 
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Аналогично определяется уравнение поверхности S в любой 
другой {не обязательно декартовой прямоугольной) системе ко­
ординат. Если { 4. 1 2) представляет собой уравнение поверхности 
S в декартовой прямоугольной системе кординат Oxyz, то, что­
бы получить уравнение той же поверхности S относительно 
любой другой системы координат, достаточно подставить в 
{4 . 1 2 )  на место х, у и z их выражение через новые координаты. 

Использование для определения некоторых поверхностей не­
декартовых систем координат объясняется тем,  что уравнение 
поверхности имеет при этом более простой вид. 

Легко убедиться в том ,  что в декартовой прямоугольной 
системе Oxyz уравнение сферы радиуса R > О с центром в точке 
М0 (а ,  Ь, с) имеет вид * )  

(х - а)2 + (у - Ь)2 + (z - с)2 = R2• (4. 1 3 ) 
В самом деле, точка М (х, у, z) лежит на указанной сфере 

тогда и только тогда , когда квадрат расстояния между точками 
М (х ,  у, z)  и Мо {а ,  Ь ,  с) 

(х - а)2 + (у - Ь)2 + (z - с)2 

равен R2• В случае, когда центром М0 сферы служит начало 
координат (т .  е. а = О, Ь = О, с = О) , уравнение {4 . 1 3 )  прини-
мает более простой вид: 

· 
х2 + у2 + z2 = R2. (4. ! 4) 

Если ввести сферические координаты r, е , <р, связанные с де­
картовыми координатами так, как указано в п . 3 § 4 главы 1 ,  
то ур авнение сферы радиуса R . с центром в начале координ ат 
принимает вид r = R. 

Это последнее уравнение, сразу вытекающее из геометри­
ческого определения сферы, может быть получено и посред­
ством подстановки в {4 . 1 4 )  на место х, у и z их выражений че­
рез сферические координаты. 

2. Уравнения линии в пространстве. Линию в пространстве 
естественно рассматривать как пересечение двух поверхностей ,  
т. е .  как геометрическое место точек, находящихся одновременно 
на двух поверхностях. 

Если Ф1 {х, у, z) = О и Ф2 {х, у, z) = О  суть уравнения двух 
поверхностей,  пересечением которых является данная линия L ,  
то : 1 )  координаты любой точки, лежащей на линии L, удовле­
творяют обоим указанным уравнениям ;  2 )  обоим указанным 
уравнениям не удовлетворяют координаты ни одной точки, не 
·лежащей на линии L. 

•) Эта сфера определяется как геометрическое место точек М (х, у, z) , 
расстояние каждой из которых от точки Мо (а, Ь, с) равно R. 
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Таким образом,  два уравнения 

Ф1 (х , у, z) = 0, Ф2 (х , у, z) = О 

[ГЛ . 4 

( 4 . 1 5) 

совместно определяют линию L, т. е. явл я ются ур авнен и ям и  этой 
линии .  

Разумеется , данную линию L можно п редста вить двумя 
уравнениями бесчислен н ы м  м ножеством способов : вместо дан­
ных двух поверхностей можно взять любую п а р у  поверхностей , 
пересекающихся по той же лини и L . Ана л итически это означает , 
что вместо системы (4 . 1 5 )  можно взять любую эквивалентную 
систему . 

На пример , уравнен и я  двух сфер 
х2 + у2 + z2 = 1 ,  х2 + у2 + (z - 3)2 = 1 0  

сов местно определяют лежащую в плоскости Оху окружность 
радиуса единица с центром в на чале координат. Ту же са мую 
окружность можно оп ределить и двумя уравнен и я м и  

х2 + у2 + z2 = 1 ,  х 2  + у2 + (z - ,,,/ R2 - 1 )2 = R2, 

во втором и з  которых в качестве R можно взять любое веще­
ственное число,  превосходящее един ицу. 

3. Цилиндрические и конические поверхности . П редположим , 
что в пространстве задана дека ртова прямоугольная  система 
координат Oxyz. 

Определение 1. Поверхность S называется ц и л и н д р и ч е .  
с к о й  п о в е р х н о с т ь ю с образующей, параллельной оси Oz, 
если она обладает следующим свойством : какова бы ни была 
лежащая на этой поверхности точка Мо (хо, уо, zo) , прямая ли­
ния, проходящая через эту точку и параллельная оси Oz, цели· 
ком лежит на поверхности S. 

Любую целиком лежащую на цилиндрической поверхности S прямую называют образующей этой поверхности . 
Совершенно аналогично определяются цилиндрические · по­

верхности с образующими,  параллельными осям Ох или Оу. 
Определение 2. Поверхность S называется к о н и ч е с  к о i1. 

с вершиной в начале координат О, если она обладает следую· 
щим свойством : какова бы ни была лежащая на этой поверх· 
ности и от личная от начала координат точка Мо (хо, у0, z0) ,  пря­
мая линия, проходящая через точку Мо и через начало коорди­
нат О, целиком лежит на поверхности S. 

Постараемся выяснить, какими уравнениями определяются 
цилиндрические и конические поверхности. 

Ради определенности будем рассматривать цилиндрическую 
поверхность с образующей, параллельной оси Oz. 

Докажем, что всякое уравнение вида 

F (х, у) = О, (4 .16) 
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связывающее две переменные х и у и не содержащее z ,  опреде­
ляет цилиндрическую поверх1юсть с образующей, параллель ­
ной оси Oz. 

П усть М о (хо ,  уо ,  zo ) - любая  точка ,  лежащая на поверхности 
S, определяемой уравнением ( 4 . 1 6 ) .  Тогда коорди наты этой 
точки должны удовлетворять уравнению ( 4 . 1 6) ,  т. е .  справед­
ливо р авенство 

F (хо , Уо) = О . (4 . 1 7) 
Доста точно доказать ,  что любая точка М прямой ,  проход :� ­

щей  через М0 и параллельной оси Oz,  та кже лежит на  поверх ­
ности S,  т. е .  и меет координаты ,  удов�етворяющие уравнен и ю  
( 4 . 1 6 ) . 

Какова бы ни  был а точка М пря мой ,  проходящей через 
М0 (х0, уо, zo) и параллельной оси Oz, ее а бсцисса и ордин ата те 
же,  что и у точки М0, т .  е .  равны соответственно х0 и у0, а а п ­
пликата z и меет ка кое угодно значение .  Н о  в уравнение ( 4 . 1 6 ) 
в ходят только а бсцисса и ордината , а они в силу равенства 
( 4 . 1 7 ) удовлетворяют этому уравнению.  

Тем са м ы м  доказано, что S - цилиндрическая поверхност1, 
с образующей , параллельной оси Oz. 

За мети м ,  что на координатной плоскости Оху уравнени'2  
( 4 . 1 6 ) определяет плоскую линию, которую обычно называют 
направляющей рассматриваемой цилиндрической поверхности .  
В простра нстве эта  линия  определяется двумя  уравнен и я м и :  

F (х, у) = О , z = О, 

первое из которых определяет расс матриваемую цилиндриче­
скую поверхность, а второе - координ атную плоскость Оху * ) . 

В ка честве примера  приведем ура внение х2 + у2 = r 2
, опре­

деляющее круглый  цилиндр с обр азующей ,  п а раллельной оси 
Oz, и с на правляющей ,  представляющей собой лежа щую в пло­
скости Оху окружность еди ничного радиуса с центром в начале 
координат .  

Перейдем к в ыяснению вида уравнения конической поверх­
ности . 

На помни м ,  что оп ределенная  для л юбых значени й а р гумен­
тов фушщия F (x, у, z ) называется однородной функцией ( сте­
пени п ) , если ,  ка ково бы ни было вещественное число k,  спра ­
ведл иво р а венство 

F (kx ,  ky, kz) = lг nF (х, у, z) . (4 . 1 8) 
Докажем ,  что уравнение 

F (х, у, z) = О , (4. 1 9) 
*) Ибо уравнению z = О удовлетворяют координаты любой точки, лежа­щей на  плоскости Оху, и не удовлетворяют координаты ни  одной точки, не 

rсжащей н а  этой nлос1юсrи.  
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в котором F (x, у, z)' является однородной функцией любой сте-­
пени п, определяет коническую поверхность. 

Пусть Мо (хо, Уо, zo) - любая отличная от начала координат 
точка, лежащая на  поверхности S, определяемой уравнением 
( 4. 1 9) . Тогда справедливо равенство 

F (х0, у0, z0) = О. (4.20) 
Достаточно доказать, что, какова бы ни была точка М (х, у, z) ,  
лежащая на прямой, проходящей через точку Мо (х0, у0, z0) и 
через начало координат О, координаты х, у и z этой точки удо­
влетворяют уравнению ( 4 . 1 9 ) . 

Так как векторы ОМ и ОМо коллинеарны ( как лежащие на  
одной прямой) и вектор ОМ0 является ненулевым, найдется 
(в  силу теоремы 2. 1 )  вещественное число k такое, что ОМ = 
= k · ОМ о. На основании линейных свойств координат вектора  
( см .  п .  8 § 1 главы 2 )  можно утверждать, что координаты век-
тора ОМ равны соответствующим координатам вектора ОМ0, 
умноженным на число k, т. е. 

x = kx0, y = ky0, z = kz0• 
Из последних равенств и из того, что F (x, у, z)' (как однород­
ная функция некоторой степени п) удовлетворяет соотношению 
,(4 . 1 8) ,  по.лучим . 

F (х, у, z) = F (kx0, ky0, kz0) = knF (х0, Уо, Zo) , 
а отсюда в силу р авенства (4.20) окончательно будем иметь 

F (x, у, z) = O. 
Доказательство того, что поверхность S, определяемая уравне­
нием (4 . 19) с однородной функцией F(x, у, z) , является кониче­
ской, завершено. 

З аметим ,  что прямые,  целиком лежащие на конической по­
верхности, называются ее образующими и что все образующие 
(как это видно из проведенноrо доказательства). проходят через 
начало координат О. 

Простейшим примером конической поверхности может слу­
жить круглый конус, определяемый уравнением х2 + у2 - z2= 0. 
Эта поверхность исследуется в п. 4 § 3 главы 7. Функция 
F (x, у, z) = х2 + y2 - z2, задающая ее уравнение, является од­
нородной функцией второго порядка . 

4. Параметрические уравнения линии и поверхности в про­
странстве. В п.  2 мы рассматривали линию в пространстве как 
пересечение двух поверхностей. Возможен и очень естествен 
с кинематической точки зрения и другой подход к понятию ли­
нии в пространстве. основанный на р ассмотрении этой линии 
как пути, пройденного материальной точкой, непрерывно дви­
жущейся по опре8е.т{енному закону. 
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Как и для случая плоской линии (см. п. 2 § 1 )', этот псщход 
приводит к параметри�rескому представлению линии в простран­
стве, заключающемуся в том,  что координаты х, у и z любой 
точки данной линии задаются как непрерывные функции неко­
торого параметра t ( преставляющего собой время ) . . Итак, при 
таком подходе координаты х, у, z любой точки линии L за ­
даются как три функции 

х = <р (t), у = '1J (t) ,  z = х (t) ,  (4.2 1 )  

определенные и непрерывные в некотором промежутке измене­
ния параметра t. 

:Конечно, этот способ определения линии в nро.странстве 
эквивалентен определению ее в виде пересечения двух поверх­
ностей . Чтобы убедиться в этом ,  предположим,  что хотя бы одна 
(например,  третья) из функций (4 .2 1 )  допускает обратную. В таком случае из третьего равенства '(4 .2 1 )  получим ,  что t == 
= х-1 (z) ,  и ,  подставляя это значение t в первые два равенства 
( 4.2 1 ) , получим уравнения двух поверхностей 

х = <р rx-1 (z)] , у = '1J rx- 1 (z)] , 

пересечением которых служит данная линия.  
В качестве примера приведем параметрические уравнения 

окружности радиуса r > О, лежащей в координатной плоскости 
Оху и имеющей центр в начале координат. В декартовой пря­
моугольной системе на плоскости Оху такая окружность опре­
деляется одним уравнением х2 + у2 = r2 (см .  п .  1 § 1 ) , в про­
странстве же эта окружность определяется двумя уравнениями :  

х2 + у2 = ,2, z = О, 
первое из которых определяет цилиндрическую поверхность, на ­
правляющей которой служит рассматриваемая окружность и 
образующая которой параллельна оси Oz, а второе уравнение 
определяет координатную плоскость Оху. 

Из п. 2 § 1 мы уже знаем, что на плоскости Оху параметри­
ческие уравнения окружности х2 + у2 = r2 имеют в ид x= r cos t ,  
у = r s in t, где О � t < 2n. 

Очевидно, та же окружность в пространстве задается тремя 
уравнениями :  

x = r cos t, y = r sin f, z = O, 

причем иараметр t пробегает полусегмент О � t < 2n. 
Для параметрического задания поверхности координаты лю· 

бой точки этой поверхности должны быть заданы как функции 
не одного, а двух параметров р и q. Убедимся в том,  ttтo три 
уравнения 

х = <р (р, q) ,  у = '\'  (р, q),  z = х (р, q) (4.22) 
определяют в пространст.ве н�кот0рую поверхность. 
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Для этого предположи м ,  что хотя бы одна пара  из трех у р а внений  ( 4 . 22 )  может быть разрешена относительно п а р а мет­
ров р и q.  Допуст и м ,  н а п р и мер ,  что из первых двух уравне н и й  
( 4 .22)  р и q могут быть в ы р а жены как  функции х и у : р . 
= Ф 1 (х , у ) , q = Ф2 (х, у ) .  

Вста вляя эти значения  р и q в третье уравнение ( 4 .22) , мы 
получи м  ур авнен I Iе с трем я  перемен н ы м и  

z - Х [ Ф 1  ( х ,  у), Ф2 (х, у)] = О, 
определяющее, ка к на "-'1 известно, некоторую поверхность *) . 

В качестве примера  п р и ведем п а р а метрические уравненин  
сфе р ы  радиуса г > О с центром в начале  координат :  

x = r cos 0 s i n <p, y = r s i n 0 s i n <p, z = r cos <p. 

Здесь п а р а метры е и ер п редста вляют собой угловые сфер иче­
ские координаты (долготу и ши роту) точе к повер хности сферы  
( с м . § 4 главы 1 ) .  Для того чтобы все точки  сфе р ы  обходились 
один  раз ,  следует огр а н и ч ить область изменения п а р а метров 
п ромежутка ми о ::::;;; е < 2л, о ::::;;; <р ::::;;; :rt. 

5. Классификация поверхностей . В пол ной а н алогии с кл ас­
сификацией плоских кр ивых уста навливают следующую класси ­
ф икацию поверхностей .  

Определение 1 .  Поверхность называется а л г е б р  а и ч е с к о й, 
если в некоторой декартовой прямоугольной системе координат 
с на определяется алгебраи ческим уравнением с тремя перемен­
ными .  

Определение 2.  Всякая не алгебраическая поверхность назы-
вается т р а н с ц е н. д е н. т н. о й .  

· 
Определение 3. А лгебраи ttеская поверхность называется п о -

в е р х  н. о с т  ь ю п о р  я д  к а п, если в некоторой декартовой 
прямоугольной системе координат он.а определяется алгебраи­
•1 еским уравн.ен.иел-1 степени п с тремя переменными. 

Для уста новлени я  корректности этих определе н ий необхо­
димо доказать следующее утверждение .  

Теорема 4.2. Если поверхность в некоторой декартовой пря-
1.юугольн.ой системе координат определяется алгебраическим 
уравнением степени п , то эта поверхность и в любой другой де­
картовой прямоугольной системе координат определяется ал­
гебраu tt ескил1 уравнением той же степени п. 

Доказательство теоремы 4 .2  в полне а налогично доказатель­
ству теорем ы  4 . 1 и опирается на  доказа нное в § 2 главы 3 
у т в  е р  ж д е н и  е :  каковы бы ни были две произвольные де­
картовы пряАюугольн.ые системы координат, координаты х, у 
и z любой точки пространства относительно первой системы яв· 
ляются линейными функциями координат х', у' и z' той же 

") Конечно, при этсм 1 ребуются некоторые ограничения. 
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точки относительно второй системы. С помощью этого утверж­
дения и рассуждений,  полностью аналогичных тем,  которые 
проводятся при доказательстве теоремы 4 . 1 , мы получим,  что 
если поверхность S в некоторой декартовой прямоугольной си­
стеме Oxyz определяется алгебраическим уравнением степени п, 
то эта поверхность в любой другой декартовой прямоугольной 
системе О' х' у' z' определяется алгебраическим уравнением сте­
пени н е  в ы ш е  п. Поменяв ролями системы Oxyz и O'x'y'z, 
мы завершим доказательство теоремы 4.2 .  3 а м е ч  а н  и е 1 .  Так же как и в случае плоской линии , вво· 
дится понятие распадающейся алгебраической поверхности. 

3 а м е ч  а н  и е 2. Пространственная линия называется ал­
гебраической, если она может быть определена как пересечение 
двух алгебраических поверхностей .  

Всякая не алгебраическая линия называется трансцендентной. 
6. О пересечении поверхностей и линий в пространстве. Дл я 

отыскания точек пересечения поверхностей или линий ( или  по­
верхностей и линий)  следует рассмотреть совместно уравнения, 
определяющие указанные геометрические объекты. Решение 
полученной при этом системы и определит нам координаты всех 
точек пересечения .  Если полученная система не имеет решений ,  
т о  точек пересечения нет. . 

Так, например,  если заданы две линии,  первая из которы х 
определяется уравнениями Ф1 (х,  у, z) = О и Ф2 (х ,  у, z) = О, а 
вторая - уравнениями Ф3 (х, у, z)  = О и ф4 (х, у, z) = О , то коор­
динаты точек пересечения этих двух линий (в  случ<�е, если точки  
пересечения существуют) обязан ы  быть решением системы ч е -
т ы р е  х уравнений с т р е м  я неизвестными :  

Ф1 (х , у, z) = О , Ф2 (х, у, z) = О , 
Ф3 (х, у, z) = О , Ф4 (х, у, z) = О . 

Так как число неизвестных меньше числ а уравнений ,  то послед­
няя система ,  вообще говоря, не имеет решений , т. е .  две линии 
в пространстве, вообще говоря, не пересекаются. 

7. Заключительные замечания. Линии и поверхности выше 
второго порядка не входят в учебные курсы аналитической гео­
метрии (им посвящены специальные сочинения ) .  В нашем курсе 
мы ограничимся изучением плоских линий и поверхностей пер­
вого и второго порядков. 

В гл аве 5 будут рассмотрены линии  и поверхности первого 
порядка ( их называют та 1<же линейными образами * ) ) .  В гла ­
ве 6 изучаются плоские линии  второго порядка, в главе 7 -
поверхности второго порядка .  

*) Термин «линейный" объясняется тем, что в левой ча сти ур а внения первого пор ядка стоит линей н а я функция. 
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Эта глs:аа посвящена всестороннему изучению прямых линий 
на плоскости и плоскостей И прямых линий в пространстве. 

Убедившись в том, <l't6 .tтими объектами исчерпываются все 
линейные оОJ>азы (т. е. геометрические объекты,' определяемые 
линейными )'.равнениями) , мы вводим в рассмотрение различные виды ураане'нйй nрямой и плоскости и останавливаемся на их 
испольэс'1ilН1Ии для решенйя зажнейших задач. 

§ 1. РазJJичные виды уравнения пря моА на плоскости 

1 . Об�м уравнение npJrмoй. Докажем сн ачал а ,  что если на 
плоскости 11 вадана произвольная прямая линия L и фиксиро­
ван.а про�еольная декартова прямоугольная система Оху, то 
прямая L ciipeдeлявtCJt в этой системе 11равнением первой сте­
пени. 

Достаточно доказать, что прямая L определяется уравнением 
первой степени при каком-то одном специальном выборе декар­
товой прямоугольной системы на плоскости 11, ибо тогда она 
будет определяться уравнением первой степени и при любом 
выборе декартовой прямоугольной системы на плоскости n (в 
силу теоремы 4 . 1 ) .  Направим ось Ох вдоль прямой L, а ось Оу 
перпендикулярно к ней. Тогда уравнением прямой будет урав­
нение первой степени у = О.  В самом деле, этому уравнению 
будут удовлетворять координаты любой точки , лежащей на 
прямой L, и не будут удовлетворять координаты ни одной точки, 
не лежащей на прямой L. 

Утвер-ждение доказано. 
Докажем теперь, что если на плоскости n фиксирована про· 

извольная декартова прямоугольная система Оху, то всякое 
уравнение первой степени с двумя переменными х и у опреде­
ляет относительно этой системы прямую линию. 

В самом деле, пусть фиксирована произвольная декартова 
прямоугольная система Оху и задано уравнение первоА степени 

(5. 1 ) 
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в котором А , В и С - какие угодно постоянные, причем из по­
стоянных А и В хотя бы одна отлична от нуля. Уравнение (5. 1 )  
заведомо имеет хотя б ы  одно решение хо, у0 * ) , т. е. существует 
хотя бы одна точка Мо (х0, уо) ,  координаты которой удовлетво­
ряют уравнению ( 5. 1 ) : 

Ах0 + Ву0 + С = О. (5 .2) 

Выч итая из уравнения (5. 1 )  тождество (5 .2) , мы получим урав­
нение 

А (х - х0) + В (у - Уо) = О, (5 .3) 

эквивалентное уравнению (5 . 1 ) .  Достаточно доказать, что урав-
11ение ( 5.3 )  определяет относительно системы Оху некоторую 
прямую. Мы докажем, что уравнение (5 .3 )  (а стало быть, и 
(5 . 1 ) )  определяет прямую L , проходящую через точку М0 (х0, у0) 
и перпендикулярную вектору п = {А , В} (так как А и В одно­
в ременно не равны нулю, то вектор n ненулевой) .  

В самом деле ,  если точка М (х, у)  лежит на  указанной пря­
мой L, то ее координаты удовлетворяют уравнению (5 .3) , ибо 
в этом случае векторы n = {А , В} и М0М = {х - х0, у - уо} 
ортогональны и их скалярное произведение 

А (х - х0 + В (у - у0) (5 .4) 

р авно нулю. Если же точка М (х, у)  не лежит на указанной пря­
мой L, то ее координаты не удовлетворяют уравнению (5 .3) , 
ибо в этом случае векторы n и МоМ не ортогональны, и поэтому 
их скалярное произведение (5 .4 )  не равно нулю. Утверждение 
доказано .  

Уравнение (5 . 1 )  с произвольными коэффициентами А ,  В и С 
такими, что А и В не равны нулю одновременно, называется 
о б щ  и м у р а в н е н и е м п р я м  о й. Мы доказали,  что прямая, 
определяемая общим уравнением ( 5. 1 ) ,  ортогональна к вектору 
n = {А , В} . Этот последний вектор мы будем называть и о р ­
м а л ь н ы м в е к т о р  о м  прямой ( 5. 1 ) .  

Заметим ,  что если два общих уравнения Ах + Ву + С = О 
и А 1х + В 1у + С1 = О определяют одну и ту же прямую, то най­
дется такое число t, что справедливы равенства 

A1 = At, B 1 = Bt, C1 = Ct, (5 .5) 

т. е. коэффициенты А 1 , В 1 , С1 второго уравнения равны соответ­
ствующим коэффициентам А ,  В и С первого уравнения, умно­
женным на некоторое число t. 

*) В самом деле, А и В одновременно не равны нулю. Пусть, например, 
В #= О. Тогда, взяв произвольное х0, мы получим из уравнения {5. 1 )  у0 = 

А С = - 73 Хо - 73• 
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В самом деде, по условию прямые,  определяемые уравне­
н иями Ах + Ву + С =  О и А 1х + В ,у + С1  = О, слива ются . Ста­
ло быть, нормальные векторы п = {А , В} и п 1 = {А 1 , В 1 }  кол­
л инеарны.  Так как, кроме того, вектор п ненулевой,  найдется 
(в силу теоремы 2 . 1 )  число t такое, что п1 = n t, а отсюда и из 
линейного свойства координат вектора вытекают первые два из 
р авенств (5 .5) . Докажем  справедливость и последнего равен­
ства ( 5.5) . Слившиеся прямые и меют общую точку М0 (х0 , у0 ) , 
так что Аха + Вуо + С = О и А 1хо + В ,уо + С1 = О.  Умножа я 
первое из этих равенств на t и вычитая из  неrо второе равен­
ство, будем и меть (A t - A 1 ) xo + ( Bt - B 1 ) Yo + ( Ct - C1 ) = 0. 
Отсюда в силу первых двух ра венств ( 5 .5 )  Ct - С1 = О , т .  е.  
С1 = Ct .  

2. Неполные уравнения прямой . Уравнение прямой в отрезках. 
Общее уравнение прямой ( 5 . 1 ) называется п о л н ы м, если все 
его коэффициенты А ,  В и С отличны от нуля. Если хотя бы  
один из указанных коэффициентов равен нулю, уравнение на ­
зывается неполным. 

Рассмотрим все возможные виды неполных  уравнений .  
1 )  С = О, уравнение Ах + Ву = О определяет прямую, про­

ходящую через начало коорди нат ( поскольку координаты на ­
чала удовлетворяют это му уравнен и ю ) . 

2 )  В = О, уравнение А х + С = О оп ределяет пря мую, парал ­
лельную оси  Оу ( поскольку нормальный вектор этой прямой 
n = {А ,  О} ортогонален оси Оу) . 

3)  А = О,  уравнение Ву + С = О определяет прямую, парал ­
лельную оси  Ох ( поскольку нормальный  вектор этой прямой 
n = {О ,  В} ортогонален оси Ох) . 

. 4 )  В =  О и С = О, уравнение Ах = О опред�ляет ось Оу ( в 
са мом деле ,  эта прямая  параллельна  оси Оу и проходит через 
начало координат) . 

5) А = О,  С = О, ура в нение Ву = О оп ределяет ось Ох (ибо 
эта прямая  параллельна оси Ох и проходит через начало коор­
динат) . 

Рассмотрим теперь полное уравнение прямой (5 . 1 )  и пока­
жем ,  что оно  может быть приведено к следующему виду: 

.!____ + J!._ = l 
а Ь ' 

н а з ываемому уравкением прямой в отрезках. 

(5 .6) 

В са мом деле , так  как все коэффициенты А ,  В и С отличны 
от нуля ,  м ы можем переписать уравнение ( 5 . 1 )  в виде 

х у 
- С/А + - С/В = l 

и затем положить а = -С/А ,  Ь = - С/В . 
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За метим ,  что в уравнении «В отрезках» (5 .6 ) числа а и Ь 

имеют простой геометрический смысл : они равны величинам 
отрезков, которые отсекает прямая на  осях Ох и Оу соответ­
ственно (отрезки отсчитыва ются от начала координат ,  см .  
р ис.  5. 1 ) . Чтобы убедиться в этом ,  достаточно найти точки пе­
ресечения прямой ,  опр еделяемой ур авнением у 
( 5.6 ) , с осями координат. Например ,  точка 
пер есечения с осью Ох определяется из со­
вместного р ассмотрения ур авнения прямой 
( 5.6) с ур авнением у =  О оси Ох.  Мы пол у­
чим координаты точки пер есечения  х = а ,  
у = О: Аналогично устанавл и в а ется ,  что коор ­
дин аты точки пер есеч ени я  прямой  ( 5. 6 )  l: 
осью Оу имеют вид х = О, у = Ь .  

о 
Рис. 5. 1 

Уравнение прямой в форме «В отрезках»  удобно испол ьзо­
вать для построения этой пря мой на чертеже. 

3 .  Каноническое * )  уравнение пря мой .  Любой ненулевой век­
тор, параллельный данной прямой, будем называть н а п р  а в -
л я ю щ и м  в е к т о  р о м  этой пряАtой. 

Прставим перед собой задачу:  найти уравнение прямой, про­
ходящей через данную точку М 1 (х1 ,  у , )  и имеющей заданный 
направляющий вектор q = { / , т} . 

Очевидно, точка М (х , у) лежит на  указанной прямой тогда 
и только тогда , когда векторы М,М = {х - х1 , у - у 1 } и q = 
= { / ,  m} коллинеа рны ,  т . е .  тогда и только тогда , когда коор­ди наты этих векторов пропорциональны (с м .  следствие из тео­
ре м ы  2 . 1 7 ) :  

х - х , у - у , 
--,- = -т-- (5 .7) 

Уравнение ( 5.7 )  и есть искомое уравнение прямой. Это ура вне­
ние . называют обычно каноническим уравнением прямой. 

З11 метим ,  что в каноническом уравнении ( 5.7 )  один из зна­
менателей l или т может оказаться равным нулю (оба числа 
l и т равняться нулю не могут, ибо вектор q = { / , m} ненуле­
вой ) . Так как всякую пропорцию а/Ь = c/d мы договорились 
понимать как  р авенство ad = Ьс, обращение в нуль одного из 
знаменателей в (5 .7 ) означает обращение в нуль и соответ­
ствующего числителя. В самом деле,  если ,  например ,  l = О, то, 
поскольку m =F O, из р авенства l (y - y1 ) = m (x - x1 ) заклю­
чаем ,  что х - Х1 = О. В заключение запишем уравнение прямой, проходящей че� 
рез две данные точки М ,  (х1 � у , ) и М2 (х2, У2) ( конечно, эти точки 
счита ются отличны м и  друг от друга ) . Так  как за направляю-

* )  Термин «канонич<0ский» (от греческого xetv(J)v - правило, предписание, 
oupaзeu) понимается здесь как «типовой». «традиционный:.-. 
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щий вектор такой прямой можно взять вектор q = М 1М2 = 
= {х2 -.х1 , у2 - у1} и прямая проходит через точку М 1 (х1 , у1 ) , 
то из ка нонического уравнения (5.6) получим уравнение иско­
мой прямой в виде 

Х - Х1 = У - У 1 
Х2 - Х1 У2 - У 1  (5 .8) 

4. П араметрические уравнения прямой. Параметрические 
уравнения прямой элементарно получаются из канонического 
уравнения этой прямой. Примем за параметр t величину, стоя­
щую в левой и в правой частях (5.7) . Так как один из знаме­
нателей (5.7) отличен от нуля ,  а соответствующий числитель 
может принимать какие угодно значения, то областью измене­
ния параметра t является вся вещественн а я  ось : - оо < t <: 
< оо . • 

Мы получим х - х, = lt, у - у,  = mt или окончательно · х = х1 + lt, у =  у1 + тt. (5.9) 

Уравнения (5.9) и есть искомые параметрические уравнения 
прямой. Уравнения (5.9) допускают наглядную механическую 
интерпретацию. Если считать, что пара метр t - это время, от­
считываемое от некоторого начального момента, то пара­
метрические уравнения  (5.9) определ яют закон движения м ате­
ри альной точки по прямой линии с постоянной скоростью v = 
= ,,/11 + т2 (такое движение происходит по инерции) . 

5. П рямая с угловым коэффициентом. Рассмотрим любую 
прямую,  ие параллельную оси Ох. Введем понятие угла на­

клона этой прямой к оси Ох. Предполо-
У жим, что р ассматриваемая прямая пересекает 

ось Ох в точке А (рис .  5.2) . Возьмем на оси 
Ох произвольную точку М, лежащую по ту 
сторону от точки А , куда напр авлена ось Ох, 
а на р а ссматрив аемой прямой произвольную 

о н .v точку N, лежащую по ту сторону от точки А,  
куда напр авлена ось Оу. Угол а =  L NAM 

Рис. 5.2 н азовем углом наклона данной прямой к 
оси Ох. 

Если прямая параллельна оси Ох или совпадает с ней, то 
угол наклона этой прямой к оси Ох мы будем считать равным 
нулю.  

Тангенс угла наклона прямой к оси Ох назовем у г л о в ы м  
к о э ф  ф и  ц и е н  т о м э т о й п р я м  о й. Если обозначить буквой 
k угловой коэффициент данной прямой, а буквой а угол на­
клона этой прямой к оси Ох, то по определению можно запи-
сать k = tg a. . 

Заметим,  что ·для прямой, пар аллельной оси Ох, угловой ко­
эффициент равен нулю, а для прямой, перпендикулярной оси 
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Ох, угловой коэффициент не существует (в последнем случае 
иногда формально говорят, что угловой коэффициент «обра­
щается в бесконечность») . · 

Выведем уравнение прямой, проходящей через данную точку 
·м1 (х1 , у1 ) и имеющей данный угловой коэффициент k. 

Для этого докажем сначала следующее у т в  е р  ж д е  н и  е :  
если прямая не  параллельна оси Оу и имеет направляющий 
вектор q = {/, т} , то угловой коэффициент этой прямой k ра­
вен k = m/l. 

Пусть а - угол н�клона прямой к оси Ох, а е - угол на­
клона направляющего вектора q = {/ ,  т} к оси Ох. Так как 
прямая может быть наклонена к оси 
Ох под острым или под тупым углом 
и ее направляющий вектор q может 
иметь два противоположных направ­
ления, то возможны четыре случая,  
изображенных на рис. 5 .3 .  В случаях 
1 ) и 3 ) е = сх; и для проекций на  оси 
вектор а q справедливы формулы 

l = I q l cos e, 

т ::ас: 1 q 1 cos ( � - в) = 1 q 1 s in е . 

~ lf а: 

о :с 1) J) � *�  2) 4) 
Рис. 5.3 

В случаях 2) и 4) е = :rt - сх; и для проекций вектора q спра­
ведливы формулы l = 1 q 1 cos е , т = - \  q 1 s in е .  

Таким · образом,  в случаях 1 )  и 3) tg 0 = tg а и m/J = tg е 
а в случаях 2) и 4) tg е = - tg а и m/l = - tg е. 

Стало быть, во всех четырех случаях tg а = т/ l, и утверж­
дение доказано. 

Для того чтобы вывести уравнение прямой, проходящей че­
рез заданную точку М1 (х1 , У1 ) и имеющей заданный угловой 
коэффициент k, умножим обе части канонического уравнения 
(5.7) на т и учтем,  что m/l = k. 

Получим искомое уравнение в виде 

у - У1 = k (Х - Х1) . (5 . 1 0) 

Если теперь обозначить через Ь постоянную Ь = Yi - kx1 , то 
уравнение (5 . 1 0) примет вид 

у = kх + ь .  (5 . 1 1 ) 

Уравнение (5. 1 1 ) называется уравнением прямой с угловым 
коэффициентом. В этом уравнении k обозначает угловой коэф­
фициент данной прямой, а Ь представляет собой величину от­
резка, отсекаемого данной прямой на оси Оу, начиная от на­
чала координат. Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмот­
реть совместно уравнение { 5. 1 1 ) и уравнение х == О оси Оу и 
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н a li  1 1 1 !\Оординаты точки  пересе чения оси Оу и прямой (5 . 1 1 ) :  
х = О, у = Ь ( рис .  5 .4 ) . 

6. Угол между двумя  прямым и. Усл овия п араллел ьности и 
nерnс 11дикуля рносп1 двух прямых. 

а ) Пусть снача ла  две прямые L1 и L2 заданы общиАш урав-
1/СНиЯЛШ 

Та 1< 1< ак  нормальным ве 1<тором пря мой L 1 является вектор n = 
!! = {А 1 , В 1} , а нор м альным вектором прямой 

L2 является вектор n2 = {А 2, В2} , то з адача 
об  определении угл а м ежду прямыми  L1 и L2 
сводится к определению угл а ер между векто­
р ам и  n 1 и n2 * ) .  

Из определен и я  скалярного произведения 
n 1 n2 = l n 1 !  l n2 l cos cp и из  выражения в коор ­
динатах  дли н  вс1поров n 1 и n2 и их  ска ­

JJ ярн ого произведения  получ и м  

о 
Рис .  5.4 

(5 . 1 2) 

Ита к , угол ер между прямыми L 1 и L2 определяется с помощью 
формулы (5 . 1 2) .  

У с л о в  и е п а р а л л е  л ь н о  с т  и п р ямых L1  и L 2 , эквива ­
лентное условию коллинеа рности векторов n 1  и n2 ,  з акл ючается 
в пропорцион альности координат  этих  векторов,  · т. е. и меет 
вид * * ) 

А ,  В ,  
А;" = в;- · (5 . 1 3) 

У с л о в  и е п е р  п е н  д и к у л  я р н о  с т  и прямых L1 и L2 
может быть извлечено из  формул ы  ( 5 . 1 2 )  ( п р и  cos ср = О) или 
вы ражено равенством нулю с1<аляр 11 ого произведения n 1 · n2. 
Оно имеет вид 

(5 . 1 4) 
б )  Пусть теперь  две прямые L 1  и L 2 заданы канонически.ми 

уравнениями 
х - х ,  

-,-,-
у - у , 

т ,  
и 

Та 1< к а к  направляющи м и  вектора м и  прям ых L 1  и L2 служат 
ве 1пор ы  q 1  = { l 1 , т 1 }  и Q2  = { / 2 , т2} , то в полной аналогии со 
случаем  а )  м ы получ и м :  

* ) Любые две пересек а ющиеся прямые образуют два yr ла,  в с у м м е  pDB·  
п ы х  л .  Н а м  доста точно определить один из н и х .  

* * )  При этом, как и выше, м ы  пон и м а е м  п р о п о р ц и ю  а/Ь = c/d в с м ы сле 
р а венства ad = Ьс. 
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1 ) формулу для угла <р между прямымц L i  и L2 : 
l , ! 2 + т , т2 cos <р = . / 2 ) • / ? 2 ' ry 1 1 + т ; 'У 12 + m2 

2) условие параллельности прямых L i  и L2 : 
! ,  т , 
т; П l 2  

3)  условие перпендикулярности прямых Li и Lz : 

1 1 12 + m1m2 = О . 

(5 . 1 2') 

(5 . 1 3') 

(5 . 1 4') 

в) П усть, на конец, две прямые Li и L2 заданы уравнениями 
с угловым коэффициентом 

у = k 1x + Ь 1 и у = k2x + Ь2 .  

Если а 1 и а2 - угл ы наклона п р я м ы х  L1 и L2 
а <р - один из углов между этими п р я м ы м и , то из 
ных соображений ( р ис . 5.5) вытекает, что 11 

Та ки м  образом , 

tg <р = tg (а.2 _ а.,) = tg а2 - tg а ,  _ k2 - k ,  

к оси Ох, 
элемента р-

Lz lt 

1 + tg а ,  tg а2 - 1 + k 1k 2 · Рис. 5.5 

Мы получаем следующую формулу для определения угла q1: 
t k2 - k ,  g q> = 1 + k 1k2 . <5· 1 2") 

Если в этой формуле поменять ролями k 1 и k2 (от чего факти­
чески лишь изменится знак н а  противоположный) , то эта фор­
мула определит нам  другой угол между прямыми,  смежный по 
отношению к прежнему углу (эти два угла в сумме  составляют n; 
и тангенсы их отличаются лишь знаком) . 

Прямые параллельны, когда тангенс угла между ними ра­
вен нулю, т. е .  условие параллельности имеет вид 

k ,  = k2 (5. 1 3") 

( при этом числитель в (5 . 1 2"} равен нулю, а знаменатель строго 
положителен) . 

Условие перпендикулярности прямых L1 и L2 также можно 
получить из (5 . 1 2") . Оно отвечает случаю, когда тангенс угла ·ср не существует, т. е. случаю обращения знаменателя формулы 
(5 . 1 2")  в нуль:  k 1k2 + 1 = о. 

Итак, условие перпендикулярности прямых L1 и L2 имеет 
вид (5. 14") 
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7. Н ормированное уравнение прямой. Отклонение точ·ки от 
прямой. Рассмотрим какую угодно прямую L.  Проведем через 
начало координат О прямую п,  перпендикулярную L, и обозна· 
чим буквой Р точку пересечения указанных прямых (рис. 5 .6)' .  

L ·l! 

Рис. 5.6 

На прямой п возьмем единичный век� 
тор п ,  напр авление которого совпадает 
с н аправлением отрезка ОР (в  случае 
совпадения точек О и Р направление п 
выберем произвольно) . 

Поставим перед собой цель - выра· 
:с зить уравнение прямой L через два па· 

раметра: 1 )  длину р отрезка ОР, 2) угол .в 
между вектором п и осью Ох. 

Так как п - единичный вектор ,  то его координаты, соответ· 
ственно равные его проекциям на оси координат, имеют вид * )  

п = {cos 0 ,  sin 0} . (5 . 1 5) 

Очевидно, точка М (х, у) . лежит на рассматриваемой пря• 
мой L тогда и только тогда, когда проекция вектора ОМ на 
ось , определяемую вектором n , равна р, т. е. при условии 

' (5. 1 6) 

Так  как n - единичный вектор,  то в силу определения 2 ска· 
лярного произведения (см. п .  1 § 2 главы 2 ). 

прп О М = n · ОМ . (5 . 1 7) 

Имея в виду, что ОМ = {х, у} , а вектор n определяется равен· 
ством ( 5. 1 5 ) , мы получим следующее выражение для скаляр· 
ного произведения этих векторов: 

n .  о м
= х соs в + у sin е.  (5 . 1 8) 

Из сопоставления (5. 1 6) , ( 5. 1 7 )  и ( 5. 1 8 )  вытекает, что точка М (х, у) лежит на прямой L тогда и только тогда, когда коор­
динаты этой точки удовлетворяют уравнению 

х cos 0 + у sin е - р =
О

; (5. 1 9) 

(5. l9)' и есть искомое уравнение прямой L (выраженное через 
два параметр а :  е и р) . Это уравнение называется нормирован· 
н.ым уравнехием прямой. Введем теперь фунда ментальное понятие отклонения произ· 
волыюй точки М от данной прямой L. Пусть число d обозначает 
расстояние от точки М до прямой L. Назовем о т к л о н € н u е м  
6 т о  ч к и М от п р я м  о й L число + d  в случае, когда точка М 

*) В силу того, что проекция вектора на любую ось равна модулю этого 
вектора, умноженному на косинус угла наклона к оси (см. п. 8 § 1 главы 2) ,  
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и начало координат О лежат по разные стороны от прямой L, 
и число -d в случае, когда М и О лежат по одну еторону от L. 

Если же начало координат О лежит на прямой L, мы поло­
жим отклонение равным +d в случае, когда М лежит по ту 
сторону от L, куда направлен вектор n, и равным -d в про· 
тивном случае. 

Выясним геометрический смысл левой части уравнения 
:(5 . 1 9 )  при любых х и у. 

Теорема 5.1. Левая часть нормированного уравнения пря­
мой (5. 19}  равна отклонению точки М с координатами х, у от прямой L, определяемой уравнением (5. 1 9) .  

Д о к а з а т е л ь с т  в о. Спр оектируем l // точку М на ось, определяемую вектором n. 
Пусть Q - проекция точки М. Отклонение б 
точки М от пркмой L равно PQ, где PQ 
обозначает величину напр а'вленного отрез-
ка PQ оси, определяемой вектором n. Да­
лее, из основного тождества (см. главу 1 ) 
очевидно (рис. 5. 7) , что 

б = PQ = OQ - OP = OQ - p. (5.20) 
Рис. 5.7 

Но ОQ = прпОМ, а последняя проекция в силу формул (5. 1 7 ) и 
(5. 1 8) равна х cos 0 + у sin 0. Итак, 

OQ = х cos 0 + у sin 0. (5. 20') 

Сопоставляя формулы (5.20') и (5.20) , получим 

Теорема доказана.  
6 = х cos 0 + у sin 0 - р (5.2. l )  

Теорема 5. 1 приводит нас к следующему п р а в и л у: для 
нахОQ/Сдения отклонения & точки М (хо. у0) от прямой L следует 
в левую часть нормированного уравнения прямой L подставить 
на место х и у координаты х0 и Уо точки М. 

Разумеется, это правило позволяет отыскивать и расстояние 
от точки М до пр ямой L, ибо расстояние равно модулю откло· 
нения. 

В заключение укажем алгоритм приведения. общего уравне" 
ния прямой. Ах + Ву + С = О к нормированному виду {5. 1 9 ) . 

Так как указанное общее уравнение и уравнение (5. 19) :  
должны определять одну и ту же прямую, т о  (в силу замечания 
в конце п. 1 )  найдется число t такое, что 

tA = cos e. tB = sin 0, tC = - р. (5.22) 

Возвышая в квадрат первые два равенства и затем скл адьшая 
их, получим t2 {A2 + 82) = 1 ,  откуда 

1 t = ± ...;ла + в2 . . (5 .23) 
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Остается уточнить, ка кой из знаков ± следует взять в фор муле 
( 5 .23) . Так как  по смыслу расстояние р всегда неотрицател ьно, 
то нз третьего р авенства ( 5 .22)  заключаем ,  что знак t противо­
положен знаку С. 

Итак, . для приведения общего уравнен.ил прямой Ах + Ву +  
+ С = О к нормированному виду ( 5. 19 )  следует умножить его на 
нормирующий множитель (5 .23) , знак которого противоположен 
:таку С. 

8. Уравнение пучка пря м ых. Совокупность лежащих на  дан­
ной плоскости n прямых, проходящих через некоторую точку S 
этой плоскости ,  п р инято называть пучком прямых с центром в S. 

Центр S пучка прямых · полностью определяется заданием 
двух различных прямых этого пучка . Зна я  центр пучка S (х 1 ,  у 1 ) , 
легко написать ур авнение любой прямой этого пучка : для этого 
можно, например ,  использовать уравнение (5. 1 0 ) прямой,  про­
ходящей Через точ ку S (х 1 , у 1 ) и и меющей заданный  угловой ко· 
зффициент k.  Одна ко при  решении задач представляется удо6· 
ным уметь писать уравнение любой прямой ,  п роходящей через 
точку пересечения двух данных п р ямых, н е  вычисляя координат 
этой точки пересечения .  

В этом пункте и решается задача  о нахождении уравнени я  
пучка прямых,  центром которого служит точка пересечения двух 
да нных прямых, определяемых уравнениями 

А1х + В1у + С1 = 0 и А2х + В2У + С2 = О. 
Докажем следующую основную теорему. 
Теорема 5.2. Если А 1х + В 1у + С1 = О  и А 2х + В2у + С2 = О  

суть уравнения двух различных прямых, пересекающихся в неко­
торой точке S, а а и � - какие угодно не равные одновременно 
нулю числа, то 

а (А 1х + В 1у + С1) + � (А2х + В2У + С2) = О (5 .24) 
есть уравнение прямой, проходящей через то�tку S. Более того, 
какова бы ни была наперед заданная проходящая через то •tку S 
прямая, она определяется у равнением ( 5.24 ) при некоторых 
а и � · 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Прежде всего уста новим,  что при лю­
бых а и �. не  р а вных одновременно нулю, равенство ( 5 .24 )  пред­
ставляет собой уравнение первого порядка (т. е .  в этом равен·  
стве хотя бы один из  коэффициентов при  х или при  у нс ра вен 
нулю ) . Собирая  в равенстве (5 .24) коэффициенты при х и · у, 
перепишем это равенство в виде 

(аА 1 + � А2) х + (аВ1 + �82) у + (аС1 + ВС2) = О . (5 .24') 
Если бы имели место равенства аА 1 + �А2  = О и аВ 1 + �82 = О , 
то из  этих равенств, предпола гая ,  н апример ,  что а =1= О * ) ,  м ы  

* )  По условию од1ю и з  чи·сел а и � отлично от нуля. 
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получили бы 

А1/А2 = - �/а, В1/В2 = - Ма, т. е . А1/А2 = В1/В2. 

1 2 1  

Последнее равенство ( с м .  п .  6)  есть условие параллельности пря­
мых, определяемых уравнениями А 1х + В1у  + С1 = О и А2х + 
+ В2у + С2 = О, и противоречит предположению о том, что эти 
прямые пересекаются и не  совпадают. 

Итак, ( 5 .24)  при любых а и � .  не  равных одновременно нулю, 
представляет собой уравнение первой степени, определяющее 
( в  силу результатов п .  1 )  некоторую прямую. 

Эта прямая  заведомо проходит через точку S (х0, Уо) пересе­
чения двух прям ых, определяем ых уравнениями 

А 1х + В1у + С1 = О и А2х + В2у + С2 = О. 
В самом деле, так как S (хо, Уо) принадлежит каждой из двух 
указанных прямых, то справедливы равенства 

А1х0 + В1Уо + С1 = О и А2хо + В2Уо + С2 = О, 
из которых вытекает, что при любых а и � 

а (А 1х0 + В1у0 + С1) + � (А2хо + В2Уо + С2) = О, 
т. е. координ аты х0 и у0 точки S удовлетворяют уравнению 
( 5 .24 ) . 

Остается доказать, что, какова бы ни  была н а п е р е д з а  -
д а н н а я  проходящая через точку S прямая ,  она определяется 
уравнением ( 5 .24 )  при некоторых а и �· Наперед задан f(ая  про­
ходящая через точку S (хо, Уо ) прямая однозначно определ,яется 
зада нием еще одной отличной от S точки М* (х*, у* ) ,  ей принад­
лежащей. Таким образом, достаточно доказать,  что не  равные 
одновременно нулю а и � можно выбрать так,  что координаты 
х* ,  у• наперед заданной точки М* будут удовлетворять уравн е­
нию ( 5 .24 )  при этих а и �- Подста вляя в ( 5 .24 )  на  место х и у 
координаты Х* и у* точки М* , получим ра венство 

(5.25) 

Прежде всего заметим ,  что (5 .25) предста вляет собой уравнение 
относительно а и �- В самом деле, оба выражения в круглых  
ско�ках, являющиеся коэффициентами при а и �.  обратИться 
в нуль не могут" ибо это озн ачало бы, что две прямые, опреде­
ляемые уравнениями А 1х + В 1у + С1 = О и А 2х + В2у + С2 .:._ О, 
проходят через точку м• .  ( Последнее невозможно в силу того, 
что эти прямые не сов.падают и проходят через точку S, отлич­
ную от М*. ) Итак , хотя бы одна из круглых скобок в ( 5 .25) 
отлична от нуля . Пусть, например ,  А 1х* + В1у"' + С1 =/= О. Тогда, 
задав произвольно � + О, мы определим из уравнения ( 5.25) 
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коэффициент а: 

При указанных а и j3 прямая,  определяемая уравнением (5.24 ) , 
проходит через точку М• (х* , у*) . Случай , когда отлична от нуля 
вторая из круглых скобок в (5.25) ,  рассматривается аналогично. 
[еорема доказана. 

· 
3 а м е ч  а н  и е. Так как в уравнении пучка (5.24) хотя бы 

одно из чисел а и j3 отлично от нуля, то можно записывать 
�равнение пучка не с двумя коэффициентами а и 13, а с одним 
коэффициентом Л., равным их отношению. Так, если отлично от 
нуля а, то, поделив (5.24 ) на а и положив Л. = 13/а, мы полу· 
�им уравнение пучка в виде 

(5.26) 

Следует, однако, отметить, что уравнение (5.26) содержит все 
прямые, проходящие через точку пересечения прямых, опреде• 
ляемых уравнениями А 1х + В1у + С1 = О и А2х + В2у + С2 = О, за исключением одной прямой - прямой, определяемой уравне· 
нием А2х + В2у + С2 = О (она не получится из (5.26) ни при 
каком Л.) . 

§ 2. Некоторые задачи на прямую линию на плоскости 

Выше уже был рассмотрен ряд задач на прямую линию на 
плоскости (нахождение угла между двумя прямыми, установле· ние условий параллельности и перпендикулярности двух пря• 
мых, вычисление отклонения и расстояния точки от прямой, на· 
хождение ур а внения прямой, проходящей через точку пересече• 
ния двух данных прямых) . 

В этом параграфе мы рассмотрим р яд задач, р азвивающих 
и углубляющих материал предыдущего параграфа.  

1 .  Н ахождение пря мой, проходя щей через данную точку 
М1 (х1 , У1 ) и составляющей заданный угол ер с данной прямой у = k1x + Ь1 . Будем искать ур авнение прямой, проходящей через 
точку М1 (х1 , у 1 ) и составляющей заданный угол ер с прямой, 
определяемой уравнением у = k1x + Ь 1 , в форме (5. 1 0) : 

У - У1 = k (Х - Х1)• 

Прямая (5. 1 0). проходит через точку М1 (х1 , У1 ) , и нам остается 
выбрать ее угловой коэффициент k так, чтобы она составляла 
угол q> с прямой у = k1x + Ь, . Заметим, что, взяв уравнение 
искомой пря мой в виде (5 . 1 0) , мы исключаем из рассмотрения 
прямую х == х1 , прщшдящую через точку М1 (х1, У1 ) и !Jерпенди• 
кулярную оси Ох. Так как искомая прямая · у ""'  kx .+�(у1 - kxi)' 
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и прямая у = k1x + Ь1 составляют угол (j), то в силу формулы 
(5. 1 2") k - k 1 

± tg (j) = 1 + kk, . 

Из последнего уравнения определяем угловой коэффициент k 
искомой прямой : k - k1 = ±tg (j) + kk1 tg <р, и ,  стало быть, при 
( 1  ± k1  tg <р) * о  получим 

(5.27) 

В случае, если знаменатель в формуле (5.27) обращается в нуль, 
угловой коэффициент не существует, и искомую прямую, оче· 
видно, следует определить уравнением х = х1 • 

Итак, окончательно, получаем уравнения двух искомых пря· 
мых в виде 

1 ) у - У1 = lk , � !� q> (Х - Х1) k ,  - tg q> 
( ) - ' g q> И у - У1 = 1 + k ,  tg q> Х - Х1 

при k1 tg Q) -=i= ± l ; 
k 1 + tg q> 2) у - У1 = 2 (х - х1) и х = х1 при  k 1 tg (j) = - 1 ; 

. k 1 - tg q> 3) х = х1 и у - у1 = 2 . (х - х1) при  k 1 tg (j) = 1 . 
2. Н ахождение биссектрис углов, образованных данными 

прямыми. Запишем уравнения двух прямых в норм ированном 
виде. Пусть это будут 

х cos 8 + у sin 8 - р = О и х cos 81 + у s in 81 - р1 = О. 

Левые части этих уравнений р авны отклонениям б 1 и б2 точк11 
М (х, у) соответственно от первой и от второй прямых. На одной 
из биссектрис (отвечающей тому углу, в котором лежит начало 
координат) эти отклонения равны и по модулю, и по знаку, на 
другой биссектрисе отклонения б 1 и б2 равны по модулю и про· 
тивоположны по знаку. Таким образом, уравнения искомых бис­
сектрис имеют вид 

(х cos 0 + у sin 0 - р) - (х cos 01 + у sin 01 - р1) = О, 
(х cos 8 + у sin 8 - р) + (х cos 81 + у sin 01 - р1) = О. ' . 

3. Условия , при которых данная прямая пересекает данный 
отрезок АВ. Запишем уравнение прямой в нормированном виде 
х cos 8 + у sin 0 - р = О и, подставив в левую часть последнего 
уравнения сначала координаты точки А, а затем координаты 
точки._ В, найдем отклонения <'>А и бв соответственно точек А и В 
от данной прямой. Для того чтобы данная прямая пересекала 
отрезок АВ, необходимо и достаточно, чтобы точки А и В ле· 
ж'али по разные стороны от этой прямой, т. е. необходимо и до• 
статочно, чтобы отклонения бА и бв имели разные знаки. 
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4 . Определение местоположения данной точки М и начала 
координат О относительно углов, образованных двумя данными 
прям ыми . П усть заданы две пересека ющиеся прямые и требуется 
оп р�делить,  в одном ,  в смежных или в вертикальных углах,  об­
разованных эти м и  прямыми,  лежат данная точка М и начало 
координат О. Запишем уравнения данных прямых в нор м ирован ­
ном виде и ,  подставив в левые части указанных уравнений коор­
динаты точки М, вычислим отклонения б 1 и б2 точки М от пер· 
вой и второй прямых соответственно.  По определению отклоне­
н ия точка М и начало координат О лежат в одном углу, если 
оба отклонения б 1  и б2 отрицательны, r:i вертикальных углах, 
есл и отклонения  б1 и б2  оба положительны, и в смежных углах, 
есл и 6 1 и б2 имеют р азные знаки .  

5. Условие пересечения трех пря мых в одной точке. Найдем 
условие,  необходи мое и достаточное для того, чтобы три пря мые,  
определяемые уравнениями 
А 1х + В1у + С1 = О , А2х + В2у + С2 -:- О и Азх + ВзУ + С3 = О , 
пересекались в одной и только в одной точке. 

Так ка к мы ищем условия ,  при которых точка пересечения 
т о л ь к о о д н а , то необходи мо  предполагать, что из трех да н ­
ных  прямых какие-нибудь две прямые пересекаются в · одной 
точке ( и бо в противном случае у трех прямых либо вовсе не бу­
дет точек пересечения,  л ибо будет их бесконечно м ного) . Таким 
образом,  необходимо требовать, чтобы из трех определителей 
второго порядка 

1 А 1 Ва 1 А2 В2 ' и (5 .28) 

хотя бы один был отличен от нуля. 
Ради определенности предположи м ,  что первые две из ука · 

занных трех прямых пересекаются в одной точке (т.  е. предпо · 
ложим ,  что отличен от нуля первый из определителей (5.28) ) .  
Тогда ,  для того чтобы три прямые пересекались в одной точке, 
необходимо и достаточно, чтобы третья прямая А 3х + В3у + 
+ С3 == О прин адлежала пучку, _образованному первыми двумя  
прямыми 

а (А 1х + В1у + С1) + � (А2х + В2У + С2) = О . 
В силу замечания  в конце п .  1 § 1 на йдется некоторое число 
(обозначим его -у) такое, что все коэффициенты последнегJ> 
уравнения р авны соответствующим коэффициентам уравнения 
АзХ + В3у + С3 = О, умноженным на это число, т. е. / 

аА1 + � А2 = - у Аз , аА1 + �А2 + у Аз = О, 
аВ1 + �В2 = - УВз, 
аС1 + �С2 = - vСз. 

или аВ1 + �В2 + уВз = О, 
аС1 + �С2 + уСз = О. 
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П осл едн и е  р а ве нств а  п р едст а в л я ют собой одн о р одн у ю  систему 
т р е х  у р а в н е н и й  относи 1 ел ьн о  т р ех 11 е и з вест н ы х  а,  � и у. Так к а к 
об р а зующие п учок коэффици енты а и � не равны нулю одновре­
м енно, то у к а з а н н а я  система о б я з а н а  1 1 м ет ь  нетривиальное р е­
ш е н и е ,  дл я ч его н еобход и м о 11 доста точ н о  ( с м .  До пол нен и е  к 
rл а в е  1 ,  п .  8 ) , чтобы о п р едел и тел ь этой с и сте м ы  

1 А 1  А2 А 1  1 1 А ,  В , С , 1 
В ,  В2 Вэ = А2 В2 С2 
С1 С2 Сз Аз Вэ Сз 

(5 . 29) 
был ра вен нул ю. 

И т а к, для того чтобы три прял.tые, определяемые уравнениялщ 
'А 1х  + В1у + С1 = О, А 2х + В2у + С2 = О и А зх + Взу + Сз = О, 
пересекались в одной и только в одной точке, необходи.мо и до­
статочно, чтобы обращался в нул ь определитель (5 .29 )  и был 
отличен от нуля хотя бы один из определителей (5 .28) . 

Мы п р и шли к этому утвер жден и ю, п р едп ол о жи в, что первые две из  указанных трех п р я м ых п ер е с е к а ются в одной точ ке.  К этому же результату п р ивод и т  и п р едположение о том , что 
п ерес е к а ются в одной точке л ю б ы е  другие две из  ука з а н н ы х  
трех п р я м ых ( в п р о ч е м ,  п оследнее ясно из сооб р а ж е н и й  с и м ­
метрии ) .  6. Н а хождение п р я мой ,  проходя щей через точ ку пересеч е н и я  дву х данных пря мых и удовлетвор я ю щей е щ е  одном у  услов н ю. 
Пусть требуется н а йти у р а в н е н и е  п р я м о й, п р оходящей через точ 1<у  пересечен ия двух н е 1< 0J1 л 1 1 н е а р н ы х  *) п р я м ых, опреде.11 я е­
м ых ура вн е н и я м и  А 1 х  + В 1у + С 1 = О и А 2х + В 2у + С2 = О, 11 , 
к р о м е  т о г о ,  у д о в л ет во р я ю щ е й  од н о м у  и з  сл едующих трех усл'о­
в ий :  а ) о тс е 1< а ю шей н а  о с я х  от р ез 1<И р а п н о й  дл и н ы ;  б )  п а р а л ­
л ел ь н о й  з а д а н н о й  п р я м о й А 3х + В3у + С3 = О ; в )  п ер п е нди l\ у ­
л я р н о й  з а д а н н ой п р я м о й  Азх + В3у + С3 = О. 

И с к о м а я  п р я м <� я  п р и н а дл е ж и т  п у ч ку 

а ( А 1х  + В ,у  + С1 ) + � (А2х + B2!J + С2) = О. (5 . 3  )) 
Д л я  о п р едел е н и я  п осто я н н ы х  а и � ( а  точ нее,  и х  отн о ш е н и я )  
буде м  и с п ол ьзо в а т ь  до п ол 1ш тел ыюе у сл о в и е .  

В сл уч а е  а )  м ы  дол ж н ы  соб р а т ь в ( 5.30) коэф ф и ц и е нты л r и  
х и у и п р и р а в н я ть дру г  дру гу м о д у л  и э т и х  коэфф ициен тов 
( м ы  п р и ра в н и в а ем друг д р у 1  н е  са м и  коэ ф ф и ц и е н т ы  п р и х и у, 

а их м одул и ,  т а к  к а 1< требуетс я , что б ы  отсе к а е м ы е  н а  осях от. 
р ез 1<и и м ел и р а в н ую дЛ1111 у ,  а 1 1 е  nел и ч и н у ) .  В резул ьт а т е  п ол у;, 
•н1 м у р а в н е 1 1 1 1 е  / aA 1 + �A 2 / = / �B2 + aB 1 I ил и  а (А 1 + В 1 ) =  
-== -р ( А 2  + 82 ) . За мети м ,  что обе кр у гл ы е с кобк и об р а т и т ься 
в н ул ь  1 1е  м о гут ( та к ка к п р я м ы е  А 1х + В , у  + С1 = О и А 2х + + В2у + С2 = О  

не к олл и неа р н ы ) , и , ста л о б ы т ь, и .з  п ос л ед н его 

• )  П р я м ы е  н аз ы е а ю1 Ся пеколл11неарнь1.м11, есJш 0 1 1 и  11 1: наралле.льны и не 
сu в н а да ют. 



126 ЛИНЕАНЫЕ ОБРАЗЫ [ГЛ . 5 

равенства, задавая произвольно один из коэффициентов а и �. 
мы найдем другой из этих коэффициентов. 

В случае б )  учтем,  что у двух параллельных прямых коэф­
фициенты при х и у пропорциональны . (см.  § 1,  п .  6, условие 
(5. 1 3 ) ) . 

Таким образом, мы получим 

аА1 + �Аа - aBi + �Ва или а (А1В3 - В1Аз) = � (В2Аэ - А2Вз) . Аз - Вэ 

Заметим, что в последнем равенстве обе круглые скобки не мо• 
гут обратиться в нуль ( иначе бы прямые А 1х + В1у + С1 = О  и 
А2х + В2у + С2 = О оказались коллинеарными ) , и поэтому из 
nоследнего равенства,  задавая произвольно один из коэффициен­
тов а и � . мы найдем другой из этих коэффициентов. 

В случае в) используем для прямой (5 .30)  и прямой АзХ + + В8у + С3 = О условие перпендикулярности (5 . 1 4 )  (см. § 1 , п .  6 ) . 
В результате получим (аА 1  + �А2) Аэ + (аВ 1  + �В2) Вз = О  

или а (А 1Аз + В 1Вз) -= -� (А2Аз + В2Вз) . Заметим, что обраще· 
ние в нуль ()беих круглых скобок последнего равенства невоз• 
можно (иначе мы получили бы, что �: = �: .и прямые А 1х +: 
+ В 1у + С1 = 0 и А�х + В2у + С2 с:: О коллинеарны) . Таким об­
разом, задавая в указанном равенстве произвольно один из 
коэффициентов а и �. мы определим из него другой из этих 
коэффициентов. 

§ 3. Различные виды уравнения плоскости 

1 .  Общее ур авнение плоскости. Содержание этого пункта 
nолностью анало.rично содержанию п. 1 § 1. Мы докажем дв� 
\Утверждения.  

1 °. Если в пространстве задана произвольная плоскость п и 
'фиксирована произвольная декартова прямоугольная система 
Oxyz, то плоскость л: определяется в этой системе уравнением 
первой степени. 

2°. Если в пространстве фиксирована произвольная декар­
rова прямоугольная система Oxyz, то всякое уравнение первой 
степени с тремя переменными х, у и z определяет относительно 
втой системы плоскость. 

Для доказательства первого утверждения достаточно уста· 
навить, что плоскость п определяется уравнением первой сте• 
nени при каком-то одном специальном выборе декартовой пря· 
моугольной системы, ибо тогда она определяется уравнением 
Первой степени и при любом другом выборе декартовой прямо· 
�гольной системы (в  силу теоремы 4.2) . Расположим оси Ох и 
.Оу в плоскости л:, а ось Oz направим перпендикулярно этой пло· 
скости. Тогда уравнением плоскосrи п будет уравнение nepвotl. 
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степени z = О . В самом деле, этому уравнению будут удовлетво· 
р ять координаты любой точки, лежащей на плоскости л:, и не 
будут удовлетворять координаты ни одной точки, не лежащей 
на плоскости л:. Утверждение 1 °  доказано. 

Для доказательства утверждения 2° фиксируем произволь• 
ную декартову прямоугольную систему Oxyz и рассмотрим про• 
извольное уравнение первой степени 

Ах + Ву + Cz + D = О, (5.3 1 )  
в котором А , В, С и D - какие угодно постоящ1ые, причем из 
постоянных А ,  В и С хотя бы одна отлична от нуля. Уравнение 
( 5.3 1 )  заведомо имеет хотя бы одно решение хо, у0, zo * ) ,  т. е. 
существует хотя бы одна точка Мо (хо, уо, z0) , координаты кото• 
рой удовлетворяют уравнению (5 .3 1 ) :  

Ах0 + Ву0 + Cz0 + D = О . (5 .32) 
Вычитая из уравнения (5.3 1 )  тождество (5 .32) , получим урав• 
нение 

А (х - х0) + В (у - у0) + С (z - z0) = О, (5.33) 
эквивалентное уравнению (5 .3 1 ) .  Достаточно доказать, что урав4 
нение (5 .33) определяет относительно системы Oxyz некоторую 
плоскость. Мы докажем , что уравнение ( 5.33) (а стало быть, 
и уравнение (5 .3 1 ) )  определяет плоскость л:, проходящую через 
точку Мо (хо, Уо, zo) и перпендикулярную вектQру п = {А , В, С} 
(так как хотя бы одна из постоянных А, В и С не равна нулю, 
то вектор п ненулевой) .  

В самом деле, eCЛJi точка М (х, у, z) лежит на указанной 
плоскости л:, то ее координаты удовлетворяют уравнению (5 .33) , 
ибо в этом случае векторы  п = {А , В, С} и М0М = {х - х0, 
у - у0, z - zu} ортогональны и их_скалярное произведение 

А (х - х0) + В (у - Уо) + С (z - Zo) (5.34) 
ра вно нулю. Если же точка М (х, у, z) " не лежит на указанной 
ллоскости л:, то ее координаты не удовлетворяют уравнению 
(5 .33) , ибо в этом случае векторы п и М0М не ортогональны и 
поэтому их скалярное произведение (5.34 ) не 'р авно нулю. 
Утверждение 2° доказано. 

Уравнение (5 .3 1 )  с произвольными коэффициентами А , В , С. 
и D такими, что из коэффициентов А, В и С хотя бы один отли• 
чен от нуля, называется общим уравнением плоскости. 

*) В самом деле, хотя бы одна из постоянных А, В, С отлична от нуля. 
Пусть, например, е #= о. Тогда, �зяв произвольные Хо и Уо, получим из урав· 

А В 
пения (5.3 1 )  zo = - С Хо. - С Уо· 
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Мы до к а з а л и ,  что плоскость, определяемая общu.м уравне­
нием ( 5 .3 1 ) ,  ортогональна к вектору n = {А ,  В, С} . Этот п ослед­
н и й  вектор мы буде м н а з ы в а т ь  нормальным вектором плоскости 
(5 .3 1 ) .  

З а м етим ,  ч то если два общих уравнения 
Ах + Ву + Cz ,+ D = O, А 1х + В1у + C1z + D1 = 0 

определяют одну и ту же плоскость, то найдется такое чuсл п t, 
что справедливы равенства 

А 1 •  At , В1 = Bt , С1 = Ct, D1 = Dt, 

1. е. коэффициенты А 1 ,  8 1 ,  С1 и D 1 второго уравнения равны 
соответсвующuм коэффициентам А, В, С и D первого уравнения, 
у.множенным на некоторое чи сло t .  

Д о к а з а тельство этого ут вер жде н и я  в п ол н е  а н а л о ги ч н о док а ­
за тел ьству утвер жде н и я ,  соде р ж а ще гос я  в за м еч а н и и  в кон це 
n. 1 § 1 .  Мы п р едоста вл я ем ч и т а тел ю п ровести его с а м о м у . 

2. Неполные уравнения плоскости. Уравнение плоскости в от­
резках. Общее уравнение плоскости ( 5 .3 1 )  называется п о л  -
н ы м ,  если все его коэффициенты А ,  В ,  С и D отличны от нуля. 
Е сл и  хотя б ы  од и н  из у к а з а н н ы х коэф ф и ци е н тов р а вен  нул ю, 
ур а в н е н и е  называетс я неполным. 

Р а сс м отр и м  все воз м о ж н ы е  виды н е п щ1 н ых ур а в н е н и й :  
1 ) D = О,  у р а в н е н и е  А х + Ву + Cz = О  о п ределяет пло­

с кость,  п р оходящую ч е р ез н а ч а л о  коорди н а т  ( поскол ьку коорди· 
н а ты н а ч а л а  удовл етво р я ют этому у р а в н е н ию ) . 

2 )  А = О, уравнение Ву +  Cz + D = О  о п р едел яет плоскость, 
п а р а л л ел ьную оси Ох ( п оскол ьку н о р м а л ь н ы й  вектор этой пло­
с кости n = {О, В , С} п е р п е н д и кул я р е н  оси Ох) . 

3)  В =  О, у р а вн е н и е  Ах + Cz + D = О  о п р едел яет п л ос кость, 
п а р а л л ел ь ную оси Оу ( и бо этой оси п е р п е нд1шул я р е н  н о р м а л ь­
н ы й  ве ктор n = {А ,  О, С} ) . 

4 )  С =  О, у р а в н е н и е  Ах + Ву + D = О  о п р едел яет плоскость, 
п а р а л л ел ьн у ю  оси Oz ( ибо этой оси п е р п енди кул я ре н  нормаль­
н ы й  ве ктор n = {А ,  В, О} ) .  

5 )  А =  О, В =  О, у р а в н е н и е  Cz + D = О  о п р едел яет п лоскость, 
п араллел ьную коо р д и н а тн о й  плоскости Оху ( и бо эта плоскость 
п а р а л л ел ь н а  ося м Ох и Оу ) . 

6) А =  О, С =  О, у р а в н е н и е Ву + D = О  определ яеt пло­
скость , п а раллел ьную коорди н а т н о й  плос косп1 Oxz ( и бо эта пло­
ск ость п а р а л л ел ьн а  о с я м Ох и Oz) . 

7 )  В = О, С =  О, у р а в н е н и е  А х + D = О о п р едел яет пло­
с1<ость,  п а р а л л ел ьную к оо рди н а т н о й  плос кост и Oyz ( и бо эта 
п л оскость п а р а л л е л ьн а  ося м  Оу и Oz) . 

8) А = О, В = О, D = О, у р а в н е н и е  Cz = О о п р едел я ет коо р ·  
д и н а т ную пл оскость Оху ( ибо плоскость п а р аллельна Оху и п ро­
ходит через н а ч а л о  координ а т ) . 
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9 ) А = О , С = О, D = О, уравнение Ву = О определяет коор­
динатную плоскость Oxz ( ибо плоскость п а раллельна Oxz и про­
ходИ'Г через начало координат) . 

l О) В = О, С =  О, D = О, уравнение Ах = О  определяет коор • 
динатную плоскость Oyz ( ибо плоскость параллельна Oyz и про­
ходит через начало координат) . 

Рассмотрим теперь полное уравнение плоскости (5 .3 1 )  и по• 
кажем, что оно может бь!ть приведено к следующему виду : 

� + JL + ..!. = 1 
а Ь с ' 

называемому уравнением плоскости в отрезках. 

(5 .35) 

В самом деле, так как все коэффициенты А ,  В, С и D от­
личны от нуля, м ы  можем переписать уравнение ( 5.3 1 )  в виде 

- �/А + - �/В + -�/С = l 
и затем положить а = -D/A , Ь = -D/B, с = .,.-D/C. 

З аметим ,  что в уравнении «В отрезках» ( 5.35) t�:исла а, Ь и с 
имеют простой геометрический смысл :  они р авны величинам 
отрезков , которые отсекает плоскость на 
осях Ох, Оу и Oz соответственно (отрезки 
отсчитываются от начала координат,  см.  
р ис. 5 .8) . Чтобы убедиться в этом,  доста· 
точно найти точки пер есечения плоскости, 
определяемой ур авнением ( 5.35) , с осями 
координат. Например ,  точка пер есечения с 
6сью Ох определится из совместного р ас- .-с 
смотрения ур авнения плоскости ( 5.35) с Рис . 5.8 
ур авнениям и  у =  О и z = О осИ Ох. Мы по-
·лучи м  координаты точки пересечения х = а, у = О, z = О.  Ана· 
логично устанавливается , что координаты точки пересечения 
плоскости (5.35) с осью Оу равны х = О, у =  Ь, z = О и с осью 
Oz р авны х = О, у = О, z = с .  

3. Угол между двумя плоскостям и. Условия параллельности 
и перпендикулярности плоскостей. Пусть две плоскости :rt1  и :rt1 
заданы общими уравнениями А 1х + В 1у + C 1z + D 1 = О и А 2х + 
�+ В 2у + C2z + D2 = О. Очевидно, вопрос об определении угла:  
между указанными плоскостям и  сводится к определению угл а с:р 
между их норм альными вектор а м и  n 1 = {А 1 ,  Е 1 ,  С1} и n2 == 
= {А2, В2, С2} * ) . · 

Из определения скалярного произведения n 1 n2 = 1 n 1 1 1 n2 I cos с:р 
и из выражения в координатах длин векторов n 1 и n2 и их 

*) Любые две пересекающиеся плоскости образуют два угла, в сумме 
равных л:. Нам достаточно определить один из этих углов. 

5 В . А. Ильи11,  Э. Г. Позняк 
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скалярного произведения,  получим 

с А 1А2 + В1В2 + С1С2 os ер =  . / . / • 
'V Af + Bi + cf 'V А� +  в� + с3 

[ГЛ. 8 

(5.36) 

Итак, угол ер между плоскостями n1 и n2 определяется с по· 
мощью формулы (5 .36) . 

Условие параллельности плоскостей n1 и n.2, эквивалентное 
условию коллинеарности векторов п1 и п2, заключается в про" 
порциональности координат этих векторов, т. е .  имеет вид * ) 

(5.37) 

Условие перпендикулярности плоскостей n1 и n2 может быть 
извлечено из формулы (5.36) (при cos <р = О) или выражено 
р авенством нулю скалярного произведения векторов n 1 и n2. Оно 
имеет вид 

(5 .38) 

4. Уравнение плоскости, проходящей через три различные 
точки, не лежащие на  одной прямой. Поставим перед собой 
цель - вывести уравнение плоскости, проходящей через три раз• 
личные точки M1 (x1 , y 1 , z1 ) , M2 (X2, y2, z2 ) и Мз (хз, уз, zз) , не ле• 
жащие на одной прямой.  Так как указанные три точки не лежат 
на  одной прямой, векторы М 1М2 = {х2 - х1 ,  У2 - У1 , z2 - z1 } и 
М1Мз = {хз - Х1 ,  Уз - У1 , zз - z1 } не коллинеарны, а поэтому, 
точка М (х, у, z) лежит в одной плоскости с точками М1 , М2 и Мз 
тогда и только тогда, когда векторы М1М2, М1Мз и М1М = = {х - х1 ,  у - У1 ,  z - z1} компланарны, т. е. тогда и только тогда , 
когда смешанное произведение этих трех векторов равно нуJiю 
(см.  главу 2, § 3, п .  4 ) . _ 

Используя выражение смешанного произведения в координа• 
тах, мы получим необходимое и достаточное условие принад• 
лежности М (х, у, z) к указанной плоскости в виде (см. главу 2, 
§ 3, п .  7)  

1 Х - Х1 У - У1  Z - Z 1 j 
Х2 - Х1  У2  - У1  Z2 - Z1 = 0. 
Хэ - Х1 Уз  - У 1  Zз - Z 1 (5 .39) 

�равнение первой степени ( 5.39) и является уравнением иско· 
мой плоскости. 5. Нормированное уравнение плоскости. Отклонение точки 
от плоскости. Рассмотрим какую угодно плоскость n .  Проведем через начало координат О прямую п, перпендикулярную пло• 
скости n, и обозначим буквой Р точку пересечения прямой п и 

*) При этом, как и всюду выше, мы понимаем всякую пропорцilю а/Ь.. � c/d в смысле равенства ad = Ьс, 
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плоскости rc (Pl!C. 5.9) . На прямой п возьмем единичный вектор 
n,  направление которого совпадает с направлением отрезка ОР 
(в случае совпадения точек О и Р направление n выберем про­
извольно) . 

Поставим перед собой цель - выразить уравнение плоскостй 
rc через следующие параметры :  1 )  длину р отрезка ОР, 2) углы 
а, � и у наклона вектор а n к осям Ох, Оу и J! Q Oz соответственно.-

· 
Так как n - единичный вектор, то его ко­

ординаты, соответственно р авные его проек• 
циям на оси координат, имеют вид * )  

n = { cos а, cos � ,  cos v} .  (5.40) 

Очевидно, точка М (х, у, z) лежит на рас-

о 

сматриваемой плоскости n тогда и только то- Рис. 5.9 

гда, когда проекция вектора ОМ на ось, 
определяемую вектором n , равна р, т. е. при условии 

прп ОМ = р. (5 .4 1 )  

Так как n - единичный вектор, то в силу определения 2 ска• 
лярного произведения ( см . п. 1 § 2 главы 2)  

прп ОМ = n · ОМ. (5.42) 

Имея в виду, что ОМ = {х, у, z} , а вектор n определяется ра ­
венством (5.40) , мы получим следующее выражение для ска• 
лярного произведения этих векторов: 

n · ОМ = х cos а + у cos � + z cos v . (5 .43) 

Из сопоставления ( 5.4 1 ) ,  (5.42 ) и (5.43) вытекает, что точ­
ка М (х, у, z) лежит на плоскости rc тогда и только тогда, когда 
координаты этой точки удовлетворяют уравнению 

х cos а + у cos � + z cos у - р = О. (5.44) 

{5 .44) и есть искомое уравнение плоскости rc, выраженное через 
параметры р, а, � и у. Это ур авнение называется нормирован­
ным уравнением плоскости. 

Введем теперь фундаментальное понятие отклонения произ­
вольной точки М от данной плоскости rc. Пусть число d обозна· 
чает расстояние от точки М до плоскости rc. 

Назовем о т к л  о н  е н и е м  б точки М от плоскости rc число 
·+d в случае, когда точка М и начало координат О лежат по 

* ) В силу того , что . проекция вектора на любую ось равна модулю этого 
вектора, умноженному на косинус угла наклона к оси .(см, п, 8 §· I главы 2) , 
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разные стороны от плоскости л, и число -d в случае, когда М 
и О лежат по одну сторощ; от л. 

Если же начало коорд 11 н ат  О леж ит н а плоскости п, поло­
ж и м  отклонение  равным + d в случае,  когда М лежит по  ту сто­
рону от л:, куда направлен вектор n ,  и р а вны м -d в проти вном случ а-с . 

И меет место следующее важное утверждение .  
Теорема 5.3. Левая часть  нор,uированного уравнения пло­

скости ( 5.44 ) равна отклонению точки М с коордипатами х, у, 
z от плоскости л, определяе.мой уравнениел-t ( 5.44 ) . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Спроектируем точку М на  ось,  опре­
деляемую вектором п . Пусть Q - проекuия точки М ( рис .  5 .9) . 
Отклонение  б точки М от плоскости п равно PQ, где PQ обо­
значает вел ичину направленного отрезка PQ оси ,  определ яем оii 
вектором п . Далее, из осноJЗного тождества ( см .  гл а ву 1 )  оче­
видно (см .  рис .  5 .9) , что 

б = PQ = OQ - ОР = OQ - р. (5 . 45) 
Но OQ = прпОМ, а последняя  проекция в силу формул ' ( 5 .42 ) и 
(5 .43) равна  х cos а. + у cos � + z cos у. Итак ,  

OQ = х cos  а +  у cos  � + z cos  у .  (5 .46) 
Сопоставляя формулы (5 .45)  и (5 .46 ) , получим б = х cos а. +  
+ у cos � + z cos у - р. Теорема доказана .  

Теорема 5 . 3  приводит нас  к следующему п р  а в и л  у :  для на­
хождения отклонения б точки М 0 (х0, у0, z0) от плоскости л сле­
дует в левую часть нор,нироваююго уравнения плоскости л под­
ставить на .место х, у и z координаты х0, YrJ и z0 точки Мо. 

Разумеется , это правило позволяет отыскивать и р асстоян не  
от точки М до плоскости л, ибо расстояние равно модулю от­
клонения .  

В заключение укажем алгоритм приведения общего урав не­
н и я  плос 1<ости (5 .3 1 )  к нормированному виду (5 .44 ) . Так ка к 
указанное общее уравнение и ура внение ( 5 . 44 )  должны опреде­
лять одну и ту же плоскость , то (в силу замечания  в конuе 
П« 1 этого пара графа )  на йдется число t такое, что 

tA = cos а, tB = cos �. tC = cos у,  tD = - р . (5 . 47 )  
Возвышая  в кJЗадрат первые три равенства ( 5 .47) , складыва я 
и х  и учитывая , что сум ма  квадратоз направляющих косинусов 
равна  единице (см .  п. 9 § 1 главы  2 ) , получим t2 (А2 + в2 + 
± С2) = 1 ,  откуда 

i = ±  
1 

,..; А2 + в2 + с2 (5 . 48) 

Остается уточнить ,  какой и з  зна ков + следует взять в фор­
м уле  (5 .48)_ . Так как  по  смыслу расстояние р всегда неотрица-
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тельно,  то из последнего равенства ( 5 .47)  з аключаем,  что знак, 
t противоположен знаку D, 

Итак, для приведения общего уравнения плоскости А х + 
:+ Ву + Cz + D = О 1� иормированному виду ( 5 .44 ) следует 
умножить его на норлшрующий множитель ( 5 .48) , знак которого 
противоположен знаку D. 

6. Пучки и связки плоскостей .  Совокупность всех плоскостей, 
проходящих через одну и ту же прямую L, называется п у •t -
к о м  п л о с к о с т е й  ( с центром в L) .  

В полной а налогии с теоремой 5.2 ,  относящейся к пучку 
прямых,  до�азывается следующее утверждение : 

Если А 1х + В1у + C1z + D 1  = О и А2х + В2у + C2z + D2 = О 
суть уравнения двух разли•tных и не параллельных плоскостей , 
пересечением которых служит некоторая прямая L,  а а и � -
какие угодно не равные одновременно нулю числа, то 

а (А 1х + В1у + C1z + D1) + � (А2х + В2у + C2z + D2) = О (5 .49) 

есть уравнение плоскости, проходящей через прямую L.  Более 
того, какова бы ни была наперед заданная проходящая через 
прямую L плоскость , она определяется уравнением ( 5.49) при 
некоторых а и � -

Доказательство этого утверждения (не  содержащее по 
сравнению с доказательством теоремы 5.2 никаких новых идей)  
представляем читателю. 

Сформулированное утверждение позволяет задавать пря­
мую L ,  являющуюся линией пересечения двух не совпадающих 
и не параллельных плоскостей А 1х + В 1у + C 1z  + D 1 = О и 
А2х + В2у + C2z + D2 = О, не только двум я уравнениями этих 
плоскостей,  но и любыми двумя различными уравнениями пучка 
(5 .49) (полученными при каких угодно а и � ) . 

Совокупность всех плоскостей, проходящих через данную 
точку M0 (x0, y0, z0 )  называется с в я з к о й п л о с к о с т е й  ( с  
центром в Мо) .  

Легко убедиться в том, что уравнение связ1ш с центром 
в Мо (Хо , уо, zo) имеет вид 

А (х - Х0) + В  (у - у0) + С (z - z0) = О, ( 5 . 50 )  

где А,  В и С - какие угодно числа ,  не р авные од1юпр2мешю 
нулю.  

В самом деле,  всякая плоскость ,  определяемая уравнением 
( 5.50) , проходит через точку Мо (хо, уо, zo) .  С другой стороны,  
если л: - наперед заданная плоскость , проходящая через точ­
ку Мо (хо, уо, z0) , то эта плоскость однозначно  определяется з а ­
данием,  кроме точки М0 (х0, уо, z0) , еще нормального вектора  
n = {А , В., С} и потому определяется уравнением ( 5.33)  (см .  
п.  1 этого параграфа ) ,  совпадающим с уравнением ('5.50) . 
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§ 4. Прямая линия в пространстве 
1 .  Канонические уравнения прямой в пространстве. Выше 

(см. п .  6 предыдущего параграфа)  уже отмечалось, что прямую 
линию в пространстве, являющуюся линией пересечения двух 
различных и не  параллельных плоскостей, определяемых ура в· 
нениями А 1х + В1у + C1z + D1 = О и А2х + В2У + C2z + D2 = 
= О * ) , можно задавать либо двумя уравнениями этих плоско· 
стей, либо двумя любыми различными уравнени:ями пучка 

а (А1х + В 1у + C1z + D1) + � (А2х + В2у + C2z + D2) = О 

(отвечающими произвольно взятым числам а и � } .  
П р и  решении многих задач более удобным является спе· 

циальный вид уравнений прямой в пространстве, к выводу ко· 
торого мы и переходим .  

Договоримся называть любой ненулевой вектор,  параллель· 
ный данной прямой, направляющим вектором этой прямой. 

Выведем уравнения прямой, проходящей через данную точ· 
ку пространства М1 (х1 , у1 , z1 ) и имеющей заданный направляю· 
щий вектор q = {l, т, п} . Для этого заметим ,  что точка 
М (х, у, z) лежит на указанной прямой тогда и только тогда , 
когда векторы М1М =  {х - х1 , у - у1 , z - z1 }  и q = { l, т, п} 
коллинеарны, т. е .  тогда и только тогда , когда координаты этих 
векторов пропорциональны (см.  следствие из теоремы 2 . 17).  

Х - Х 1 у - у \ Z - Z1 --l - = --т- = --п- (5.5 1 )  

Уравнения (5 .5 1 ) суть искомые уравнения прямой, проходящей 
через точку М 1 (х1 , у 1 , z 1 ) и коллинеарной вектору q = { l, т, п} . 
Эти уравнения принято · называть каноническими уравнениями 
прямой. 

Заметим,  что в канонических уравнениях (5 .5 1 )  одно или 
два из чисел l, т и п могут оказаться равными нулю (все три 
числа / ,  т и п равняться нулю не могут, так как вектор q = 
= {/, т, п} ненулевой ) .  Так как всякую пропорцию а/Ь = c/d 
мы договорились понимать как равенство ad = Ьс, обращение 
в нуль одного из знаменателей в ( 5 .5 1 ), означает обращение в 
нуль и соответствующего числителя. В самом деле, пусть, на· 
пример ,  l = О, а п =1= О ( хотя бы одно из трех чисел l, т и п 

. х - х 1 z - z 1 · 
не равно нулю) . Тогда из пропорции --1- = --п- · эквива· 
лентной равенству (х - х1 } п  = (z - z1 ) _l, заключаем, что х ­
- х1 = О.  

*)  Из п. 3 § 3 следует, что для того, чтобы плоскости, определяемые 
уравнениями Aix + В1у + C1z + Di = О и А2х + В2у + C2z + D2 = О, не сов. 
падали и не были параллельны, необходимо и достаточно, чтобЫ нарушалась 
хотя бы одна из пропорций А1/А2 = В1/В2 = С1/С2. 
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В заключение покажем, как прямую, заданную уравнениями 
двух различных и не параллельных плоскостей 

А1х + В1у + C1z + D1 = О, 
А2х + В2У + C2z + D2 = О, 

(5 .52) 

привести к каноническому виду ( 5.5 1 ) . Достаточно найти : 
1 )  хотя бы одну точку M1 (x1 , y1 , z1 ) ,  через которую проходит 
прямая (5 .52 ) ; 2) направляющий вектор q = {/, т, п} прямой 
(5 .52 ) . 

Начнем с нахождения координат х1 ,  у 1 ,  z1 точки М1 ,  через 
которую проходит прямая (5.52) . Так как плоскости, опреде· 
ляемые уравнениями (5 .52) , не параллельны и не сливаются, то 
нарушается хотя бы одна из пропорций �: = �: = g� . Это оз· 
начает, что хотя бы один . из трех определителей второго по· 

1 А , В , 1 1 В1 С1 1 1 А1 С 1 1 ( Д рядка 
А2 82 , 82 с2 , А2 с2 отличен от нуля см.  опол· 

нение к главе 1 ,  п. 1 ) .  Пусть ради определенности отличен от 
нуля определитель / � 1 � 1 1 · Тогда , взяв вместо z произвольное 

2 2 . 
число Z1 и подставив его в ур авнения ( 5. 52) , определим из си· 
стемы (5.52) соответствующие этому z1 значения х1 и у1 : 

в , (C2z1 + D2) - В2 (C ,z ,  + D , )  
Xi = 

А1В2 - А2В1 ' 
А2 (C1z1 -t D 1 )  - А1 (C2z1  + D2) 

Yi = А1В2 - А2В1 
' 

{5.53) 

В частности,  можно взять z1 = О. Тогда , воспользовавшись фор·  
мулами (5.53) , '  мы получим,  что прямая (5 .52) проходит через м ( B1D2 - B2D 1 A2D 1 - A 1D2 о) 

. 
точку 1 А1В2 - А2В1 ' А 1В2 - А2В1 ' 

• . 

Для нахождения координат l, т , п направленного вектора q 
прямой ( 5.52) заметим,  что вектор q ортогонален каждому из 
нормальных векторов n1 = {А 1 , В1 ,  С1 } и n2 = {А 2 , В2, С2} пло· 
скостей ( 5.52) , так что можно положить вектор q = {/, т, п} 
равным векторному произведению [n 1n2] . Пользуясь выраже· 
нием векторного произведения в координатах (см.  п .  6 § 3 
главы 2) , мы получим:  l = B1 C2 - B2C1 , m = C1A2 - C2A 1 ,  
п ....:.._ А 1 В2 - А2В 1 . 

Таким образом, для случая, когда отличен от нуля опреде-
литель 1 �: �� j .  канонические уравнения прямой (5.52) имеют 
ВИД 
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Аналогично записыва ются канонические уравнения прямой 
( 5.52) для случая ,  когда отличен от нуля определитель 

1 �� g� 1 или 1 �: �: 1 -
2 .  Уравнения прямой,  проходящей через две различные точки 

М1 (х1 , У 1 ,  z 1 ) и М2 (Х2 ,  у2 ,  z2 ) .  Эти уравнения и меют вид 
у - у , 

У2 - y l  
Для получения их достаточно за метить, что  прямая  проходит 
через точку М1 (х 1 , у 1 ,  z1 ) и имеет н аправляющий вектор q = 
= М1М2 = {х2 - xi , у2 - у1 ,  z2 - z1 } ,  и "воспользоваться кано­
ническими уравнениями ( 5 .5 1 ) . 

3. П араметрические уравнения пря мой в пространстве. П а­
раметрические уравнени я  прямой в пространстве элементарно 
получаются из  канонических уравнений  ( 5.5 1 )  этой прямой .  
П р имем за  параметр t каждое из отношений (5 .5 1 ) . Та к ка к 
один из знаменателей ( 5 .5 1 )  отличен от нуля , а соответствую­
щий числитель может принимать какие угодн о значения, то 
областью изменения параметра t является вся вещественная 
ось : -оо < t < + оо .  Мы получим х - Х1 = lt , у - у 1 = mt, 
z - z1 = nt ,  или окончательно 

X = X1 + lt, У = У1 + тt, z = z1 + nt. (5 . 54) 

Уравнения (5 .54 )  и есть искомые параметрические уравнения прямой. Если принять пара метр t за  время,  отсчитываемое от 
некоторого начального момента , то пара метрические уравнения 
(5 .54 )  определяют за кон движения м атери альной точки по пря -
мой линии с постоянной скоростью v = ,,,/12 + m2 + п2 (такое 
движение происходит по и нерци и ) . 

4. Угол между пря мь1ми  в пространстве. Условия параллель­
ности и перпендикулярности прямых. Пусть две прямые в про­
странстве L 1 и L2 заданы  своими каноническими уравнениями  
Х - Х1 У - У 1  Z - Z 1 Х - Х2 У - У2 Z :__ Z2 т --- = = --- и --- = = --- . огда за-1 1  т ,  п , 12  т2 n 2  
дача определения  угла между этими прямыми сводится к опре­
делению угла <р между их направляющими вектора м и :  

q1 = {/1 , m1 , n1 }  и q2 = U2, т2 , n2} .  

П ользуясь определением скалярного произведения Q 1Q2 = 
= 1 q 1 1 1 Q2 I cos <р и выражением в координатах указанного ска­
лярного произведения и дли н  векторов Q 1 и Q2 , мы получим  
для определения угла <р следующую формулу : 

(5 . 55) 



§ 4] П РЯМАЯ ЛИНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 1 37 

Условие параллельности прямых L 1 и L2, эквивалентное 
усJiовию КОJIJiинеарности векторов Q 1 и Q2, закJiючается в про­
порциональности координат  этих векторов , т .  е .  имеет в ид * )  

(5. 56) 

Условие перпендикулярности прямых L1 и L2 может быть 
извлечено из формулы ( 5. 55) ( при  cos ер = О) или выраж_ено  
равенством нулю скалярного произведения Q 1 Q 2 . Оно имеет вид 

(5 .57) 

5. Условие принадлежности двух прямых к одной плоскости. 
Две прямые в простра нстве L1 и L2 могут : 1 )  пересекаться, 
2 )  быть параллельными , 3)  скрещиваться. В первых двух слу­
чаях прямые L1  и L2 лежат в одной плоскости. 

Установим условие принадлежности одной плоскости двух 
пря.мых, заданных каноническими  уравнениями 

Z - Z2 = ---

Очевидно, что для принадлежности . двух указанных прямых 
одной плоскости необходимо и достаточно, чтобы три вектора 
М1М2 = {х2 - х1 , у2 - у1 ,  z2 - z1 } ,  Q 1  = { l 1 , m 1 , п 1 }  и Q2 = 
= { l 2 ,  т2 ,  п2 } были компл анарны ,  для чего в свою очередь не­
обходимо и достаточно,  чтобы смешанное произведение указан­
ных  трех векторов равнялось нулю.  З аписывая  смеша нное про­
изведение указанных трех векторов в координатах (см .  п .  7 
§ 3 гл . 2 ) ,  приходим к следующему необходимому и достаточ­
ному условию принадлежности двух прямых L 1  и L2 одной пло­
скости 

1 Х2 - Х 1 У2 - У 1 Z2 - Z 1  1 
1 1 т1  n 1 = 0. 
12 т2 n2 

(5 .58) 

Если прямые L1  и L2 удовлетворяют условию ( 5.58 ) , то они  
J!Ибо пересекаются , либо параллельны. Так как условие па ­
раллельности прямых L 1 и L2 и меет вид ( 5 .56) , то для пересе­
чения пря.мых L 1 и L2 необходимо и достаточно, чтобы они 
удовлетворяли условию (5 .58) и чтобы нарушалась хотя бы 
одна из пропорций l 1/l2 = т1/т2 = п 1/n2. 6. Угол между прямой и плоскостью. Условия параллельно­
сти и перпендикулярности прямой и плоскости. Р ассмотрим пло­
скость :rт, заданную общи м уравнением Ах + Ву + Cz + D = О, 

' )  Как и всюду выше, любу ю пропорци ю  а/Ь = c/d понимаем в смысле 
раnенства ad = Ьс, 
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L х - .t1 и прямую , заданную каноническими уравнениями l -
у - у , z - z . = = --- . т п 
Поскольку угол <р между прямой L и плоскостью n является 

дополнительным к углу 'Ф между направляющим вектором пря­
мой q = { !, т ,  п} и нормальным вектором плоскости n = 

= {А , В, С} ( рис. 5. 1 О) , то из опр еделения 

L п '/1 
скалярного произведения qn = 1 q 1 1 n 1 cos 'l\J и 
из р авенства cos 'l\J = s iп  <р мы получим для 
опр еделения угла <р между прямой L и пло­
скостью n следующую формулу:  

. Al + Вт + Сп S I П  <р = -,==;==:::::::;::==--==�=::;;:-,.,/ А2 + в2 + с2 . ,.,;z2 + т2 + п2 
Условие параллельности прямой L и пло· 

Рис. 5. 1 0  скости n (включающее в себя принадлеж• 
ность L к n) эквивалентно условию пер пен· 

дикулярности векторов n и q и выр ажается р авенством нулю 
скалярного произведения этих векторов : 

Al + Вт +  Сп = О. (5 . 59) 

Условие перпендикулярности прямой L и плоскости n экви­
валентно условию параллельности векторов п и q и выражается 
пропорциональностью координат этих векторов *} : 

A/l = В/т = С/п . 

" х - х 1 у - у 1 z - z, 

7. Условия принадлежности прямо и --1- = -- = --т n � плоскости Ах + Ву + Cz + D = О. Эти условия выр ажаются 
двум я  р авенства ми : 

Ах1 + ВУ1 + cz1 + D = O, 
Аt + вт + Сп = О, (5 .60) 

рервое из которых означает, что точка М1 (х1 , у1 ,  z1 )' , через ко­
торую проходит прямая,  принадлежит плоскости, а второе есть 
условие параллельности прямой и плоскости (5 .59 ) .  

8. Связка прямых. Совокупность всех прямых, проходящих 
через данную точку М 1 (х1 , у1 , z1 ) ,  называется с в я з  к о й  п р  я -
м ы х ( с  центром в точке М 1 ) . Легко убедиться в том,  что 
у р а в н е н и я с в я з к и п р я м ы х с центром в точке 
М1 (х1 , у1 , z1 1  имеют вид 

Х - Х1 У - У 1  Z - Z 1  
l = т = --п- · (5 .6 1 )  

* )  l(ак всегда, всякую пропорцию а/Ь --=- c/d понимаем в смысле равен· 
ства ad = Ьс. 
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где l, т и п - какие угодно числа , не равные одновременно 
нулю. 

В самом деле, всякая прямая,  определяемая уравнениями 
(5.6 1 ) ,  проходит через точку М1 (х1 , у 1 , z1 ) .  С другой стороны, 
если L - наперед заданная прямая,  проходящая через ·точку 
М1 (х1 ,  у 1 ,  z1 ) , то эта прямая однозначно определяется заданием, 
кроме 'Fочки М1 (х 1 ,  у 1 ,  z 1 ) , еще направляющего вектора q = 
= { l, т, п} и потому определяется каноническими уравнениями 
.( 5 .5 1 )_ ,  совпадающими с уравнениями ( 5 .  6 1 ) .  

§ 5. Некоторые задачи н а  прямую и плоскость в пространстве 
1. Условие пересечения трех плоскостей в одной и только в 

одной точке. Для того чтобы три плоскости,  соответственно оп­
ределяемые уравнениями 

А1х + В1у + C1z + D1 = О, 
А2х + В2У + C2z + D2 = О, (5 .62) 

Азх + ВзУ + Сзz + Dз = О, 

пересекались в одной и только в одной точке , необходимо и до­
статочно, чтобы был отличен от нуля определитель 

I

A 1 81 С1

1 
А2 В2 С2 • 
Аз '  Вз Сз 

(5 .63) 

В самом деле, в этом и только в этом случае система (5 .62) 
имеет единственное решение (см.  Дополнение к главе 1 ) .  

2. Н ахождение биссектральных плоскостей двугранного угла, 
образованного двумя данными плоскостями.  Запишем уравне­
ния двух данных плоскостей в нормированном виде. Пусть это бу­
дут : х cos CG1 + у cos Р 1 + z cos у, - р, = о и х cos CG2 + у  cos Р2 +: 
,+ z cos y2 - P2 = О. 

Левые части этих уравнений соответственно равны отклоне­
ниям б 1  и б2 точки М (х, у, z) от первой и от второй плоскостей .  
На одной из биссектральных плоскостей (отвечающей тому 
двугранному углу, в котором лежит начало координат)  эти от­
клонения равны и по модулю, и по знаку, на другой биссек­
тральной плоскости отклонения б1 и б2 равны по модулю и про· 
тивоположны по знаку. 

Таким образом, уравнения искомых биссектральных плоско­
стей имеют вид 
(х cos а1 + у cos � 1 + z cos v1 - pi) -

- (х cos � + у cos �2 + z cos У2 - Р2) = О, 
(х cos а1 + у cos � 1 + z cos у1 - pi) + 

+ (х cos � + у cos �2 + z cos У2 - Р2) = О. 
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3. Условия,  при которых данная плоскость пересекает дан­ный отрезок АВ. З аписав уравнение данной плоскости в н о р  -м и р о в а н н о м виде и подставив в левую часть последнего 

уравнения сначала координаты точки А ,  а затем координаты 
точки В ,  найдем отклонения бл и бв точек А и В соответственно 
от данной плоскости .  

Для того чтобы данная плоскость пересекала отрезок АВ, 
необходимо и достаточно, чтобы точки А и В лежал!'I по разные 
стороны от плоскости , т. е .  необходимо и достаточно, чтобы от­
клонения бл и бв имели разные знаки. 

4. Определение местоположения дсух данных точек А и В 
относительно двугранных углов, образованных данными плоско­
стями.  Пусть заданы две пересекающиеся плоскости и требуется 
определить, в одном ,  в смежных или в вертикальных углах ,  
образованных двумя данными плоскостями ,  лежат две данные 
точки А и В. 

З аписав уравнения данных плоскостей в нормированном 
в иде , вычислим отклонения 6� ) и 6�) точки А от первой и вто­
рой плоскостей и отклонения 6� )  и 6�J точки В от первой и 
второй плоскостей .  По знакам этих четырех отклонений заклю­
чаем ,  по одну или по разные стороны от каждой из плоскостей 
лежит каждая из  точек А и В. Очевидно, если точки А и В ле­
жат по одну сторону от первой плоскости и по одну сторону от 
второй плоскости , то эти точки лежат в о д н о м  у г л у, обра ­
зованном данными плоскостями.  Если точки А и В лежат по 
одну сторону от одной плоскости и по разные стороны от дру­
гой плоскости,  то эти точки лежат в с м е ж н ы х  у г л а х. Если ,  
наконец, точки А и В лежат по р азные стороны и от  той , и от 
другой плоскости,  то эти точки лежат в в е р  т и к а л  ь н ы х 
у г л а х. 5. Уравнения прямой, проходя щей через данную точ ку 
М1 (х 1 ,  у 1 ,  z1 ) и перпендикулярной данной плоскости Ах + Ву + 

с х - х , у - 1/ 1 z - z ,  + z + D = О. Эти уравнения имеют вид -А- = -в-·-= -с- · 
ибо направляющим вектором искомой прямой служит нор маль­
ный вектор плоскости n = {А , В , С} . 6. Уравнение плоскости, проходящей через данную точ ку 
Ма (ха, Уа ,  za ) и параллельной заданной плоскости А1х + В1у + 
+ C1z+D1 = 0. Это уравнение имеет вид А 1 (х-ха )  + В1 (у-уаН­
+ С1 (z - zo) = О . В самом деле,  искомая  плоскость принадле· 
жнт связке плоскостей (5 . 50 )  и имеет тот же норм альный в ек­
тор n = {А 1 , В 1 , С 1} , что и данная плоскость. 7.  Уравнение плоскости ,  про�одящей через заданную точ ку u Х - Х 1  Ма (ха ,  уа ,  Za ) и перпендикулярной заданной пря мои -

у - у \ z - z ,  
т n 

. Это уравнен и � имеет В ИД / (х - ха) + 
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+ т (у - у0)  + п (z - zo ) = О. В самом деле, искомая плоскость 
принадлежит связке плоскостей (5.50) и имеет в качестве нор· 
мального вектора направляющий вектор заданной прямой q = 
= { /, т, п} . 

8. Уравнение плоскости, проходящей через данную прямую 
Х - Х1 IJ - Yt Z - Z1 

l - т - n и через заданную не лежащую на  
этой прямой точку Мо (хо ,  уо ,  z0 ) . Иском ая плоскость принад· 
лежит связке плоскостей (5 .50) , т. е .  определяется уравнением 
А (х - хо) + В (у - Уо) + С (z - zo ) = О . Используя условия (5 .60)  
принадлежности данной прямой к искомой плоскости,  получи м  
следующие равенства : 

А (х 1 - Хо) + В (У1 - Уо) + С (z 1 - Zo) = О, 
Al + Вт + Сп = О. 

(5 .64) 

Точка Мо (хо, Уо, zo ) по условию не лежит на  данной прямой_. Это означает,  что нарушается хотя бы одна из пропорции 
X i  -; Хо = Y i  - Уо Z i  - zo и поэтому из системы (5.64 )  два 

т п 
из коэффициентов А , В, С можно определить через третий .  Вы· 
брав  затем произвольно этот третий коэффициент (напри мер , 
положив его равным единице ) , мы  получим  уравнение искомой 
плоскости.  

9. Уравнение 
х - х1 у - у 1 

l 1 т1 

плоскости, проходящей через . данную прямую 
-

z - z1 и параллельной другой данной прямой 
х - Х2 - у - У2 z - Z2 *). п А + в + с + D о усть х у z = -12 т2 n2 

уравнение искомой плоскости . Используя условия (5 .60 )  при­
н адлежности данной прямой к искомой плоскости,  получ и м  
А х 1  + В у 1  + Cz1 + D = О, A l 1 + Вт1  + Cn 1 = О . Кроме того, 
используя условие (5 .59)  параллельности искомой плоскости и 
второй данной прямой,  получим А /2 + Вт2 + Сп2 = О. В ре­
зультате получим систему трех уравнений 

Ах1 + Ву1  + Cz1 + D = О, 
Al 1  + Brn1 + Cn1 = О, 
Al2 + Brn2 + Сп2 = О, 

из 1юторой три из коэффициентов А ,  В , С, D могут быть выраже­
ны через четвертый ( в силу того, что две данные прямые н е  п а ­
раллельны и нарушается хотя б ы  одн а из пропорций l 1 /l2 = 
..-:: т1/т2 = n 1/n2 , получим ,  что хотя б ы  один из определителей 

*) Предполагается, что две данные п р я м ы е  не п а р аллельн ы, 



1 42 ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗЫ [ГЛ .  5 

'Гретьего пор ядка матрицы 

11 �: �: �: � 11 12 т2 n2 О 1 

отличен от нуля,  и поэтому какие-то три из коэффициентов А ,  1В, С, D можно выразить через четвертый} .  Положив указанный 
11етвертый коэффициент равным единице, мы получим уравне­
ние искомой плоскости. 

1 0. Уравнение плоскости, проходя щей через заданную пря· 
мую L1 и перпендикулярной заданной плоскости п. Эта задача 
сводится к предьrдущей. Чтобы убедиться в этом ,  мы сначала 
через точки М1 прямой L1 проведем прямую L2 , перпендикуляр" 
ную плоскости rc (такая задача решена в п .  5) , и затем через 
прямую Li проведем плоскость, параллельную прямой Lz. 1 1. Уравнения перпендикуляра, опущенного из заданной 
точки Мо на данную прямую L1 •  Искомый перпендикуляр пред­
ставляет собой линию пересечения двух плоскостей :  1 )  плоско· 
сти, проходящей через точку М0 и прямую Li (такая плоскость 
найдена в п. 8) , 2) плоскости, п

r
,оходящей через точку Мо и 

перпендикулярной к прямой L1 (такая плоскость найдена в 
п .  7 ) . 

1 2. Нахождение расстояния от данной точки М0 · до данной 
прямой L1 •  В предыдущем пункте найдены уравнения перпенди­
куляра Lz, опуще!iного из точки М0 на прямую Li .  Решая сов· 
местно уравнения прямых L1  и L2,  мы найдем точку М 1 осн о· 
вания указанного перпендикуляра ,  а затем и искомое расстоя-
ние , равное длине отрезка МоМ 1 · 

1 3. Н ахождение общего перп.ендикуляра к двум скрещиваю" 
щимся прямым L1 и Lz. Проведем через прямую L1 плоскость rco. 
параллельную прямой L2 (эта задача решена в п .  9) . После 
этого проведем две плоскости п1 и п2, перпендикулярные пло­
скости rc0 и проходящие через прямые L1 и Lz соответственно 
(см. п .  1 О) . Искомый перпендикуляр представляет собой линию 
пересечения плоскостей rt1 и пz .  

1 4. Н ахождение кратчайшего расстояния между двумя дан· 
ными скрещивающимися прямыми L1 и Lz. Для решения этой 
з адачи достаточно построить плоскость по, указанную в преды­
дущем пункте, и найти расстояния от любой точки прямой Lz 
до плоскости по. 
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Л И Н И И  ВТОРОГО П ОРЯДКА 

В этой главе изучаются геометрические свойства эллипса , 
гиперболы и параболы, представляющих собой линии пересе­
чения кругового конуса с плоскостями, не проходящими через 
его вершины.  Эти линии часто встречаются в р азличных врпро­
сах естествознания.  Например,  движение материальной точки 
под воздействием центрального поля силы тяжести происходит 
по одной из этих линий .  В главе также исследуются кривые 
второго порядка , т. е. линии, определяемые в декартовых коор­
динатах , алгебраическими уравнениями второй степени .  В част­
ности, выясняется , что эллипс, гипербола и парабола являются 
такими линиями и что этими тремя  линиями и изученными в 
предыдущей гл аве линейными образами исчерпываются все 
линии,  определяемые алгебраическими уравнениями · второй 
степени .  

§ 1 .  Канонические уравнения эллипса, гиперболы и параболы 
В начале этой главы мы говорили о том, что эллипс, гипер­

бола и парабола представляют собой линии пересечения круго­
вого конуса с плоскостями, не проходящими через его вершину. 
Именн_о ,  если секущая плоскость пересекает все прямолиней­
ные образующие одной полости конуса , то в сечении получится 
линия,  называемая эллипсом ( рис.  6. 1 ,  а ) . Если секущая пло­
скость пересекает образующие обеих полостей конуса , то в се· 
чении получится линия, называемая гиперболой ('рис.  6 . 1 ,  б ) . 
И ,  наконец, если секущая плоскость параллельна одной из об­
р азующих конуса (на 6. 1 ,  в - это образующая АВ) , то в сече­
нии получится линия,  называемая параболой. Рис. 6. 1 дает чи­
тателю наглядное представление о форме рассматриваемых 
линий.  

В этом параграфе даются специальные определения эллип­
са,  гипер�олы и параболы, основанные на  их фокальных свой­
ствах, и выводятся так называемые канонические уравнения 
этих кривых. Ниже, в п.  4 § 3, будет установлена равносиль-
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ность этих специальных определений и определен ий элли пса , 
гиперболы и параболы как конических сечений .  1 . Эллипс. Определение. Э л л  и п с  о м называется геометри ttеское лtе­
сто точек плоскости, для которых сумма расстояний до двух 

Jллuпс а) Пшерffола О) 
Рис. 6 . 1 

Лороосла rJ) 

'фиксированных точек F1 и F2 этой плоскости, называемых ф о -
к у с а м и , есть величина постоянная * ) .  

При этом не исключается совпадение фокусов эллипса .  Оче­
видно, если фокусы совпадают, то эллипс представляет собой 
окружность .  

Для вывода ка нонического уравнения эллипса выберем на ­
.чало О дека ртовой системы координат в середине отрезка F1F2, 

а оси Ох и Оу н апр авим так, как  ука-у И(.:r:, у) з а но н а  р ис.  6.2 ( если фокусы F1 и Fz 
совп адают, то О совпадает с F1 и Fz, 
а з а  ось Ох можно взять любую ось, 
проходящую через О) . 

Fj(-c, O) о fд (c, OJ .v Пусть длина отр езка F1F2 р авна  
2с. Тогда в выбр анной системе коор -

Рис. 6 .2  динат точки F1 и F2 соответственно 
и меют координаты (-с, 0 )  и ( с, О ) . 

Обозначим  через 2а постоянную, о которой говорится в опре­
делении элли пса .  Очевидно, 2а > 2с, т.  е .  а > с. Пусть М -
точка плоскости с координатами  (х ,  у) ( р ис .  6.2) . Обозначим 
ч ер ез r1 и r2 р асстояния  от точки М до точек F1 и F2 соответ• 

* ) Если М - точка эллипса (см. рис.  6.2) , то I MF1 I + I MF2 I = 2а, а так 
как сум м а  двух сторон Mf1 1 1  MF2 треугольника MF1F2 больше третьей сто­
роны P1F2 = 2с, то 2а > 2с. Слу<1 ай  2а = 2с естественно исключить, так как 
тогда точка М располагается на отрезке F1F2 и эллипс вырождается в от· 
резок. 
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ствен но. Согласно определению эллипса равенство 

Г1 + Г2 = 2а (6 . 1 )  

является необходиJt�ым и достаточным условием расположения 1очки м (х, у) на даююм эллипсе. 
Используя формулу расстояния между двумя точками (см. 

формулу ( 1 .8 ) п .  2 ,  § 3 главы 1 ) ,  получим 

r 1 = -v/(x + c)2 + y2 ,  r2 = -v/(x - c)2 + y2 •  (6 .2) 

Из ( 6. 1 )  и ( 6 .2)  вытекает, что соотношение 

-v/(x + с)2 + у2 + -v/(x - с)2 + у2 = 2а (6 . 3) 

представляет собой необходимое и достаточное условие распо­
ложения точки М с координатами х и у на данном эллипсе. 
Поэтому соотношение ( 6.3 )  можно р ассматривать как уравне­
ние эллипса. Путем стандартного приема «уничтожения радика­
лов» это уравнение приводится к виду 

где 
х2 у2 
7 + /j2 = l , 

ь2 = а2 - с2 *) .  

(6 .4) 

(6 . 5) 

Так как уравнение ( 6.4)  представляет собой алгебраическое 
следствие уравнения эллипса (6 .3) , то координаты х и у любой 
точки М эллипса будут удовлетворять и уравнению (6 .4) . По­
скольку при алгебраических преобразованиях, связанных с из­
бавлением от р адикалов, могл�появиться «лишние корню>, мы 
должны убедиться в том, что любая точка М, координаты ко­
торой удовлетворяют уравнен (6 .4 ) , располагается на  данном 
�эллипсе.  Для этого, очевидно ,  достаточно доказать ,  что вели­
чины r1 и r2 для ка ждой точки удовлетворяют соотношению 
(6. 1 ) .  Итак, пусть координаты х и у точки М удовлетворяют 
уравнению (6 .4 ) . Подставляя значение у2 из ( 6.4)  в правую 
часть выражения ( 6 .2 )  дця r 1 ,  после несложных преобразова-
ний найдем ,  что r1 = � (а +  � х ) 2 • Так как а +  � х > О * *) ,  то 

+ с 
с u с 

r1 = а - х. овершенно а налогично наидем ,  что r2 = а - - х. а а 
Таким образом ,  для рассматриваемой точки М 

с с Г1 = а + а Х, Гz = а - а Х' (6 . 6 ) 

*) Напомним , что а > с, и поэтому а2 - с2 > О. 
* * ) Поскольку l x J  � а  и с/а < 1 .  Заметим, что неравенство. J x J  � а 

.непосредственно вытекает из уравнения (6 .4) , из которого псно, что х2/а2 � 1 . 
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.т. е. r1 � r2 = 2а ,  и поэтому точка М располагается на эллипсе, 
Уравнение (6 .4)  называется каноническим уравнением эллипса. 
Величины а и Ь называются соответственно большой и малой 
полуосями эллипса (наименование «большая» и «малая» объ· 
ясняется тем ,  что а > Ь ) . 3 а м е ч  а н и  е. Если полуоси эллипса а и Ь равны, то эл· 
липе представляет собой окружность, р адиус которой р авен 
R = а = Ь ,  а центр совпадает с началом координат. 

2. Гипербола. 
Определение. Г и п е р б о л о й называется гео,uетрическое 

место точек. плоскости, для которой абсолютная величина раз· 
кости расстояний до двух фиксированных точе1' F1  и F2 этой 
плоскости, называемых фок.усами, есть величина постоянная * } .  

Для вывода канонического уравнения гиперболы выберем 
начало координат в середине отрезка F1F2, а оси Ох и Оу на· 
правим так, как указано на рис. 6 .2.  Пусть длина  отрезка F1F2 
равна 2с. Тогда в выбранной системе координат точки F1 и F2 
соответственно имеют координаты (-с, О) и ( с, О ) . Обозначим 
через 2а постоянную, о которой говорится в определении  ги· 
перболы. Очевидно,  2а < 2с, т. е. а < с * * ) .  

Пусть М - точка плоскости с координатами (х, у} (рис. 6 .2): .  
Обозначим через r1 и r2 расстояния MF1 и MF2• Согласно опре· 
делению гиперболы равенство 

(6 .7) 

является необходимым и достаточным условием расположения 
точки М на данной гиперболе. 

Используя выражения ( 6.2} для r1 и. r2 и соотношение (6 .7)' , 
получим следующее необходимое и достаточное условие распо· 
ложения точки М с координатами х и у на данной гиперболе � 

\ ,../(х + с)2 + у2 - ,../(х - с)2 + у2 1 = 2а. (6 .8) 

Используя стандартный прием «уничтожения радикалов»,  при· 
ведем уравнение (6 .8) к виду 

х2 у2 - - - = 1 
а2 ь2 ' (6 .9) 

* ) / Фокусы F1 и F2 гиперболы естественно считать различными, ибо если 
указанная в определении гиперболы постоянная не равна нулю, то нет ни 
одной точки плоскости прн совпадении F1 и F2, которая бы удовлетворяла 
требованиям определения гиперболы. Если же эта постоянная равна нулю и F1 совпадает с F2, то любая точка плоскости удовлетворяет требованиям 
определения гиперболы. 

* * ) Если М - точка гиперболы, то I MF1 l - I MF2 I = 2а, а так как раз· 
ность двух сторон MF1 и MF2 треугольника MF1F2 меньше третьей стороны F1F2 """ 2с, то 2а > 2с. Случай 2а = 2с естественно исключить, так как 
тогда точка М располагается на прямой F1F2 вне отрезка F1F2 и гипербола ·  
вырождается в два луча.  



§ !) RАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 1 47 

rде 

(6 . 1 0) 
Мы должны убедиться в том , что уравнение ( 6.9 } ,  получен· 

ное путем алгебраических преобразований уравнения (6 .8)_ , не 
приобрело новых корней. Для этого достаточно доказать, что 
для каждой точки М, координаты х и у которой удовлетворяют 
уравнению ( 6.9) , величины r1 и r2 удовлетворяют соотношению 
.(6.7) . Проводя рассуждения, аналогичные тем, которые были 
сделаны при выводе формул (6 .6) , найдем для интересующих 
нас величин r1 и r2 следующие выражения * .} : 

{ а + � х при  х > О, 

Г1 = 
с - а - а х при х < о, 

- а + 3- х при х > О, 
а 
с а - - х при х < О. 
а 

(6. 1 1 )  

Таким обра.эом, для рассматриваемой точки М имеем / r1-r2 / = 
�= 2а ,  и поэтому она р асполагается на гиперболе. 

Уравнение (6.9) называется каноническим уравнением ги· 
перболы. Величины а и Ь называются соответственно действи­
тельной и мнимой полуосями гиперболы. 

3. Парабол а. 
Определение. П а р  а б о л о й  называется геометрическое 

'Место точек плоскости, для которых расстояние до некоторой 
фиксированной точки F этой плоскости равно расстоянию до 
некоторой фиксированной прямой, также расположенной в рас­
сматриваемой плоскости. 

Указанная в определении точка F называется фокусом па­
раболы, а фиксированная прямая - директрисой * * )  параболы. 

Для вывода канонического уравнения параболы выберем 
начало О декартовой системы координат в середине отрезка 
FD, представляющего собой перпендикуляр, опущенный из фо• 
куса F на директрису * * * ) , а оси Ох и Оу направим так, как 
указано на рис.  6.3. Пусть длина отрезка FD равна р. Тогда 
в выбранной системе координат точка F имеет координаты 
, ,(р/2 , 0) . Пусть М - точка плоскости с координа.тами (х, у) . 
Обозначим через r расстояние от М до F, а через d - расстоя-

• ) При этом мы должны учесть, что l x l  � а и с/а >- 1 .  Заметим, что 
неравенство l x l  � а непосредственно · вытекает из уравнения {6.9) ,  

* * ) Слово директриса означает направляющая. 
•** ) Естественно считать, · что фокус F не лежит на директрисе, ибо в 

противном случае точки плоскости, для которых были бы выполнены ;условия 
оnределения параболы, располагались на прямой, проходящей через F. пер­
пендикулярно директрисе, т,  е, парабола выродилась бы в прямую, 
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ние от М до директрисы ( рис.  6 .3) . Согласно определен  н ю  па ­
ра болы равенство 

r = d (6 . 1 2) 

является необходимым и достаточны.и условием расположения 
точки М на данной параболе . Так  как  

(6 . 1 3) 

то, согласно ( 6. 1 2 )' ,  соотношение • /( р )2 2 р 
� х - 2  + У = т + х (6 . 1 4) 

представляет собой необходимое и достаточное условие распо­
ложения точки М с координатами х и у на данной параболе. 

.IJ 

!! 

о 
р 

z 
F(f, о) 

Рис. 6.3 

Поэтому соотношение ( 6. 1 4 )  можно 
рассматривать как ур авнение п а­
р аболы .  Путем стандартного при ­
ема  «уничтожения р адикалов» это 
ур авнение приводится I< виду 

у2 = 2рх. (6 . 1 5) 

Убедимся в том ,  что уравнение (6 . 1 5) ,  
полученное путем алгебр аических 
преобразований  уравнения  (6 . 1 4 ) , 
н е  приобрело новых кор ней.  Для 
этого достаточно доказ ать, что для 
ка ждой точки М, координ аты х и у 

которой удовлетвор яют ур авнению (6 . 1 5) , величины  r и d р авны 
(выполнено соотношение (6 . 1 2 ) ) .  

Из  соотношен ия ( 6. 1 5 )  вытекает, что а бсциссы х рассматри­
ваемых точек неотр ицательны ,  т .  е .  х � О.  Для точек с неотри-
цательными а бсцисса ми d = � + х . Найдем теперь выражение  
для расстояния г от  точки М до  F. Подставляя у2 и з  выраже­
ния (6 . 1 5 )  в пра вую часть выражения для r ( 6. 1 3 )  и учитывая,  
что х � О, найдем ,  что r = i + х . . Та кнм образом , для рассмат­
риваемых точек г = d, т .  е .  они располагаются на  параболе . 

Уравнение  ( 6. 1 5 )  н а з ы в а ется кшюни'lескщ,,� уравнением па­
раболы. Величина  р называется параметром параболы. 

* )  Эта формула вер11 а лишь для точек с неотрицательными абсцисса­
ми х. Для точек с отрищ1тельн "1ми  абсциссами , как легко видеть, выполняется 
соотноше1ше г > d, и поэтому такие точки можно исключить из рассмотр ения. 
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§ 2. Исследование формы эллипса, гипербол ы  
и параболы по и х  каноническим уравнениям 

1 49 

Мы уже имеем наглядное представление о форме эллипса , 
гиперболы и параболы ( рис. 6. 1 ) .  Исследова ние канонических 
уравнений этих JIИний позволяет выяснить свойства , более точно 
характеризующие их  форму. 

1 . Исследование формы элл ипса. Для удобства запи шем еще 
раз  каноническое уравнение эллипса (6.4 ) : 

х2 у2 
(;2 + /)2 = 1 . 

При этом будем считать а >  Ь .  

(6 .4) 

1° .  Эллипс имеет две взаимно перпендикулярные оси сим­
метрии (главные оси эллипса) и центр симметрии ( центр эл­
липса) * ) . Действительно , в уравнении (6 .4 )  величины х и у 
фигурируют в четных степенях. Следовательно, если коорди · 
наты х и у точки М удовлетворяют уравнению ( 6.4)  (т .  е. 
точка М р асполагается н а  эллип­
се) , то этому уравнению удовле­
творяют координаты (-х, у) и 
(х, -у) симметричных ей точек 
относительно осей координ ат и 
координаты (-х, -у) точки , сим­
метричной М относительно на ­
чала  координат (рис. 6.4 ) . 

Таким обр азом, если эллипс 
задан своим каноническим урав­
нением ( 6.4 ) , то главными осями 
этого эллипса являются оси ко- Рис. 6.4 
ординат, а центром эллипса -
начало координат. Точки пер есечения эллипса с главными ося · 
ми  называются вершинами эллипса .  Точки А ,  В , С, D на  
р ис.  6.4 - вершины эллипса .  Очевидно, эти вер ш ины имеют со­
ответственно координаты (-а , О) ,  (О , Ь ) , ( а , О ) , (0 , -Ь ) . 3 а м е ч  а н  и е l .  Очевидно, длины отрезков, образованных 
пересечением эллипса с главными осями, равны 2а  и 2Ь.  Та к  
как  2а > 2Ь , т о  главная ось , образующая в пересечении  с э.r�­
липсом отрезок 2а , называется большой осью эллипса. Другая 
главная ось называется малой осью эллипса. 

Если эллипс з адан уравнением ( 6 .4) , то при а > Ь большой 
осью будет ось Ох, а малой - ось Оу. При Ь > а  большой 
осью будет ось Оу, а малой - Ох. 

* )  Если эллипс представляет собой окружность, то любая прямая ,  прохо· 
дящия через центр окружности . --является осью симметрии.  Отметим,  что цен· 
тром эллипса является точка пересечения гла в н ых осей. 
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3 а м е ч  а н·и е 2. Очевидно, фокусы эллипса располагаются 
на его большой оси .  

2°. Весь эллипс содержится внутри прямоугольника 1 х 1  � а ,  
J y l � Ь (на рис. 6 .4 этот прямоугольник не заштрихован) .  В самом деле, из канонического уравнения (6 .4 ) вытекает, что ' 

х2;а2 :::::;; 1 и у2/Ь2 � 1 . Эти неравен• 
l! ства,  очевидно, эквивалентны нер авен• 

ствам l x l � а и I Y I  � Ь. 
3°. Эллипс может быть получен 

посредством равномерного сжатия 
окружности. Рассмотрим окружность 

0 .х ,(рис.  6 .5 ) , заданную уравнением 

Рис. 6.5 

х2 у2 
- + - = 1 а2 а2 • (6 . 1 6) 

Произведем теперь р авномерное 
сжатие плоскости к оси Ох, т. е. та� 
кое преобр азование, при котором точ• 
ка с координ атами (х, у) перейдет в 
точку с координатами (х, [i) , причем 

х = х ,  а fj = .!!._ у. Очевидно, при этом преобразовании окруж-а 
ность ( 6. 1 6): перейдет в кривую, определяемую уравнением х2 у2  (i2 + Ь2 = 1 , т .  е .  в эллипс. 

2. Исследование формы гиперболы. Обр атимся к канониче· 
скому уравнению гиперболы (6 .9} 

х2 у2  
- - - = 1 а2 ь2  • 

1°. Гипербола имеет две оси симметрии (главные оси гипер­
болы) и центр симметрии ( центр гиперболы) . При этом одна 
из этих осей пересекается с гиперболой в двух точках, которые 
называются вершинами гиперболы. Эта ось называется действи­
тельной осью гиперболы. 

Другая ось не имеет общих точек с гиперболой и поэтому 
называется мнимой осью гиперболы. 

· 
Таким образом, мнимая ось гиперболы разделяет плоскость 

н а  правую и левую полуплоскости, в которых расположены 
симметричные относительно этой оси правая и левая ветви ги­
перболы. Справедливость указанного свойства симметрии  гиперболы 
вытекает из того , что в уравнении (6.9) величины х и у фигу­
р ируют в четных степенях. Следовательно , если координаты х 
и у точки М удовлетворяют уравнению (6.9) (т. е. точка М 
располагается на гиперболе)' , то этому уравнению удовлетво­
ряют координаты {-�, Yl и (х'- -у� симметричных ей точек 
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?Тносительно осей координат и координаты (-х, -у) точки, 
симметричной М относительно начала координат ( рис. 6.6)" 

Таким образом, если гипербола задана своим каноническим 
уравнением ( 6.9) , то главными осями этой гиперболы являются 
оси координат, а центром гиперболы - начало координат. 

Убедимся теперь, что ось · Ох является действительной осью 
гиперболы, точки A (-ci, O) и В (а , 0) - вершинами гиперболы ir ось Оу является мнимой 

' 

осt>ю гиперболы. Для этого до- ll 
статочно доказать, что ось Ох !(,,:, пересекает гипер болу в точ­
ках А и В, а ось Оу не имеет 
общих точек с гиперболой. 
Так  как ординаты точек оси 
Ох р авны нулю, то для выяс• :с 
нения величины абсцисс то­
чек пересечения этой оси с ги­
перболой нужно в ур авнении 
(6.9) положить у = О. После 
этого мы получим уравнение 
х2/а2 = 1 , из которого нахо- Рис. 6.6 

дятся абсциссы точек пересе• 
чения оси Ох с гипер болой. Полученное ур авнение имеет 
решения х = -а и х = а. Следовательно, ось Ох пересекает 
гиперболу (т. е . является ее действительной осью) в точках 
1/1. (-а, О), и В ( а , 0) (т. е. эти точки и ·есть вершины гиперболы) .  
Поскольку абсциссы точек оси Оу равны нулю, то для ординат 
точек пересечения этой оси с гиперболой получаем из (6.91 
уравнение -у2/Ь2 = 1 ,  которое не имеет действительных реше· 
ний. Следовательно, ось Оу является мнимой осью гиперболы. 

3 а м е ч а н  и е.  Фокусы гиперболы располагаются на ее дей· 
ствительной оси. 

2°. Рассмотрим область G, которая получена объединением 
прямоугольника D, координаты х и у точек которого удовлетво· 
ряют неравенствам l x l < а , I Y I  < Ь, и тех двух углов, образо­
ванных диагоналями этого прямоугольника , в которых распола­
гается мнимая ось гиперболы (на рис. 6.6 эта область заштри­
хована) . Убедимся, что в области О нет точек гиrtерболы . 

Разобьем область О на две части G1 и G2, где G1  представ­
ляет собой полосу, а бсциссы х точек которой удовлетворяют 
неравенству 1 х 1 < а ,  а G2 - остальная часть области О * ) . Оче­
видно, в полосе 01 нет точек гиперболы, так как абсциссы х 

* )  Область G1 представляет собой, очевидно, пOJiocy, заключенную между 
безгранично продолженными вертикальны1J:И сторонами прямоугольника D, 
Область G2 состоит яз четырех частей, каждая из которых располагается 
а одном из координатных углов. 
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точек , расположенных на  гиперболе, удовлетворяют неравенстnу 
l x l � а * ) . Обр атимся теперь к точкам обл асти G2 . З а м етим , 
что каждая точка G2 либо лежит на  диагонали  прямоуголr,ника  
D, либо з а его  диагональю * * ) . Поскольку диагонали D опрс-

ь ь деляются уравнениями у = а х и у = - а х' то координаты х 
и у точек G2 в силу их ра сположения  удовлетворяют неравен­
ству Ь/а � I Y l / l x l  * * * ) .  И з этого неравенства nытекает нер а ­
венство  1 х 1 /а � 1 у 1  /Ь ,  и з  которого в свою очередь следуют н е ·  х2 у2 
равенства (i2 - Ь2 � О  < 1 , а т а к  как для то  1ек гиперболы 
х2 у2 G,2 - 77 = 1 , то в области G2 нет точек гиперболы.  

3°. Установим важное свойство гиперболы ,  связанное с ее 
р асположен ием относительно диагон алей прямоугольника D, о 
котором говорилось выше .  

В общих чертах это  свойство з аключ ается в том , что  ветви 
гипербол ы  пр иближаются к диагоналям прямоугольника  D .  

В силу симметр и и  гипербол ы  это свойство достато•tно выяс­
нить для части гиперболы, расположенной в первой четверти. 
Координаты х и у точек гипербол ы ,  р асположенных в первой 
четверти , удовлетnор я ют условиям х � а, у �  О * * * * ) . Обра ­
ш а я сь к ура внению ( 6 .9 ) , м ы  видим ,  что при  указанных услови ях 
это ур авнение  эквивалентно соотношению • / i 

у = ь \/ �2 - 1 . (6 . 1 7) 

Иными  словами ,  рассматриваемая часть гиперболы представ­
ляет собой график функции ( 6. 1 7 ) * * * * * ) . Легко убедиться ,  что 
эта функция может быть п р едставлена в следующей форм е :  

ь ь у = - Х - . (6 . 1 8) 
а х + ,.j х2 - а2 

Обратимся теперь к диа гонали  прямоугольника D, р аспоJiо­
женной в первой четверти . Она определяется уравнением 

У = � Х. (6 . 1 9) 
а 

х2 l/ 2 
* )  Из канонического уравнения гиперболы вытекает, что (i2 = 1 + {;2• 

r.  е. х2/а2 ;;,, ! .  Последнее нер авенство э1<вивалентно неравенству \ x l  ;;,, а. 
* * )  Будем говорить, что точка М плоскости лежит за диаго11ал1,ю пря­

моугольника D, если nерп1::11дикуляр , опущенный из М н а  ось Ох,  пересекает 
эту диагональ. 

* * * ) Абсциссы х точе1< G2 не равн ы нулю. 
* * * * )  В силу свойства 2° гиперболы (6.9 ) абсциссы ее точс1< удовлетво­

ряют условию 1 х 1  ;;,, а. Для точек первой четверти это условие может быть 
записано в виде х ;;;:. а. 

·* * * * * )  По поводу понятия график функции см . выпуск 1 ,  главу 1 ,  § 2, п. 4. 
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Сравним величины ординат У и у р ассм атриваемой диагонал и 
и части гипер болы для одного и тог·о же зн ачен ия х, т. е. рас­
смотрим разность У - у ( рис.  6 .7 ,  а ) .  Используя соотношени я 
(6 . 1 8)  и (6. 1 9 ) ' получим  

у - у = х + -V �2 - а2 (6 .20) 

Из  соотношения ( 6.20 ) следует, что при  х -+ оо разность У - у 
стремится к нулю .  Абсолютная величина  1 У - у 1 ра вн а длине 
отрезка  MN (рис .  6 .7 ,  а ) . Та1{ как  р а сстоя ние  М Р  от точки М 
гиперболы до р ассм атр иваемой диагон али  не  превыш ает дл ины 

!/ h 
v _ _ _ _ _  !_ �-L 
у ------ ,l·i/f 

: У-у 1 

.:с 

Рис. 6.7 

отрезка MN, то при удалении точки М гиперболы в бесконеч­
ность ( т. е. при х -+  оо ) расстояние М Р стремится к нулю. Сле­
довательно,  рассматривае,ная часть ветви гиперболы прибли­
жается к соответствующей диагонали прямоуголышка D. В сил у  
симметрии аналогичным свойством обладают и другие части 
гиперболы ,  р асположенные во второй ,  третьей и четвертой чет­
вертях. 

Диагонали  прямоугольника  D обычно называются асимпто­
тами гиперболы. Отметим , что асимптоты гиперболы оп реде­
ляются ур авнениями 

ь у =- Х 
а 

и 
ь у = -- Х. 
а 

(6 . 2 1 )  

4°. Н а р яду с гиперболой (6 .9) р а ссм атривают т а к  называе­
мую сопряженную по отношению к ней гиперболу. Сопряжен­
н а я  гипербол а  определяется каноническим ур авнением 

х2 у2 (i2 - Ь2 = - 1  * ) . (6 . 22) 

* ) Чтобы убедиться ,  что уравнение (6.22) определяет гиперболу, доста­
:rnч но положить х = у, у =  х и умножuть обе части этого уравнения на - 1 .  
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На рис. 6.7, б изображены гипербола (6.9)" и сопряженная ей 
rипербола (6 .22) . Очевидно, что сопряженная гипербола имеет 
re же асимптоты, что и данная.  Иными словами,  асимптоты со­
пряженной гиперболы определяются уравнениями  (6.2 1 ) .  Заме­
тим ,  что гипербола (6 .9) в свою очередь является сопряженной 
по отношению к гиперболе (6.22) . 

3. Исследование формы параболы. Обратимся к канониче­
скому уравнению паР.·аболы ( 6. 1 5) : 

у2 = 2рх. (6. 1 5) 

1 °. Парабола имеет ось симлtетрии (ось параболы) . Точка 
ц�ресечения параболы с осью н азывается вершиной параболы. 

11 

о 

р 
z 

Рис. 6.8 

Действительно, в уравнении (6 . 1 5) ве­
личина у фигурирует в четной степени. 
Следовательно, если координаты х и у 
точки М удовлетворяют ур авнению (6. 1 5) 
(т. е. точка М р асполагается на  парабо­
ле) , то этому ур авнению удовлетворяют 
координаты (х, -у) симметричной ей 
точки относительно оси Ох (рис. 6.8) . 
Таким образом, если парабола задана 
своим каноническим уравнением (6. 1 5) ,  
то осью этой параболы является ось Ох. 
Очевидно, вершиной пар аболы является 
н ачало координат. 

2°. Вся параfiола расположена в пра­
вой полуплоскости плоскости Оху. В са­

мом деле, так как р > О, то ур авнению (6. 1 5)  удовлетворяют 
координаты точек лишь с неотрицательными а бсциссами. Та· 
кие точки р аспол..агаются в пр авой полуплоскости. 

3°. Из рассуждений п . 3 § 1 этой главы вытекает, что ди­
ректриса параболы, определяемой каноническим уравнением 
{6. 1 5) , имеет уравнение 

у = - р/2 . (6.23) 

4°. Любые две параболы подобны друг другу. Пусть у2 = 
!= 2рх и у2 = 2р* х - канонические уравнения этих парабол 
в декартовой си<:теме Оху, у =  kx - ур авнение произвольной 
прямой,  проходящей через О, а (х, у) и (х* ,  у* ) - координ аты 
.точек пересечения этой прямой с параболами .  Используя кано­
нические уравнения ,  получим х = 2p/k2, у = ±2p/k, х* = 2р* /k2, 
у* = ±2р* /k. Из последних формул вытекает, что ;. = р/р*, 

.J!.. = р/р*, Но эти равенства означают подобие рассматриваемых у 
парабол относительно точки О. 
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5°. Отметим, что кривая у2 = 2рх при р < О также является 
параболой, которая целиком р асполагается в левой полупло­
скости плоскости Оху. Чтобы убедиться в этом, достаточно за·  
менить х на -х и -р на р. 

§ 3. Директрисы эл.1·ипса, гиперболы и параболы 
Определение параболы, данное в п .  3 § 1 этой главы, бази• 

ровалось на свойстве этой кр ивой , которое связ ано с ее фоку.о 
сом и директрисой. Это свойство можно сформулировать также 
и следующим образом :  парабола есть геометрическое место то­
чек плоскости, для которых отношение расстояния до фокуса 
к расстоянию до отвечающей этому фокусу директрисы есть 
величина постоянная, равная единице. 

Оказывается , отличный от окружности эллипс и гипербола 
обладают аналогичным свойством : для каждого фокуса * )  эл· 
липса или гиперболы можно указать такую прямую, называе• 
мую д и р е к т р и с о й, что отношение расстояния от точек этих 
кривых до фокуса к расстоянию до отвечающей этому фокусу 
директрисы есть величина постоянная. 

Данный пар аграф посвящен выяснению этого свойства эл­
липса и гиперболы. 

1 . Эксцентриситет эллипса и гиперболы. Обр атимся к эллип• 
су (гиперболе) . Пусть с - половина  р асстояния между фоку· 
сами эллипса * * ) (гиперболы) , а - большая полуось эллипса 
(действительная поЛуось гиперболы) . 

Определение. Э к с ц е н  т р и с и т е т  о м  эллипса (гиперболы) 
называется величина е, равная с/а : · 

е = с/а. (6.24) 
3 а м е ч  а н  и е 1 . Учитывая связь вел ичины с с длинами а 

и Ь большой и м алой полуосей эллипса (с длинами действи­
тельной и мнимой полуосей гиперболы) (см. формулы (6 .5)  и 
(6 . 1 0) ) ,  легко получить следующие выр ажения для эксцентри-
ситета е :  

для эллипса е = лJ 1 - � , (6 .25) 

для гиперболы е = � 1 + ..; . (6 .25') 

Из формул (6 .25 ) и (6.25') вытекает, что эксцентриситет эл· 
липса меньше единицы, а эксцентриситет гиперболы больше 
единицы * * * ) . 

"' ) Напомним, что отличный от окружности эллипс и гипербола имеют 
по два фокуса. 

"'*) Если эллипс представляет собой окружность, то с = О. 
**" ) Напомним , что величина Ь как для эллипса, так и для гипербол� 

не равна нулю, 
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Отм етим, что эксцен.триситет окружности равен нулю (для 
окружности Ь = а ) . 3 а м е ч  а н и е 2 . Два эллипса (две гиперболы) , имеющих 
одинаковый эксцентр иситет, подобны .  В самом деле, из фор ­
мулы ( 6.25) для эксцентриситета эллипса (из  формулы ( 6.25') 
для эксцентриситета гиперболы )  вытекает, что эллипсы с оди­
н а ковы м  эксцентриситетом имеют оди наковое отношение  Ь/а 

е=О 
м алой и большой полуосей ( гипер бо­
л ы  с одинаковым эксцентриситетом 
и меют одинаковое отношение Ь /а м ни­
мой и действительной полуосей ) . Та­
кие эллипсы ( гипер болы )  подобны * ) .  

3 а м е ч  а н  и е 3. Эксцентриситет 
эллипса можно рассматривать как  
меру  его «вытянутости» :  чем больше 
эксцентриситет е (см .  формулу (6 .25) ) ,  
тем меньше отношение Ь /а малой по­
луоси эллипса Ь к его большой полу­
оси а .  На р ис. 6.9 изобр ажены эллип­
сы с р азными эксцентриситетами,  но  
с одинаковой большой полуосью а. 

Рис .  6 .9  3 а м е ч а н  и е 4 . Эксцентриситет 
гипер болы можно р ассматривать как 

числовую характеристику величин ы  р аствор а угла между ее 
�симптотами .  В самом деле, отношение Ь/а р авно тангенсу 

/! 

.:с 

!!.. ______ д. с с 
Рис. 6. 1 0  

половины угла между асимптота­
ми гипер болы .  

2.  Директрисы эллипса и ги­
перболы. 

1 °. Директрисы эллипса. М ы  
выяснили,  что любой, отличный  
от  окружности эллипс имеет 
большую и м алую оси ·и центр -
точку пер есечения этих осей (см .  
п .  l § 2 этой главы) . Обозначим 
чер ез с половину р асстояния 

между фокусами  F1 и F2 эллипса ,  через а его большую полу­
ось и через О его центр ( рис .  6. 1 0 ) . 

Пусть е - эксцентриситет этого эллипса  (так как  эллипс от­
пичен от окружности,  то е =1= О) и :n: - плоскость, в которой рас­
положен элл ипс.  Малая  ось эJ1липса разбивает эту плоскость 

* )  Чтобы у бедиться в этом, достаточно расположить эти эллипсы (соот­
ветственно гиперболы) так, чтобы их  центры н одноименные главные осн 
совпадали. Тогда из ка н о1шческих уравнений легко следует подобие кривых 
с р авн ыми отношениями Ь(а. 



§ З] ДИРЕКТРИСЫ ЭЛЛИПСА, ГИПЕРБОЛЫ И ПАРАБОЛЫ 1 57 

н а  две полуплоскости .  Обозначим через л; ( i  = 1 ,  2)  ту из этих 
полуплоскостей, в которой лежит фокус Fi (i = 1, 2 ) . 

Определение. Д и р е  к т  р и с  о й  Di ( i  = 1 ,  2)  эллипса, отве­
чающей фокусу F; ( i = 1 ,  2) , называется прямая, расположеrt­
ная в полуплоскости л; (i = 1 ,  2 ) перпендш,улярно большой оси 
эллипса на расстоянии а/е от его центра. 3 а м е ч  а н  и е 1 .  Выберем начало декартовой прямоугольной 
системы координат в середине отрезка F1 F2, а оси Ох и .Оу н а­
правим так ,  как  указано  на рис .  6. 1 0. Тогда ,  очевидно, уравне­
ния директрис D; (i = 1, 2 )  эллипса можно записать следую­
щим образом : 

уравнение  дире1присы D1 : х = - а/е, 
уравнение директрисы D2: х = а/е. 

(6 .26) 

3 а м е ч  а н  и е 2.  Директрисы эллипса расположены вне эл­
липса. Действительно, элл ипс расположен в прямоугольнике 
l x l :::;;; a ,  \ у \ :::;;; Ь (см . п .  1 § 2 этой главы и рис .  6.4) , стороны 
которого пер пендикулярны большой и малой осям эллипса . 

Из определения директрис вытекает, что они пар аллельны 
двум перпендикулярным большой оси эллипса сторонам  этого 
прямоугольника .  Поскольку упомянутые стороны отстоят от 
центра  эллипса н а  р асстоянии а , а директрисы - на р асстоян и и  
а/е > а (О < е < 1 ) ,  т о  директрисы р асположены в н е  пря­
моугольника ,  а следовательно, и вне  эллипса .  

3 а м е ч  а н  и е 3. Мы только что выяснили ,  что директр нсы 
расположены вне эллипса . Отсюда вытекает, что точки эллипса 
и его центр расположены по одну сторону от каждой из его 
директрис. 3 а м е ч  а п и  е 4 .  Обозначим через р р асстоян ие от фокуса 
эллипса до соответствующей этому фокусу дире1присы. По­
с1<ольку р асстояние от центр а эллипса  до ди ректрисы р авно 
а/е ,  а р а сстояние от центр а эллипса до фокуса равно  с ,  то р 

а р авно - - с *) .  Tai< как  с = ае ,  то для р получаем следующее е 
выражение :  

( 1 
) 

1 - ez 
р = а 7 - е  = а ·  --е- · (6 . 27) 

Докажем теорему,  выясняющую важное свойство отличного 
от окружности эллипса и его директр ис. Теорема 6.1. Отношение расстояния r; от точки М эллипса 
до фокуса F; к расстоянию d; от этой точки до отвечающей 

* )  Напомним, что uентр эллипса и его фокусы расположены на  большоИ 
оси, которая перпендикулярна директрисам. Поэтому с учетом расположения 
uевтра,  фокуса и отвечающей ему директрисы (рис. 6. 1 0) р р авно а/е - с. 
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этому фокусу директрисы D1 равно эксцентриситету е этого эл­
·липса. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F1 и F2 -фокусы эллипса * ) . 
Выберем декартову прямоугольную систему координат так, как 
это указано в з амечании 1 этого пункта (рис. 6. 1  О) . В п .  1 § 1 
этой главы мы выяснили, что при таком выборе системы коор ­
динат р асстояния r1 и r2 от точки М (х, у) эллипса до ч'юкусов 
F 1 и F2 определяются· формулами ( 6.6) . Так как отношение с/ а 
р авно эксцентриситету е этого эллипса, то для r1 и r2 мы полу­
чим выражения 

r1 = a + ex, r2 = a - ex. (6 .28) 

Найдем теперь расстояния d1 от точки М эллипса до директрис D1. Используя уравнения директрис D1 (см . формулы (6 .26) ) ,  
лег.ко убедиться в том ,  что нормированные уравнения дирек­
трис имеют вид (см.  п. 7 § 1 главы 5) :  
нормированное уравнение директрисы D1 : - х - � = 0 е ' 

(6 .29) 
нормированное уравнение директрисы D2: 

а х - -е = О. 

Так как точка М (х, у) эллипса и н ачало координат находятся 
по одну сторону от каждой из директрис (см .  замечание 3 этого 
пункта ) , то р асстояние d1 и d2 от точки М (х, у) до директрис · ]l, у 1lд D1 и D2 равны соответствующим от-

р 

1 клонениям М (х, у) от D1 и D2, взя­

о 

а а 
8 tf 

тым со знаком минус, и мы полу· 
чим ( в  силу (6.29) и теоремы 5. 1 ) : 

а -- ех d2 = -- . е (6 . 30) 

Используя формулы (6.28) и ( 6.30) ,  
найдем, что 

r1/d1 = e, i = l , 2 .  

Теорема доказана .  
р 6 1 1 2°. Директрисы гиперболы. Обо· нс . .  

значим через с половину р асстоя· 
ния между фокусами F1 и F2 гипер болы, через а ее дей· 
ствительную полуось и чер ез О ее центр (рис .  6. 1 1 ) .  Пусть 
е - эксцентриситет этой гиперболы и n - плоскость, в которой 
р асположена гипербола .  Мнимая ось гиперболы р азбивает эту 
плоскость н а  две полуплоскости . Обозначим через n1 (i = 1 ,  2 ) 
'ry из этих полуплоскостей, в которой лежит фокус F1 (i = 1 ,  2 ) . 

•J Так как эллипс отличен от окружности, то его фокусы не совпадают. 
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Определение� Д и р е  к т  р и с о й  D1 ( i  = 1 ,  2)' гиперболы, от" 
вечающей фокусу F1 ( i  = 1 ,  2 ) , называется прямая, располо­
женная в полуплоскости л:; ( i  = 1 ,  2)  перпендикулярно действи· 
тельной оси гиперболы на расстоянии а/е от ее центра. 

3 -а м е ч  а н  и е 5. Выберем н ачало декартовой прямоугол,ь.­
ной системы координат в середине отрезка F1F2, а оси Ох и Оу 
направим так, как указано н а  рис. 6 . 1 1 . Тогда,  очевидно, урав­
нения директрис D1 ( i  = 1 , 2)  гиперболы можно записать еле:. 
дующим образом: 

уравнение директрисы D1 : х = - а/е, 
уравнение директрисы D2: х -=  а/е. 

(6. 3 1 )  

3 а м е ч а н и е 6 .  Директрисы гиперболы целиком располо-:­
жены в области G, не содержащей точек гиперболы (см.  2° п. 2 
§ 2 этой главы и рис.  6 .6) . В самом деле, в 2° п .  2 § 2 этой 
главы мы убедились, что полоса G 1 ,  определяемая в выбранной 
в замечании 5 системе  координат Оху неравенством 1 х 1  < а , 
содержится в области G .  Но эта полоса содержит директрисы 
гиперболы, так как, согласно (6 .3 1 ) , дл я точек директрис 

а 
1 х 1  = е < а," ибо для гиперболы е > 1 .  Расположение дирек· 
трис гиперболы указано на  рис. 6 . 1 1 . 

3 а м е ч а н  и е 7. Только что сделанное замечание позволяет 
обосновать расположение директрис гиперболы, указанное на 
рис. 6 .  1 1 . Имен но, очевидно, что точки левой (правой) ветви 
гиперболы и ее центр О расположены по разные стороны от 
директрисы D1 (D2) , а точки правой (левой) ветви гиперболы 
и ее центр О расположены по одну стQрону от директрисы 
D1 (D2) . 

3 а м е ч  а н  и е 8. Обозначим через р расстояние от фокуса. 
гиперболы до соответствующей этому фокусу директрисы. По· 
скольку расстояние от центра гиперболы до директрисы равно 
а/е, а р асстояние от центра гиперболы до фокуса р авно с, то 

а р = с  - е *). Так как с = ае, то для р получаем формулу 
( 1 ) е2 - 1 р = а е - в = а--е- ·  (6.32) 

Докажем теорему, выясняющую важное свойство гиперболы и 
ее директрис. 

Теорема 6.2. Отношение расстояния r1 от точки М гиперболы 
до фокуса F1 к расстоянию d1 от этой точки до отвечающей 

•) Напомним, что центр гиперболы и ее фокусы расположены на дей· 
ствительной оси, которая перпендикулярна директрисам. Поэтому с учетом 
расположения центра, фокуса и отвечающей ему директрисы (см. рис, 6, 1 1  }' 

а р равно с - в · 
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этому фокусу директрисы D1 равно эксцентриситету е этой ги­
перболы. 

Д о к а з а т  е л ь  с т  в о. Для доказательства этой теоремы нуж­
но р ассмотреть следующие четыре случая :  1 )  точка М находит­
ся на  левой ветви гиперболы, исследуется фокус F1 и дирек­
триса D1 ; 2) точка М н аходится н а  правой ветви гиперболы,  ис­
следуется фокус F1 и директриса D1 ; 3)  точка М на левой ветви , 
фокус F2, директриса D2 ; 4 )  точка М на правой ветви, фокус Р2, 
директриса D2. Так как рассуждения для каждого . из случа ев 
однотипны, то мы огр аничимся лишь первым случаем . 

Расположим систему координат так, как это указано в з а ­
мечании 5 этого пункта .  Так как абсцисса х любой точ ки 
М (х, у )  левой ветви гиперболы отрицательна,  то р асстояние r 1 
от этой точки до фокуса F1 , согласно формулам  (6. 1 1 ) ,  р а в но 
- а - f_ x, Так как с/а = е, то для r1 получим выражение а 

r1 = - a - ex. (6. 33) 

Директриса D 1 определяется первым из уравнений (6 .3 1 ) . Со­
гл асно п .  7 § 1 главы 5 нормированное ур авнение этой дирек­
трисы имеет вид 

а - х - е- = 0. (6 . 34) 

Та к !{а к  точка М левой ветви гиперболы и начало координ ат 
находятся по р азные стороны от директрисы D1 (см.  замеч а ­
ние 7 этого пункта ) ,  то расстояние d1 от точки М до директр и ­
сы D1 равно отклонению М от D1 , и мы  получим (в  силу (6 .34 ) 
и теоремы 5 . 1 )  

d _ - а - ех 
1 - . 

е 
(6 .35) 

Используя формулы (6 .33) и ( 6.35)' ,  найдем , что r1/d1 = е. 
Дл я первого случая теорем а доказана .  Остальные случаи р ас­
сматриваются аналогично. 

3. Определение  элл ипса и гиперболы, основанное на их свой­
стве по отношеt1ию  к директрисам .  Теорем ы 6. 1 и 6 .2 ,  доказ а н ­
ные в предыдущем пункте , выясняют свойство отличного от 
окружности эллипса и гиперболы, связанное с директриса :v1 и 
этих кривых.  Убедимся в том, что это свойство эллипса и ги ­
пер болы может быть принято в качестве их определения. Рас­
смотрим в пJiоскости л точку F и прямую D (рис. 6 . 1 2 ) . Будем 
предполагать, что точка F не лежит на прямой D. Докажем 
СJiедующее утверждение. 

Теорема 6.3. ГеоJttетрическое место {М} точек М плоскости 
л, для которых отношение е расстояния r до точки F к расстоя­
нию d до прямой D есть величина постоянная, представляет со­
бой эллипс (при е :< 1 )  или гиперболу (при е > 1 } . 
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При этом точка F н.азывается ф о к  у с о м, а прямая D -д и р е к т  р и с  о й  рассматриваемого геометрического места. 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о . Убедимся, что в некоторой,  специаль· 

но выбранной системе координат геометрическое место точек. 
удовлетворяющее требованиям сформулированной теоремы. 

i 2 
определяется п р и  е < 1 ур авнением �2 + �2 = 1 (т .  е. является х2 у2 
эллипсом) ,  а при  е > 1 - уравнением (i2 - Ь2 == 1 (т .  е. яв· 
ляется гиперболой) * ) . Пусть R - точка пересечения прямой D 
и прямой А , проходящей через F перпендикулярно D ( р ис. 6. 1 2) . 
На  прямой А выберем положительное 
напр авление от F к R при е < 1 и 
от R к F при  е > 1 ( н а  р ис. 6. 1 2  по­
казан случай  е < 1 ) .  Так как даль­
нейшие р ассуждения для случая е > l 

у ]} 

d 
и е < 1 идентичны,  м ы  проведем их r р 
подробно для е < 1 ,  т. е. для случая,  А�0+---..::.:>==::::::+--­определяющего эллипс. Обозначим че- F(c,O) R .:с 

рез р р асстояние  между точками F 
и R.  Вспоминая р асположение дир ек­
тр исы эллипса относительно его цен­
тр а (см .  п .  2 этого парагр а ф а ) , есте­
ственно выбр ать н ачало О координ ат 

а 
,.,_ __ с 

Рис. 6. 1 2  

на  прямой А слева от  точки R н а  р асстоянии а/е. При  задан• 
ных е и р величина  а/е может быть определена при помощи 
формулы ( 6.27)  (см .  также замечание 4 п. 2 этого параграфа ) . 
Иными словами, естественно положить 

а р 
-; = 1 - е2 • (6 .36) 

Будем теперь считать прямую А с выбранным началом О 
и направлением от F к R осью абсцисс. Ось ординат направим 
так ,  как  указано н а  р ис.  6. 1 2 . В выбр анной системе координат 
фокус F имеет координаты ( с, О ) , где 

е2 
С = р � * * ) 1 - е2 ' 

а директриса D определяется уравнением 
а Р х = -; = 1 - е2 .  

(6 .37) 

(6.38) 

* ) Эти уравнения, как было выяснено в § 1 этой главы, являются урав· 
нениями эллипса и гиперболы. 

**) Формула (6.37) вытекает из формулы с = .  R.O-RF i 1  форы:ул R.F = р 
и R.O = !!_ = Р е 1 - е2 

6 В, А. Ильин ,  Э. Г. Позняк 
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Перейдем теперь к выводу уравнения р ассматриваемого гео· 
метрического места точек. Пусть М - точка плоскости с коор· 
динатами (х, у) (рис. 6. 1 2 ) . Обозначим через r р асстояние от 
точки М до фокуса F и через d р асстояние от точки М до ди­
ректрисы D. Соотношение 

r/d = e (6.39) 

является необходимым и достаточным условием расположения 
точки М на геометрическом месте {М} . 

Используя формулу расстояния между двумя точкам и  М и 
F (см .  формулу ( 1 .8 )  п .  2 § 3 главы 1 )  и формулу для р асстоя· 
ния от точки М до прямой D (см.  п . 7 § 1 главы 5) ,  получнм 

r = -V<x - с)2 + у2 , (6 .40) 

d = .!!:_ - x *)  е • (6.4 1 ) 

Из (6.39) , (6.40) и (6.4 1 )  вытекает, что соотношение __ Р _ _ х 1 - е2 
-,,,!-;:(=х=-=с:::;)2=+=у::;::-2 = е (6.42) 

представляет собой необходимое и достаточное условие распо­
ложения точки М с координатами х и у на геометрическоАt ме­
сте {М} . Поэтому соотношение (6 .42) является уравнением гео­
метрического места {М} .  Путем стандартного приема «уничто­
жения р адикалов», а также используя формулы (6.36) и (6 .37) , 
это ур авнение легко привести к виду 

где Ь2 = а2 - с2• 

х2 у2 
(i2 + /j2 = 1 ,  (6 .43) 

Для завершения доказательства нам  нужно убедиться в том, 
что в процессе преобр азова ния ура внения (6 .42)  в ур авнение 
(6.43) не появились «лишние корни» .  

Рассуждая,  как и в п .  1 § 1 этой главы,  мы убедимся в том , 
что р асстояние r от точки М,  1юординаты х и у которой удов­
летворяют уравнению (6.43) , до точки F ( с, О ) , может быть вы-

числено по формуле r = а - � х .  Используя соотношение (6.37) 

ре и формулу а = 1 _ е2 , получим для r следующее выражение : 
r = a - ex. (6.44) 

Так как точка  М, координаты х и у которой удовлетворяют 
(6 .43) , р асположена слева от прямой D (для таких точек 

*)  Формула (6.4 1 )  верна лишь для точек М (х, у) , расположенных слева 
от прямой D. Однако точки, расположенные справа от прямой D, равно как 
и точки прямой D, можно исключить из р ассмотрения, так как для этих то­
чек r/d ;;:а: 1, а мы рассматриваем точки, для которых r/d = е � 1 ,  
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х � а, а для точек прямой D: х = а/е, где е < 1 ) , то для р ас· 
стояния d от М до D справедлива формула (6 .4 1 ) . Отсюда и 
из формулы (6.44) вытекает, что для р ассматриваемых точек М 
выполняется соотношение r/d = е, т. е. уравнение (6.43) яв· 
ляется уравнением геометрического места {М} , Аналогично 
р ассматривается случай е > 1 . 3 а м е ч  а н  и е. Используя доказанную теорему и определе­
ние  пар аболы,  мы можем сформулировать следующее определе· 
ние отличного от окружности эллипса, гиперболы и параболы. 

Определение. Геометрическое .место {М} точек М .плоскости 
n, длЯ которых отношение е расстояния r до точки F этой пло• 
скости к расстоянию d до прямой D, расположенной в плоско· 
сти n, есть величина постоянная, представляет собой либо эл· 
липе (при О < е < 1 ) , либо параболу (при е = 1 ) ,  либо гипер­
болу · (при е > 1 ) .  Точка F называется ф о к у с о .м, прямая 
D - д и р е к т р и с о й, а е - э к с • 8 
ц е н  т р и с и т е т о .м гео.метриче- 1 
ского .места {М} . 

· 
4. Эллипс, гипербола и пар абод а кnк 

конические сечении.  В начале этой гла­
вы указывалось, что эллипс, гипербола 
и парабола представляют собой линии 
пересечения кругового конуса с плоско­
стями, не проходящими через его верши­
ну. В этом пункте мы докажем теорему, 
обосновывающую справедливость этого 
утверждения.  

1'еорема 6�4. Пусть L - кривая, 
являющаяся эллипсом * ) , гиперболой или 
параболой. Можно указать такой круго­
вой конус К и такую плоскость л:, что 
линия пересечения плоскости л: с кону· 
сом К представляет собой кривую L. 

Прежде чем перейти к доказатель­
ству этой теоремы, сделаем следующее 
замечание. 

3 а м е ч а н и е. Пусть L * - линия 
пересечения конуса К с некоторой пло­
скостью л:* , н е  проходящей через верши­
ну конуса, а L - линия, подобная L *. 
Найдется плоскость л:, линией пересече­
ния которой с К будет линия L. 

/ 

Рис. 6. 1 3  Существование такой плоскости оче­
видно, ибо параллельные плоскости пе-
ресекают конус К по подобным линиям, коэффициент подобия которых равен 
отношению расстояний от вершины конуса до этих плоскостей. 

Д о к а з а т  е л ь  с т  в о теоремы 6.4. Очевидно, линия пересечения конуса К 
с плоскостью, перпендикулярной его оси и не проходящей через его вершину, 
представляет собой окружность, т. е. эллипс, эксцентриситет е которого равен 
нулю. 

Рассмотрим плоскость л:*, не перпендикулярную ос.и АВ конуса К и ' не 
проходящую через его вершину О (рис. 6. 1 3) . Пусть L* - линия пересечения 

*). При этом элли1щ может представлять собой окружность! ,  
6* 
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этой плоскости и ко 11 уса . В 11 1 :шем в ко11ус сферу S, ю;са ющуюся плос1<0сти л* 
в точке F. П усть w - л л оскость окр у ж н ости R, по �шторой сфера S касается 
кон уса К, и D - п р я м а н ,  ло которой  пересека ютсн шюскости л* и w .  Убе­
димся,  что L * удовлетвор я ет требов анинм олределсния ,  сформулированного 
в предыдущем пун кте, т. е. явJiя етсп лнбо отличным от о;<ружности эллипсом ,  
.оибо параболой, либо гиперболой .  В процессе р а ссуждений в ыясн им , что 
в зависимости от н а клон а п .� о с к ости л *  и от в еличины угла ,  который со­
ставляют образующие конуса с его осью, кривая L * может им еть любой 
положительный эксцентриситет е. Этим ,  очевидно, и будет завершено док аз а ­
тельство теоремы, т а к  ка к любые две кривые второго порядка * ) с одинако­
вы1.1 эксцентриситетолt подобны ( см .  пп .  3 и 4 § 2 этой главы и замечание 2 
п. 1 § 3 этой главы ) ,  а согласно сделанному перед доказательством теоремы 
замечанию, любая кривая L, подобпая линии L * пересечения конуса К с пло­
скостыо л*, также представляет собой линшо перессчепия этого конуса с не­
которой плоскостыо л .  

П усть М - п р о и з в ольн а я точка кривой L * , МР - пер пендикуляр из этой 
точк и на плоскость 10 , MQ - перлендикуляр из М на прямую D, MF - от­
р езок, соединяющи й точки М и f,  MN - отрезок образующей конуса (эта 
образующая проходит через точку М, а N - точ1<а пересечен ия с 01,руж­
ностью R) . Так к а к  M F  и MN - касательные  к сфере S из одной точки М, 
то \ MF \  = \ MN \ .  

Обозначим через � угол, который  составляет образующая конуса К с его 
осью, а чер ез а - угол между плоскостя м и л* и w .  Очевидно, значения f3 
заключены в пределах О < р < n/2, а зн ачения  а - в пределах О < а .::::;; 
.::::;; л /2 * ' ) . 

Из р асс мотр ен п я тр еугоJ1ышков М.РN и MPQ, а таюке из равенств а 
\ MN \ = \ MF \ вытек а ет , что 

1 MF \ = \ МР \/cos �. 1 MQ 1 = 1 МР J / s in  а. 

Таким образом,  для любой точ1ш М кривой L * справедливо · р авенство 

1 MF \!\ MQ 1 = sin a/cos �-

ПосколЬJ(у для заданного ко1 1уса К и фиксированной плоскости n*  отношение 
sin a/cos р не зависит от точки М, то для кривой L * выполнены услоп ия оп­
ределения предыдущего пункта, т. е. эта крив ая L* является либо о т л и чпым 
от окружности эллипсоА1 , либо гстерболой, либо параболой. При этом эксцен­
тр иситет е криво й L * может быть вычислен по формуле 

е = s in a/cos � - (6.45) 

Докажем,  что путем выбора углов а и f) можно получить для е любое 
положительное значение .  Выбер ем,  во-первых , р так, чтобы величина е cos f) 
была м еньше 1 . Такой выбор Р возможен, так к а к  Р - любое число из интер ­
вала (О ,  л/2) . Остается выбрать а так , чтобы выполнялось равенство si n а =  
= е cos � (эта формула представляет собой з аписанную ин аче фор муду (6 .45) ) .  
О•tевидно,  достаточно положить а = arcs iп (е cos f) ) . Теорема доказана .  

5. Полярные ураnиения эллипса ,  гип ерболы и парабол ы. Об­
р а т и м ся с н а ч а л а  к о к р у ж н ости р адиуса R . Если полюс п ол я р ­
н о й  систе м ы  пом естить в центр о к р у ж н ости , а п ол я р н у ю  ось­
п р о и з вольно в плоскости 01< р у ж н ости , то , очевидн о, искомое по· 
л я р н ое у р а в н е н и е  будет и меть в ид 

p = R. (6 . 46) 

* )  То сет�, эллипс ,  ги п ер Gол а и л и  п а р а бо л а .  
* * )  а =F О, T a J( к а к  п лоскость л *  не  пер п ендикул я р н а  осн  ко н у с а .  
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Р ассмотрим теперь кривую L, представляющую собой отлич· 
н ый от окружности эллипс или параболу. Пусть F - фокус кр и­
вой L, D - отвечающая этому фокусу директриса,  р - расстоя­
ние от F до D и е - эксцентриситет L .  Пусть полюс поляр ной 
системы  координ ат совпадает с F, а полярная ось перпендику-
ляр н а  D и н апр авлена так, как указано I н а  р ис .  6. 1 4 . Пусть М - любая точка L. р 1�---o----,cr Cor л асно опр еделению L ( см .  п .  3 этого 
пар а графа )  

/ f'M \ 
1 МР 1  = е . (6 . 47) 

Так как I FM \ = p, а \ MP \ = I PN -t­
.+ NM \ = p + p cos <p * ) ,  ТО из ( 6.47 )  Н а ·  
ходим следующее выр ажени е  для р :  

Р = 1 - �:os <р • (6 . 48) 
]} Соотношение  ( 6.48) , пр едставляет со-

бой полярное уравнение отличного от 
окружности эллипса или параболы. 

Рис.  6. 1 4  

Обрати мся теперь к гиперболе.  Пусть F - один и з  ее фоку­
сов , D - отвечающая этому фокусу директриса , р - р асстояние 
от F до D, е - эксцентриситет гиперболы .  Пусть W1 - ветвь ги -
пер болы, отвечающая фокусу F, 11 
а W2 - другая ветвь гипер болы 
( н а  р ис .  6 . 1 5  F - правый фокус 
гипер болы и W1 - правая ее 
ветвь ) .  

Рассуждая,  как  и в случае 
эллипса или параболы ,  легко 
убедиться , что полярное уравне­
ние  ветви W1 гипер болы имеет 
вид ( 6.48) .  Для ветви W2 поляр - Wi .lJ ное ур авнение имеет иной вид. 
З аметим , во-первых ,  что для то­ Рис. 6. 1 5  

,1] 

чек М ветви W2 справедливо соотношение ( 6.47) . В ыр ажения 
ДJIЯ I FM I  и I MP I  имеют следующий вид :  

1 FM 1  = р ,  1 МР 1 = 1  M N  - PN / = - р cos <р - р * * ) . (6 . 49) 
Используя формулы (6 .49) , найдем из ( 6.47) следующее по­
лярное ур авнение ветви W2 : 

Р = __ -__,_р_е_ 1 + е cos <р • 
*) Эта формула верна и в случае, когда М находится левее f'N, ибо в 

этом случае cos <р < О. 
* * )  Так как для ветви Wz угол <р тупой, то cos <р < О, и поэтому 

M N  =. -р c o s  rp.  
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�Таким обр азом, полярное уравнение гиперболы имеет вид 
. { ре _ 1 - е cos <р Р - - ре 1 + е cos qJ 

для ветви W1 , 
(6 .50) 

для ветви W 2• 

3 а м е ч а н и е. Знаменатель в правой части соотношений (6.48) и (6.50J 
не  обращается в нуль. В случа е эллипса, когда О <  е < 1 ,  это очевидно. Для 
параболы е = 1, но 1р изменяется на  интервале (О, 2л:) , и поэтому 1 е cos <р 1  < .< 1 .  В случае гипер болы легко убедиться, что для ветви W 1 угол 1р изме-

няется на интервале ( arccos +• 2л: - arccos +) , и поэтому произведение 

е cos ер либо заключено м ежду нулем и единицей, либо отрицательно. Для 

ветви W2 угол ер изменяется на ( a rccos ( - � ) , 2л: - a rccos ( - +) ) .  
Для этих . значений  ер выражение е cos ер отрицательно, но больше 1 по аб­
солютной величине. 

§ 4 . Касательные I{ эллипсу, гиперболе и параболе 
1 .  Уравнен ия касательных к эллипсу, гиперболе и параболе. Убедимся, 

что каждая из кривых L, являющаяся эллипсом, гиперболой или параболой, 
представляет собой объединение графиков двух функций. Рассмотрим,  на­
пример, каноническое уравнение эллипса (6 .4) . Из этого уравнения следует, 
что часть эллипса, точки которой имеют неотрицательные ординаты у, есть 
график функции 

1---2 у = Ь л / 1 _ .!_  · v  а2 при (6.5 1 )  

а часть эллипса, точки которой имеют неrюложительные ординаты, есть гра· 
фик функции 

при  (6.52) 

Обр ащаясь к каноническому уравнению гиперболы (6.9) , найдем, что 
гипербола представляет собой объединение графиков функций 

при х > а и х � - а, (6.53) 

а из канонического уравнения параболы (6. 1 5) вытекает , что эта кривая 
есть объединение графиков функций 

у =  ,У2рх и у =  - ,У2рх п ри х > О. (6.54) 

Рассмотрим теперь вопрос о касательных к эллиr�су, гиперболе и пара­
боле. Естественно, что касательные к этим кривым будут также касательными 
к графикам функций (6.5 1 ) - (6.54) . Вопрос о касательных к графикам функ­
ций подробно рассмотрен в выпуске 1 настоящего курса (см. выпуск 1 , гла­
ву 5, § 1 , п. 4) . Найдем, например ,  уравнение касательной к эллипсу в его 
точке М (х, у) , считая при этом у # О ( пусть ради определенности IJ > О) .  Пусть Х ,  У: �  текущие координаты точки касательной! Так как ее угловой: 
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k , , х Ь 
коэффициент = у ,  где у = - � - производная функции 

а 2 А f 1 - � 'V а2 
{6.5 1 ) ,  вычисленная в точке х, то уравнение касательной имеет вид *) 

хЬ у - у = - � 
х2 (Х - х) . 

а2 1 - -а2 

(6.55) 

Учитывая,  что точка М (х, у) лежит на эллипсе (т .  е. ее координаты х и у 
удовлетворяют уравнениям (6.5 1 )  и (6.4) ) ,  получим после несложных пре­
образований уравнение касательной к эллипсу в следующей фор ме:  

Хх , Уу _ 1 ---;;г -г v - · (6.56) 
Рассуждая аналогично для случая гиперболы и параболы, получим следую­
щие уравнения касательных к этим кривым : 

Хх Y tf 
для гипербо .ш ---;;г - ьг = 1 ,  (6.57) 

для параболы Уу = р (Х + х). (6. 58) 
3 а м е ч а н  и е 1 . В предыдущих р ассуждениях был исключен случаii 

у = О. В соответствующих точках эллипса, гиперболы и параболы касатель­
ные вертикальны . Легко убедиться, что 
уравнения (6.56) - (6.58) справед.1ивы и в 
этом случае. 

3 а м е ч а н  и е 2. Отметим, что каса­
тельная к эллипсу имеет с ним тоJJько одну /(­
общую точку - точку касания. Аналогич­
ным свойством обладают касательные к ги· 
перболе и параболе. 

Рис. 6. 1 6 

2. Оптические свойства эллипса, гипербо· 
лы и параболы. Установим следующее оп­
тическое свойство эллипса : лучи света, ис­
ходящие из одного фокуса F1 эллипса, 
после зеркального отражения от эллипса 
проходят через второй фокус F2 (рис. 6. 1 6) .  
Геометрически указанное свойство означает, что отрезки MF 1 и MF2 образуют 
с касательной в точке М эллипса равные углы . 

Допустим, что эллипс не обладает указанным свойств ом , т. е. а1 ,,Ь а2 
(рис. 6. 1 6). Пусть F; - зеркальное отражение фокуса F1 относительно каса-

тельной К в точке М. Соединим F; с М и F2• Т ак как а1 =1= а2, то точка 
м• пересечения прямой F;F2 с касательной К не совпадает с точкой М. 
Поэтому 

(6.59) 

(а - длина большой поJJуоси элJJипса ) . Будем теперь перемещать точку М* 
по касательной К от точки М. При таком перемещении сумма 1 F1M* 1 + 1 F2M* 1 
неограни<сенно увеличивается. В начаJJьный момент перемещения эта сумма, 
согласно (6.59) , была меньше 2а. Поэтому в некоторый момент эта сумма 
будет равна 2а,  а это означает, что на  касатмьной К, кроме точки М, будет 
еще одна точка М* эJJлипса, отJJичная от М. Согласно замечанию 2 предыду· 

. *) См. ГJJаву 5, уравнение (5. 1 0) .  
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щего пункта этого не может быть. Таким образом, указанное выше свойство 
::>ллипса действительно справедливо. 

Совершенно ан алогично устанавливаются следующие оптические свойства  
гиперболы и параболы :  

1 ° . Лучи света, исходящие и з  одного фокуса F 1 гиперболы, после зеркаль­
ного отражения от гиперболы кажутся исходящими из другого ее фокуса F2 
(рис .  6. 1 7 ) . 

2°. Л уци света, исходящие из фокуса параболы, после зеркального отра­
жения от параболы образуют пучок, параллельный оси параболы (рис. 6. 1 8) .  

3 а м е ч а н и е 1 . ОптичеСJ<ие . , IJCl!l. свойства эллипса ,  гиперболы и пара - ��!11 волi/1.�. R Г� 
балы широко используются в и н ж е - ф�о 1 /' нерном деле. В частности, от ичес1<0е 1 / 
свойство па раболы используется  п р и  , 1 / 
1<онструировании прожекторов ,  а н т е н н  '- ,  
Н T CJieC I< O ПO B .  ', , J1! i р ,::-' 

� 
(7 � 

•,,j 
+-------'-! � f---+-�------+ � 

.Il 

Рис. 6 . 1 7  Рис. 6 . 1 8  

L 

� rш-� 

З а м е ч а н и е 2 . Назовем фронтом волны точечного источника света F 
линию, для всех точек Q которой путь, проделанный световым лучом,  при ­
ш�дшим из источника F в точку Q, одинаков.  Если волна ,  вышедшая из 
точечного источника F, не  претерпевает отражений ,  то фронт ее, очевидно, 
будет представлять собой окружность. Если же указанная волна отр ажается 
от некоторой кривой L, то форма  ее фронта меняется в зависимости от вида 
кривой L. Парабола обладает следующим замечательным свойством:  фронт Ф 
отраженной от параболы волны при условии расположения источника света 
в фокусе F параболы представляет собой прямую, параллельную директри­
се D этой параболы (рис .  6 . 1 8 ) . 

В самом деле, рассмотрим прямую Ф, параллельную директрисе D. Пусть Q - произвольная точка этой прямой .  Из оптического свойства параболы вы­
текает, что если FM - падающий луч, приходящий после отражения в точ­
ку Q, то отраженный луч MQ перпендикулярен директрисе D. Обозначим 
через Р точку пер есечения луча MQ с директрисой D. Очевидно, сумм а  J QM I + J MF I  р авна I QM I  + I MP I  * ) . Так к а к  J QM I + I MP I  = d ,  где d ­
не зависящее от точки Q р асстояние между прямыми Ф и D, то для любой 
точки Q линии Ф сумма 1 QM 1  + 1 MF 1  одна и та же (равна d) , т .  е .  Ф -
фронт отраженной волны .  

§ 5. Кривые второго порядка 
Обращаясь к канон ическим уравнениям эллипса ,  гиперболы 

и параболы (см . ур авнения  (6 .4 ) , (6 .9 )  и (6 . 1 5 ) этой гла в ы ) , 
м ы  види м ,  что перечисленные кривые представляют собой ал­
гебраические линии второго порядка ( см .  гл аву 4 ,  § 1 ,  п. 5) . 

*) Согласно определению параболы (см .  п. 3 § 1 этой главы) . 
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Естественно поставить вопрос о том , какие еще линии являются 
алгебраически.ми линиями второго порядка. Этот вопрос и рас­
сматривается в настоящем пар аграфе. 

Рассмотр им общее алгебра ическое уравнение второго п о­
рядка 

(6 .60) 
Линия L, определяем ая этим ур авнен ием (т.  е. алгебраиче ­

ская л и ния  второго порядка ) , рассматр иваемая как геометр и ­
ческий объект * ) , не меняется ,  если от да нной декартовой пр п ­
моуголыюй системы коорюш ат перейти к другой декартовой си ­
стеме коорди нат. 

Отметим ,  что исходное уравнение ( 6 .60) и уравнение, полу­
ченное после преобразования координат, алгебраически эквива­
лентны (см . п .  5 § 1 гл авы 4 ) . Можно ожидать, что при спе­
циальном выборе декартовой системы  координат уравнен11 е  
( 6 . 60 )  примет настолько простой вид, что геометрическая ха­
р а ктер истика линии L не будет представл ять з атруднений . 

Этим методом м ы  воспользуемся для выяснения всех типов 
л 11 н nй  второго поряд1{ а .  В процессе рассуждений мы укажем 
п р авила ,  с помощью которых выбирается система координ ат, в 
которой ура внение линии L в ыглядит наиболее просто. Мы 
сформулируем также признаки ,  позволяющие узн ать тип линии  
второго порядка по ее  исходному уравнению.  

1 .  Преобразование коэффициентов уравнения л инии  второго 
порядка при переходе к новой декартовой системе координат. 
Так как переход от одной декартовой прямоугольной системы 
координат на  плоскости к другой декартовой прямоугольной си ­
стеме координат может быть осуществлен путем некоторого па ­
раллельного переноса системы координат и последующего по­
ворота ( вкл ючая  в поворот и зеркальное отражение (см .  § ! 
главы 3 ) ) ,  мы рассмотрим отдельно вопрос о преобразовании 
коэффициентов уравнения (6 .60)  при  п а р аллельном переносе 
и при повороте. При этом ,  конечно, будем считать, что в урав­
нении (6.60) по крайней мере один из коэффициентов а 1 1 , а 1 2  
или а22 отличен от нуля . 

Условимся о следующей терминологии : группу слагаемых 
а 1 1х2 + 2а 1 2ХУ + а22У2 левой части (6 .60) будем наз.ывать груп­
пой старших членов этого ур авнения,  а группу сл агаемых 
2а 1 3х + 2а2зУ + азз будем называть линейной частью уравнен ия 
( 6.60) . При этом коэффициенты а 1 1 ,  а 1 2 , а 22 будем н азывать 

* )  Может оказаться ,  что  уравнение (6 .60) не определяет линии:  этому 
уравнению могут удовлетворять координа ты лишь одной точки или не най­
дется ни одной точки, координаты которой удовлетворя ют (6.60) . Однако и 
в этом случае мы будем говорить о геометрических объектах, определяемых 
уравнением (6 .60) , называя эти объекты вырожденныАtu или Аtнuмыми. По­
дробнее об этих вопросах см.  в гл � в с  4. 
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коэффициентами группы старших членов, а коэффициенты а 13, 
а2з и азз - коэффициентами линейной части (6.60) . Коэфф и· 
циент а33 обычно н азыв ается свободным членом уравнения 
(6 .60) . 

. 

1 ° .  Преобразование коэффициентов при параллельном пере· 
носе. Пусть декартова прямоугольная система координат О'х'у' 
получена пар аллельным переносом системы Оху вдоль вектор а  
0 0'. Как известно, старые и новые координаты точки связаны 
соотношениями 

х = х' + х0, У = у' + Уо. (6 .6 1 )  

где х0, у0 - координаты н а чал а О' в системе Оху (см .  главу 3 ,  
§ 1 ,  формулы (3 . 1 2 ) ) . Подставляя выражения  (6 .6 1 )  для х и у 
в левую ч асть ( 6 .60) , м ы  получим ур авнение L в системе О'х'у'. 
Очевидно, это уравнение и меет вид 

где 
а�з = а1 1Хо + а12Уо + а 1з • 
а�з = а 12хо + а22Уо +- аш 
а;з = а1 1х6 + 2а12Х0Уо + а22У6 + 2а1зхо + 2а2зУо + азз· 

(6 .62) 

(6.63) 

Обр ащаясь к ур авнению (6 .62 ) , мы можем сделать следую· 
щий важный вывод: при параллелыюм переносе системы ко­
ординат коэффициенты группы старших членов не изменяются, 
а коэффициенты группы линейных членов преобразуются по 
форлtулам (6.63 ) .  

3 а м е ч  а н  и е 1 . Используя первую и вторую из формул 
(6 .63) , можно, очевидно, выр ажению для аЗз придать следую­
щий вид:  

(6 .64) 

2°. Преобразование коэффициентов при повороте. Пусть де­
картова прямоугольная система  координат Ох'у' получена по­
воротом системы Оху на  угол ер ( при  этом не исключается по­
ворот на угол ер,  р авный нулю ) . Как известно, старые и новые 
координаты точки связаны соотношениями 

х = х' c o s  ср - у' sin ср, у = х' s in ср + у' c o s  ср (6 .65} 

(см.  главу 3, § 1 , формулы (3. 1 3 )  )' . Подставляя выражения 
{6 .65} для х и у в левую часть (6 .60 }  и группируя коэффи­
циенты при р азличных степенях х'  и у', мы  получим ур авнение 
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L в системе Ох'у'.  Очевидно, это ур авнение имеет вид 
, '2 + 2 , , ' + , '2 + 2 , ' + 2 , , + , о а 1 1Х а12х У а22У а1зХ а2зУ азз = • (6. 66) 

где *) 

а� 1 = а12 s in 2<р + i- (  а1 1  - а22) cos 2<р + -} ( а 1 1  + а22) , 

а�2 = - + ( а 1 1  - а22) s in  2<р + а1 2 cos 2<р, 

а;2 = - а12 s in  2<р - � (а 1 1  - а22) cos 2<р + -}  ( а 1 1  + а22) , (6 .67) 

а�3 = а13 cos <р + а23 s in <р, 
' . 

а23 = а23 cos <р - а13 sш <р, 

Мы можем сделать следующий важный вывод :  
При повороте системы координат коэффициенты a;l '  а�2 , а;2 

группы старших членов уравнения (6 .66 ) выражаются лишь че­
рез угол ер поворота и через коэффициенты a l l ,  а 12 ,  а22 группы 
старших членов уравнения (6 .60 ) ;  коэффициенты а�3 и а;3 урав­
нения (6 .60) выражаются лишь через угол ер и коэффициенты 
а 1 3 и а23 уравнения (6.60) ; свободный член не изменяется ( т .  е.  
а;з = азз) · 

3 а м е ч а н  и е 2 . Обоз н а ч им через А ,  В и С соответственно 
вел ичины 

1 2 (а 1 1  - а22)  
Введем, далее, угол а ,  считая cos а = �2 , s in а = А 
при А =1= О и а = О при А = О, и угол � . считая cos В = а2 э/С, 
s in В =  а1 з/С при С =1= О и В = О при С =  О * * ) . Тогда,  очевид· 
но, выражения _ (6 .67) дл я коэффициентов а;1 можно переписать 

* ) При выводе этих формул использовались равенства 2 sin <р cos <р = • • 2 1 - cos 2<р 2 1 + cos 2<р = S J П  2<р, S J П  <р = 2 , COS <р = 2 · 
* *) Известно, что, каковы бы ни были величины Р и Q, удовлетворяющие . р 

условию Р2 + Q2 =# О, можно найти такой угол у, что cos у = . / и · - -v P2 + Q2 
. Q SJП 'У = лj р2 + Q2 ' 
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ь .;,��дующей форме :  

а; 1 = А  s i п (2tp + а) +  В ,  
а�2 = А c o s  (2<р + а) , 
а�� = - А s i п  (2<р + а) + В, 
а�3 = С s i п  (<р + � ) ,  
а�3 = С cos ( <р  + � ) ,  

[ГЛ. 6 

(6 .68) 

Отмети м , что вел ичи н ы А, В и С и угл ы сх и � не  зависят от ер.  
2. Инварианты ур авнения л инии  �порого порядка. Понятие  

типа л инии  второго порядка. Н а зовем инвариантом уравнения 
(6 .60 )  линии второго порядка  относительно преобразовани й де­
картовой системы коорди нат та кую функцию f ( а 1 1 , а 1 2 , . . .  , а 33 ) 
от коэффициентов a ii этого уравнени я, значения которой не ме­
няются пр и переходе к новой дека ртовой прямоугольной си ­
стеме  координ ат. Таким обр азом,  если f ( а 1 1 , 0 1 2 ,  . . . , а зз ) -
инв а р и а нт и а ;1 - коэффициенты уравнени я л и нии второго по-
рядка в новой системе декартовых коорди нат, то 

f (a 1 1 • а 12 • · · · • азз) = f (а� l '  а�2 ·  · · . , а;з) · 

Докажем следующую теорему .  
Теорема 6.5. Вели.чины 

\ 1 1 = al l  + а22 • 
' 
"-.... 

являются инвариантами. уравнения 
рядка относительно преобразований 
динат. 

\(6 .69) 
' 

(6 .60) линии второго по­
декартовой системы кооР_-

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Очевидно, инвариантность велич и н 1 1 , 
12 , 13 достаточно  доказать отдельно для пар аллельного переноса 
систем ы координ ат и для поворота.  

Р ассмотрим сначала  пар аллельный перенос систем ы  коор ­
динат . Мы уста новили в 1 °  предыдущего пункта,  что при  этом 
преобр азовании  координат коэффициенты группы старших ЧJ1е­
нов не изменяются. Поэтому не  изменяются и величины 1 1  и /2 . 
З аймемся величиной /3• В новой системе координат О'х'у' ве� 
л ичина  13 р а в н а  

' 
а 1 1  а 12 а l З ' 
а 1 2 а22 а 2З ' ' 1 
а 1 з а2З аЗJ 
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Вычитая из  последней строки этого определителя первую стро­
ку, умноженную на  Хо, и вторую, ум ноженную н а  Уо (хо и Уо -
координаты нового начала О') , и используя при этом выраже­
ния для  а�3 и а;3 из формул (6 .63) и выражен ие (6 .64 )  для а�3, 
найдем,  что этот определитель равен * ) 

' a l 1 а 1 2 а 1з ' 
а 1 2 а22 а2З 
а 1 з  а2з а 1 зХо  + а2зУо + азз 

Есл и  теперь вычесть из последнего столбца полученного опредс ·  
л ителя первый столбец, умноженный н а  х0, и второй,  умножен ·  
ный на  уо ,  и использовать при  этом выр ажения для а�3 и а;3 и з  

формул (6 .63 ) , то  в результате получится определитель, стоя·  
щий в правой части выр ажения для /3 в формулах (6 .69) . Итак,  
инвариа нтность /3 при  пар аллельном переносе системы коорди· 
н ат доказа н а .  

Р ассмотрим  теперь поворот декартовой системы координат .  
В 2° предыдущего пункта мы нашли ,  что при этом преобразо­
вании  коэффициенты а;1 ур авнения линии L в новой системе  
связаны с коэффициентами a ii уравнения этой линии  в старой 
системе с помощью формул (6 .68) (см. з амечание 2 предыду­
щего пункта ) .  Докажем теперь инвар и а нтность /1 , /2 и /з. 
И м еем ,  согла сно (6 .68) , 

!' - ' + ' - 2 в - 1 1 -- а , 1 а12 - - а "  т ап ,  
/' ' ' , 2 в2 А2  ? 2 = а , 1а22 - а 1 2  = - = а 1 1а22 - a i2· 

Таким образом ,  инвариантность / 1 и 12 доказана .  
теперь к ' ' ' . 

а , 1 а 1 2  а�3 1 !' = 
' ' 

3 а , 2  а22 а;з 1 · ' ' 
а J З а2З азз 

Обратимся 

Р азл агая этот определ итель по элементам последнего столбца , 
учитывая только что дока занную инвариантность 12 , т. е .  р а ­
венство 

� )  Н а ломн и м ,  что лри уJ(аз<'.нных пр еобразов а н иях значение определителя 
не м еня ется (см . Долот1 с 1 1 11 с  1< rл a n e  \ ) .  
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и р а nснстnо а;3 = а33 (см . последнюю из формул (6 .67) ) ,  по-

луч нм 
(6 .70) 

Соrл :Jсно  фор мулам  (6 .68) пер вое сл а гаемое в п р а вой ч а стп 
( 6 . 70 )  может б ыть п р еобр а зов а но сл еду ющим обр азом : 
, / п ; 2  а;2 1 = С  s iп  ( + А )  1 А cos (2<р + а) - А sin  (2<р + а) + В \ = a 1 :J 1 ' 02�3 

<р t' С s in  (<р + �) С c o s  (<r + А) 1 а i З  1" 

= С2 s in  (<р + (3 )  {Л cos (ер + а - f3 )  - В s in  (ер + f3)} . (6 . 7 1 ) 

С о в с r шенно а н а л о г и ч п о  получ а ется р авенстnо 

а;3 \ а�1 а�2 \ = С2 cos (<р + f3 )  {Л s in (<р + а - f3 )  + В  cos (<р + f3 )} . а 1 з а2з 
(6 .72) 

Из соотношений (6 . 70 ) - (6.72) получаем 

1� = АС2 s in  (2 р - а) - ВС2 + а3зf2. (6.73) 

T a r<  I< a r< вел ичины А , В, С, углы а, 13 и /2 не з а в исят от угл а ер ( это s ытека 1::т из инв а р и антности /2 и замечания 2 п р едыдущег о 
1 1 у н кта ) ,  то из ( 6.73) следует, что /� т акже не з а висит от угл а 
с;1 , т. е. п р и  л юбом значении <р имеет одно и то же з н а чение.  
j I o  a:i = a i i '  при <р = О , и п оэто му 1� = 13 • Таким обр азом , ин· 
r. а р н а нтность /3 та кже уста новлен а .  Теорем а дока з а н а .  

Геометр ические характер истики линий второго порядка и и х  
р асположение вполне определяются значени я м и  и н в а р и а нтов / 1 , 
/ 2  и /3 • В зависимости от з н а ка и нв ари а нта /2 эти л инии раз ­
д. �.51 JOI.Ji.L�MY.IOЩ��-l!:i..!W_L_ 

эллиптическ.ий тип, если /2 >� � 
гиперболический тип, есл и /2 < О, 
параболический тип, есл и / 2 = о. ___ 

О •1евидно, ти линии не меН.1ПГтсJinри изменении декартовой СИ· 
пе.мы к.оординат. Ниже мы дадим полную кла ссификацию к а ­
ждого из указанных типов линий. 

3. Центр липии второго порядка. В предыдущем пункте м ы  
уста новил и,  ч т о  пр и п а р аллельном переносе декартовой систе­
м ы  и з м е н я ются лишь коэффициенты груп пы л инейных члено в 
у р а nн е н и я  линии второго порядка.  П о п ытаемся н айти такую дека ртову систему координат 
О' х'у' (полученную пар аллельным переносом системы Оху) , в 
Еоторой ур а внен ие ' (6 .62) данной линии L второго пор ядка не 
со,:!еr_жало бы слагаемых 2а�3х' и 2а;3у' , т. е, коэффициенты 



� 5] КРИВЫЕ ВТОРОГО П ОРЯДКА 175 

а�3 и а;3 были бы р авны нулю.  Пусть х0 и Уо - координаты 
н ачала  О' искомой системы. Обр ащаясь к формул а м  (6 .63 ) , 
найдем ,  что величины х0, у0 представляют собой решение сле­
дующей системы линейных уравнений : 

а 1 1х0 + а12Уо + а1 з = О , а 12Хо + а22Уо + а2з = О . (6 . 74) 
Уравнения ( 6 .74) называются уравнениями центра линии вто­

рого порядка , а точка О' с координатами (хо, Уо) , rде Хо и Уа -
р ешения системы ( 6 . 74 ) , н азывается цен.тролt этой линии .  

Поясним см ысл на именования «цеятр» линии . Пусть н п чало 
координат перенесено в центр О'. Тоrда уравнение лин1 1и L 
примет вид 

(6 .75) 

Пусть точка М (х' , у') р асположена на L. Это означает,  что ее 
координ аты х' и у' удовлетворяют уравнению (6 .75 ) . Очев1 1дно, 
точка М* ( -х', -у') ,  симметричн а я  с М относительно О', также 
р асположен а  на  L,  ибо ее координаты также удовлетворяют 
ура внению ( 6 .75) . Таrшм обр азом, если у линии L существует 
центр О', то отн.осительн.о центра точки L располагаются сим · 
метричн.о парами, т. е. tfен.тр линии L является ее цен.трал-� 
сим.метрии. 

3 а м е ч  а н  и е 3 .  Если л и н и я  L второго порядка имеет цент р ,  
то инварианты /2, /3 и свободный член а�3 в уравнении  (6 . 75) 
связаны соотн.ошением 

(6 . 76) 

В самом деле, в силу инвариантности /3 получим  в системе 
координат О' х' у' 

lз = 
о о 

Из последней формулы и вытекает соотношение (6 .76) . 
Наличие центра у линии  второго порядка связа но с р азре ­

шимостью уравнений центра (6 . 74 ) . Если уравнения центра 
имеют един.ствен.н.ое решение, то линию L второго порядка бу­
дем называть ц е н. т р а л ь  н. о й * ) . Так как определитель сист е­
мы (6 .74 ) р авен /2 ,  а необходим ым и достаточным условием  
существования единственного решения этой системы является 
неравенство нулю ее определителя ,  то мы можем сделать сле­
дующий важный вывод : линии эллиптического типа (/2 > О) и. 
гиперболического типа (12 < О) и только эти линии являются 
цен.тральными. 

*)  Таким образом, центральная линия имеет единственный центр, 
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3 а м е ч а н и  е 4 .  Если начало координат перенесено в центр 
О' цент р альной л 1 1 н ии  L второго порядка , то ура внение  этой 
л и н и н  будет и м еть  в ид 

(6 .77) 

Действительно , после переноса начала  в центр уравнение  линии  
примет вид (6 . 75 ) . Так к а к для центральной линии  /2 =/= О, то  из формулы (6 .76) на йдем ,  что а�1 = 13/12 • Подставляя это  вы­
р ажение  для а;3 в фор мулу (6 . 75 ) ,  м ы  получим уравнен ие 
(6 . 77) . 

4 . Стандартное упрощение л юбого уравнения л инии  второго 
порядка путем поворота осей . Дока жем , что любое уравнение 
( 6 .60 ) линии L второго порядка путем специального поворота 
координатной системы может быть приведен.о к уравнению, в 
которо,и не будет содержаться слагаемое 2а��х' у' , т. е. ко-
эффициент а;2 будет р авен ну.ТJю .  Такое упрощение уравнени я  
второго порядка мы будем называть стандартным. 

Естественно ,  м ы будем предполагать, что в исходном урав­
нении ( 6 .60)  коэффициент а 1 2  не равен. нулю, ибо в случае 
а 12 = О  поставлен ный вопрос является решенным .  

Пусть q:> - угол поворота искомой повернутой систем ы  ко­
ординат.  Обр ащаясь ко второй из формул ( 6.67) , найдем,  что 
искомый  угол q:> является решением следующего тригонометр и­
ческого у р а в нения : 

(6 . 78) 

в котором,  по предположению,  а 1 2  =/= О. Пр и  этом предположе­
нии очевидно, что (6 .78)  имеет следующее решение : 

(6 .79) 

Итак, если мы повернем систему координат на угол q:>, опреде­
ленный из р авенства ( 6 .79) , то в повернутой системе координат 
уравнение линии  L не будет содержать слагаемого 2а�2х'у' и ,  
кроме того ,  согл асно форм ул а м  (6 .67 ) , а;3 = а33 • Иными слова ­
ми ,  это ур авнение будет иметь следующий вид :  

(6 . 80) 

6. Упрощение уравнения централ ьной л ин ии второго порядка 
( 1 2  � О) . Классификация центральных л ини й. В ыводы, сделан ­
ные в предыдущих двух пунктах, позволяют решить вопрос о 
классификации всех центр а J1ьн ых линий  второго порядка. Ре-
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шен ие этого вопр оса мы проведем по следующей схеме.  Во -пер ­
вых,  путем переноса начала координат в центр ли нии (6 .60 )  м ы  
приведем е е  уравне ние к виду (6 .  77) . После этого произведем 
стандартное упрощение уравнения ( 6 .77) : 

1 )  если а 1 2  = О, то оставим систему координат О'х'у' неиз · 
менной и изменим л ишь обозначение х' на х", у' на у", а 11 11 i1 a  а;; ; 

2 )  если а 12 =F О, то перейдем к повер нутой системе  коорди­
н ат О'х"у", вычисляя угол поворота ер по формуле ( 6.79) и ис­
пользуя п р и  этом формулы (6 .67)  ( с з аменой а� 1 н а а ;� ) и фор­
мулу (6 .80) . В обоих указанных случаях найдем ,  что ур авнен ие 
любой центральной линии  L !"3 системе координат О1х11у11 
имеет вид 

(6 . 8 1 )  

Дальней ш а я  класс и ф икация л ини й основывается н а  ан ал и­
зе ур авнения (6 .8 1 ) . П р и этом используется связь коэфф ициен-

" /1 1 1 1'ОВ а 1 1  и а22 с инв а р и а нтами 1 и 2. 
Р ассмотрим отдельно л ини и элл иптического тиriа и лин и и  

гиперболического тип а .  
1 ° . Линии эллиптического типа (12 > О) .  Обр атимся к ис­

ходному ур авнению (6.60) линии L эллиптического типа .  Так 
как / 2 = а1 1а22 - ат2 > О, то а, 1а22 > О,  т. е. коэффициенты а 1 1  и 
а22 оба отличны от нуля и имеют оди н а ковый знак,  совпадаю­
щий со з н аком /1 , поскольку / 1 = а 1 1  + а22· Без ущерб а  дл я 
()бщности можно считать оба эти коэфф ициента положитель­
ными (этого всегда можно доб иться .нормировкой исходного 
ур авнения ( 6.60) , т. е. умножением его н а  - 1  (при такой нор ­
м ировке знак инварианта / 1 станет положительн ы м ,  з н ак ин ­
в а р и а нта /2 не меняется ) . 

Сп р аведЛ И__!!QS.ll.едующ�е .Y..IJЗ_�QЖ_,LI.e!iJ:!e, _ _ • 
_,.,..,Тe-0,ieiiiГD.6. Пусть уравнение (6 .60) линии L эллиптического 
типа (12 > О) нормировано так, что 11 > О . . Тогда при 13 < О  
зто уравнение представляет собой эллипс. При 13 = О уравне­
нию (6;60) удовлетворяют координаты лишь одной точки. При 
/3 > О уравнению (6.60) не удовлетворяют координаты никакой 
точки плоскости. 

П р и  /3 = О  уравнение (6.60) н азывается уравнением выро­
жденного эллипса. П р и  /3 > О (6.60) называется уравнением 
�.нимого эллипса. . - - - ------ - - - _ _  

--·-д о к а з а т е л ь' с т в о. Так как для ур авнения (6.8 1 )' 11 =  " + 11 / 11 11  l > O I > O = а1 1  а22, а 2 = а1 1а22, то из условия , и 2 в ы -
fl'екает положительность а�1 и а�. Поэтому уравнение .(6.8 11 
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линии L может быть записано следующим обр азою 

пр и  /3 < О 

при  /3 > О 

х"2 у"2 --=( . / �/ )2 + ( . / / )2 = 1 , 

� �а�� � �а; 
х"2 у"2 

( 1 , 2 + ( 1 )2 = О, 

,Уа�� ) . ,Уа; 

(6 .82) 

(6 .83) 

Очевидно, ур авнение (6 .82 ) , отвечающее случаю /3 < О, преk 
ставляет собой каноническое ур авнение эллипса с полуосями 

- /3 - /3 --11- и --,-, . Уравнению (6 .83) , отвечающему случаю 
12а 1 1 12а22 

/3 = О, удовлетворяют координаты лишь одной точки х" = О, 
у" = О. Уравнению (6 .84 ) не удовлетворяют координ аты ника­
кой точки плоскости ,  ибо левая часть этого уравнения не от­
р ицательна, а правая отрицательна .  Для завершения доказ а­
тельства теоремы достаточно заметить ,  что каждое из ур авне­
ний (6.82) , {6 .83 ) , ( 6.84) эквивалентно исходному уравнению 
, ( 6.60) соответственно дл я случаев /з < О, /3 = О, /3 > О, и по­
этому сделанные выше геометрические выводы для уравнени й  
(6 .82 ) , (6.83 ) и (6.84) справедливы и для уравнения (6 .60 ) . 
Теорема доказана .  

3 а м е ч а н  и е 5. Остановимся nодробнее н а  случае, когда 
уравненuе (6.60} эллиптического тип а  определяет эллипс. При 
этом м ьi будем считать, что это уравнение нормировано т.ак, 
что 11 > О. Координаты (хо, Уо) центра этого эллипса представ­
ляют собой решение системы (6 .74 } . Так как нов а я  ось О'х" 
является одной из главных ·осей эллипса (это вытекает из того, 
что в системе О'х"у" уравнение эллипса имеет канонический 
вид, и поэтому оси координат О'х" и О'у" совпадают с глав­
ными осями эллипса (см .  п .  1 § 2 этой главы} } ,  то угол наклона 
<р этой оси со старой осью Ох может бьrть найден по формуле 
(6.79) . Наконец, из уравнения (6 .82) вытекает, что полуоси эл-. 

- /3 � - /3 ф липса р авны --11- и --11- , причем коэф ициенты 
I2a 1 1 I2a22 

а�� и alz выражаются через коэффициенты a ;i исходного урав-
нения (6.60) (см .  первую и третью формулы (6.67) ; при этом 

11 , " 
' ) нужно положить а1 1 = а1 1 и а22 = а22 • 
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Итак, зная инварианты и формулы преобразования коорди­

нат, можно вычислить полуоси эллипса и выяснить его р аспо­
ложение относительно исходной системы координат Оху. 

2°. Линии гиперболического типа {/ 2 � О) ,  Справедливо 
следующее утвер�дение. ____ _ _ __ _ , ___ �Теорема 6.7. ��О) 

�
линии L гиперболического 

типfffrрl:r+з#='\Г'представляет собои гиперболу, а при 13 = 0 -----пару _nер.есе!}q.ющцх_ся прямых. / ·· · - �--. � .. - ---- - --·----. -· Д о  к а з а т е л ь  с т  в о� Так как для уравнения (6 .8 1) 12 = " "  1 < 0 " ' = а1 1а22, то из условия 2 · вытекает , что а1 1 и а22 и меют 
р азные знаки . Для определенности будем считать а�'1 > О, 
а� < О (случай а ;� < О, а� > О рассматривается аналогично)' . 
Тогда ур авнение (6.8 1 )  может быть за писано следующим об­
р азом : 

при  13 < О  х"2 у"2 

(-У,::�, )' - (-У 1, (�а;;) 
)

' 
= - ! , (6 .85) 

при /3 = 0 х"2 у"2 
= 0, (6 .86) 

(-v:�,1 у (-v�al2 У 

при /3 > О  х"2 у"2 
1 .  (6 .87) 

( vz:;� У ( 1 / у v !2 (-_ :;) 
Очевидно, уравнение (6.85) , отвечающее случа ю /3 <:: О, пред­
ставляет собой к а ноническое уравнение гиперболы, для кото­
рой ось Оу является действительной осью, а ось Ох - м нимой 
осью, причем м ним ая и действите.r�ьная полуоси этой гиперболы 

соответственно р авны "\/ 13" и · Г ( � " ) . Уравнение \i l2a 1 1 '\/ l2 а22 
(6.87) , отвечающее случаю /3 > О, rакже представляет собой 
каноническое уравнение гиперболы, для которой ось Ох яв­
ляется действительной осью , а ось Оу - мнимой осью , причем 
м н и м а я  и действительная полуоси этой гиперболы соответствен-

но равны · / ( /а" ) и - �� • 
'\/ l2 - а22 Z2a 1 1 

Уравнение (6.86) , отвечающее случаю /з = О, можно запи· 
сать в виде 

( х
" 

-1-

у" 

) ( х
" 

� ��· � у" ) 

1 = 0. ---
,у::;;: 
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Этому последнему ур авнению удовлетворяют л ишь 1<оорди н аты точек, р асположенных  на п р я м ых 
х" 

+ у " = 0, х" у" 
= 0. 1 1 

,..j,,-а 1 1  -v-11 
- а22 ,..j,,-а 1 1  -v-" 

- а22 

Для з авершени я доказательства теоремы достаточно за метить, 
1 1 то каждое из уравнений  ( 6 .85 ) - (G . 87)  эквивалентно исход­
ному ура внению (6 .60 )  соопзетствешю для случаев /3 < О, 
/3 = О, /3 > О, и поэтому сдел анные выше геометр ические вы­
воды для ур авнений  (6 .85 ) - (6 .87)  спр а ведливы и для уравне­
ния ( 6.60) . Теорем а дока з а н а . 

3 а м е ч а н  и е 6. Остановимся подробнее н а  случ а е,  когда 
уравнение ( 6.60) г и перболического типа  опр еделяет ги перболу, 
т. е .  когда f з =/= О. 

Координаты (хо, Уо) це нтр а этой гиперболы представляют 
собой решение системы ( 6 .74 ) . Угол н а клона  qJ оси Ох' ( я в ­
ляющейся либо действительной,  либо  мнимой осью гиперболы ) 
со старой осью Ох может быть н а йден по формуле (6 .79) . Н а ­
конец, в процессе доказательства  теоремы  б ы л и  указаны вели­
чины действительной и м нимой полуосей гиперболы.  Их з н а че­
ния вычисляются через 12 ,  13 , а;'1 и а; . К оэфф ициенты а;11 и Щ� 
выражаются через коэфф ициенты a if исходного ур авнения 
(6 .60) (см .  первую и третью формулы (6 .67) ; при этом нужно 
положить а ;� = а ; 1 1 1  а�'2 = а;2) . Уравнения асимптот гиперболы 
без труда могут быть найдены по  ее каноническим уравнениям 
(6 .85 )  или  ( 6 .87) . 

Итак ,  з н а я  и н в ари а нты и формул ы  преобразования коорди­
н а т ,  можно вычислить действительную и мнимую полуоси ги­
пербол ы и выяснить ее расположен ие относительно исходной 
системы коорди н ат Оху. 

6. Упрощение уравнения линии  параболического типа ( /2 = 0 ) .  
Кл ассифи1{ацил  л иний параболического типа. З а м етим ,  во -пе р ­вых ,  что дJi я ур а в н е н и я  ( 6 .60)  парабол ического типа инвариа нт 
1 1 отл иче н · 

от нул я .  В самом деле , если /1 = а 1 1 + а22 = О, то 
2 2 

? а 1 1  а�2 
n = a� 1 + a22 + 2a1 1a22 = 0, т. е .  а 1 1а22 = - -2- - 2 . Так как 

/2 = а1 1а22 - aJ2 = О, то , и спользуя только что полученное выр а-
" ат1 а�2 жение для а 1 1аш н а  идем что - 2 - 2  = а;2, откуда  следует, 

что а 1 1 = а22 = а 1 2 = О. Но,  по  предположению , по I<р а й н е й  
мере один из  коэффициентов а 1 1 ,  а 2 2 ,  а 1 2  отличен  от нуля .  Ита к, 
J =!= о. 

Произведем ста нда ртное упрощение уравнения (6 .60 ) : 
1 )  если а 1 2  = О, то оставим систему координ ат Оху неизменной 
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и изменим лишь обозначение х на  х', у на у', а11 на а;1, 2)  есл и  
а 1 2 =F О, то перейдем к повер нутой системе координ ат Ох' у', 
выч исJ1яя  угол попорота по формуле (6 .79) и используя при  
этом формулы ( 6 .67 ) .  В обоих указанных случаях уравнение 
( 6.60 ) примет пид ( 6.80) . Та к как для ура внения ( 6.80 )  / 1  = 
= а� 1  + а�2 , 12 = а� 1 а;:" то из условия / 1 =F О, 12 = О вытекает, что 
оди н из коэффициентов а� 1 и а�2 р а пен нулю, а другой не р а вен 
нулю. 

Для определенности будем сч 1пать а�1 = О , а;2 =F О (случай  
а� 1 =F О ,  а�2 = О р а ссм атривается аналогично) . При  этом пред­
положении  / 1  = а�2, так  как  1 1 = а; 1 + а;2 • Итак, уравнение л и­
н и и  ( 6 .60) пара болического типа  после стандартного упроще­
ния может быть з аписано в следующей форме * ) :  

(6 .88) 

Дальнейшее упрощение  уравнения  (6 .88)  может быть достиг­
н уто путем специального пар аллельного переноса систем ы  ко­
ординат Ох'у', Предвар ительно перепишем (6 .88) в следующей 
фор ме :  

1 2 ,2 ( / а2з ) 2 , / а2з / 1 у + у + а13х + а33 - -1-1 = 0. (6 .89) 

В ид уравнения (6 .89) подсказывает, как выбр ать специ альны й 
п а раллельный перенос системы координат  Ох'у'. Нам нуж но, ( а;3 )2 
чтоб ы  первое сл агаемое /1 у' +  -Т: в левой части ( 6 .89) 

имело вид / 1у"2 , а остальные сл агаемые сохр а нили свой вид. 
1 , й23 Поэтому следует положить у" равным у + -1-1 , а х" р авным х'. 

Итак,  перейдем теперь к новой системе координат, полученной 
путем следующего пар аллельного переноса :  

х" = х' , 
В ведем обозначения 

1 а 11 / + 23 у = у  -т: · (6 .90) 

(6 .  9 1 ) 

В силу соотношен и й  ( 6 .89) , ( 6 .90) и ( 6.9 1 )  уравнение линии L 
п араболического типа  в новой системе координат О"х"у" 

1 1 1 
* ) Е сли a 1 1 'i= O, а22 = 0, то / 1 = a l l  и вместо ур ав нен и я  (6.88) м ы полу-

'2 / , ' ' 
чи м у р а в нен ие / 1 х  + 2а 1 3х + а23у + а33 = О, которое п утем изменения обо-

... ' , , ' ' 1 ,  1 
значении х н а у , у н а х , а 13 н а а23 и а23 н а а13 переходи r в уравнение (6.88), 
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примет вид 
(6 .92) 

Дока�r�JдепеQ�. след}айщ.ее-у-Ч'верждение; - . - . .  -·-- ----- _ . - 1 еорема 6.8. Уравнение ( 6.60) линии L параболического 
типа при 13 =1= О представляет собой параболу, а при 13 = 0 -
либо пару параллельных действительных прямых (которые мо-, 
�ут быть слившимися) , либо пару мнимых параллельных пpfl· 
�х *) .......,...- - ·- · - - ---- - · - - ----- . - -· · - - · -·- -� - ·----·--------

'"Д,..о к а з  а т  е л ь  с т  в о . Выясним вопрос о связи между ве­
личинами а�3 и /3• Для уравнения (6.92) имеем 

о о " а 1 3  
1 - о /1 о J п2 
3 - " " = - 1а 1 3 · 

а 1 3 о а3з 
(6 .93) 

Так как 11 ;р О, то при 13 =1= О и а;; =1= О, если же /3 = О, то и 
а;; = О. Используя этот вывод, м ы  можем записать уравнение 
{6.92 ) следующим образом : 

при  /3 =1= О (т. е . п р и  а;; =1= О) 

п р и  /3 = О  (т . е .  при а;; = О) 

- " 
1 у"2 + 2а" (х" + азз ) = О 1 1 3 2 " , а 13 

(6 .94) 
11у"2 + а;3 = О. (6.95) 

Очевидно, уравнение (6 .94 ) , отвечающее случ а ю  /3 "=!= О, пред­
ставляет собой пар аболу. Чтобы убедиться в этом ,  совершим 
следующий пар аллельный перенос системы координат :  " 

" 
азз 

Х = х  + --,, , 2а 1з и введем обозн ачение 

у = у", (6 .96) 

(6.97) 

Тогда вместо (6.94) мы получи м  уравнение У2 = 2рХ или У2 = 
= -2рХ, которое является каноническим уравнением пара ­
болы .  

Уравнение (6.95) , отвечающее случаю  /3 = О, может быть за­
писано так :  п2 fl /1 У = - азз 1 · {6 .98) 

Если - а':з/11 > О, то уравнение : (6 .98 ) .  представляет собой пару 
параллельньiх прямых у" = лj- а':з/11 и у" = - лj- а;3/11 ; 

•) Термин «мнимые параллельные прямые» будет р азъяснен в процессе 
доказательства, 
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если - а��/11 = О, то (6.98>: представляет собой ось Ох". 
уравнение которой у" = О  (это уравнение можно р ассматривать 
как предельный случай при а;3 - О, т. е. как пару слившихся 
прямых) . Если,  наконец, - а'{з/11 < О, то уравнению (6.98) не 
удовлетворяют координаты никакой точки плоскости, т. е. гео­
метрический образ является мнимым. Обычно говорят, что в 
последнем случае уравнение (6 .98) определяет пару мнимых 
параллельных прямых. Теорема доказана .  

3 а м е ч  а н  и е 7. Р,ля случая /3 :::/= О, когда уравнение (6.60) 
параболического типа определяет параболу, читатель без труда 
найдет параметр р этой параболы и ее расположение относи­
тельно исходной координатной системы Оху. Для этого нужно 
использовать переход от уравнений (6.60) к уравнению (6.88) , 
описанный в начале этого пункта, и формулы (6.90) , (6.9 1 ) , 
(6.96} , (6.97) . 

7. Распадающиеся кривые второго порядка. Линию L второго порядка, 
определяемую уравнением (6.60) , будем называть распадающейся, если левая 
часть этого уравнения может быть представлена в виде произведения двух 
многочленов первой степени. Очевидно, если в данной декартовой прямо­
;уrольной системе координат линия L является распадающейся, то она будет 
распадающейся в любой другой декартовой прямоугольной системе координат: 
при преобразовании координат многочлен первой степени остается многочле· 
нам первой степени и каждый многочлен-сомножитель преобразуется незави. 
симо от других сомножителей. Это свойство многочленов позволяет сформу· 
пировать необходимое и достаточное условие распадения кривой второго по• 
рядка . 

Теорема 6.9. Для того чтобы линия L второго порядка была распа-
дающейся, необходимо и достаточно обращение в нуль ин.зарианта lз. _ Д о к а з  а т е л ь  с т  в о. Мы доказали (см. теоремы 6.6-6.8) , что уравне­
ние любой линии L второго порядка может быть приведено к одному из 
видов (6 .82) - (6.87) , (6.94) и (6.95) . 

Распадающимися среди этих линий являются лишь те, для которых 
lз = О и, наоборот, если lз = О, то уравнение линии приводится к виду, из 
которого, очевидно, следует свойство распадения, Теорема доказана, 
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В этой гл а ве мы п ознакомимся  с понятием и основными  ти­п а м и  поверхностей второго пор ядка . Кроме того,  будут у к а з а н ы  
способы иссJ1 едован 1 1 я  таких  поперхностей .  

§ 1 . Понятие поверхности второго порядка 

В силу определен ий 1 и 3 из  п .  5 § 2 гл . 4 п о в е р х н о с т ь ю 
S в т о р о г о  п о р  я д  к а буде;.� называть геометрическое место 
точек, декартовы прямоугольные координаты которых удовле­
творяют уравнению вида 
а1 1Х2 + а22У2 + a33Z2 + 2а12ХУ + 2а2зУZ + 2Щ3ХZ + 2а 14Х + 

+ 2a241J + 2анz + а41 = О, (7 . 1 )  

в .котором по кр айней мере  один из коэффициентов а 1 1 ,  а 22 , а 33 , 
а 1 2 , а 2з , а 1 з  отличен от нуля .  

Уравнение ( 7 . 1 )  будем называть общи;.� уравнениелt поверх­
ности второго порядка. 

Очевидно, поверхность второго порядка,  р ассм атр иваем а я  
как геометр ический объект * ) , не меняется ,  есл и о т  данной де­
картовой прямоугольной системы координ ат перейти к другой 
дека ртовой системе  координат. Отметим,  что исходгюе уравне­
ние ( 7. 1 )  и уравнение, полученное после преобразования коор­
динат, алгебраически эквивалентны. 

Ниже мы убедимся ,  что для каждого уравнения (7 . 1 )  можно 
указ ать такую специальную систему координат ,  в которой урав ­
нение  (7 . 1 )  пр имет столь простой вид ,  что геометрическая ха ­
р актерист11ка  поверхности S не будет предста влять затруднений .  

Используя этот метод, м ы  дадим полное описание всех типов 
поверхностей второго порядка . 

* ) Может оказаться, что уравнение (7. 1 )  не определяет поверхности : 
этому уравl'lению могут удовлетворять лишь координ аты точек, р асположен ­
ных на прямой линии,  или координаты лишь одной точки, или не найдется 
ни одной точки,  координаты которой удовлетворяют (7. 1 ) .  Одн ако и в этих 
случаях мы будем говорить о геометрических объектах, называя их соответ­
ственно вырожденными или мнимы,�,ш. 
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1. Преобразование коэффициентов уравнения поверхности 
второго порядка при  переходе к новой декартовой системе коор­
динат. Р ассмотрим  отдельно пар аллельный перенос и поворот 
коорди натных осей .  

Условимся  о следующей терм инологии :  группу слагаем ых 
а 1 1Х2 + а22У2 + аззZ2 + 2а12ХУ + 2а2зУZ + 2a 13XZ 

левой части ( 7. 1 )  будем называть группой старших членов 
этого ур авнения , а группу сл агаемых 

2а14х + 2a:A'J + 2a31z  + 044 
будем н азывать линейной частью ур а в нения  ( 7. 1 ) . При  этом 
коэффициенты a \ l ,  а 22 , а зз . а 1 2 , 02з , а � з будем на зывать 1Соэф­
фициентами группы старших �tленов ,  а коэффициенты а 1 4, а24 , 
а 34 ,  о 44 - коэффициентами линейной части ( 7 . 1 ) .  Коэфф ициент  
а 44 обычно называется свободным членом ура в нен ия ( 7 . 1 ) .  

Р ассмотри м сначал а п а р а л л е л ь н ы й  п е р е н о с  декарто ­
вой систем ы координат .  Как  известно,  старые и новые коор ­

динаты точки связа н ы  соотношениями  

х = х' + х0 , У = у' + Уо .  z = z' + z0, (7 .2) 

где х0, уо, zo - коорди наты нового н ач ал а О' в старой систе м е  
Oxyz (см .  главу 3 , формул ы (3 .20) ) .  Подставш:�я вы р а же н и я  
(7 .2 )  для х ,  у, z в левую часть ( 7. 1 ) ,  получ им ур ав нение S 
в новой системе О' х' у' z'. Это ур авнение имеет вид 

,2 
+ 

,2 + 
,2 

+ 2 ' ' + 2 ' ' + 2 ' / _j а 1 1Х а22У a33Z а12Х у а2ЗУ Z а 13Х Z Т 
+ 2а;4х' + 2а�4у' + 2a;4z1 + а�1 = О, (7 . 3) 

где 
а;4 = а 1 1Хо + а 1 2Уо + а 1 зzо + а 1 1• 

а�4 = а 1 2хо + а22Уо + aLЗzo + а24' 
а;4 = а � зхо + а2зУо + аазZо + аз1• 
а�1 = а 1 1х6 + a22YG + аэзz6 + 2а 12Х0Уо + 

+ 2а2зУ0Zо + 2а 1зХ0Zо + 2а 1 4Хо + 2а21!/о + 2аз1Zо + а11 · 

(7. 4) 

Обраща ясь к ура внению ( 7.3) , мы можем сделать следующий 
ва жный вывод: при параллельном переносе системы координат 
коэффициенты группы старших членов не изменяются, а коэф­
фициенты группы линейных члеflов преобразуются по форл�у­
лам ( 7.4 ) . 

Р ассмотр и м  теперь п о в о р о т  де1\артовой систем ы  коор · 
дин ат ,  
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Как известно ,  старые и новые координаты точки связаны 
соотношениям и  (см.  главу 3, формулы (3 .20) ) 

х = т1 1х' + т12у' + m13z', 

У = т21х' + т22У' + mzзz', 
z = m31x' + m32y' + т3зz', 

(7 . 5) 

где mif = m1i суть косинусы углов, которые составляют друг с 
другом старые и новые координатные оси. Подставляя выраже­
ния (7.5 )  для х, у и z в левую часть ( 7. 1 )  и группируя коэффи­
циенты при р азличных степенях х', у' и z', м ы  получим уравне­
JIИе S в системе Ox'y'z' . 

Это ур авнение имеет вид 

а' х'
2 

+ а' у'
2 

+ а' z'
2 + 2а' х'у' + 2а' у' z' + р 22 33 12 23 

+ 2a;3x'z' + 2а�4х' + 2а;4у' + 2a�4z' + а44 = О. (7.6) 

'Легко убедиться в спр аведливости следующего важного вывода о структуре коэффициентов а�1 :  при повороте системы коорди­
нат коэффициенты группы старших членов уравнения (7.6) вы­
ражаются лишь через величины mi1 , фигурирующие в соотно­
шениях (7 .5 ) , и itepeз коэффициенты группы старших членов 
уравнения (7. 1 ) ; коэффициенты а�4, а�4 , а�4 уравнения (7.6) вы­
ражаются лишь через величины т11 и коэффициенты а н, а24, а 34 
уравнения (7. 1 ) ; свободный член не изменяется (т .  е .  а�4 = а41) . 
При этом, если в исходном уравнении все коэффициенты а 1 4, 
а24, а34 были равны нулю, то все коэффициенты а�4, а;4, а;4 так­
же будут равны кулю. Из выводов этого пункта следует, что 
путем параллельных переносов можно упрощать группу линей­
ных членов уравнения ( 7 . 1 ) ,  не меняя при этом коэффициентов 
группы старших членов, а путем поворотов систе.мы iltoжrю 
упрощать группу старших членов этого уравнения. 2. Инварианты уравнения поверхности второго порядка. 
Справедливо следующее у т в  е р  ж д е  н и  е :  

Величины 

11 = а1 1 + az2 + азз . 

1 

а1 1  а 1 2  а 1 з 

1 
/3 = а 1 2 а22 а2з , 

а � з а2з азз 

12 =  1 а 1 1  

а 12 
а 1 1  

/4 = а 1 2  

а � з 
а 1 4  

а 1 2 \ + 1 а22 
а22 а2з 

а 1 2  а � з а 1 4 
а22 а2з а24 
а2з азз ан 
а24 а34 а44 

а2з 1 + 1 азз 
аз з  а � з 

а � з [ . 
а 1 1  

являются инвариантами уравнения ( 7. 1 )  поверхности второго 
порядка относительно преобразований декартовой системы ко­
ординат. 

Доказательство этого утверждения приведено в выпуске 
«Линейная алгебр а» настоящего курса. 
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3. Центр поверхности второrо порядка. Попытаемся найти 

такую декартову систему координат O'x'y'z' (полученную п а ­
р аллельным переносом системы Oxyz) , в которой уравнение (7.3) 
данной поверхности S второго порядка не содержало бы слагае-

2 , , 2 , , 2 , , фф , , , мых а14х , а24у и a34z , т .  е .  коэ . ициенты а14, а24 и а34 
были бы равны нулю. Пусть х0, Уо и zo - координаты начала О' 
искомой системы. Обращаясь к формулам (7 .4 ) , найдем, что 
величины х0, у0, z0 представляют собой решение следующей си­
стемы линейных уравнений :  

а1 1хо + а12Уо + a13Zo + а,4 = О , 

(7 .7) 
а,зхо + а2зУо + аззZо + llз4 = О . 

Уравнения ( 7.7) называются уравнениями центра поверхно� 
сти второго порядка, а точка О' с координатами (хо, у0, z0} , где 
х0, у0 и z0 - решения системы ( 7.7) , н азывается центром этой 
поверхности . 

Допустим , что поверхность S второго порядка имеет центр 
О' (т. е. система  ( 7.7 ) имеет решение (хо, у0, z0) ) .  Перенесе!\{_ 
начало координат в центр О'. Так ка к при пар аллельном пере­
носе коэфф ициенты группы ста рших членов не изменяются и 
начало координат переносится в центр , то уравнение поверх­
ности S в системе О' х' у' z' примет вид 

. ,2 
+ 

t2 
+ ,2 + 2 

, , , + 2 , / 1 + 2 , , , + , о а 1 1х а22у a33z а 1� у а23у z а13х у а44 = . 

(7 .7') 

Очевидно, если точка М (х', у', z') р асположен а на поверхности 
S (т. е. ее координаты х', у', z' удовлетворяют уравнению 
, ( 7.7') ) ,  то и точка м• (-х', -у', -z') , симметр ичная с М отно­
сительно О', также расположена на S. Таким образом, есл и у поверхности S существует центр О', то относительно центра 
точки S располагаются си.м.метричными парами , т. е. центр по­
верхности является ее центролt симметрии. 

Наличие центра у поверхности второго порядка связано с 
р азрешимостью уравнений центра ( 7.7) . Если уравнения центра 
имеют единственное решение, то поверхность S втор.ого порядка 
будем называть ц е н т р  а л ь  н о й * ) . 

Отметим, что центральными поверхностями являются лииtь 
те, для которых инвариант 13 отличен от нуля, ибо этот инва­
риант равен определителю системы (7.7) уравнений центра . 4. Стандартное упрощение любого уравнения поверхности 
второго порядка путем поворота осей. Докажем, что в некоторой 
'декартовой прямоугольной системе координат уравнение даююil 

*) Таким _образом, 1.1.eJ:!TPl\��lia!! поверхность имеет ед11нственныА центр1 
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поверхности S второго порядка не содержит слагаемых 
2 ' ' ' 2 ' ' ' 2 ' ' ' s а1 2х у , а23у z и а 1 3х z , т . е . в уравнении поверхности ко-

фф , , , э ициенты а 1 2 , а23 и а 1 3  равны нулю. 
Обозначим через F группу старших членов уравнения (7 . 1 )' 

F = а 1 1Х2 + а22У2 + аззZ2 + 2а 12ху + 2а2зУZ + 2а 1зХZ (7 . 8) 
и рассмотрим  значения F в точках сферы n р адиуса 1 с цент­
ром в начале координат. И ными  словами ,  рассмотри м  значения  
F (x. у , z )  дл я всех тех значений х ,  у и z, котор ые  связа ны со­
отношением * )  

xz + yz + z2 = 1 .  (7 . 9) 
Пусть Р - та точка сфер ы л, в которой значение F (х, у, z) я в­
ляется максимальным * * ) . На пра в и м новую ось Oz' из нача ла  
коорди нат в точку Р,  а оси  Ох' и Оу' перпендикулярно оси  Oz'. 
Очевидно,  в системе координат Ox'y'z' точка Р имеет коорди н а­ты (О, О, 1 ) . 

Так как в новой системе координат Ox'y'z' выражение дл я F имеет вид * * * ) 
F , ,2 + , ,2 

+ , ,2 + 2 , ' , + 2 , , ' + 2' , ' ' = а1 1Х а22у a33z а12х у  a23y z a 1 3x z , (7 . 1 0) 

а сфер а л определяется уравнением 
,2 

+ 
,2 + 

,2 1 х у z = ' (7 . 1 1 ) 
то значения F в точках n могут быть получены с помощhю 
( 7. 1 0 )  для всех тех значений (х', у', z') ,  которые связаны соот­
ношением (7 . 1 1 ) .  В частности, максимальное значение F будет 
в точке (О,  О, 1 ) .  

Убедимся,  что в выражении (7 . 1 0) группы старших членов 
в системе Ox'y'z' коэффициенты а�3 и а ; 3  равны нулю. Дока -
жем, например ,  что а�3 = О  (доказательство р авенства а;3 = О  
проводится аналогично) . Для этой цели р ассмотрим значения F 
в точках окружности L, являющейся линией пересечения сферы 
(7. 1 1 )  с плоскостью у' = О , т. е . с плоскостью Ox'z'. Пусть 8 -
уrол, который образует р адиус-вектор точки М на  окружности L с осью Oz'. Координа·ты х', у', z' точки М, очевидно, р а в н ы  

х' = s in е, у' = О, z' = cos e. (7. 1 2) 

* ) Соотношение (7.9) представляет собой уравнение сферы радиуса 1 
с центfом в начале координат. 

* ) Сфера n является замкнутым- ограниченным множеством и служит 
областью задания непрерывной функции F трех переменных х, у и z. Отсюда 
следует существование на сфере n такой точки Р, в которой F имеет макси­
мальное значение (см. выпуск 1 курса, главу 1 4, теорему 1 4.7) . 

*** ) Напомним, что при повороте коэффициенты группы старших членов 
выражаются лишь через величины т11, фигурирующие _в соотношениях (7.5) , 
и через коэффициенты группы старших членов в выражении (7.8) (см. п. 1 
этого параграфа) .  
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Подставляя эти значения х', у' и z' в (7 . 1 0 ) , получ им  сJi едую­
щее выр ажение дл я F в точках L :  
F = а�1 s i n2 8 + а�3 cos2 8 + 2а�3 s in е cos е = 

' ' а 1 1 + азз - 2 + 
' ' 

а33 - а 1 1 ' 2 cos 28 + а 1 3 s in  28. (7 . l 3) 

Таким образом , значения F в точках L могут быть представле­
н ы  в виде функции ( 7 . 1 3 )  угла 8. Эта функция имеет пр и 8 = О 
максимальное значение (из  формул ( 7. 1 2 ) следует, что значе­
нию е = О  отвечает точка с координатами (О, О, 1 ) , в которой 
значение F максим ально) . Отсюда вытекает, что производна я  
функции ( 7. 1 3 ) равна  нулю в точке 8 = О. Дифференцируя  
( 7 . 1 3 ) по 8 и полагая в полученном выр ажении  8 = О, получим 
р авенство 2а�3 = О, из которого вытекает р авенство нулю коэф-
фициента а�3• Для доказ ательства р авенства а�3 = О нужно рас­
смотреть зн ачения F на окружности N, я вляющейся линией пе­
р есечения сферы ( 7 . 1 1 ) с плоскостью х' = О, и повторить про­
веденные выше рассуждения . Итак, в системе координат Ох' у' z' 
группа F старших членов уравнения поверхности S второго по­
р ядка имеет вид 

(7 . l 4) 

п ричем на выбор осей Ох' и Оу' не н аклады в а.1ось н и к а к и х  
требований ,  кроме требований  перпендикулярности оси Oz'. 
Иными словами ,  при  повороте системы Ox'y'z' вокруг осн Oz' 
н а  любой угол группа  F старших  членов будет иметь вид (7 . 1 4 ) . 
При  этом координаты х' и у' преобразуются по формул а м  по­
ворота системы коорд11нат  на плоскости ,  а координата z' н е  
меняется. Поэтому можно выбрать такую систему !{ООрдинат, 
в которой коэффициент а�2 при произведени и  х'у' будет р а вен 
нулю. 

Итак, мы убедились в том ,  что существует такая система 
прямоугольных декартовых координат Ox'y'z', в которой урав­
нение поверхности S имеет вид 

(7 . 1 5) 

Приведение уравнен и я  (7 . 1 ) поверхности S к виду (7 . 1 5) мы 
будем н азывать стандартнылt упрощением уравнения поверх­
ности. 

§ 2. Классифи кация поверхностей второго порядка 

1 .  Классификация центральных поверхностей . Пусть S � 
центральная  поверхность второго порядка . Перенесем н ачало 
координат в центр этой поверхности , а з атем произведем стан-
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дартное упрощение уравнения этой поверхности. Используя вы­
воды пп. 1 ,  3 и 4 § 1 этой гл авы, J1егко убедиться, что в резуль­
тате указанных опер аций уравнение поверхности примет вид * )  

а1 1х2 + az2Y2 + аззZ2 + а44 = О. (7 . 1 6) 

Так как инвариант /3 для центр альной поверхности отличен от 
нуля и его значение, вычисленное для ур авнения (7. 1 6) ,  р авно 
а 1 1  · az2 • азз, то 1<0эффициенты а 1 1 ,  az2 и аз3 удовлетворяют 
условию 

азз :::/= О. (7 . 1 7) 

Возможны следующие случаи.  
1°. Коэффициенты а 1 1 ,  а22, а33 одного знака, а коэффициент 

й44 отличен от нуля. В этом случае поверхность S называется 
эллипсоидом. 

Если коэффициенты а 1 1 ,  az2 , а33, а 44 одного знака, то левая 
часть (7. 16 )  ни  при каких значениях х, у, z не обращается в 
нуль, т. е. уравнению поверхности S не удовлетворяют коорди­
наты никакой точки.  В этом случае поверхность S называется 
мнимым эллипсоидом. 

Если знак коэффициентов а 1 1 , а22, а 33 противоположен знаку 
коэффициента а44, то поверхность S называется вещественным 
эллипсоидом. В дальнейшем термином «эллипсоид» будем на­
зывать лишь вещественный эллипсоид. 

Обычно уравнение эллипсоида записывают в канонической 
форме. Очевидно, числа -а44/а 1 1 ,  -а44/а22, -а44/азз положи­
тельны * * ) .  Обозначим эти числ а  соответственно а2 ,  Ь2 ,  L:2 • После  
несложных преобразований уравнение эллипсоида (7. 1 6): мож­
но записать в следующей форме :. 

(7. 1 8) 

Уравнение (7 . 1 8) называется каноническим уравнением эллип­
соида, 

Если эллипсоид задан своим ка ноническим уравнением 
' (7. 1 8) ,  то оси Ох, Оу и Oz называются его главными осями. · 

2°. Из четырех коэффициентов а 1 1 , а22, азз, а 44 два одного 
знака, а два других - противоположного. В этом случае поверх­
ность S называется однополостным гиперболоидом. 

Обычно уравнение однополостного гиперболоида записывают 
в канонической форме. Пусть, р ади определенности, а 1 1 > 01 
а22 > 01 азз < О, а44 < О. Тогда числа  -а44/а 1 1 , -а44/а22, 
а 44/ а33 положительны. Обозначим эти числа  соответственно а2; 

"') При этом окончательную систему координат мы обозначим Oxyz, 
"' "') Согласно (7. 1 7) и определению эллипсоида коэффициенты а 1 1 ,  а22, а33, 

а,, не р авны нулю и э.нак ан противоположен знаку а 1_11 а22, азз .• 



§ 2\ 'КЛАССИФИКАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 191 

Ь2, с2• После несложных преобразований уравнение (7. 1 6) одно­
полостного гиперболоида можно записать в следующей форме:. 

х2 у2 z2 
- + - - - - 1 а2 ь2 с2 - • (7, 1 9) 

Уравнение (7. 1 9) называется каноническим уравнением одно· 
полостного гиперболоида. 

Если однополостный гиперболоид задан своим каноническим 
уравнением (7. 1 9) , то оси Ох, Оу и Oz называются его глав· 
ными осями. 3 а м е ч  а н  и е 1 . Если знаки коэффициентов а 1 1 , а22, азз, а 44 
р аспределены иначе, чем в р ассмотренном случае, то канониче­
ское уравнение �7. 1 9) легко может быть получено путем пере· 
именования осей координат. 

3°. Знак одного из первых трех коэффициентов а 1 1 , а 22, а з3, 
а44 противоположен знаку остальных коэффициентов. В этом 
случае поверхность S называется двуполостным гиперболоидом. 

Запишем уравнение двуполостного гиперболоида в канони­
ческой форме. Пусть р ади определенности а 1 1 < О, а22 < О, 
азз > О, а44 < О. Тогда ан/а 1 1 > О, й44/а22 > О, -а44/азз > О. 
Обозначим эти числа соответственно через а2, Ь2, с2• После не­
сложных преобразований уравнение (7. 1 6) двуполостного ги­
перболоида можно записать в следующей форме: 

х2 у2 z2 
-2 + -ь2 - -2 = - 1 . а с (7.20) 

Уравнение (7 .20) называется кат-юническим уравнением двупо­
лостного гиперболоида. 

Если двуполостный гиперболоид задан своим канонически м 
уравнением, то оси Ох, Оу и Oz называются его главными 
осями. 

3 а м е ч  а н  и е 2.  Если знаки коэффициентов а 1 1 , а 22, а з3, а44 
распределены иначе, чем в р ассмотренном случае, то канони­
ческое уравнение (7.20) легко может быть получено путем, п е ­
реименования осей координат. -

4°. Коэффициент а44 равен нулю. В этом случае поверхность 
S называется .кояусом второго порядка. 

Если коэффцциенты а 1 1 , а 22, азз одного знака. то левая часть 
(7 . 1 6) обращается в нуль ( a4J = О) лишь для х = у =  z = О, 
т. е. уравнению поверхности S удовлетворяют координаты 
только одной точки. В этом случае поверхность S называется 
мнимым конусом второго порядка. Если коэффициенты а 1 1 ,  а22. 
а33 имеют разные знаки, то поверхность S является веществен· 
ным конусом второго порядка . 

Обычно уравнение вещественного конуса второго порядка за · 
писывают в канонической форме. Пусть ради определенности 
а 1 1 >_О, а22 > о, азз < о. Обозначим l /a 1 1 , l /a22, - l/a33 , CO· 
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ответственно через а2 ,  Ь2, с2• Тогда ура внение (7 . 1 6 ) можно за ·  
п и сать в виде 

xz yz z2 - + - - - - 0  а2 ь2 с2 - • (7 .2 1 )  

Ура внение ( 7.2 1 )  называется каноническим уравнением веще­
ственного конуса второго порядка. 

3 а м е ч а н  и е 3. Если зна ю.r коэффициентов а 1 1 , а 22. аз3 р ас· 
пределены иначе, чем в р ассмотренном случае,  то каноническое 
ур авнение ( 7.2 1 )  легко может быть получено путем переимено· 
вания осей координат.  3 а м е ч  а н  и е 4 . В следующем пар аграфе мы докажем, что 
вещественный 1юнус второго порядка образов а н  прямыми л и­
ниями ,  проходящими через фиксированную точку. 

2. Классифиl{ация нецентральных поверхностей второго по­
рядка. Пусть S - нецентральная поверхность второго порядка, 
т. е .  поверхность, для которой инвар иант /3 равен нулю (см.  
п. 3 § 1 этой гла в ы ) . Произведем ста ндартное упрощение ура в· 
нен ия этой пове рхности .  В результате ур авнение поверхности 
примет вид ( 7. 1 5 ) .  Так как инвари а нт /3 = О и его значение. 
вычисленное для уравнения ( 7. 1 5 ) ,  р авно а� 1 • а;2 • а;3 , то один 
или два из коэффициентов а� 1 '  а;2 , а;3 равны нулю * ) .  В соот· 
ветствии с этим  рассмотрим следующие возможные случаи.  

1 °. Один из коэффициентов а ; 1 , а;2, а�3 равен нулю. Ради 
определенности будем считать, что а;3 = О ( если р авен нулю 
какой-либо другой из указа нных коэффициентов, то можно пе­
рейти к р ассматр иваемому случаю путем переименования осей 
координат) . Перейдем от координат х', у', z' к новым коорд11· 
н атам х, у, z по формулам  

' 
, а 1 4 Х = Х + -,- , 

а 1 1 
z = z'. (7 .22) 

Подставляя х', у' и z', найденные из ( 7.22 ) ,  в левую часть ( 7 . 1 5 ) 
, / , , и з а меняя затем а 1 1  н а  а 1 1 '  а22 на а22 , а3, на р и а44 н а  q, 

получим следующее ур авнение поверхности S в новой системе 
координат Oxyz: 

(7 .23) 

( 1 )  Пусть р = О, q = О . Поверхность S распадается на пару 
плоскостей 

*) Все перечисленные коэффициенты не могут быть равны нулю, так как 
при преобра�ооании координат порядок уравнения не изменяется (см. гла­
ву 4) .  
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При этом, очевидно, эти плоскости будут мнимыми, если знаки 
ан и а22 одинаковы, и вещественными, если знаки а 1 1  и а21 
различны. 

{2) Пусть р = О, q =F О. Уравнение (7.23) принимает вид 

(7.24) 

Известно (см.  п. 3 § 2 главы 4 ) ,  что уравнение (7.24) является 
уравнением цилиндра с образующими, параллельными оси Oz. 
При этом,  если а 1 1 ,  а22 и q имеют одинаковый знак, то левая 
часть (7 .24) отлична от нуля для любых х и у, т. е. цилиндр 
будет мнимым. Если же среди коэффициентов а 1 1 , а22 и q 
имеются коэффициенты р азных знаков, то цилиндр будет веще­
ственным. Отмешм,  что в случае, когда а 1 1  и а22 имеют оди­
наковые знаки ,  а q - противоположный, то величины -q/a 1 1  
и -q/a22 положительны. Обозначая их соответственно через а2 
и Ь2, мы приведем уравнение (7.24) к виду 

х2 у2 
"'"ii2 + Ь2 = 1 . (7.25) 

Таким образом, в отмеченном случае мы имеем эллиптический 
цилиндр . В случае, когда а 1 1  и а22 имеют р азличные знаки,  по­
лучим гиперболический цилиндр. Легко убедиться, что уравне­
ние гиперболического цилиндра может быть приведено к виду 

(7.26) 

(3) Пусть р =F О. Произведем параллельный перенос систе­
мы координат, выбир ая новое н ачало в точке с координатами 

(О, О, - 2qP ) . При этом оставим старые обозначения ·координат 
х, у; z. Очевидно, для того чтобы получить уравнение поверх­
ности S в новой системе координат, достаточно заменить в урав-
нении (7.23) z на z - 2� . Получим следующее уравнение: 

а1 1Х2 + а22У2 + 2pz = О . (7.27) 

Уравнение (7.27) определяет так называемые параболоиды. 
Пр ичем, если а 1 1  и Р:22 имеют одинаковый знак, то пар аболоид 
называется эллиптическим. Обычно уравнение эллиптиt�еского 
параболоида записывают в канонической форме: 

(7.28) 

Уравнение (7.28) легко получается из (7.27) . Если а 1 1  и а22 
имеют р азные знаки, то параболоид называется гиперболиче­
ским. .Каноническое уравнение гиперболического парабоl!_оида 

7 В, А, Ильин, Э. Г. Поэняк 
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имеет BHtJ. 
(7.29) 

Это уравнение также легко может быть полуЧено из · {7.27)'. 
2 , Два из коэффициентqв a� I '  а;2, а;3 rгавны нулю. Ради 

определенности будем считать, что а�1 = О  и а;2 = О  (если рав· 
ны нулю какие-либо другие два из указанных коэффициентов, 
то можно перейти к рассматрива�мому случаю п.утем переиме· 
нования осей координат)' . Перейдем от х', у', z' к новым коор· 
динатам х, у, z по формулам 

, 
, , ' + а34 Х = Х , у = у , Z = Z  -,- .  

азз 
(7.30) 

Подставляя х', у' и z', найденные из (7.30)' в левую часть (7. 15)1 
1 1 1 1 

и заменяя затем а33 на а33, а 14 на  р, а24 на  q и а44 на r, по-
Лучим следующее уравнение поверхности S в новой системе ко· 
ординат Oxyz: 

a33z2 + 2рх _+ 2qy + r = О . (7.31)  

{ 1 )  Пусть р = О, q = О. Поверхность S распадается на пару 
параллельных плоек-остей 

z = ± ,У- r/a33 • (7.32) 

При этом, очевидно, эти плоскости будут мнимыми, если знаки 
а38 и r одинаковы, и вещественными, если знаки а33 и r различ· 
ны, причем при r = О  эти плоскостu сливаются в одну. 

(2) Хотя бы один из коэффициентов р или q отличен от нуля. 
В этом случае повернем систему координат вокруг оси Oz так, 
чтобы новая ось абсцисс стала параллельной плоскости 2рх +­
+ 2qy + r = О. Легко убедиться, что при таком выборе системы 
координат, при условии сохранения обозначения х, у и z для 
новых координат точек, уравнение (7.3 1 )  примет вид 

a33z2 + 2q' у = О, (7 .33) 

которое является уравнением параболического цилиндра с об• 
разующими,  параллельными новой оси Ох. 

§ З. Исследование формы поверхностей 
второго порядка по их каноническим уравнениям 

1. Эллипсоид. Для исследования формы эллипсоида обра· 
тимся к его каноническому уравнению (7. 1 8) (см. п. 1 преды• 
.цущего щ1р_аrрафа) 

х' у• z2 -. + -ьа + -, = 1 .  а• · с - (7. 18) 
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Из уравнения (7. 18)' вытекает, что коорди11-атные плоскости .,яв­
ляются плоскостями симметрии элл.ипсоида, а начало кqорди­
flат - центром симметрии. Числа а, Ь, с называются полуосями 
эллипсоида и представляют собой Длины отрезков, от начала 
координа'т до точек пересечения эллипсоида с осями координат. 
,Эллиnсоид представляет собой ограниченную поверхность, _за­
ключенную, как это видно из (7. 1 8) , в параллелепипеде \ х \ � а , 
l u l  � Ь, \ z l � с. Чтобы более наглядно представить себе фopttiy 
эллипсоида, · выясним форму линий пересечения его плоскостя ­
ми ,  параллельными какой-либо из координатных Плоскостей . 

Ради определенности рассмотрим линии Lh пересечения эл­
·липсоида с плоскостями 

Z = h, (7.34) 
параллельными плоскости Оху. Ура.внение' проекции L� лини и 
Lh на плоскости Оху получается из уравнениЯ' (7. 1 8) ,  если по­
ложить в нем z = h. Таким образом, уравнение этой проекци и 
имеет вид 

Если положить 

х2 у2 hl 
-2 + -ь2  = 1 - -2 • а с 

. г;-v а" = а "У 1 - С2 , 

• � 
h2 

Ь = Ь 1 - -с2 • 
то ур авнение ( 7.35) можно записать в виде 

х2 у 2  
а• 2  + ь • 2  = 1 , 

(7.35) 

(7 .36) 

(7.37) 

т. е. L� представляет собой эллипс с полуосям·и а• и ь•, кото­
рые · могут быть вычислены по формулам (7 .36) . Так как Lh 
получается «подъемом» L� на высоту h по оси Oz (см . (7.34) ) ,  
то и Lh представляет собой эллипс. 

Представление об эллипсоиде можно получить следующим 
образом. Рассмотрим  на плоскости Оху семейство эллипсов 
(7.37) (рис . 7. 1 ) ,  полуоси а• и ь• которых зависят от h (см. 
(7.36) ) ,  и каждый такой. эллипс снабдим отметкой h, указываю ­
щей, на какую высоту по оси' Oz должен быть «поднят» Этот 
Эллипс. Мы пол.учим своего рода «карту» эллипсоида . Испол·ь­
зуя эту «карту», легко представить себе пространственный вид 
эллипсоид�_. На рис. 7.2 изображен эллипсоид. 

' 

Эллипсоид может быть получ�н равцомерным сжатием сфе­
ры относительно двух перпендикулярных плоскостей. Именно, 
если а - наибольшая полуось эллипсоида, то он может быть 
получен Из сферы * ). 

xt у2 zl - + - + ......,,.. - 1  а2 а2 а� -

*). Очевидоо, сфера представляет собой эллипсоид с равными полуосями. 
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равномерным сжатием ее сначала относительно плоскости Оху 
с коэффициентом сжатия Ь/а , а з атем относительно плоскости 
Oxz с коэффициентом сжатия с/а. 

В заключение  отметим, что линии пересечения эллипсоида 
с плоскостями представляют со-
бой эллипсы. 

В сам9м деле ,  такая линия 
представляет собой ограничен­
ную линию второго порядка * ) 
(ограниченность линии вытекает 

11 li '=0 

Рис.  7 . 1 

z 

Рис. 7.2 

из ограниченности эллипсоида ) ,  единственной же ограниченной 
линией второго порядка является эллипс.  

2. Гиперболоиды. 
1 °. Одн.ополостный гиперболоид. Обратимся к каноническо· 

му уравнению (7. 1 9) однополостного гиперболоида 
х2 у2 z2 
-2 + -ь2 - -2 = 1 . а с (7. 1 9) 

Из уравнения (7. 1 9 )  вытекает, что координатные плоскости яв· 
ляются плоскостями симметрии, а начало координат - цен.тром 
симметрии однополостного гиперболоида. 

Рассмотрим  линии Lh пересечения однополостного гипербо· 
лоида плоскостями z = h. Уравнение проекции L� такой линии 
на плоскость Оху получается из уравнения (7. 1 9) ,  если поло· 
жить в нем z = h. Полагая 

Ь" = Ь . �+ h2 "\/ 1 1 7 .  (7 .38) 

"') Преобразуем систему координат так, чтобы в новой системе коорди­
нат Ox'y'z' секущая плоскость определялась уравнением z' = О. После та­
кого преобразования эллипсоид будет определяться уравнением второго по­
рядка, Полагая в этом уравнении z' = О, мы получим . уравнение второго 
порядка . линии пересечения эллипсоида и плоскости z' = О, 
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найдем, что уравнение этой проекции имеет вид 

xz у2 
- +· - = 1  а•2 ь•2 , 

197 

(7 .39) 

т. е . L� представляет собой эллипс с полуосями а* и Ь*. 
Рассмотрим «карту» расположенной над плоскостью Оху 

части однополостного гиперболоида * ) , т. е. семейство эллип­
сов (7 .39) , каждый из которых снабжен отметкой h,  указываю-
щей, на какую высоту по оси Oz z 
должен бьrть поднят этот эллипс 
(рис .  7.3) . Обращаясь к карте одно­
полостного гиперболоида, мы видим, 
что наименьший из рассматривае­
м ых эллипсов ( 7.39) получается для 
h = О (см . также формулы ( 7.38) ) .  

у 

ГopлotJotl .уллипс 
Рис. 7.3 Рис. 7.4 

!/ 

Этот эллипс называется горловым. С увеличением h размеры 
эллипса (7.39) неограниченно увеличиваются . Таким образом, 
однополостный гиперболоид представляет собой поверхность, 
состоящую из одной полости и подобную трубке, неограниченно 
расширяющейся в положительном и отрицательном направле­
нии по оси Oz ( рис. 7.4) . Отметим, что сечения однополостного 
гиперболоида плоскости Oyz и Oxz представляют собой гипер· 
болы, определяемые соответственно уравнениями 

у2 z2 
- - - = 1  ь2 с2 и 

х2 z1 -.- - - =- 1 .  а• с2 

Эти гиперболы изображены на рис. 7.4. 
2°. Двуполостный гиперболоид. Из канонического уравнения 

(7.20), 
(7 .20) 

*) Расположенная под плоскостью Оху часть однополост1:1ого гиперб� 
поида симметрична р ассматриваемой части относительно Э'I'бй плоскости • .  
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двупо.тiостного гиперболоида вытекает, что координатные пло· 
скости являются его плоскостями симметрии, а начало коорди· 
нат - его центром симметрии. 

Линии Lh пересечения двуполостного гиперболоида плоско· 
стями z = h представляют собой эллипсы, уравнения проекций 
которых на п.riоскость Оху имеют вид 

где 

х2 у2 - + - - 1 а•2 ь•2 - ' 

� / h2 
а• = а 'У С2 - 1 , 

(7 .40) 

(7.4 1 )  

Из формул (7.4 1 )  вытекает, что секущая плоскость z = h на·  
чинает пересекать двуполостный гиперболоид лишь при 1 h 1 � 
� с * ) . Иными словами,  в слое между 

· 
плоскостями z = -с и z = с не со­
держится точек рассматриваемой по­
верхности ; в силу симметрии относи­
тельно плоскости Оху она состоит из 
двух полостей,  расположенных вне 
указанного выше слоя. 

На рис. 7 .5 изображена «Карта» 
верхней полости двуполостного гипер· 
болоида . Из формул (7.4 1 )  следует, 
что При увеличении h эллипсы ( 7.40) 
неограниченно увеличиваются, так что 
полости двуполостного гиперболоида 

Рис. 7.5 

z 

Рис. 7.6 

представляют собой бесконечные чаши. На рис. 7.6 изображен 
двуполостный гиперболоид. Отметим, что сечения двуполостно­
го гиперболоида плоскостями Oyz и Oxz представляют собой 
гиперболы (см. рис. 7.6). . 

•) При \ h l  :< с подкоренное выражение в формулах {7.4 1 )  отрицательно, 
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3. П араболоиды. 
1°. Эллиптический параболоид. Обращаясь к каноническому 

уравнению (7.281 эллиптического параболоида 

(7.28) 

мы видим, что для него Oxz и Oyz являются плоскостями сим­
метрии. Ось Oz, представляющая линию пересечения этих пло­
скостей, называется осью эллиптического параболоида. Из 
уравнения (7.28) вытекает, что эллиптический параболоид рас­
положен в полупространстве z ;;:;:: О. Линии Lh пересечения эл­
липтического параболоида плоскостями z = h, h > О, представ-
ляют собой эллипсы, проекции L� кото­
рых на -плоскости Оху определяются урав­
нением 

где 

(7 .42) 

а• = а ,Yfi, ь· = Ь ,Yli. °' (7.43) 
Из формулы (7.43) следует, что при уве­
личении h эллипсы (7.42) неограниченно 
увеличиваются, так что эллиптический па­
р аболоид представляет собой бесконечную 
чашу. На рис. 7.7 изображен эллиптический 

z 

.:с 
Рис. 7.7 

параболоид. _ 
Обратимся к сечениям эллиптического параболоида плоско­

стями у =  h и х = h, параллельными соответственно коорди­
натным плоскостям Oxz и Oyz. ' 

Плоскость х = h, например, пересекает эллиптический пара­
болоид по параболе 

' , x = h. (7 .44) 

Очевидно, парабола (7.44} получается таким параллельным 
.переносом параболы 

(7 .45) 
представляющей собой сечение эллиптического параболоида 
плоскостью х = О, при котором ее вершина , имеющая коорди­
наты (О, О, О) , переходит в · точку с координатами  (х · · .  h, у = О, z = h2 / а2>: . Иными словами,  эллиптический параболоид 
образуется путем параллельного перемещения параболы (7.45)' ,  
когда ее  вершина движется вдоль параболы z = х2/а2, у = О, 
представляющей собой сечение. эллипти��еского параболоида 
/l!J.<}f,l}_Q,f.Tb/O У ;;::: 0, 
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тический параболоид может быть получен путем параллельного 
перемещения параболы, представляющей собой сечение пара· 
болоида плоскостью у = О вдоль сечения плоскостью х = О. 

2°. Гиперболический параболоид. Из канонического уравне­
ния (7.29) 

(7 .29) 

гиперболического параболоида вытекает, что плоскости Oxz и 
Oyz являются плоскостями сим-
метрии. Ось Oz называется осью z 
гиперболического параболоида. ' '  

Рис. 7.8 Рис. 7.9 

Линии z = h пересечения гиперболического параболоида с плоскостями z = h представляют собой при h > 6 гиперболы 

с полуосями 

(7 .46) 

а· = а ...}7i, ь· = Ь ..,/h, (7 .47) 

а при h < О - сопряженные гиперболы для гипербол (7.46) 

с полуосями 

х2 у2 
- - - = - 1  
а• 2 ь• 2 

a· = a .../- h , ь· = ь .../- h . 

(7.48) 

(7 .49) 

Используя формулы (7.46) - (7.49) ,  легко построить «карту» 
гиперболического параболоида ( рис. 7 .8) . Отметим еще, что 
плоскость z = О пересекает гиперболический параболоид по 
двум прямым 

(7 . 50) 

Из формул (7.47)' и (7.49)' вытекает, что прямые .(7 .50), яв­
ляются асимптота.ми гипербол (7.46). и (7.48). . 
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Карта гинерболического параболоида дает представление 
о его пространственной форме (рис. 7.9) . Как и в случае эл­
липтического параболоида, можно убедиться в том,  что гипер­
болический параболоид может быть получен путем параллель­
ного перемещения параболы,  представляющей собой сечение 
плоскостью Oxz ( Oyz) , 1<0гда ее вершина движется вдоль пара­
болы, являющейся сечением параболоида плоскостью Oyz 
( Oxz) . 

4. Конус и цилиндры второго порядка. 
1°. Конус второго порядка. В предыдущем параграфе мы 

назвали вещественным конусом второго порядка поверхность S, 
определяемую уравнением (7 .2 1 ) :  

х2 , у2 . 22 - + - - - - 0  а2 ь2 с2 - • 
Убедимся , что вещественный конус S образован прямыми ли· 
ниями, проходящими через начало О координат. Естественно 
называть точку О вершиной конуса. 

Для доказательства сформулирован­
ного утверждения, очевидно, достаточно 
установить, что прямая L, соединяющая 
произвольную, отличную от начала ко� 
ординат точку Мо (хо, уо, z0) конуса (7.2 1 )  
и начало координат О (рис. 7. 1 0) , цели­
ком располагается на конусе, т. е .  коор­
динаты (х, у, z) любой точки М прямой J, удовлетворяют уравнению (7 .2 1 ) . 

Так как точка М о (хо , уо , zo ) лежит на  
конусе (7.2 1 ) , то 

х� у� z� 7 + 7)2 - 7 = О. (7 .5 1 ) 

Координаты " (х, у, z) любой точки М пря-

z 

мой L равны соответственно txo, tyo ,  tzo , Рис. 7. 1 0  
где t - некоторое число. Подставляя эти 
значения дл я х, у и z в левую часть (7.2 1 ) ,  вынося t2 за скоб­
ки и учитывая (7 .5 1 ) , мы убедимся в том,  что М лежит на  
конусе. Таким образом, утверждение доказано. Представление 
о форме конуса может быть цолучен6 методом сечений. Легко 
убедиться, что сечения конуса плоскостями z = h предст�вляют 

б u • а h ь· b h  со ои эллипсы с полуосями а = с , = с . 
2°. Цилиндры второго порядка. В процессе классификаuиn 

поверхностей второго порядка нам встретились эллиптический, 
гиперболический и параболический цилиндры. Уравнения этих 
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поверхностей соответственно имеют вид 

у2 = 2рх *) . .  

Рис. 7. 1 1 дает представление о форме этих цилиндров. 

z 

.х 
J;;punm1111c.-кшl ЦllllUHDP 

z 

ГuncpliuлutiнcklitZ 
цилинt7р 

Рис. 7. 1 1  

z 

/lupotio11u11ccкu/1 l/UllUHilp 

[ГЛ. 7 

(7 .52) 

r Заметим ,  что цилиндры (7.521 состоят из прямых линий, па­
раллельных оси Oz. 

5. П рямол инейные обр азующие .поверхностей второго по· рядка. Кроме конуса и · цилиндров, поверхностями второго по­
рядка ,  состоящими из  прямолинейных образующих, являются 
однополостный гиперболоид и гиперболический параболоид. 
Более точно, справедливо следующее утверждение. 

Через каждую точку однополостного гиперболоида и гипер­
болического параболоида проходят две различн��е прямые ли­
нии, целиком располагающиеся на указанных поверхностях. 

Таким  образом, однополостный гиперболоид и гиперболиче­
ский параболоид покрыты двумя различными семействами пря­
·молинейных образующих. Н а  рис. 7 . 1 2  и 7 . 1 3  показано распо­
ложение прямолинейных образующих соответственно на одно­
полостном гиперболоиде и гиперболическом параболоиде: 

Рассмотрим сначала однополостный гиперболоид, заданный 
своим каноническим уравнением 

Очевидно, любая прямая r", определяемая как линия 
�ения плоскостей 

!.. -� = л. ( 1 - JL) а с Ь ' 

-(7 . 1 9) 

пересе· 

(7.53) 

* ) Уравнение параболического цилиндр а  у2 = 2рх легко получается из 
уравнения (7.33) путем переименования осей координат и простых арифмети­
ческих операций, 
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при любом отличном от _нуля значении Л. целиком располаг�ется 
на гиперболоиде (7. 19) , ибо уравнение (7. 19 )  представляет 
собой алгебраическое следсrвие уравнений (7.53) (уравнение 
, (7 . 19 )  получается из уравнений (7 .53) путем их перемножения ) .  
Прямая Г 00 :  1 - ; = О, : + � = О �оответствует уравнениям 

Рис. 7. 1 2  Рис. 7. 1 3  

(7.53) при Л. = оо . Точно так же легко убедиться, что любая 
прямая Г�, определяемая как линия пересечения плоскостей 

::... - � = л ( 1 ·+ .!L) 
а с Ь • л - + - = 1 - -( х  z ) у 

а с Ь ' 

куда включаете.я прямая r;:,: 1 + � = О, : + ; -:- О, соответ­
ствующая Л. = оо, при любом значении Л. располагается на г и ­
перболоиде (7. 19 ) . 

Нетрудно заметить, что прямые Г). н Г� различны. Таким 
образом, на однополостном гиперболоиде имеются два различ-
ных семейства прямых г). и г�. Для завершения доказатель­
ства утверждения достаточно убедиться, что через любую точку 
гиперболоида проходит некоторая прямая семейства Г). и неко· 
торая прямая семейства Г�. Мы ограничимся доказательством 
этого лишь для семейства Г)., ибо для семейства ГА. доказа­
тельство аналогично. 

Пусть точка Мо (хо, уо, z0) находится на гиперболоиде {7.20)' , 
rraк что 

'J:'l у2 z2 о о о 1 аа- + ьа - сг = · (7.54) 
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Если точка М0 лежит на прямой Г"" или Г0 , то утверждение 
оЧевидно. В противном случае выберем такое значение Л, чтобы 
числа х0, у0, z0 удовлетворяли первому из уравнений (7 .53) , и 
обозначим его через Ло. Таким образом, 

.!.д._ - � = Л0 ( 1 - }!у_) . а с Ь 
(7.55) 

Убедимся, что при  выбранном значении Л = Ло числа х0, уо, z0 
удовлетворяют и второму из уравнений ( 7 .53) , что означает, 
что точка М0 (х0, уо, zo) ,  принадлежащая гиперболоиду, принад­
лежит также и прямой (7 .53) . Допустим,  что это не так. Тогда 

Л0 ( 
х
; + :0 ) =!= 1 + У; . (7 .56) 

Перемножая (7 .55) и (7 .56) , получим неравенство 
х� z� у� (1"3 - С2 =!= 1 - /j2 ' 

которое противоречит соотношению (7 .54 ) .  Таким образом, пря­
мая Г4 располаl'ается на гиперболоиде и проходит через за ­
данную его точку Мо (хо , Уо , zo ) . 

СовершенноL а налогично рассуждая ,  можно убедиться , что х2 у2 . 
гиперболический параболоид. z = l:i2 - /j2 покрыт двумя семей-

ствами прямых П.�." и П�, которые соответственно задаются урав­
нениями 

и 
где Л Е (- 00 1  оо). 



П Р И Л О Ж Е Н И Е 

П РОБЛ ЕМЫ ОСН О ВАН И Й  ГЕОМ ЕТР И И  
И ОБОС Н О ВА Н ИЯ М ЕТОДА КООРД И Н А Т 

§ 1 .  Аксиомы элементарной геометрии 
Будем рассматривать т р и  м н о ж е с т в  а о б ъ е к т  о в лю­

бой природы :  объекты первого множества будем именовать 
точками и обозначать большими латинскими буквами А , В , 
С, . . .  , объекты второго множества . будем именовать прямыми 
и обозначать малыми латинскими буквами а, Ь ,  с, . . .  , объекты 
третьего множества будем именовать плоскостями и обозна­
чать греческими буквами а, � .  у,  . . .  

Будем считать, что в рассматриваемых множествах каким­
либо способом определены с о о т н о ш е н и я  между объектами, 
выражаемые тремя терминами : принадлежит, лежит между и 
конгруэнтен * ) .  Например, точка А принадлежит прямой а или 
плоскости , а ; точка В, принадлежащая прямой а , лежит между 
принадлежащими той же прямой точками А и С; отрезок пря­
мой а , ограниченный принадлежащими этой прямой точками А 
и В, конгруgнтен отрезку прямой Ь ,  ограниченному принадле­
жащими этой прямой точками С и D. 

Будем требовать, чтобы указанные соотношения удовлетво-
ряли формулируемым ниже д в а д ц а т и  а к с и о м а м * * ). . 

Все аксиомы разделяются на  пять групп. 
Группа 1 содержнт восемь аксиом принадлежности .  
Группа 1 1  содержит четыре аксиомы порядка. 
Группа 1 1 1  содержит пять аксиом конгруэнтности. 
Группа IV содержит две аксиомы непрерывности . . 
Группа V содержит одну а ксиому параллельности. 
Переходим к формулировке аксиом по группам.  Одновре­

менно будем указывать некоторые утверждения, вытекающие 
из формулируемых аксиом. Э:го поможет нам выяснить основ ... 

* ) То есть «равен:.. . **) Во всем остальном как природа самих объектов, так и способ зада•. 
ния соотношений между этими объектами являются произвольными, 
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ные принципы логического развертывания геометрии и обосно.1 
вать возможность · установления взаимно однозначного соответ­
ствия между множеством всех точек пр ямой и множеством всех 
вещественных_ чисел, т. е. обосновать метод координат. 

� 
1 .  Аксиомы пр инадлежности. 1 ,  1 .  Каковы бы ни были две точки А и В, существует пря­

мая а ,  которой принадлежат обе эти точки. 1, 2. Каковы бы ни были две различные точки А и В, суще­
ствует не более одной прямой, которой принадлежат эти точки. 1 ,  3. Каждой прямой а принадлежат по крайней мере две 
точки. Существуют по крайней мере три точки, не принадлежа­
щие одной прямой. 

Указанные три аксиомы исчерпывают список аксиом принад­
лежности планиметрии. Следующие пять аксиом вместе с ука­
занными тремя аксиомами завершают список аксиом принад­
лежнqсти стереометрии. 1 ,  4.  Каковы бы ни были три точки А, В и С, не принадле­жащие одной прямой, существуе!' плоскость а, которой принад­
лежат эти три точ1щ. Каждой плоскости принадлежит· хотя бы 
одна точка. 1 ,  5. Каковы бы ни были три точки А ,  В и С, не принадле­
жаЩие одной r�рямой , существует не более одной плоскости, ко­
торой принадлежат эти тоЧки. I; 6. Если две принадлежащие прямой а различньiе точки А 
и. В принадлежат некоторой плоскости а, то каждая принадле­
жащая прямой а точка принадлежит указанной плоскости. 1, 7. Если существует одна точка А ,  принадлежащая двум 
плоскостям а и /:J, то сущесtвует по крайней мере еще одна 
точка В, принадлежащая этим плоскостям. 

·1 ,  8. Существуют по крайней мере четыре точки, не принад­лежащие одной плоскости. ' 
С целью использования привычной для нас геометрической 

термнно.iiогии договоримся отождествлять между собой следую" 
щие выражениЯ: 1 )  «точка А принадлежит прямой а (плоскости 
а) » ; 2) «прямая а (плоскость а) проходит через точки А »,  
3)  «точка А лежит на прямой а (на плоскости а) » ;  4) сточка А 
является точкой прямой а ( плоскости а) »  и т. п. 

С помощью указанных аксиом уже могут быть доказаны 
некоторые теоремы. Так, из аксиомы I ,  2 неп�средственно выте­
кает следующее утверждение. Te0pe�ia 1. Две · различные прямь�е не могут иметь больше 
одной общей точки. · · Предоставляем читателю доказательство следующих утвер­
ждений, вытекающих из аксиом 1 ,  1-8 * ) .  · •) В слуЧае . возникновения затруднений отсылаем читателя к книге 
Н. В, Е ф и  м о в а сВ.!>1�\П_а я  геометрия:., - М,: Наука, 1 978., 
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Теорема 2. Две плоскости -либо совсем не имеют общих то­
чек, либо имеют общую прямую, на которой лежат все их f)б-
щие точки. · 

Теорема 3. Плоскость и не лежащая на ней прямая не могут 
иметь больше одной общей точки. 

Теорема 4. Через прямую и не лежащую на ней точку или 
через две различные прямые с общей точкой проходит одна и 
только одна плоскость. 

Теорема 5. Каждая плоскость содержит по крайнеiJ, мере 
три точки. 

2. Аксиомы порядка. . . 1 1 , t .  Если точка В прямой а лежит между точками А и С 
той же прямой, то А ,  В и С - различные точки · указанной. пря­мой, причем В лежит также и между С и А .  

1 1 , 2 .  Каковы бы ни были две различные точки А и С, н.а 
определяемой ими прямой существует по крайней мере одна 
TOttJЩ в такая, что с 4ежит между А и в. 

1 1 , 3. Среди люб1.г�х трех различных точек одной прямой 
существует не более одной точки, лежащей между двумя дру-
гими. . · -· Сформулированные три аксиомы

· 
относятея к расположению 

геометрическдх объектов на прямой и поэтому называются ли­
нейными аксиомами порядка. Формулируемая · ниже последняя 
аксиома порядка относится к расположению геометрически� 
объектов н а п л о с к о с т И. Для того чтобы ·сформулировать 
эту аксиому, введем понятие отрезка . 

Пару различяых точек А и В назовем отрезком
· и - будем 

обозначать символом АВ ИJ1И БА: Точки А И В будем · 'Называть 
концаму отрезка АВ� !оЧкИ прямой, определя'емой А и В, лежа­
щие между А и . В, ()удем называть внутренними точками или 
про.сто точками отрезка АВ. Остальные точки указанной .пр.ям.ой 
будем называть внешними точка ми отрезка АВ. · 1 1 , 4. (аииома Паша) .  Если А, В и С - три точки, не лежа­
щие на одЩJй прямой, и а - некоторая прямая в. плоскостu, 
оriределяемой этUми точками, не содержащая ни одной ц,з ука­
.ваннь�х точек и проходящая через нек.оторую, точку отрезка АВ. 
то ата прямая проходит также либо через некоторую точку _от­
резка А С, либо через некотQрую точку отрезка ВС. ' Подчеркнем, что из одних аксиом порядка II, l-4 еще не 
вытекает, что .Любой отрезок имеет внутренние точки. Однак�, 
привлекая еще аксиомы принадлежности l, 1-3, можно до!'а­
зать следующее утверждение . 

Теорема 6. Каковьi бы ни были две различные точки А 
и В, н.а прямой, ими· определяемой, существует по крайней мере 
одна точ.iса С, лежащfl,Я мезюдg А и В.: . . . . · .  
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Предлагаем читателю, опираясь на 
'
аксиомы 1, 1-8 принад: 

лежности и аксиомы 1 1 ,  1-4 порядка , последовательно доказать 
следующие утверждения *.)' . 

Теорема 7. Среди любых трех различных точек одной пря­
мой всегда существует одна точка, лежащая между двумя 
другими. · 

Теорема 8. Если точки А ,  В и С не принадлежат одной пря­
J.юй и если некоторая прямая а пересекает * * ) какие-либо два из отрезков АВ, ВС и А С, то эта прямая не пересекает третий 
из указанных отрезков. 

Теорема 9. Если В лежит на отрезке А С  и С - на отрезке 
BD, то В и С лежат на отрезке AD. 

Теорема 10.  Если С лежит на отрезке AD, а В - на отрезке 
А С, то В лежит также на отрезке AD, а С - на отрезке BD. 

Теорема 11. Между любыми двумя различными точками 
прямой существует бесконечно много других ее точек. 

Теорема 12. Пусть каждая из точек С и D лежит между 
точками А и В. Тогда если М лежит между С и D, то М лежит 
и между А и В. · 

Теорема 13. Если точки С и D лежат между точками А и В, 
то все точки отрезка CD принадлежат отрезку АВ ( в  этом слу­
чае мы будем говорить, что отрезок CD лежит внутри отрез­
ка АВ) . 

Теорема 14. Если точка С лежит между точками А и В,  ТО ) 
J )  никакая rочка отрезка АС  не может быть точкой отрезка СВ, 
2)  каждая отличная от С точка отрезка АВ принадлежит либо 
отрезку А С, либо отре.зку СВ. 

Указанные утверждения позволяют упорядочить множество 
точек любой прямой и выбрать на этой прямой направление. 

Будем говорить, что две различные точки А и В прямой а 
лежат по разные стороны (по одну сторону) от третьей точки О 
той же прямой, если точка О лежит (не лежит) между А и В. 
Из указанных в ыше утверждений вытекает следующая теорема . 

Теорема 15. Произвольная точка О каждой прямой а раз­
бивает все остальные точки этой прямой на два непустых класса 
так, что любые две точки прямой а,  принадлежащие одному 
и тому же классу, лежат по одну сторону от О, а любые две 
точки, принадлежащие разным классам, лежат по разные сто­
роны от О. 

Таким образом, задание на любой прямой двух различных 
точек О и Е определяет на этой прямой луч или полупрямую 
ОЕ, обладающую тем свойством, что любая ее точка и точка Е 
·лежат по одну сторону от О. 

*.) Впрочем, доказательство всех приводимых ниже . утверждений можно 
J{айти в книге Н. В. · Е ф и м  о в а «Высшая геометрия• (цит. на с. 206) . 

* *) . Iloд термином · ·«Прямая пересекает . отрезок• мы подразумеваем, что 
.1казанная прЯМ!\Я содер�ит некоторую внутреннюю точку этого отрезка. 



§ 11 АКСИОМЫ ЭЛЕМЕНТАРНОА ГЕОМЕТРИИ 209 

В ыбрав на прямой а две различные точки О и Е, мы можем 
теперь определить порядок следования точек на прямой по, 
следующему правилу: 1) если А и В - любые точки луча ОЕ, 
то будем говорить, что А предшествует В, если А лежит между 
О и В; 2) будем говорить, что точка О предшествует любой 
точке луча ОЕ; 3) будем говорить, что любая точка, не принад­л ежащая лучу ОЕ, предшествует как точке О, так и любой 
точке, принадлежащей лучу ОЕ; 4)  если А и В - любые точки , 
не принадлежащие лучу ОЕ, то мы будем говорить, что А пред­
шествует В, если В лежит между А и О. 

Легко проверить, что для выбранного порядка следования 
точек прямой а справедливо с в·о й с т  в о т р а н з и т  и в н о  -
с т и :  если А предшествует В, а В предшествует- С, то А пред­
шествует С. 

Аксиомы, приведенные выше, позволяют упорядочить и точки , 
принадлежащие произвольной плоскости а. Предлагаем чита­
телю доказать следующее утверждение * ) . 

Теорема 16. Каждая прямая а, принадлежащая плоскости а, 
разделяет не лежащие на ней точки этой плоскости на два не­
пустых класса так, что любые две точки А и В из разных клас­
сов определяют отрезок АВ, содержащий точку прямой а, а лю­
бые две точки А и А' из одного класса определяют отрезок АА'. 
внутри которого не лежит ни одна точка прямой а. В соответствии с утверждением этой теоремы мы будем го­
ворить, что точки А и А' (одного класса ) лежат в плоскости а 
по одну сторону от прямой а, ·а точки А и В (разных классов� 
л.ежат в плоскости а по ра,зные стороны от прямой а. 

3. Аксиомы конгруэнтн'ости. 1 1 1 ,  1 . Если А и В - две точки на прямой а, А'  - точка на 
той же прямой или на другой' прямой а', то по данную от точ­
ки А' сторону прямой а' найдется, и притом только одна, точ­
ка В' таkая, что отрезок А' В' конгруэнтен отрезку АВ. Каждый 
отрезок АВ конгруэнтен отрезку ВА *1* ) . 1 1 1 , 2. Если отрезки А'В' и А"В" конгруэнтны одному и тому 
же от.резку АВ,  то они конгруэнтны и между собой. 

1 11 ,  3. Пусть АВ и ВС - два отрезка nрямой а, не имеющие 
общих внутренних точек, А'В' и В'С' - два отрезка той же пря­
мой или другой прямой а', также не имеющие общих внутрен-

* ) В CJiyчae затруднений см. книгу Н. В. · Е ф и м  о в а «Высшая геомет­рия:. (цит. на с. 206) . 
* * )  Из этой аксиомы вытекает возможность перемещения отрезка ·АВ 

вдоль прямой, на которой он лежит (с сохранением его длины и направле­
ния) . Будем говорить, что направленный Qтрезок СБ получен. в результате 
перемещения направленного ·отрезка АВ, если отрезок CD конгруэнтен от• резку АВ и если либо отрезок AD лежит ·  внутри отрез_ка ВС, либо отрезок ВС; 
мжит внутри отрезка AD, 
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ниi точек. Тогда, если отрезок АВ конгруэнтен отрезку А 'В'. 
а · отрезок ВС конгруэнтен отрезку В'С', то отрезок А С  конгруэн:.. 
тен отрезку А'С'. 

· Сформулированные три аксиомьi относятся к конгруэнтности 
отрезков. Для формулировки двух следующих аксиом нам по• 
надобится понятие угла и его внутренних точек. 

Пара полупрямых h и k, выходящих из одной и той же точ­
ки О и не лежащих · на одной прямой, называется углом и обо-
значается СИМВОЛОМ L. (h, k) ИЛИ . L. (k, h) . . 

Если полупрямые h и k задаются двумя своими точками 
-ОА и ОВ, то мы будем обозначать угол символом L. A OB или 
L. BOA. 

В силу теоремы 4 любые два луча h и k, составляющие угол 
L. (h, k) , определяют, и притом единственную, плоскость а. · ·Внутренними точками L. (h ,  k) будем называть те точки . пло­
скости а, которые, во-первых,. лежат по ту сторону от прямой. 
содержащей луч h ,  что и любая тqчка луча · k, и, во-вторых. 
лежат по ту сторону от прямой, содержащей луч k, что и любая 
точка луча h. 

· 
1 1 1 , 4. Пусть даны L. (h ,  k)  на плоскости а, прямdя а' на этой 

же или на какой-либо другой-плоскости а' и задана определен­
ная сторона плоскости а' относительно прямой а'. Пусть h' -
луч прям.ой а', исходящий из некоторой точки О'. Тогда на 
плоскости а' существует один и только один луч k' такой, что L. (h, k) конгруэнтен L. (h' ,  k') , и при этом все внутренние точки 
L. (h', k') лежат по заданную сторону от прямой а'. Каждый 
угол конгруэнтен самому себе. 1 1 1 , 5. Пусть А , В и С - три точки, не лежащие на одной пря­
мой, А', В' и С' - другие три точки, также не лежащuе на 
одной прямой. Тогда, если отрезок АВ конгруэнтен отрезку 
А'В', отрезок А С  когруэнтен отрезку А'С' и L. BA C  конгруэнтен 
L. B'A'C', то L.ABC конгруэнтен · L.A'B'C' и L. A CB конгруэнтен 
L A'C'B' . 

Догоnоримся теперь о . сравнении неконгруэнтных отрезков 
и углов. • 

Будем говорить, что отрезок АВ больше отрезка А 'В', если 
·на  прямой, определяемой точками А и В, найдется лежащая 
:между этими-точками точка С такая,  что отрезок АС конгруэн­
тен отрезку А'В'. Будем говорить, что отрезок АВ меньше от­
резка А'В', если отрезок А'В' больше отрезка АВ. 

Символически тот факт, что отрезок АВ меньше отрезка 
А' В' (конгруэнтен отрезку А' В') , будем записывать так:  

АВ < А' В' (АВ = А' В'). 

Будем говорить, что L. A OB б о л ь ш е  LA'O'B', если в пло" 
скости, определяемой L. A OB, найдется луч . ОС, все точки ко�. 
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ТQрого являютс� внутре11нимн точками LAOB, :rакой, что LAOC 
конгруэнтен LA'O' В'. Будем говорить, что . · LAOB · меньше LA'O'B', если LA'O'B' больше LA OB. ' 

С помощью аксиом принадлежности, порядка и конгруэнт­
ности моЖцо доказать целый ряд классических теорем . эJ.Iемен-. 
тарной геометрии. ,Сюда отцосятся : 1 )  три широко известны� 
'Теоремы о . конгруэнтности (равенстве) двух . треугольникощ 
2), теорема о конгруэнтности вертикальны.х; углов; 3) теорема 
о конгруэнтности всех прямых углов ; . _4) теорема о ед.инствен­
ности перпендикудяра, опущенного из точки на прямую; 5), тео­
рема о .единствецностQ · перпендикуляра, восстановленного из 
данной 1'ОЧКИ прям�й; �) теорема о внешнем · угле треугольника ; 
7), теорема о сравнении перпендикуляра и наклонной. 

Предлагаем читателю самому последовательно доказатr> 
только что перечисленные теоремы. _ 4. Аксиом ы  непрерывности.- С помощью аксиом принадлеж­
ности, порядка и конгруэнтности мы произвели сравнение отрез: 
ков, позволяющее заключить, каким из трех знаков _<·, .=. · или > ·связаны даннъi:е два отрезка. 

Указанных аксиом�_ однако, недостаточно: 1 ) для обоснова­
ния возможност!f измерени� отрезков, позвоJiщощего поставить 
в · .соответствие каждому , отрезку определенное вещественное 
число; 2). для обоснования того, что указанное соответствие яв­
ляется взаимно однозначным. -) 

Для nровед--еция такого обоснования следует присоединить 
к аксиомам 1, I I ,  1 1 1  две аксиомы непрерывности. · I V, 1 (аксиома Архимеда). Пусть АВ и- CD - произвольны� 
отрезки. То,гда на· прямой, определяемой точками А и В, суще­
ствует конечное чщ;ло точек А 1 , Az, . . .  , Ап, расположенных · та!.', 
что точка А 1 лежит между А и Az, точка A:i- лежит между Ai  
и Аз� . . . , та.чка. Ап-1 лежит ·между Ап-2 и Ап, причем отрезки 
АА 1 , А 1А2, . . .  , Ап..,.1Ап-.. конгруэнтны ртрезку CD и точка В ле-
жит между. А и Ап. -

, 
· . · · . 

- IV, 2 (аксиома �линейной полноть�) .  ·совокутюсть всех .точек 
произвольной ,прямой а нельзя пополнить новыми объектами 
(то!lками) так, чтобы: 1 )  на пополненной прямой были опреде­

:лены · соотношения «лежит между» и «конгруэнтен», определен 
порядок следования точек . и справедливы аксиомы конгруэнт� 
.ности IП,  1 -3 и аксиома Архимеда IV, 1 ;  2) по СJтношению 
к прежним 'точкам прямой определенные на пополненной прямой 
.соотношения «Лежит между» и «конгруэнтен» сохраняли ста­
рый смысл. 

Мы ,сейчас докажем, что присоединение к аксиомам I ,  1 -3, 
II и I I I ,  1-3 аксиомы Архимеда IV, l позволяет поставить ,в со� 
ответетвие каждой точке произвольной прямой а определенное 
.вещественное число х, называемое координатой этой точки, 
_41;. ,присоединенqе щце и акси.омы линейной полноты IV1 2 цозво-. 
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ляет утверждать, что координаты всех точек прямой а исчер " 
пывают множество всех вещественных чисел. 

5. Обоснование метода координат. Прервем на время изло­
жение аксиом геометрии,  чтобы на основании уже изложенных 
аксиом дать обоснование метода координат на прямой. 

Сначала докажем следующее утверждение. 
Первая основная теорема. Аксиомы I ,  1 - 3 , I I ,  I I I ,  1 -3 и 

аксиома IV, 1 Архимеда позволяет ввести на любой прямой а 
координатьt так, что выполнены следующие требования : 

1°. Каждой точке М прямой а соответствует определекное 
вещественное число х, называемое ее координатой. 

2°. Разным точкам соответствуют разные координаты, при­
чем точка М2 лежит между М1 и Мз тогда и только тогда, когда 
либо х1 < х2 < хз, либо х1 > Х2 > Хз (здесь х1 ,  х2 и хз - коор­
динат�� точек М 1 ,  М2 и Мз соответственно) . 

3°. Отрезки М1М2 и М!М2 конгруэнтны тогда и только тогда, 
когда Х2 - Х1 = х2 - xl (эдесь х1 ,  х2, xl и х2 - координаты точек 
М1 , М2, MI и М2 соответственно) . 

4°. Если вещественные числа х1 и Х2 представляют собой ко­
ординаты некоторых точек, то и вещественное число х1 + х2 
представляет собой координату некоторой точки. 

Д о  к а э а т  е л ь  с т  в о. Выберем на прямой а произвольную точку О в качестве начала координат и произвольную отличную 
от О точку Е в качестве точки с координатой единица . Пусть 
М - произвольная точка прямой а .  Ради определенности пред­
положим, что М лежит с той же стороны от О, что и Е ( а 1{сио­
мы 1 ,  1-3, 1 1  и 1 1 1 , 1-3 обеспечивают возможность установле­
ния порядка следования точек на прямой а ) . Каковы бы ни 
были целое положительное число п и целое неотрицательное 
число т, мы можем, откладывая отрезок ОМ в одном и том же 
направлении последовательно п раз ,  построить отрезок п · ОМ 
и аналогично построить отрезок m ·  ОЕ (возможность откл ады­
вать конгруэнтный отрезок в л_юбом направлении и брать суммУ, 
конгруэнтных отрезков, не имеющих общих внутренних точек, 
вытекает из аксиом I ,  1-3, 11 и 1 1 1 ,  1 -3) . 

В силу только что упомянутых аксиом любые два отрезка 
мы можем сравнивать.  Стало быть, и отрезки п · ОМ и т · ОЕ 
при различных п и т будут связаны либо знаком ,< , либо 
знаком � · . 

Рассмотрим все возможные рациональные числа т/п. Их 
можно разбить на  два класса , относя к верхнему классу те из 
них, для которых 

п · ОМ < m · ОЕ, (П . 1 ) 

и к нижнему классу те , для которых 

п · ОМ � т · ОЕ. (П.�) 
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Убедимся в том,  что эти два класса однозначно определяют 
вещественное число х, которое мы и поставим в соответствие 
точке М и назовем ее координатой. 

Сначала убедимся в том ,  что любое рациональное число из 
верхнего класса больше любого рационального числа из ниж­
него класса. Приводя любые два рациональных числа из раз­
ных классов к общему зна менателю и обозначая последний че­
рез п, мы из (П . 1 )  и (П.2)  получим, что числитель числа из 
верхнего кл асса больше чис'лителя числа из нижнего класса . 
Отсюда и вытекает, что число из верхнего класса больше числа 
из нижнего класса . 

Далее заметим, что оба класса не являются пустыми : ниж­
нему классу заведомо принадлежит- рациональное число нуль, 
а для установления непустоты верхнего класса достаточно по­
ложить п = 1 и заметить, что аксиома  Архимеда IV, 1 гаран­
тирует существование такого н-атурального числа т, что при 
п - 1 справеливо неравенство (П . 1 ) .  · в силу теоремы о точных гранях непустого ограниченного 
сверху (снизу) множества * )  существует точная верхняя грань 
х рациональных чисел нижнего класса и точная нижняя грань 
х рациональных чисел верхнего класса .  

Убедимся в том,  что эти грани � ·и х заключены между как 
уго'iJно близкими рациональными числами и поэтому совпа­
дают * * ) . Достаточно доказать, что существуют как угодно 
близкие · числа разных классов, а это вытекает из того, что для 
как угодно большого номера п найдется номер т такой, что ра­
циональное число (т + 1 ) /п приналеЖит верхнему классу, а ра­
µ.иональное число т/п принадлежит нижнему классу ***) . 

Положим теперь х = х - х и поставим вещественное число х 
в соответствие точке М, назвав его координатой этой точки. Тре-
бование 1 °  оросновано. . · · 

Пусть теперь М1 и М2 - какие угодно две точки, лежащие 
по ту же сторону от О, что и Е; и такие, что М1 лежит между О 
и М2, т. е. ОМ2 > ОМ1 . Докажем, что если xi и х2 - координаты 
.точек М1 и М2 соответственно, то Х2 > х1 .  

Выберем номер п настолько больiпим, чтобы разность отрез­
ков ОМ2 и ОМ1 , повторенная п раз, превзошла отрезок ОЕ (это 
можно сделать в силу все той же аксиомы Архимеда IV, 1 ) .  
rгогда, обозначая через т наибольшее целое число, для кото­
рого 

n · OM1 � m · ОЕ, 

*) См. выпуск 1 ,  теорему 2. 1 .  
* * ) См. выпуск 1 ,  лемму н а  с. 

11'**)  Тот факт, что для любого номера п найдется указанный номер т 
(такой, что справе,zщиво _(П. 1 ) ) ,  снова вытекает из аксиомы Архимеда IV, 11 
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мы получим, что 
п · ОМ1 < (т + 1 ) · ОЕ, 

и в силу сделанного выше выбора номера п 

п • ОМ2 > (т + 1 ) • ОЕ. 

(П.3) 

(П.4) 

Из (П .3} заключаем, что рациональное число (т ':f l )jn отно­
сится к верхнему классу по отношению к точке М1, т. е .  (т +� 
.+ 1 ) /п � х 1 , а из (П.4) заключаем, что то же самое рацио.; 
н альное число (т + 1 ) /п относится к нижнему классу по отно­
шению к точке М2, и поэтому х2 > ( т .+: 1 )  / п. Тем самым не­
равенство х2 > х1 доказано. 

Если теперь мы  имеем на прямой а какое угодно число то· 
чек, идущих в порядке О, М1 ,  М2, . . . , Мп (в сторону Е * ) ) .  
то из только что доказанного утверждения для координат этих 
точек получим О < Х1 <. Х2 < . . . < Хп. 

Тем самым для случая расположения точек по ту же сторону 
от о, · что и Е, требование 2° доказано. Для точек М, лежащих 
на прямой а по другую сторону от О, совершенно аналогично 
вводятся отрицательные коqрдинаты и повторением тех же рас­
суждений мы устанавливаем требования 1° и · 2° в общем виде. 

Для установления требований 3° и 4° мы сначала докажем, 
что если на прямой а в положительную сторону от О \ взяты 
точки М1 , М2 и М, причем М1 лежит между О и М и отрезки 
М1М и ом.2 конгруэнтны, то х = Х1 + Х2 (здесь х, Х1 и Х2 -
координаты точек М, М1 и М2 соответствщшо) . 

Возьмем из нижних классов, отвечающих координатам х1' 
и х2, два произвольных р ациональных числа;  обозначив их (пос­
ле приведения к общему знаменателю п) соответственно через 
m1/n и т2/п. Тогда 

· 
п · ОМ2 � �  • ОЕ. 

Складывая последние 'два неравенства ,  получим 

п · ОМ � (т1 + �) • ОЕ. (П.5) 
Точнее говоря, в левой части (П .5)' мы получим сумму п раз 
отложенного отрезка ОМ1 и п раз отложенного отрезка ОМ2, 
но после перегруппировки слагаемых мы и получим . п раз по� 
вторенную сумму отрезков ОМ1 и ОМ2, т. е. n · ОМ ** )_. . ' / *} В дальнейшем эта сторона именуется полqжительной. 

••) То, что· в геометрической сумме отрезков мы можем, не меняя суммы, 
переставлять слагаемые, вытекает из следующих соображений. Достаточно 
убедиться в возможности перестановки для двух слагаемых, а это иепосред• 
ственио вытекает из аксиомы 1 1 1, 3, в формулировке которой . ничего не ска• 
зано о порядке, .в котором «приставляются:. др,уг к. другу слагаемые отрезки 
А'В' и В'С', При любом их порядке сумма А С' ковгруэнтиа_ отрезку АС ... ( 
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Из неравенства (П.5) заключаем, что рациональное число 
.'!Ь.. + ..!!!!. · принадлежит н и ж н е м  у классу, отвечающему ко-п п 
ординате х. 

Совершенно аналогично; взяв любые рациональные числа 
т1/п и m2/n из верхних классов, отвечающих координатам х1 
н Х2, мы убедимся в том, что рациональное число :1 + :2 
принадлежит верхнему классу, отв�чающему координате х. 

Но тогда из .определения суммы вещественных чисел и из 
rого, что рациональные числа как из верхнего, так и из ниж­
него классов как угодно точно · приближают соотв.етствующую 
координату, мы получим, что вещественное число х равно сум­
ме х1 + х2. 

Тем самым нами доказано, что отложить от точки М1 с ко­
ординатой х1 (в положителщую cтopot:ty) отрезок ОМ2 - это 
все равно, что построить точку М с координатой х, удовлетво­
ряющей условию х = Х1 + х2 ,  где Х2 > О - координата точки М2. 

Это утверждение мы доказали для случая х1 > О, но легко 
распространить его и на общий случай· (предоставляем это чи­
тателю) . Из доказанного утверждения сразу же вытекает тре­
бование · 4°, а для . докаЗательства утверждения 3° достаточно 
заметить,- что , откладывание данного отрезка равносильно до­
бащ1енню к коqрдннате точки постоянного слагаемого: Первая 
основная теорема полностью доказана • ) . , ·· · 

3 а м е ч а н  и е. Особо · подчеркнем, что в первой основной тео­
реме не ут_верждается, что каждому вещ�ственному числу х со­
ответствует определенная точка на прямой (т. е. не утверЖдает­
ся; чТо соответствие между точками прямой и вещественными 
�ислами является взаимно однозначным) . . . . 

· Мы сейчас увидим, чт_о это невозможно · доказать, опираясь 
roJiькo lfa аксиомы 1, 1-:3, IL 1 1 1, 1-2 и IV, 1 и не привлекая 
аксиому линейной полноты IV, .2. . 

Вторая основная теорема. Пусть справедливы аксиама � .  
1-3, И ,  111 ,  1 -3, : IVr 1 и на прямой а введены координg.ты. 
Тогда, для того чтобы 'каждом! f вещественному числу х отвечала 
некоторая точкр. прямой а, т. е. для того, чтобы между все14и 
точками прямой · � и всеми вещественными •щслами суiцество­
�ало взаимно однозначное соответетвие; необходимо а. достаточ­
но, чтобы была справедлива аксиома линейной полноты . IV;2. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. l )  Д о  с т  а т  о ч н о с т ь. Докажем, что 
если существуют вещественные числа х, которым не отвечает 
�цкакая точка прямой а ,  то аксиома IV, 2 заведомо несправед-
11ива. 

_•) Подчеркнем, что при доказательстве первой основной теоремы- .аксно· 
мы 1, 1..;...:3 и 11 uспользовалцсь лишь д.liJi установления пор11дка следования 
rочек на- ·прямоа. · · 
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Пусть существуют указанные вещественные числа х.  Каж� 
дое из них мы назовем новой точкой и присоединим все новые 
точки к совокупности прежних точек прямой а .  

На попол ненной прямой (назовем ее  а)  уже каждому ве· 
щественному числу отвечает точка,  и обратно. 

Определим на  а соотношения «лежит между» и «конгруэн­
тею>. Будем говорить, что точка М2 прямой а лежит между М1 
и Мз , если либо х1 < Х2 < хз, либо х1 > Х2 > Хз, где под Х1 , 
х2 и хз нужно понимать координату соответствующей точки М 1 , 
М2 и Мз, если эта точка прежняя,  и самую эту точку, есл и она 
новая. Очевидно, что в применении к прежним точкам опреде· 
ленное на а соотношение «лежит между» сохраняет старый 
смысл. 

Будем говорить, что отрезок М1М2 прямой а конгруэнтен u u М'М' ' , отрезку тои же прямои 1 2, если х2 - х1 = х2 - xl '  где пол 
xl '  х2, х� и х; нужно поним ать координату соответствующей 
точки М 1 , М2, М� и м;, если эта точка прежняя, и самую эту 
точку, если она новая .  Снова очевидно, что в применении к 
прежним точкам определенное на а соотношение «конгруэнтею> 
сохраняет старый смысл. 

Очевидно также, что для точек пополненной прямой а опре· 
делен порядок следования и спра ведливы аксиомы конгруэнт· 
ности l l l ,  1-3 и аксиом а Архимеда IV, 1 .  

· 
Тем самым м ы  установили возможность пополнения прямой, 

противоре�ащую аксиоме линейной полноты IV, 2. 
Достаточность доказана .  
2. Н е  о б х о д  и м о с т  ь.  Докажем, что если аксиома . .  линей· 

ной полноты IV,  2 не имеет места,  то координаты всех точек 
прямой а не исчерпывают всех вещественных чисел . 

Если акс1щма VI , 2 не имеет места , то существует пополнен· 
пая новыми точками прямая а, длЯ всех точек которой опреде· 
лены соотношения «лежит между» и «конгруэнтен», определен 
порядок следования и справедливы аксиомы конгруэнтности 
I l l ,  1-3. и аксиома Архимеда IV, 1 .  В силу первой основной 
теоремы на пополненной прямой а можно ввести координаты 
(в этой · теореме аксиомы 1 ,  1-3 и lI использовались лишь в 
форме возможности установления на  данной прямой порядка 
следования точек)' .  ' 

Мы получим,  что каждой точке пополненной прямой а отве· 
чает определенное вещественное число, причем разным точкам 
отвечают различные вещественные числ а . Но отсюда следует, 
что те вещественные числа, которые отвечают точкам, произво­
дящим пополнение, не будут соответствовать ни одной точке 
исходной прямой а. Необлходимость доказана.  Вторая основная 
теорема полностью доказана . 
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6. Аксиома параллельности. Самая последняя а ксиома 

играет в теометрии фундаментальную роль, определяя р аздел�· 
ние геометрии на две логически непротиворечивые и взаимно 
исключающие друг друга системы:  евклидову и неевклидову 
геометрии. 

В геометрии Евкл1ща эта аксиома формулируется таю 
V. Пусть а - произвольная прямая и А - точка, лежащая 

вне прямой а, тогда в плоскости а, определяемой точкай А и 
прямой а, существует не более одной прямой, проходящей че­
рез А и не пересекающей а. 

Долгое время геометры выясн.s1ли вопрос о том, не является 
ли аксиома параллельности V следствием. всех остальных 
аксиом 1 ,  1 1 , 1 1 1 ,  IV. Этот вопрос был решен Лобачевским * ) , 
который доказал, что аксиома V не является следствием аксиом 1 - I V. · 

По-другому результат -Лобачевского можно сформулировать 
так: если к аксиомам 1-IV присоединить утверждение, отри­
цающее справедливость аксиомы V, то следствия всех этих по­
ложений будут составлять логически непротиворечивую систему 
(неевклидову геометрию Лобачевского) .  

Схема доказательства непротиворечивости геометрии Лоба· 
чевского излагается в § 3 настоящего Приложения. 

Здесь же мы отметим ,  что систему следствий, вытекающих' 
из одних то.riько аксиом 1-IV, обычно называют абсолютной 
геометрией. Абсолютная геометрия является общей частью как 
евклидовой, так и неевклидовой геометрий, ибо все предложе­
ния,  которые могут быть доказаны только с помощью аксиом 1 -IV, верны как в геометрии Евклида , так и в геометрии Ло­
бачевского · (примеры таких предложений читатель найдет в 
предыдущих пунктах) . 

§ 2. Схема доказательства непротиворечивости 
геометрии Евклида 

Наметим схему доказательства непротиворечивости всех пяти групп аксиом геометрии Евклида . . 
Ради простоты ограничимся доказательством н е  п р  о т  и в о -

р е ч и  в о с т  и п л  а н  и м е т р и и Е в к л  и д а ,  т. е. установим не­
противоречивость системы аксиом 1 , 1-3, 1 1-V. 

Для доказательства достаточно построить какую-нибудь кон­
кретную реализацию совокупности объектов, удовлетворяющих 
всем указанным аксиомам .  

Мы построим так называемую декартову или ариф.метиче­
скую реализацию совокупности объектов, удовлетворяющих 

•) Николай Иванович Лобачевский - великий русский математик .( 1 793� 
)856) . 



2J8 ПРИЛОЖЕНИЕ. · ПРОБЛЕМЫ ОСНОВАНИА ГЕОМЕТРИИ 

аксиомам планиметрии. Тем самым вопрос о непротиворечиво· 
стн планиметрии Евклида будет сведен к вопросу о непротиво· 
речивости арифметики. · 

· 
Назовем -точкой любую упорядоченную пару вещественных 

чисел (х, у) , а прямой - отношение трех вещественных чисел 
(и : v :  w } при условии, что и2 + v2 =F О * ) .  

Будем говорить, что точка (х, у) принадлежит прямой 
(и : v : w ) , если справедливо р авенство 

их + vy + w = О. (П .6) 
' 

Докажем справедливость аксиом 1 ,  1 -3. 
Каковы бы ни были две различные точки (х 1 , у, )'  и (х2, у2) , 

прямая ** ) (У1 - У2 : х2 - Х1 : Х1У2 - Х2У1 ) ; как легко убедиться , 
содержит эти точки (аксиом а  1 ,  1 ) .  

Далее из уравнений 
· 

UX1 + VY1 + W = 0, UX2 + VY2 + W = 0 

вытекает, что и :  v :  w = (у, - У2) : (х2 - х1 ) : (Х1У2 - Х2У1 ) , так 
что точками (х1 , у, ) и (х2, У2) определяется только одна пря­
мая (и : v : w) (аксиома l , 2) . 

Наконец, справедливость аксиомы 1 ,  3 вытекает из того, что 
уравнение (П.6) с двумя неизвестными -х и у всегда имеет бес­
численное множество решений и не всякая пара х и у есть ре· 
шение уравнения (П.6) . · Теперь определим соотношение «лежит между». Так как 
u2 + t12 =F О, .то либо и =F О, либо v =F О. 

Если v =F О, то будем говорить, что точка (х2, У2) лежит ме• 
жду (х1 , У1 ) и (хз, Уз) ,  если либо Х1 < Х2 < Хз, либо Х1 > х2 > 1> хз . Если же v = О (при этом заведомо и =F О) , то будем го­
�орить, что точка (х2 , У2 ) лежит между _ (х1,  у1 ) и .<ха, Уа ) , если 
либо Yt < У2 < Уз, либо У 1 > У2 > Уз· 
. Справедливость аксиом I I ,  1 -3 проверяется тривиально. 
Несколько кропотливую проверку аксиомы Паша 1 1 ,  4 мы опу· 
стим.  

Обратимся теперь к определению соотношения «конгруэн­
тен:.. С этой целью рассмотрим так называемое ортогональное 
преобразование. Преобразование 

(П.7) 

•) Отношением (и : v :  w} называется совокупность трех вещественных 
чисел и, v, w при условии, что при любом Л =# О совокупности и, v, w и 
1.и, Лv, Лw рассматриваются как · тождественные. · · **). Так как точки {х1, у1). и {xz, У2) различны, то (х1 - .х2)2+ (У1-У2>.2.� � �  . . 
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переводящее произвольную точку (х, у) в определенную точку 
(х'; у') , называется ортогональным, если выполнены соотно-
шения 

Легко доказать, что всякое ортогональное преобразование 
r(П .7 ) ,  (П .8) можно представить в одной из следующих форщ 
либо в виде 

х' = ах - ру + с1 , у' = рх + ау + с2, (П.9) 

либо в виде 

х' = ах + ру + с1 , у' = рх - ау + с2, (П. 1 0) 

причем в обоих случаях а.2 + �2 = 1 .  Преобразования {П.9) и 
(П . 1 0) обычно называют ортогональными преобразованиями со­
ответственно первого и второго рода. 

Пусть даны произвольная прямая� (и : и :  wJ и на ней неко­
хорая точка (хо, уо) , та'к что ихо + vyo + w = О. 

Легко убедиться в том, что совокупность точек 

x = x0 + vt, у = у0 - иt, 
(х, у) ,  где 

(П. 1 1 ) 

принадлежит прямой (и : и :  w ) для любого вещественного чис· 
ла t. Далее ясно, что при -.!_ > О все указанные точки (х, у) ле­
жат по одну сторону от точки (хо, у0) , а при t _< О эти точки 
лежат по другую сторс:шу от (х0, Уо) . ' 

Иными словами , уравнения (П . 1 1 )- при всевозможн�х поло­
жительных t определяют все точки полупрямой, исходящей из 
точки (хо , Уо) и лежащей на  прямой (и :  v :  w) . Эту полу.прямую 
мы будем обозначать символом (хо, уо, и, -и) . 

Оказывается , всякое ортогональное преобразование (как 
первого, так и второго рода) переводит любую полупрямую 
енова в полупрямую. Более точно, справедливо следующее 
утверждение: ортогональное преобразование (П .9) или (П. 1 0) 
переводит полупрямую (xo,Jlo, и, -и) в полупрямую 
(х�. у�, v', - и'), где для случая преобразования (П.9) 

х� = ах0 - РУо + с1 ; 
v' = av + �и; 

У� = Рхо + ауо + С2; 
и' = - �v + аи, 

и для случая преобразования _ (П. 10)  

х� = ах0 + ру0 + с1 ;  у� _ �х0 - ау0 + с2; 
v' = av - ри; и' = - �и - аи. 

Теперь назовем отрезок АВ конгруэнтным отрезку А'В', есЛи 
..:уществует ортогональное преобразование, которое переводи11 
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точку А в точку А', а точку В в точку В'. Угол L (h, k) назо­
вем конгруэнтным L (h', k') , если существует ортогонально� 
преобразование, переводящее полупрямую h в полупрямую h' 
и полупрямую k в полупрямую k'. 

Далее нужно перейти к проверке аксиом 1 1 1 ,  1-5. Аксиома 1 1 1 , 2 вытекает из групповых свойств ортогонального преобра· 
зования, в силу которых как последовательное проведение двух 
ортогональных преобр азований, так и преобр азование, обрат· 
ное к ортогональному, снова являются ортогональными преоб· 
р азованиями. Проверка остальных аксиом группы 1 1 1  требует 
кропотливой техники и использования указанного выше утвер­
ждения,  и мы ее опустим .  

Что же  касается аксиом непрерывности, то  аксиома Архи­
меда IV, 1 проверяется непосредственно, а спр аведливость 
аксиомы полноты IV, 2 вытекает из того, что между всеми точ­
ками любой прямой и всеми вещественными числами можно 
установить взаимно однозначное соответствие (см. вторую 
основную теорему из п. 5 § 1 ) . 

Нам остается еще пров�ить справедливость аксиомы па­
р аллельности У. Пусть (и : v :  w )  - произвольная прямая и 
(хо, Уо) � точка вне ее, так что ихо + vyo + w -=/= О. · Пусть (и' : v' : w') - прямая, проходящая через точку 
(хо, Уо) , т. е. удовлетворяющая условию 

и' х0 + v' у0 + w' = О. (П . 1 2) 

Поскольку эта прямая не пересекает прямую (и :  v : w) , долж­
на быть несовместна система уравнений 

и' х + v' у + w' = О, иx + vy + w = O. (П. 1 3) 

Из несовместности системы (П . 1 3) заключаем, что и' : и = = v' : v, или, что то же самое, и' = 'А.и, v' = 'A.v, где 'А. - неко­
торое числО'. Но тогда из (П . 1 2 )  получим w' = -'А. ( ихо + vy0) ,  
т. е .  и' : v' :  w'  = и : v : - (ихо + vyo ) . Итак, отношения и' : v' : w' 
однозначно определены, т. е. существует единственная прямая 
(и' ; v' : w') , проходящая через (хо, уо) и не пересекающая пря­
мой ( и : v :  w ) . 

Тем самым доказательство непротиворечивости планиметрии 
Евклида завершено. 3 а м е ч  а н  и е .  Аналогично доказываетtя н е  п р  о т  и в о р е  -
ч и в о с т  1! с т е р е  о м  е т р и и Е в к л  и д а .  Для этого мы назы­
в аем точкой любую упорядоченную тройку вещественных чисел 
(х, у, z) ,  прямой - совокупность всех троек (х, у, z) , элементы 
х, у, z которых связаны системой двух линейных уравнений, 
плоскостью - совокупность всех троек (х, у, z) , элементы х, у, z 
которых удовлетворяют О8ному линейному уравнению. 
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§ 3. Схема доказательства непротиворечивости 
rеометрии Лобачевского 

22 1 

Для простоты ограничимся д о к а з  а т  е л ь  с т  в о м  н е  п р  о • , 
т 11 в о р е ч и  в о с т  и п л а н и м е т р и и Л о б  а ч е в  с к о г о, т� е. 
построим конкретную реализацию совокупности объектов, удов­
летворяющих аксиомам 1, 1 -3, 1 1-IV и аксиоме, отрицающей 
сп раведливость V. Для построения указанной реализации мы 
будем опираться на  уже установленную нами непротивqречи· 
вость планиметрии Евклида,  т. е. сведем вопрос о непротиворе· 
чи вости планиметрии Лобачевского к вопросу о непротиворечи­
вости планиметрии Евклида. Излагаемая в этом параграфе мо· 
дель принадлежит А. Пуанкаре * ) . · 

Рассмотрим на евклидовой плоскости горизонтальную пря· 
мую х и опирающуюся на  нее верхнюю полуплоскость. 

Все точки этой верхней полуплоскости мы назовем неевкли· 
довыми точками, а все лежащие в верхней полуплоскости полу· 
окружности с центром на прямой � и все вертикальные полу• 
прямые, исходящие из точек прямой х, назовем неевклидовыми 
nрямыми (кстати, указанные полупрямые удобно рассматр ивать 
как полуокружности бесконечно большого радиуса ) .  

Мы определим между неевклидовыми точками и неевклидо· 
вымu прямыми соотношения «принад,.лежит», «лежит между» и 
«конгруэнтен» и убедимся в справедливости в с е х  а к с и о м  
а б с о л ю т н о й  г е о м е т р и и  (т. е. аксиом 1 , 1-3, 1 1-IV) . 
После этого мы покажем , что в построенной модели справед· 
лива аксиома параллельности Лобачевского (т. е. отрицание 
аксиомы V Евклида) . 

Мы будем говорить, что неевклидова точка А принадлежит 
неевклидовой прямой а, если точка верхней полупJiоскостrI А 
лежит на  полуокружности а .  

Справедливость аксиом 1 , 1-3 устанавливается тривиально. 
Так, аJ{сиомы 1,  1 и 1 , 2 эквивалентны утверждению, что через 
две точки верхней полуплоскости можно провести только одну 
окружность, имеющую центр на прямой х. Аксиома 1 , 3 эквива· 
лентна утверждению, что на любой полуокружности имеются по 
крайней мере две точки и имеется хотя бы одна точка вне этой 
полуокружности. 

Перейдем к установлению соотношения «лежит между�. 
Пусть А, В, С - три точки неевклидовой прямой, изображаемой 
полуокружностью а . Будем говорить, что точка В (в  неевкли· 
довом смысле) лежит между А и С, если В на полуокружности 
а лежит между А и С · (в евклидовом смысле) .  

При таком определении соотношения «лежит между» лег1<0 
у�:ана�ливается справедливость аксиом 11 ,  1-3. Впрочем, п u ·  

!'') Анри Пуанкаре ....,,, французский математик .( 1854-1912) ,  
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�Ядку ·следования точек н·а неевклидовой прямой, ·нзображае.: мой ·полуокружностью а,  можно · прида,ть и более наглядный 
вид. Выпуская нз центра О Полуокружности а всевозможные .nуч-н, - мы с 1 помощью' этих лучей можем взаимно однозначно 
сnроектировать все точки полуокружности а на все точ,ки не­
которой прямой у, параллельной х и лежащей выше полуокруж-
ности а .  - · - · · 

Тогда порядок следования точек неевклидовой прям-ой а со­
ответетвуеУ порядку с.ледования - образов этих точек на Прямой у. Попутно докажем, что все точки любай неевклидовd_й прямой 
а находятся во взаимно однозначном соответствиfl с множеством 
всех вещественных чисе.1t. - _ _ _ · Нам еще следует проверить аксиому 11, 4 Паша; но доldiза­
тельство этой 1:Гксиомы явля-ется наглядно вполне . очевндны-м,  
и м ы  его опустим. _ 

lJ'еперь мы перейдем к определению соотношения «конгруэн­
т�н:.. В надлежащем, его определении и состоит� остроумие мо­
.n.ели- Пуанкаре. Не вдаваясь в детали, остановимся на основных 
идеях определения этого соотношения. · -. 

Введем В' рассмотрение специальное преобразование евкли­
довой плоскости, известное под названием инверсии. Пусть фик­
сирована произвольная окружность радиуса г с центром в точ­
·ке А. Инверсией относитель-но указанной окружности называет­ся · такое преобразование точек плоскости, при котором любая, 
-ОтЛичная от А точка плоскости М переходит в точку М', лежа­щую на одном с точкой М· луче, выходящем ·нз А ,  и такую, что 
·выполнено условие АМ' · АМ = г2. - - · ·  . 

Назовем неевклидов отрезок АВ конгруэнтным неевклидову 
отрезку А'В', ·если существует такая· последовательность и-нвер­
сИй, ' что и)с произведение отображает евклидову круговую дугу 
АВ в круговую дугу А' В'. · · - Ifе.евклидов-ьiм углам будем называть совокупность двух не­
евклидовых полупрямых, -исходящих из одной точки. 

· Назовем неевклндов угол · L (h', k') конгруэнтным · неевкли­
дову углу L (h, k) , если существует такая последовательность 
инверсий, что их · произведение отображает стороны первого угла: ·на  стороны второго. 

После принятых определений проверка аксиом конгруэнтно• 
сти 1 1 1 ,  1-5 превращается в техническую работу, которуIQ мы 
можем опустить. 

Проверка аксиомы Архимеда IV, 1 также не вызывает НИ• 
каких трудностей и использует лишь свойства инверсий. 

Последняя аксиома абсолютцой геометрии - аксиома полно­
ты IV,2 справедлива вследствие тоtо, что (как это установлено 
выше): м ежду всеми точками любой «неевклидовой .прямо_й:. и 
всеми вещественными- числами можно установить взаимно однQ" 
значное соответствие {см� вторую основнуIQ. :rеор_ему из п, 5 §· 1} .  



§ i) ЗАМЕЧАНИЯ О ПР0$ЛЕ� · АКСИОМАТИКИ 

Итак, -для нашей модели справедливы все аксцомы абсолют­
ной геометрии ( 1 ,  1 -3, l l -IV)r-

Kaк же обстоит дело с аксиомой параллельности V? Возь­
мем любую с:неевклидову· прямую:., изображаемую поЛуокруж­
ностью а, и любую точку А, ей не принадлежащую. Легко про­
верить, что через точку А · проходит бескоf!,ечно много различ­
ных полуокружностей •. имеющих центры на прямоi Гх  и 'Не имею-
щих общих точек с . полуокружностью а.  . 

Это озн�чает, что в рассматриваемой нами модели спраэед­
лива аксиома параллельности Лобачевского. 

Тем самым мы Завершили доказзтельство непротиворечиво­
сти планиметрии Лобачевского и одновременно показали, что 
аксиома параллельности V Евклида не я_вляется следствием 
аксиом 1 ,  1-3, 1 1-IV абсолютной геометрии. 

§ 4. Заключиtельньlе замечания о проблемах аксиоматики 

При изучении любой системы аксиом естественно возникают 
следующие .три проблемы: 1 )  проблема непротиворечивости си­
стемы аксиом; ·2) проблема миuимальности системы . аксиом 
(выясняющая вопрос о том, н� является ли каждая из рассмат­
риваемых аксиом следстви�м остальных) ; 3) Проблема полноты 
сис:;те.мы аксиом (принято сJiстему аксиом называть полной� 
если между элементами двух любых ее реализаций можно уста­
.новить взаимно однозначное соответствие, сохраняЮЩее уста­
новл-енные между элементами соотношения) . В § 3 и 4 мы установили непротиворечивость системы аксиом 
как геометрии Евклида, так и .геометрии Лобачевского. 

Проблема минимальности системы аксиом геометрии являет­
ся очень трудоемкой и требует обстоятельного . исследования. 
Примером такого исследования является установленный нами 
факт, .что аксио�а паралл�ности V не является следствием 
остальных аксиом. 

Полнота системы аксиом г
'
еометрии устанавливается посред. 

ством введения для любой реализации координатной системы н 
последующего установления взаимно однозначного соответствия 
(с сохранением всех соотношений) между точками, прямыми и 
плоскостями данной реализации (в  координатной записи) и де:­
картовой реализа!J.ИИ, изученной в § 2 .. 
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