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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга задумана как первоначальный курс математи­
ческой логики. Она возникла в результате обработки кон­
спектов лекций (читавшихся обоими авторами) семестрового* 
курса математической логики для студентов первого курса 
механико-математического факультета Московского универ­
ситета. Авторы стремились познакомить читателя с основны­
ми понятиями математической логики, полезными в работе 
математика любой специальности. Большое внимание уделе­
но правильному использованию точных обозначений матема­
тической логики для записи математических суждений, логи­
ческим законам, началам теории множеств и теории алго­
рифмов.

Настоящая книга представляет собой первую часть заду­
манного авторами учебника и содержит три главы. Первая 
глава сама по себе является некоторым минимальным озна­
комительным курсом математической логики. К этой же 
главе примыкают два небольших приложения, помешенные в 
конце книги, посвященные применениям математической ло­
гики в теории контактных схем и в теории кодирования. 
Во второй главе в уточненной форме излагаются основы 
семантики логико-математических языков. Третья глава по­
священа изложению выводимости в логике предикатов и 
теориям первого порядка. Уже здесь мы стремились обсудить 
некоторые важные результаты математической логики, отло­
жив полные доказательства до второй части, в которой пред­
полагается изложить начала теории множеств и теории 
алгорифмов, теорему Геделя о полноте исчисления предика­
тов, обсудить программу Гильберта обоснования математики.

Изучение курса логики предполагает выполнение упраж­
нений на семинарских занятиях. С этой целью следует ис­
пользовать специальные задачники, например [9]. Все 
упражнения в тексте легкие, обязательны для выполнения, 
предназначены для самоконтроля и не могут заменить такого 
рода задачника.

В книге используются следующие обозначения. Знак Л 
в тексте отмечает начало доказательства, а знак □  — его 
окончание. Знаки ^  =ф-, заменяют словесные обороты 
«есть по определению», «если.., то», «тогда и только тогда, 
когда» соответственно. Звездочкой отмечены пункты и пара­
графы, не обязательные при первом чтении.
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Мы предприняли попытку концентрического изложения 
предмета, когда важнейшие темы обсуждаются в процессе 
обучения несколько раз, постепенно приобретая полную яс­
ность. Учебник разбит на две книги. Во второй книге, при­
нятой к печати издательством Московского университета, 
предполагается большее внимание уделить фундаментальным 
результатам математической логики. Мы вновь вернемся к 
рассмотрению понятия множества, но уже на базе формаль­
ной аксиоматической теории Цермело — Френкеля. Таким 
•образом, мы надеемся дать неспециалисту представление о 
классических результатах математической логики и подго­
товить будущего специалиста к изучению более подробных 
руководств.



ВВЕДЕНИЕ

1. Логика — наука очень старая. Она возникла тогда, 
когда развитие специальных наук и вообще человеческого 
мышления сделало актуальным вопрос о том, как надо рас­
суждать, чтобы получить правильные выводы. Несомненен 
интерес к логике среди математиков и философов эпохи рас­
цвета греческой культуры в V I—IV вв. до н. э. Но первое 
дошедшее до нас большое сочинение, посвященное специаль­
но логике («Аналитики» Аристотеля, 384—322 гг. до н. э.), 
принадлежит уже позднегреческой эпохе. Независимо воз­
никла буддистская логика, но дальнейшее развитие логики в 
Европе имеет своим исходным пунктом изучение Аристотеля.

Математическая логика с внешней стороны отличается от 
«обычной» тем, что она широко пользуется языком матема­
тических и логических знаков, исходя из того, что в принципе 
они могут совсем заменить слова обычного языка и принятые 
в обычных живых языках способы объединения слов в пред­
ложения. Довольно рано возникла идея о том, что, записав 
все исходные допущения на языке специальных знаков, похо­
жих на математические, можно заменять рассуждение вы­
числением. Точно же сформулированные правила таких логи­
ческих вычислений можно перевести на язык вычислительной 
машины, которая тогда будет способна автоматически выда­
вать интересующие нас следствия из введенных в нее исход­
ных допущений. Своего рода «логическую машину» скон­
струировал еще в средние века Раймунд Луллий (1235— 
1315), дав ей, впрочем, лишь совершенно фантастические 
применения. Более определенный и близкий к реально осу­
ществленному впоследствии замысел универсального логиче­
ского исчисления развивал Лейбниц (1646— 1716). Лейбниц 
надеялся даже, что в будущем философы вместо того, чтобы 
бесплодно спорить, будут брать бумагу и вычислять, кто из 
них прав.

Начало созданию того аппарата математической логики, 
который теперь мы называем логикой высказываний, поло­
жил Джордж Буль (1815— 1864). Логико-математические 
языки и теория их смысла были затем значительно развиты 
в работах Фреге (1848— 1925). Широко задуманное изложе­
ние больших разделов математики на языке математической 
логики было предпринято в работах Пеано (1858— 1932) и

6



особенно в фундаментальной трехтомной монографии Рассе­
ла и Уайтхеда, изданной на 1910— 1913 гг.

В двадцатых годах нашего века с программой обоснова­
ния математики на базе математической логики выступил 
знаменитый математик Гильберт (1862— 1943). С этого вре­
мени и начинается современный этап развития математиче­
ской логики, характеризующийся применением точных мате­
матических методов при изучении формальных аксиоматиче­
ских теорий.

Заметим, что роль логического исчисления как средства 
открытия новых истин даже в области математики долго 
оставалась более чем скромной. Зато символический язык 
математической логики оказался на границе девятнадцатого 
и двадцатого веков очень важным подспорьем в изучении 
логических основ математики, поскольку он позволял избе­
гать всякой неточности мысли, которая легко проскальзы­
вает при использовании слов обычного языка, смысл которых 
дается не точным определением, а созданием привычки к при­
нятому словоупотреблению.

Подъем широкого интереса к математической логике не 
только среди математиков, но и среди техников произошел 
тогда, когда обнаружилось, что в рамках математической 
логики уже создан аппарат для расчета действия самых раз­
личных вычислительных и управляющих дискретных 
устройств.

2. В математической логике предметом исследования часто 
оказываются математические теории, такие как математиче­
ский анализ, алгебра, элементарная геометрия, арифметика 
и др. В логике математические теории изучаются в целом — 
и это одна из особенностей математической логики по срав­
нению с другими математическими дисциплинами.

Прежде всего, изучаемую математическую теорию уточ­
няют и описывают на базе строгого логико-математического 
языка. Этот этап называется формализацией теории и со­
ставляет важную, хотя и предварительную, часть исследова­
ния теории. После формализации полученную формальную 
аксиоматическую теорию уже можно подвергнуть точному 
математическому изучению, можно ставить точные пробле­
мы, получать математические результаты.

Какие же вопросы можно ставить относительно теории в 
целом?

Можно интересоваться непротиворечивостью теории, т. е. 
интересоваться вопросом, не выводится ли в данной теории 
некоторое утверждение и его отрицание. Так, с помощью ме­
тода интерпретаций Кэли и Клейн показали, что геометрия 
Лобачевского непротиворечива, если непротиворечива обыч­
ная евклидова геометрия.

Большое впечатление на современников произвело откры­
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тие в начале нашего века Кантором и Расселом парадоксов 
в теории множеств. Это открытие свидетельствовало о том, 
что широко используемая и популярная (и в настоящее вре­
мя) теория множеств в ее наивном изложении является про­
тиворечивой теорией. Изучение этого явления в значительной 
мере способствовало развитию современных методов матема­
тической логики. Была сформулирована аксиоматическая 
теория Цермело — Френкеля, в которой обычные способы 
вывода парадоксов уже не получаются. Программа Гильбер­
та обоснования математики финитными средствами также в 
значительной степени связана с открытием парадоксов.

Знаменитая вторая теорема Геделя, полученная в тридца­
тых годах нашего века, утверждает, коротко говоря, что не­
противоречивость достаточно богатой теории не может быть 
установлена средствами самой теории. Этот факт побуждает 
специалистов по основаниям математики изыскивать матема­
тические методы, с одной стороны, убедительные (с той или 
иной точки зрения) и, с другой стороны, не входящие в тео­
рию, 'непротиворечивость которой изучается. Очень многие 
исследования по неклассическим, модальным и интуиционист­
ским логикам стимулированы этой идеей.

Можно сказать, что к настоящему времени непротиворечи­
вость таких теорий, как элементарная геометрия, арифмети­
ка, анализ, хорошо изучена и достаточно надежно обоснова­
на. Непротиворечивость мощных аксиоматических теорий 
множеств, таких как система Цермело — Френкеля или тео­
рия Куайна, гораздо более проблематична.

Большой интерес представляет изучение полноты той или 
иной теории. Во многих математических теориях время ог 
времени возникают конкретные проблемы, которые не удает­
ся ни доказать, ни опровергнуть. Иногда это бывает в силу 
технической сложности самой проблемы, и, спустя определен­
ное время, проблему все же удается разрешить. Однако в 
некоторых случаях ситуация совершенно иная: проблему
просто невозможно ни доказать, ни опровергнуть в рамках 
исследуемой теории. Так, было показано, что подобными про­
блемами в теории множеств Цермело — Френкеля являются 
континуум-проблема Кантора и многие другие важные теоре­
тико-множественные проблемы. Подчеркнем, что дано было 
точное доказательство того факта, что, например, аксиома 
выбора не может быть ни доказана, ни опровергнута в тео­
рии Цермело — Френкеля. Теорема Геделя о неполноте 
утверждает, что всякая достаточно богатая теория необходи­
мо содержит утверждения, которые нельзя ни доказать, ни 
опровергнуть в рамках теории.

Тем не менее некоторые важные теории оказываются пол­
ными. Таковы, например, элементарная геометрия, теория 
векторных пространств.
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3. Существенно бывает исследовать разрешимость той или 
иной теории. Так, Тарский в 1948 г. построил конкретный 
алгорифм, позволяющий по всякому утверждению элемен­
тарной геометрии выяснить, является ли это утверждение 
истинным или ложным. Каждый, кто в школьные годы трудил­
ся над задачами геометрии, может оценить это открытие.

В то же время логики умеют доказывать, что многие 
теории, например арифметика, анализ, теория множеств, не­
разрешимы, т. е. что не существует алгорифма, позволяюще- 
го  по всякому суждению теории узнавать, истинно оно или 
ложно.

Вопрос о существовании тех или иных алгорифмов зани­
мает важное место в исследованиях логиков. Так, доказано, 
что не существует алгоритма, позволяющего решать вопрос 
О* существовании решения у системы полиномиальных урав­
нений в целых числах.

В последнее время большое внимание уделяется изучению 
сложности алгорифмов. Так, например, недавно было показа­
но, что арифметика сложения натуральных чисел, являющая­
ся разрешимой теорией, может иметь только очень сложные 
разрешающие алгорифмы.

Вопросы построения оптимальных по сложности и по 
времени работы вычислительных устройств занимают важное 
место в теоретической кибернетике — науке, тесно связан­
ной с математической логикой.



Глава I

НАЧАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ 
И ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

§ 1. СИНТАКСИС ЯЗЫКА МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
И ЛОГИЧЕСКИХ ЗНАКОВ

Некоторым знакам и комбинациям знаков мы приписы­
ваем самостоятельный смысл. Таковы следующие знаки и 
комбинации знаков:

5
2+2

2 + 2  =  5
(с которыми читатель, несомненно, встречался). Но таким 
отдельно взятым знакам, как + ,  =  или таким комбинациям 
знаков, как

2+
2+2  =

мы не придаем самостоятельного смысла. Среди имеющих 
самостоятельный смысл знаков и комбинаций знаков выде­
ляются прежде всего

1. И м е н а  п р е д м е т о в .
Таковы

ех _ 1
1, 2, 2/3, 4/2, е (как обозначение числа е), 5 — 3, lim -------- .

*-► 0 х

Здесь написаны семь имен четырех предметов, так как 

1 =  lim 2 =  4/2 =  5 — 3,
Х—+-0 X

т. е., например, 2 и 5—3 являются именами одного и того же 
предмета. Заметим, что такая комбинация знаков, как sin, 
тоже является именем, а именно именем функции «синус». 
Из имени функции sin и имени числа 5 можно образовать имя 
действительного числа sin 5.
Но что такое комбинация знаков

X
Это не имя предмета, а

2. Им е н н а я  форма .
Именной формой называется выражение (комбинация 

знаков), содержащее знаки «переменных», которое превра'
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щается в имя предмета, если вместо «переменных» поставить 
надлежащим образом выбранные имена предметов (в нашем 
примере вместо х можно подставлять имя любого числа, от­
личного от нуля). Данное общее представление об именных 
формах делается совершенно отчетливым только после до­
полнительных пояснений о подстановке вместо переменных 
их частных «значений». К этому мы будем еще неоднократно 
возвращаться.

Заметьте, что

lim
*->0

ех — 1
х

есть имя, а не именная форма с переменным х.
В этом выражении вместо х нельзя подставить имя како­

го-либо определенного числа: запись

15— >-0 15

бессмысленна. Можно лишь изменить обозначение перемен­
ной х на переменную у. Полученная запись

У- 0 у
является именем того же числа 1.

Приведем еще несколько примеров именных форм:

х2 +  2, sin (а +  Р), lim
х->0

sin(xy)
X

В последнем из этих примеров «свободной переменной», 
вместо которой можно что-либо «подставлять», является 
только буква у.

Соединяя два имени чисел знаками равенства или не­
равенства, получаем записи некоторых утверждений:

2 + 2  =  4, 210> 3 6, 2 + 2  =  5.

Первые два из записанных утверждений верны, а третье 
ложно. Но все это

3. В ы с к а з ы в а н и я .
Более сложный пример высказывания:

lim -----------=  1.
x-+Q X

Но что такое запись
х =  \х\ ?

Здесь нельзя поставить вопрос об истинности или ложности. 
Не содержится никакого утверждения. Подставляя вместо х
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обозначения неотрицательных чисел, будем получать верные 
высказывания

0=|0| , 2 =  12 1, 1000=| 1000|,...,

подставляя же обозначения отрицательных чисел — ложные:

— 1 =  I — 11, — 1000=1 — 10001.

Запись х =  |х| есть

4. В ы с к а з ы в а т е л ь н а я  форма .
Так называют комбинации знаков, содержащие знаки 

переменных, которые превращаются в высказывания при за­
мене переменных именами предметов.

Имена предметов и именные формы называют термами, 
высказывания и высказывательные формы — формулами.

Термами и формулами исчерпываются комбинации зна­
ков, которым приписывается самостоятельный смысл. Иногда 
в математической логике термины «терм» и «формула» 
понимаются более узким образом, как комбинации знаков в 
некоторых точных логико-математических языках, например 
в так называемых языках первого порядка (см. гл. II, § 1).

Рис. 1
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Мы уже видели, что из термов можно сооружать новые 
термы и формулы. Рассмотрим в качестве примера «родо­
словную» формулы

е х _ 1
Пт ---------=  1 (см. рис. 1).
х—̂0 X

Родословная начинается с простых термов
е, х, 1, 0,

которые ни из чего не «составлены». Дальнейшие термы и 
заключительная формула получаются при помощи следую­
щих порождающих конструкций:

1. Из термов Ti и Т2 образуется терм Т\2.
2. Из термов 7\ и Т2 образуется терм 7УГ2.
3. Из термов и Т2 образуется терм Ti—Т2.
4. Из термов Т{, Т2 и Т3 образуется 1̂П]Г ^V
5. Из термов Ti и Т2 образуется формула Ti =  T2.
Первые четыре из встретившихся здесь порождающих

конструкций служат для формирования из термов новых тер­
мов. Применяя пятую, мы получаем из двух термов формулу. 
Вскоре нам встретятся конструкции, создающие из формул 
формулы, из формул — терм и т. д.

Несмотря на краткость предыдущего изложения авторы 
рекомендуют читателю уже сейчас попробовать проанализи­
ровать строение термов и формул, встречающихся в специаль­
ных математических курсах. Что за переменные мы имеем, 
например, в формуле дифференцирования произведения

(uv)' =  uv'-\-u'v? ( 1)

Легко понять, что (1) есть высказывательная форма, которая 
превращается в истинное высказывание, если вместо и и v 
поставить имена двух дифференцируемых функций. Несколь­
ко труднее объяснить строение формулы

(*2) ' =  2х. (2)
Сначала кажется, что здесь х — числовая переменная. Но, 
подставив вместо х значение 3, получим не имеющую смысла 
запись

(32) ' =  2-3.

Запись (2) является одной из тех «вольностей», которые на 
Практике математики себе часто позволяют. Можно испра­
вить допущенную неточность, например, так: определить
функцию f равенством

f(x) = х

и тогда уже законно написать
(/2) ' =  2/.
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Занимаясь таким разбором, следует иметь в виду, что 
переменная есть просто знак (иногда говорят — «буква»), 
характеризующийся правилами его употребления. В матема­
тических книгах часто встречаются, например, указания 
такого типа: «далее т и п  — натуральные числа, а х, уу г  —- 
действительные». Конечно, даже при подстановке вместо 
переменных их числовых значений в рациональные выраже­
ния могут получаться выражения, лишенные смысла. Обра­
тим еще внимание на встретившуюся нам порождающую 
конструкцию образования из трех термов х, 7\ и Тч терма 7\ 
равного

lim Г 2.
x-+Tt

Для того чтобы терм Т имел смысл, необходимо, чтобы терм 
Т1 не содержал переменной х. В терме Т переменная х — 
«связанная».

В терм
lim у2
у-+ 2

можно подставить вместо у новую переменную х, но полу­
чившийся терм

lim х2
х-*2

является именем того же числа 4.
Одной из наших задач в дальнейшем будет в некоторых 

случаях довести правила обращения с переменными до пол­
ной отчетливости.

Разберем еще несколько примеров, относящихся к упот­
реблению специальных логических знаков. Как, например, 
записать без употребления слов обычного языка известное 
вам определение предела функции: пределом функции f(x) 
в точке а называется такое число S , что для любого е > 0  
существует такое 6 > 0 ,  что разность f ( x ) —В делается по мо­
дулю меньше е, если только |а —х | < 6 ,  х ф а>  Чисто симво­
лическая запись этого определения требует введения обозна­
чений для так называемых кванторов общности и существо­
вания и знаков логического следования и равносильности 
по определению. Символическая запись этого определения 
выглядит так:

lim f(x ) = В ^  (\/ е > 0 )  ( 3 $ > 0 )

( 0 <  |х—а \ <6=?*-] / (х) —В | < е ) .

Здесь
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Считается, что х, а, е, б суть переменные для действитель­
ных чисел.

Во введении уже было объяснено, почему возможность 
излагать все математические определения и результаты на 
таком чисто символическом языке имеет принципиальное 
значение.

Полезно уже сейчас поупражняться в чисто символиче­
ской записи математических предложений. При этом можно 
пользоваться кроме кванторов знаками логических связок 
П , Л , V , =>. Здесь I А означает, что «А неверно», А/\В 

означает: «А и В », А\/В означает: «хотя бы одно из предло­
жений А или В верно», А=>В означает: «если А то 5». Логи­
ческие связки имеют названия ~] — отрицание, Д  — 
конъюнкция, Д  — дизъюнкция, =>- — импликация.

Часто употребляется также логическая связка ^  «тогда 
и только тогда», эквиваленция. Она может быть выражена 
через остальные логические связки следующим образом:

А<=>В * * ( А=>В) Д  (В=>А) .

§ 2. О КЛАССИФИКАЦИИ СУЖДЕНИЙ И ТЕОРИИ 
СИЛЛОГИЗМОВ ПО АРИСТОТЕЛЮ

1. В качестве первого упражнения в употреблении поня­
тий и обозначений математической логики и теории множеств 
изложим на современном языке фрагмент традиционной ло­
гики Аристотеля.

Традиционная логика имеет дело с понятиями. Понятия 
делятся на единичные и общие. Единичное понятие — это 
просто имя определенного предмета. Общее понятие по со­
держанию определяется указанием совокупности свойств, 
характеризующих подпадающие под него предметы. Класс 
предметов, обладающих этой характеристической совокуп­
ностью свойств, образует объем понятия.

Свойства предметов в математической логике называют­
ся одноместными предикатами. В этом параграфе мы будем 
иметь дело только с одноместными предикатами и называть 
их просто предикатами, обозначая буквами 5, G, Я. Выска- 
зывательную форму «предмет х обладает свойством Я» бу­
дем записывать в виде F (х ). Например, если F есть свойст­
во «быть четным числом», то высказывания F (10) и 5(1000) 
истинны, а высказывание 5(1001) ложно.

Совокупность свойств 5 1, ..., 5 П можно заменить свойст­
вом «обладать всеми свойствами F ky k = l ,  2, ..., п». Поэтому 
с точки зрения содержания общее «понятие» традиционной 
логики есть не что иное, как одноместный предикат.

Имея предикат 5, можно образовать класс

M= { x \ F ( x ) } 0 )



всех предметов, обладающих свойством F. Этот класс и ха­
рактеризует объем понятия.

При условии (1) для любого х имеет место эквивалент­
ность

F(x)

Воспользовавшись квантором общности, напишем 
V x(F (x)  ^ х е М ) ,

«для всякого х имеет место х ^ М  тогда и только тогда, 
когда F(x)». Содержательное употребление переменных пред­
полагает, что мы заранее  фиксировали некоторый непустой 
класс D предметов, объектов исследования, которые можно 
подставлять вместо переменной. И выражение «для всяко­
го х» следует понимать как «для всякого предмета х из 
класса D».

Класс D в такой ситуации называется областью измене­
ния переменной х. При употреблении выражений с перемен­
ными следует четко фиксировать область изменения соответ­
ствующих переменных. Например, в качестве D может -вы­
ступать класс всех натуральных чисел, класс всех действи­
тельных чисел или даже класс всех множеств.

Заметьте также, что D и М мы назвали классами, а не 
множествами. Как мы увидим позднее, не всякое свойство 
определяет множество объектов, хотя можно считать, что 
всякое свойство (записанное в некотором логико-математиче­
ском языке) определяет класс. Множества суть частные виды 
классов.

Область изменения переменной может быть именно клас­
сом, но не множеством. В теории силлогизмов Аристотеля 
могут фигурировать произвольные классы.

Аристотель рассматривает четыре типа суждений (в на­
шей терминологии — высказываний):

A (S,P) — общеутвердительное: «все 5  суть Р»;
£ (S ,P ) — общеотрицательное: «ни одно S не есть Р»;
I{S ,P )  — частноутвердительное: «некоторые S суть Р»;
0 (5 ,Р )  — частноотрицательное: «некоторые 5  не

суть Р».
Подходя к понятиям с точки зрения их объема, можно 

считать, что мы фиксировали некоторый непустой класс D 
предметов в качестве области изменения переменных. В на­
ших словесных формулировках S и Р суть классы, состав­
ленные из предметов класса D. По содержанию классам S 
и Р соответствуют предикаты F и G:

\/x(F(x)<=>x<=S), \fx(G(x) ^ х е Р ) ,

переменная х пробегает класс D.
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В обозначениях математической логики и теории мно­
жеств получаем такие формы записи указанных выше типов 
суждений:

A (S, Р)
SEPили

S \p  =  0
V* (FW => G(a'))

Е (S, Р) S п Р = 0
\jx (F(x) => “I G(x)) 

или
\/x 1 (F(x) Д G(x))

-

I (S, Р) S П 3* (FW Л G(x)

О (S, Р)
S \  Р ф  0 

или
л (SEP)

3* (F(x) Д П G(a))

Здесь — пересечение классов 5 и Р,
V ;c(x&SnP^*&SA*^P)•

S \ P  — разность классов 5 и Р,
V x ( x e 5 \ P ^ e S A  ~| хеР ).

S ^ P  означает: \ /x (x ^ S = > x ^ P ) .
~ ](S ^ P )  означает: «неверно, что S s P » .

0  — пустое множество,
А *~|(*€=0 ).

С помощью этих обозначений можно формулировать 
общие логические законы, справедливые при любом выборе 
соответствующих классов. Так, для любых трех множеств 
S, М и Р

(М ^Р )  Д  ( S ^ M )= > ( S ^ P ) .

В Традиционных обозначениях это высказывание можно за­
писать в виде

А(М, Р)
A(Sf М)
A(S, Р)

Э т т а к  называемый модус силлогизма ЬАгЬАгА.
3. Какие еще существуют аналогичные правила вывода? 

Имеются в виду правила вывода, позволяющие выводить 
суждения одного из видов A(S, Р ), E (S , Р ), /(S , Р) или
О(о, Р) из двух суждений типов А, Е, I или О, из которых 
первое связывает понятие Р с третьим понятием М, а вто­
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рое — понятие 5  с тем же третьим понятием М. Возможны 
четыре схемы такого рода правил (в традиционной термино­
логии — четыре фигуры силлогизма) :

I II III IV

• (М, Р) • (Р, М)
■ (S, М) - (S, М)
• (S, Р) . (S, Р)

• (М, Р) . (Р, М)
■ (М, S) . (М, S)
• (S, Р) . (S, Р)

В каждой из этих схем вместо точек можно 43 =  64 способами 
расставить буквы Л, £ , /  и О. Получается 256 возможных 
правил вывода (в традиционной терминологии — возмож­
ных модусов силлогизма). Однако не все эти правила будут 
состоятельны. Применение некоторых из них приводит к 
ошибкам. Модусы силлогизма, следуя которым из истинных 
посылок всегда получаются лишь истинные следствия, назы­
ваются правильными. В аристотелевой логике таких пра­
вильных модусов всего девятнадцать. Им даны следующие 
названия:

1-я фигура 2-я фигура 3-я фигура 4-я фигура

ЬАгЬАгА cEsArE dAtlsI cAlEmEs
cElArEnt cAmEstrEs fErlsO frEsIsOn
dArll fEstlnO dlsAmls dlmAtls
fErlO ЬАгОсО bOcAdO

*dArAptI
*fElAptOn

*bAmAlIp
*fEsApO

------  _Гласные буквы в этих названиях указывают на выбор букв 
Л, Е , 1 или О. Например, модус fElAptOn имеет вид

Е(М,  Р)
А (М, S) 
0(S, Р) '

т. е.
(MnP =  0 )A (M c = S )= ^ n  (S<=P).

Эта формула превращается в ошибочное высказывание при 
P = M = S  =  0 .  Но легко понять, что при непустых множест­
вах Р, М и S наша импликация верна. Аристотель и его 
последователи вплоть до двадцатого века не признавали по­
нятий с пустым объемом. Со своей точки зрения, они были 
правы, признавая наличие девятнадцати правильных моду­
сов. Но для математиков такая позиция крайне неудобна. 
Например, в течение тысячелетий не удалось установить, 
пуст или нет объем понятия «нечетное совершенное число» 
(совершенным называется натуральное число, у которого 
сумма отличных от него делителей равна самому числу).
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При допущении понятий с пустым объемом правильных 
модусов остаются только пятнадцать (выпадают модусы, 
отмеченные выше звездочками).

§ 3. О ПОНЯТИИ МНОЖЕСТВА

1. В математических руководствах и работах, как прави­
ло, имеют дело не с произвольными классами, а с множест­
вами. Поясним смысл этого различия.

Предположим вначале, что мы не делаем различия между 
классами и множествами и свободно вводим в рассмотрение 
множества по схеме

М =  (л:| jF(jc)},

где переменная х рассматривается как пробегающая мно­
жества (так называемая схема свертывания). Если форму­
ла F  не содержит других свободных переменных креме х, то 
терм {л:| Z7(л:)} по самому замыслу этого обозначения должен 
быть именем определенного множества (переменная х при 
его образовании «связана»).

Например, если у есть числовая переменная, пробегаю­
щая множество всех действительных чисел, то {у\у2= 1 }  есть 
имя множества {— 1, 1}.

Рассмотрим терм {х\ х$Ёх}, где х — переменная для мно­
жеств. Он является именем для множества R всех тех мно­
жеств, которые не являются своими собственными элемента­
ми. Но свойства множества R должны были бы быть стран­
ными.

В самом деле, по смыслу его определения для любого 
множества М имеем

M ez R o M etM .
В частности, в качестве М можно взять и само /?, так как 

мы считаем, что R — также полноправное множество. Мы 
получим

R zeR ^ R e£R.

Но это противоречие. В самом деле, что можно сказать о 
высказывании R ^ R ?  Если /?е/?, то R &  R, и, наоборот, если 
R&z R, то R^R\

Мы изложили «парадокс Рассела», открытый в 1902 году. 
Немного ранее были открыты другие парадоксы, в част­
ности, связанные со свойствами «множества всех вещей» и 
«множества всех множеств».

Математики были поставлены перед необходимостью на­
ложить запрет на способы рассуждения, приводящие к про­
тиворечиям. В случае парадокса Рассела надо было либо 
а) признать незаконным само определение множества R при 
помощи схемы свертывания, либо же б) опротестовать какое
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либо звено дальнейших наших рассуждений. Отказаться от 
этих совершенно элементарных приемов рассуждения о мно­
жествах было бы затруднительно. Они часто применяются в 
более элементарных случаях и там не приводят к противоре­
чиям. Поэтому достаточно единодушно в математике приня­
то считать незаконным неограниченное определение с по­
мощью схемы свертывания. Вообще было решено считать за­
конным введение в рассмотрение новых множеств лишь в 
строго оговоренных случаях.

2. В общем случае считается, что схема {лг| ̂ (лг)} опреде­
ляет некоторый класс Му который, вообще говоря, может 
оказаться и не множеством. Важно, что переменная х про­
бегает по-прежнему множества, так что М — класс, элемен­
ты которого суть множества. Для М по-прежнему выполняет­
ся определяющее соотношение

V

В обычной теории множеств запрещено образование клас­
сов, элементами которых был и бы собственно классы, не 
множества; если х и М — классы и имеет место х е М, т о  
класс х необходимо есть множество.

При таком понимании классов рассуждения в парадоксе 
Рассела уже не ведут к противоречиям; R есть класс всех 
множеств ху таких, что х е̂ х , и наше рассуждение доказы­
вает только, что класс R не является сам множеством!

3. Пусть F и G — два предиката и х  — переменная, про­
бегающая некоторый класс D объектов. Будем говорить, что 
предикаты F  и G эквивалентны, если при любых х из F (х) 
вытекает G(x) и из G(x) вытекает F (x ):

V x (F  (x )<=*G (x )).

Мы считаем, что два эквивалентных предиката опреде­
ляют один и тот же класс:

{x\F(x)} =  {x\G(x)}.

Это означает, что мы к понятию класса подходим с точки 
зрения его объема и изучаем классы с точностью до равно­
сильности определяющих эти классы предикатов. Отсюда, 
-если М и N — два класса, то

M =  N ^ \ f  X (X E M ^ X E iV ).

Это и есть так называемый принцип объемности (экстен­
сиональности) . Его можно сформулировать также следующим 
образом: два класса равны в том и только в том случае, 
когда каждый элемент одного из них принадлежит второму 
и, наоборот, каждый элемент второго принадлежит первому.

20



4. В каких же случаях классы оказываются множествами? 
Сейчас мы перечислим лишь некоторые важнейшие правила 
образования множеств.

1) Пустой класс 0  является множеством. Это множество 
характеризуется тем, что ему не принадлежит ни один 
предмет:

V х (х  <£0 ).

2) Для любого множества М существует множество {М }, 
состоящее только из элемента М:

V у ( у ^ { М } ^ у = М ) .
3) Для любых двух множеств Мt и М2 можно образовать 

их объединение, пересечение и разность. Это — вновь мно­
жества, характеризуемые эквивалентностями:

j/^Mi(JM2^ # e M i\ /* /^ M 2, 
y z E M ^ M ^ y ^ M ^ y e ^ N h , 

y & M i\M zo y < = M iA y  Ф. Мг.
Правила 2) и 3) позволяют ввести в рассмотрение все конеч­
ные семейства множеств. Кроме того, постулируется и 
существование некоторых бесконечных множеств.

4) Существует множество о> всех натуральных чисел, 
множество R всех действительных чисел, множество Z всех 
комплексных чисел и т. д. Фактически существование мно­
жеств R и Z можно уже доказать исходя из существования 
множества со натуральных чисел, но мы не будем этим зани­
маться.

5) Для всякого множества М существует множество Р(М) 
всех подмножеств М:

х ^ Р (М ) <=>х^М,
здесь

х<=:М М).

Для любых множеств Ми Мг существует множество 
(М1-+М 2 ) всех отображений из Mi в М2. Его обозначают 
также через М ^1 и называют множеством-степенью М2 и М\. 
Вместо (Mi->M2) часто пишут / : Mi-^M2.

У п р а ж н е н и е .  Пусть М, Mi, М2 — конечные множест­
ва, содержащие соответственно т ,  т{ и т 2 элементов. Дока­
жите, что Р(М) содержит 2т элементов, a (Mi-^M2) со­
держит т р  элементов.

6) Если М — множество и F (х) — произвольный преди­
кат теории множеств, то можно образовать множество М/ 
«с помощью следующего частного случая схемы свертывания:

М '= {х  | (х^М ) Д /7(х)}.
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Мы вводим обозначение
M '={xt=M \ F{x)}

и говорим, что М' получено по схеме выделения из множест 
ва М. Определяющее свойство М' таково:

(х^М )  Д  F (х) .

В частности, если переменная 2  пробегает множество К , 
то можно образовать множество по схеме свертывания 
{z\ F (z)}t так как она в этом случае сводится к схеме выде­
ления

{z \ z ^ K /\ F {z )l

Заметим, что класс всех множеств V, характеризующийся 
утверждением \/ x ( x ^ V ) ,  сам множеством не является. Дей­
ствительно, иначе множеством оказался бы и класс Рассела. 
Его можно было бы определить по схеме выделения 
{x^V\x<£ х).

Некоторые дальнейшие способы образования множеств 
мы рассмотрим в следующем параграфе. Заметим, что се­
мейство множеств образует столь мощную и гибкую струк­
туру, что в математике практически нет необходимости 
использовать собственные классы.

Обычно в математике собственные классы используются 
лишь как способ выражения. Вместо того чтобы говорить о 
конкретном условии или предикате F(x) ,  говорят о классе 
{x|F(x)} объектов, определяемых этим предикатом, причем 
упоминания о классах можно избежать, вновь вернувшись 
к условию, определяющему рассматриваемый класс. Именно 
в таком стиле говорят о классе всех групп или классе всех 
линейных пространств и т. п.

§ 4. ОТНОШЕНИЯ И ФУНКЦИИ

1. Существуют различные способы введения «упорядочен­
ной пары» двух предметов. Мы считаем, что для всяких 
множеств а и b существует множество (а, Ь)  — упорядо­
ченная пара а и Ь.

Основное свойство этого множества таково: для любых 
х, У, у' имеем

<*, у )  =  (х', У ' ) ^ ( х = х ' ) А ( У  =  У').
Множество всех таких пар ( х, у )  , что х е М  и г/еУУ,

где М и N — множества, называется декартовым, или пря­
мым, произведением  множеств М и N и обозначается через 
MXN.

То обстоятельство, что MXN  есть именно множество, 
равно как и то, что упорядоченная пара есть множество, еле
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дует рассматривать сейчас как правила образования новых 
множеств. В следующей книге мы докажем, что эти правила 
выводятся из остальных.

У п р а ж н е н и е .  Пусть Mi и М2 — конечные множества, 
содержащие соответственно и т2 элементов. Докажите, 
qro MiXM2 содержит ровно т1’Пг2 элементов.

Кроме того, допускают, что для любого множества М 
существуют множества

dom(M) =  {л:|^у((х, у)<=М )}, 
rng(M) =  {y|3*(<*, у)М)},

всех первых элементов пар из М и всех вторых элементов 
пар из М.

Ясно, что если М — множество пар, то 
TW^dom(M) X rn g(M ).

2. Понятие отношения между двумя предметами широко 
употребляется в математике и за ее пределами. Говорят об 
отношении параллельности и перпендикулярности между пря­
мыми, строгого и нестрогого неравенства между числами 
и т. д. (обозначения a\\by a_L6, х < # ,  х < у ) .

К отношениям в этом первоначальном, еще строго не 
определенном смысле слова можно, как и к понятиям, подой­
ти с точки зрения объема и с точки зрения содержания.

С точки зрения содержания отношение определяется ука­
занием высказывательной формы, указывающей на связь 
предметов в отношении:

a||fe=^«a и b суть прямые, лежащие в одной плоскости и 
не имеющие общей точки».

х ^ у  z (z< = x = > z^ y ).

Можно образовать класс пар, связанных данным отношением 
как высказывательной формой, например, { (х , у ) \х ^ у } у 
но этот класс может и не быть множеством.

С точки зрения объема высказывательная форма пол­
ностью характеризуется указанием класса пар объектов им 
связанных.

Мы примем по определению, что отношением называется 
любое множество пар. Если R — отношение (т. е. просто 
множество пар), то говорят, что предметы х и у связаны от­
ношением R , если пара (х, у)  есть элемент R.

Высказывание «предметы х и у связаны отношением R» 
записывают: xRy. Таким образом,

x R y ^ ix ,  у ) geR .

Если

R ^ M X N ,

23



то говорят, что отношение R есть отношение, определенное 
между элементами множеств М и N. Если

R<=MxM,

то говорят, что отношение R определено  на множестве М. 
Ясно, что каждое отношение R есть отношение, определенное 
между dom R и rng/?, и является отношением на dom/?U 
mg/?.

Иногда говорят об отношениях принадлежности и вклю­
чения одного множества в другое, считая знаки е  и ^  зна­
ками этих отношений. Следует иметь в виду, что здесь мы не 
имеем отношения в смысле нашего определения именно 
потому, что соответствующий класс пар не является мно­
жеством. Если бы существовало множество Е  всех пар 
множеств (х, у ) у для которых х ^ у ,  то существовало бы и 
множество dom£. Но легко видеть, что оно было бы запрет­
ным множеством «всех множеств».

Любое свойство пары предметов будем называть двумест­
ным предикатом. Например, знак е  есть знак двуместного 
предиката «быть элементом множества». Высказывательнал 
форма, выражающая применимость предиката F к паре 
предметов (х, у ) 9, стандартно пишется F (:с, у).  При такой 
системе записи вместо х е М  пишут е ( х ,  М) .

Если существует множество
R = { { x ,  у) |F(x, у) ) ,  

то
F{x,  y ) ^ * R y -

В этом случае говорят, что предикат F  имеет график R. Мы 
видели, что не всякий предикат имеет график.

Иногда, следуя Бурбаки, отношением называют тройку 
(М1, М2, R ) ,  где R ^ M i X M 2, и говорят, что это — отноше­
ние между элементами множеств Мх и М2. Таким образом, 
в само понятие отношения включаются области, откуда бе­
рутся элементы пар. Нам такое определение представляется 
неудобным, и мы всюду далее ему не следуем.

3. Отношение R называется функциональным отноше­
нием, короче функцией, если для любого х в R содержится не 
более одной пары (х, у )  с первым элементом х. В логиче­
ской записи R есть функция, если

(х, ух ) ^RA( Xy  у2)^ Е =^У \ =У 2 -
Записанное здесь условие называется условием униформнос- 
ти (по второй координате). Таким образом; функция есть 
отношение, униформное по второй координате.

Как для любого отношения, для функции / определяются 
множества dom(f) и rng (f). Множество dom (f) называется
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областью определения функции /, а множество rng (f) -  
множеством значений функции f.

Функции иначе называются еще отображениями. Отобра­
жение f есть

1) отображение М на N, если
M =  dom(f), N =  rng(f)\

2) отображение М в N, если
Af =  dom(/), гпg( f ) ^N\

3) отображение из М на N, если
dom(/)<=М, rng(f) =  N;

4) отображение из M в N, если
dom (f)^Af, rng ( f ) ^ N .

Отображение типа 1) называется также сюръекцией М 
на N. Единственный предмет у, для которого при данном 
x ^ d o m ( f )  имеет место (x, y ) ^ f ,  обозначается f (x).

Для любых двух отношений R u S определяется их «ком­
позиция»

S o R ^ { ( х ,  z ) \ l y ( ( ( x ,  y ) < = R ) A ( ( y ,  2 > e S ) ) } .
У п р а ж н е н и е .  Докажите, что композиция двух функ­

ций есть функция.
Заметьте, что пустое множество также есть функция, 

«нигде не определенная функция».
Отношение 3~1= { ( х ,  у ) \(у ,  х ) <=S} называется от­

ношением, обратным к отношению 5. Отношение, обратное 
к функции, не всегда является функцией. Если /-1 — функ­
ция, то функция f называется обратимой, или биекцией. 
Называя функции отображениями, говорят в этом случае 
о взаимно однозначном  отображении dom (f) на rng(/).

Фиксируем натуральное число пг. Функцию, область опре­
деления которой состоит из упорядоченных последователь­
ностей { х и хт),  называют функцией т переменных и 
вместо f ( (х  1, • ••> хт )), пишут f {хи Хт) .

Рассмотрим операции над множествами, такие как Рх, 
х[)у, х[}у. Нельзя рассматривать знак Р в выражении Рх 
(множество всех подмножеств множества х) как знак функ­
ции, так же и знак U в выражении х[)у нельзя рассматривать 
как знак функции двух переменных. Дело в том, что, напри­
мер, {(х, у/\Рх =  у} есть уже собственный класс, а не 
множество. Функция же по определению есть всегда мно­
жество.

Однако если ограничить область определения операции 
множествами, то ограниченная таким образом операция уже 
является функцией. Так, если М — множество, то { (х ,  у)  
| х ^ М,  Рх =  у} также есть множество. Это — один из
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фундаментальных принципов образования множеств, прин­
цип подстановки.

4. З а м е ч а н и е .  На практике используются иногда тер­
мы, не определенные при некоторых значениях переменных. 
Например, в терме Т вида 1/(х5+ 1 9 8 2 х + 1 )  можно заранее 
условиться, что х — числовая переменная, но в случае 
х5+ 1982 х-|-1 = 0  выражение Т не имеет смысла. Для того 
чтобы решить, при каких х это случится, надо решить урав­
нение пятой степени.

Если желать, чтобы правила, по которым термы отли­
чаются от «не термов», были просты и эффективно приме­
нимы, приходится либо а) признать существование «бессмыс­
ленных» термов, либо б) приписать подобным термам искус­
ственно какой-либо смысл.

В теории множеств удобно идти именно по второму пути, 
хотя на первый взгляд он расходится с практикой элемен­
тарной алгебры и школьной математикой. А именно, считают, 
что терм Т всегда  имеет значение, но для д;5+ 1982 лг-f-1 = 0  
это есть некоторое отдельное, специально выделенное значе­
ние, например некоторый формальный символ «бессмыслен­

но». При таком п о д х о д е =  15 ложно (так как число 15 не 

равно символу «бессмысленно»), а формула П ("5" = 1 5 ^ у ж е
истинна.

§ 5. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

1. С конца 19-го — начала 20-го века укоренился обычай 
излагать концепции каждой специальной математической 
теории на языке теории множеств.

Например, теория групп изучает группы , а каждая группа 
есть пара (А ,* ) , где А есть непустое множество (элемен­
тов группы), а * есть функция, сопоставляющая каждой 
паре (а, b ) элементов множества А некоторый элемент 
множества А, обозначаемый через а* Ь. При этом операция 
* удовлетворяет хорошо известным аксиомам группы:

G1. ( а * Ь ) * с  =  а*  (Ь* с).
G2. Существует элемент е ^ А у такой, что для всех я еА , 

а *е = £  * а —а.
G3. Для всякого элемента а существует элемент Ь, такой, 

что
а* Ь =  Ь * а  =  е.

Аналогично, кольцо — это тройка (R, + ,  •), состоя­
щая из непустого множества R и двух функций +  и • от
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двух переменных, отображающих R X R  в R. При этом вы­
полняются следующие требования (здесь а-Ь  мы коротко 
записываем как аЪ):

R l. a-\-b =  b-\-a.
R2. а +  Ь (Ь +  с) =  ( а + Ь )+ с .
R3. с (а +  с =  Ь) .
R4. a(bc)  =  (a b )c .
Ro. a(b-\-c) = a b  +  ac.
R6. (а + Ь )с  =  ас +  Ьс.

Аксиома /?3 гарантирует нам возможность и единственность 
вычитания. Знак 3 • заменяет фразу: «существует и единст­
венный». При желании мы могли бы обойтись и знаком 3> 
например, аксиому R3 можно было бы записать в таком 
виде:

V а V Ь ((3 с (а +  с =  Ь)) Д V сг \/ сг {((а +  =  6) Д

Л (а +  с2 =  Ь))=>(сг =  с2)))).

Два закона дистрибутивности умножения относительно сло­
жения появились из-за того, что в общем определении кольца 
не предполагается коммутативность умножения. Примеры 
некоммутативных колец известны из курса линейной алгебры: 
таковы кольца квадратных матриц порядка > 2 . Интересую­
щие нас далее булевы кольца, впрочем, коммутативны.

Нетрудно вывести из аксиом R 1—R6, что в кольце сущест­
вует единственный элемент о (нуль кольца), такой что

У а (а + о  =  а),
У а(оа =  ао =  о ).

В кольце имеется не более одного элемента е, такого, что
У а(а е  =  еа =  а ) .

Элемент е называют единицей кольца. Бывают кольца и 
без единицы: например, кольцо всех четных чисел относи­
тельно обычного сложения и умножения.

Кольцо называется полем, если умножение коммутативно 
и обладает свойствами группы на множестве элементов, от­
личных от о .

Приведем некоторые примеры колец.
1) Колько D из двух элементов {0, 1}, где операции сло­

жения и умножения выполняются по mod 2:
0 + 0 = 1  +  1 =0 , 04-1 =  1 + 0 = 1 ,

0-0 =  0 - 1 =  1 - 0 =  0, 1-1 =  1.
Это кольцо является полем.

27



2) R = { 0 , 1, 2, 3 }.  Операции задаются таблицами

+ 0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0

1 1 2 3 0 1 0 1 2 3

2 2 3 0 1 2 0 2 0 2

3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Из таблицы сложения видно, что операция +  коммутативна 
{R 1), и поскольку в любом столбце и любой строке каждый 
элемент встречается ровно один раз, то выполнена аксиома 
R3. Справедливость остальных аксиом вытекает из того, что 
элементы нашего кольца складываются и умножаются как 
остатки от деления на 4 и, следовательно, на них переносятся 
свойства ассоциативности и дистрибутивности, верные для 
целых чисел (проверьте!).

3) R = { 0, 1, I, 1 + i} .  Операции сложения и умножения 
задаются таблицами

+ 0 1 i 1 +  i 0 1 i 1 + i

0 0 1 i 1 +  i 0 0 0 0 0

1 1 0 1 + i i 1 0 1 i 1 +  i
i i 1 +  i 0 1 i 0 i 1 + i 1

1 +  i 1 + i i 1 0 1 +  i 0 l +  i: 1 i

Опять-таки видно, что аксиома R3 выполнена. Далее, так 
как в таблице умножения элементов 1, i, 1 + i  в каждой 
строке и столбце встречается по одному разу каждый из 
этих элементов, то выполнима операция деления на нену­
левой элемент. Для проверки остальных аксиом представим 
каждый элемент нашего кольца в виде a +  bi, где а и b рав­
ны 0 или 1, имея в виду, что

0 + 0 - i  =  0, 0 + b i  =  /,
1 +  0 • i =  1, 1 +  1 • i =  1 +  i.

Тогда операция сложения получает простое описание; чтобы 
сложить а + Ы  и c +  diy надо совершить сложение по mod 2 
коэффициентов

(a +  bi) +  (c-\-di) =  (а +  с) +  (b-\~d) i.
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Чтобы перемножить а + 6 /  и c-{-diy надо совершить почленное 
умножение, воспользоваться соотношением i2= l  +  i, а затем 
привести подобные члены

(а+Ы ) ( с + Л )  = а с +  (bc +  ad )i +  bdi2=
=  (ac +  bd)-\-(bc +  ad-\-bd)i.

У п р а ж н е н и е .  Пользуясь этими замечаниями, прове­
дите самостоятельно проверку выполнения оставшихся ак­
сиом.

Другой путь проверки выполнения аксиом кольца вытекает 
из следующего замечания: элементы 0, 1, /, 1+*’ могут рас­
сматриваться как остатки от деления многочленов ог пере­
менной i на многочлен i2+ i + 1, при этом сложение и умно­
жение остатков в точности отвечает нашим операциям в 
кольце.

Отметим, что полученное кольцо является полем.
4) £ = { < 0 ,  0) ,  (I, 0 ) ,  (1, 0 ) ,  (1,  1 )}.

Операции сложения и умножения выполняются почленно в 
соответствии с правилами

0 + 0 = 1 4 - 1 = 0 ,  0 + 1  =  1 4 -0 = 1 ,
0*0 =  0 * 1 =  1 - 0 =  0, 1*1 =  1,

т. е. члены пары (а , b ) рассматриваются как элементы 
кольца D. В соответствии с этим кольцо R обозначают D2.

Пример 4) является частным случаем такой общей кон­
струкции новых колец. Пусть дано кольцо (/?, + ,  •), 
Образуем множество Rm всех упорядоченных последователь­
ностей

(XU * 2, ...» Хт)
длины т элементов из R (сокращенно — «т-ок элементов 
из R»).  Операции сложения и умножения в Rm будем выпол­
нять почленно:

(хи ..., Xm) +  (yif ..., Ут)=(Х1 +  Уи •••, Хт +  Цт.)
( Хи ...,Хт ) ' ( Уи - ,Ут) =  (Х1-уи ...9Хт-ут)- 

Легко понять, что получается новое кольцо, которое также 
обозначается через Rm.

2. Группы и кольца являются примерами математических 
структур. В качестве следующего примера рассмотрим струк­
туру упорядоченного поля. Так называется структура вида 
(R, + ,  •, < ) ,  где (/?, 4-, • ) является полем, а <  есть 
отношение на множестве Ry удовлетворяющее следующим 
аксиомам строгого упорядочения:

1) ~1 ( а < а ) ;
2) a c b /\ Ь сс= ^ аС с\
3) a C b \ Ja = ^ b \ Jb C a ;
4) аС Ь = > а  +  с с Ь  +  с\
5) o C a /\ b C c = ^ a b c a c .
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Например, множество действительных чисел с естествен­
ными операциями и упорядочением образуют структуру упо­
рядоченного поля.

3. Общее определение математической структуры доста­
точно громоздко. Ограничимся определением математиче­
ской структуры первого порядка. Такая структура представ­
ляет собой набор объектов, состоящий из

1) некоторого конечного запаса основных множеств
Ми ..., Mi

причем каждое из множеств Mi непусто;
2) конечного запаса отображений из декартовых произ­

ведений Mi в Mj, т. е. отображений вида

f : M i t x  . . .  X Mt-k -+-Mj;

3) конечного запаса отношений на Mi, т. е. конечного за­
паса подмножеств

R ЕЕ Mit х  . . .  х  Mikt

Таким образом, структура первого порядка S имеет вид 
(Ми ..., Mi; f i , ..., fm; R iy..., Rn },

где Mi,.. . ,Mi  — основные множества S; — операции
S и Ru — отношения 5.

Обычно рассматривают целый класс структур, удовлетво­
ряющих одним и тем же условиям. Такой класс образует род 
структур. Например, кольца — это один род структур, груп­
пы — другой род структур.

В математической логике условия, определяющие род 
структур, записывают в виде формул в точных логико-мате­
матических языках. Для структур первого порядка с этой 
целью используются языки первого порядка. Математические 
структуры играют роль интерпретаций, моделей таких языков.

4. В качестве примера структуры, не являющейся структу­
рой первого порядка, рассмотрим определение топологиче­
ского пространства. Топологическим пространством назы­
вается пара ( X, Г ) ,  где X — непустое множество, элемен­
ты которого называются точками топологического пространст­
ва. Т есть семейство подмножеств Ху Т ^ Р ( Х ) ,  элементы 
которого называются открытыми подмножествами X. Само 
семейство Т называется топологией пространства ( X, Г ) ,
При этом должны выполняться следующие требования:

1) 0е=7\ Х е Т ,
2) Uи
3) для произвольного семейства {С/ф’е / }  открытых 

множеств их объединение U Vt также открыто.
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Типичным примером топологического пространства яв- 
ляется множество действительных чисел, если открытыми 
множествами считать все возможные объединения открытых 
интервалов.

§ 6. БУЛЕВА АЛГЕБРА

1. Для математической логики особое значение имеют 
структуры, называемые булевыми кольцами и булевыми р е * 
тетками. Эти структуры тесно связаны между собой.

Булевы кольца выделяются из всех других двумя допол­
нительными аксиомами:

R7. а (ае  =  еа =  а ) ,
BR8. \/а(аа — а).

Аксиома R7 есть аксиома существования единицы. Из 
аксиом R 1—R7 легко выводится, что единица в кольце только 
одна. Более специфична аксиома BR8.

У п р а ж н е н и я ,  а) Проверьте, что новые аксиомы R7 
И BR8 выполнены в кольце D, так что кольцо D — булево.

б) Докажите, что если В — булево кольцо, то В т — так­
же булево кольцо для всякого натурального т > 0.

в) Докажите, что булево кольцо Dw имеет 2т элементов. 
Его единица есть m-ка (1, 1,..., 1 ), а нуль ( 0, 0, ..., 0 ) .

Мы увидим вскоре, что каждое конечное булево кольцо 
Изоморфно какому-либо из колец Dm.

2. С каждым множеством Е, состоящим из гп элементов, 
связаны два кольца, изоморфные Dm.

1) кольцо DE определенных на Е функций со значе­
ниями из D.

2) кольцо Р (Е) всех подмножеств множества Е с опера­
циями

А +  В = (А [)В )\ (А ()В ),
А-В =  А(\В.

Естественное изоморфное отображение Р(Е)  на 0 Е уста­
навливается, если подмножеству А ^ Е  поставить в соответст­
вие его характеристическую функцию

v . . ( 1, если х е= А г
Ка (х) = {

\ 0, если x q t  А.
Чтобы получить изоморфное отображение на Dm, рас­
положим элементы Е в определенном порядке:

ей е^ em.

Функции х из D£ поставим в соответствие набор 

< Х Ы , х Ы ,  ...,х (ет))  e D " 1.
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В кольце Р(Е)  рассматривается унарная операция взятия 
дополнения

Л =  £'\ Л  =  Е-\~А.
Очевидно,

Л =  Л, А-А =  0 .

Операцию объединения множеств в Р(Е)  можно опреде­
лить через операции кольца:

А[ ) В={ А +  В ) + А В .

Свойство Л ^ £  можно записать в виде
Л *£ =  Л или А[)В =  В.

Отношение включения обладает следующими свойствами: 
Л д=С Д £с=С ^Л  +  £с=С.

Сделаем еще одно замечание. Всякое непустое подмно­
жество Л может быть получено как объединение одно­
элементных подмножеств множества Е. Поскольку объедине­
ние непересекающихся множеств совпадает с их суммой

k k
JJ At =  Аг U . . .  U Ak — Л,- =  Аг +  . . .  +  Ak,
i = 1 i= 1

получаем

Л =  £  {а}.
а£А

Заметим, что одноэлементные подмножества {а} могут быть 
определены как минимальные элементы отношения т. е. 
такие подмножества А, что А Ф 0  и, кроме того,

£ ^ Л = ^ (£  =  0 ) V (£ =  Л).

3. Описанные нами выше свойства булева кольца под­
множеств тривиальны и непосредственно следуют из содер­
жательного смысла введенных операций сложения и умноже­
ния. Замечательно то, что все приведенные выше построения 
можно произвести в любом конечном булевом кольце, опи­
раясь на аксиомы булева кольца. Результатом таких построе­
ний явится теорема о том, что всякое конечное булево 
кольцо устроено как булево кольцо всех подмножеств некото­
рого конечного множества.

Л е м м а .  £  любом булевом кольце имеют место свой­
ства

(1) а + а  =  о\
(2) a + b  =  o=>a—b\
(3) a-b  =  b-a.
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t> Подставим в BR8 вместо а сумму е +  а и в левой части 
раскроем скобки

(е + а )  • (е + а )  = е - е + а - е + е - а + а - а  =
=  е + а  +  а + а =  (е+а) +  (а + а )  =  е +  а.

Из единственности вычитания (R3) получаем =  Из 
единственности вычитания из (1) получаем (2). Докажем (3). 
По BR8  имеем

(а + 6 )  (а+6) =  а+Ь .

Преобразовав левую часть, получим
(а + 6 )  (а + Ь ) = а  +  6 а + а 6  +  Ь =

=  (а + 6 )  +  (Ьа+аЪ ) =  а + Ь ,
откуда ba +  ab =  o,
т. е. в силу (2) ab =  ba. □

Элемент а + е  называется дополнением к элементу а и 
обозначается а. Для дополнений имеем

(4) а =  а;
(5) а + а  =  е;
(6) аа =  о.
А а =  (а + е )  + е  =  а +  (е + е )  = а . 

а + а = а +  (а +  a) =  ( а + а ) + а  =  е.
а а = а (а + е )  = а  +  а =  о. □

Введем отношение с ,  положив
a < b ^  ab =  a.

Скажем, что а < Ь ,  если а « +  и афЬ .
(7) а < 6 Д 6 < с = * -а < с .
|> Действительно, если ab =  a, b c = b ,  то

а с =  ( a b ) c - a ( b c )  = a b  =  a, □
Свойство (7) транзитивности отношения <  означает, что 

отношение с  устанавливает в В «частичный порядок*. Легко 
проверить, что отношение <  также транзитивно. Специфи­
ческим свойством этого отношения частичного порядка яв­
ляется следующее:

(8) а < с Д & < с = ^ а + Ь < а ,
(9) аЬ <а .
[> Проверим (8). Дано ас =  а, Ьс =  Ь, тогда 

ОсфЬс — а +  Ь,
Т. е. ( a + b ) c = a  + b.

Проверим (9). Имеем ( a b )a — (aa)b  =  ab. □
Минимальные элементы по отношению называются 

атомами. Иными словами, элемент a e S ,  а ф о  называется 
атомом, если Ь-<а=Ф~(Ь — о\/Ь =  а ).

Л е м м а .  Если В — конечное булево кольцо и Ь е В ,  
Ьфо, то существует атом а, а<Ъ .
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D> Если Ъ — атом, то положим а =  Ь. Если b — не атом, 
то найдется элемент bu £?i<b, Ь ^ Ь У Ь^Фоу т. е.

Если Ь1 — атом, то все доказано, если нет, то найдется 
элемент Ь2у что o < b 2< b i y и т. д...... Цепочка

... b3< b 2c b i < b

состоит из попарно различных элементов, и так как только В 
конечно, то на некотором шаге последовательность

bk< b k- 1 <  ... < f c i < 6

обрывается, и элемент b^<ib  является атомом. □
(10) Если аи а2 — различные атомы, то

а\а2= о .

[> Из (9) следует, что ata2< a i, aia2< a 2. Если а{в2Ф оу то, 
поскольку ai, а2 — атомы, необходимо aia2 =  ai и ащ2= а 2у 
т. е. ai =  a2, чего не может быть, так как а 1ф а 2. □

4. Т е о р е м а .  Всякое конечное булево кольцо изоморфно 
стандартному булевому кольцу Dm при подходящем т.

[> Пусть В — конечное булево кольцо. Так как множество 
В конечно, то число всех атомов конечно. Расположим их в 
определенной последовательности: а ь а2, ..., ат .

Докажем, что для каждого элемента Ь ^ В , Ь ф о  имеет 
место представление

» -  Е

где сумма берется по всем таким, что а ,< 6 . Положим
пока Ь' =  а {. Так как a,<fe для всех членов в сумме Ь',

то согласно (8) b'^cb. Пусть Ь'ФЬ. По свойству кольца тогда 
найдется и единственный элемент й ф о  b' +  d =  b. Умножая 
это равенство на Ь' и замечая, что Ь 'с б  (что означает 
b'b =  b'), получим b'-\-b'd =  b', откуда b 'd = o . Далее, bd =  
=  {b '+ d )d = b 'd -\ -d d = d , т. е. Так как d ^ o ,  то найдется
атом a < d . Ввиду d< .b  отсюда следует, что а < Ь  и, значит, 
атом а  фигурирует в сумме b’ =  а,. Отсюда ab' =  ^

а £<Ь а ^ Ъ

aat =  a  (см. (10)), т. е. аЬ'Фо. С другой стороны, ввиду 
того, что a c d , a b '=  ( a d ) b '= a ( d b ' )= a o  = о , и мы приходим к 
противоречию. Таким образом, b' =  b, и наше представление 
установлено.

Заметим теперь, что для каждого элемента Ь ^ В  найдут­
ся ц.1, .... рт , где \н =  е или р» =  о, такие, что

Ь =  Plfll-f-p2fl2+ ... Ч“РтОя»<
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В самом деле, по доказанному й =  2 а г-, и достаточно поло­

жить |т =  е для всех аг, для которых сц<Ь, и \н =  о — для 
остальных аг-.

Теперь отметим, что указанные p i,..., рт  находятся по 
элементу b единственным образом. Действительно, пусть 
имеем представления

откуда р г+м Л =0 или =  (см. (2)).
Если b =  pifli+ ... +Pmflm и Ъ' =  p'iflk +  ... +  р'тпЯт, ТО, 

очевидно,
b-\-b'= #1 +  ... “Ь ( р т + p^n) flm,

Ъ Ь '  —  (p ip / l)fli4_ ... Н“ (рт?7р/т ) я гп.
Определим функцию

и поставим в соответствие каждому элементу & =  pifli+ ... -f 
ртат кольца В т-ку ( / ( p i ) , / (р™)) e D m.

Описанные выше свойства этого соответствия показывают, 
что оно есть изоморфизм кольца В в Dm. □

5. Полученное нами представление конечных булевых 
колец не обобщается непосредственно на бесконечные кольца. 
Неверно, что всякое булево кольцо изоморфно кольцу всех 
подмножеств некоторого множества. Однако верно, что для 
каждого булева кольца можно подобрать некоторую систему 
подмножеств (не всех) некоторого множества, которая отно­
сительно обычных теоретико-множественных операций обра­
зует кольцо, изоморфное исходному. Мы ограничимся схема­
тичным рассмотрением интересного примера такого булева 
кольца.

Возьмем канторовское множество на отрезке [0, 1] — 
множество, остающееся от отрезка, если из него выбросить 
систему интервалов

b — \liCLi-\- ... +  
b =  \l\CLi-\- ... -j-p/m^Tn.

Складывая эти равенства, получаем (см. (1)) 
0 =  (pi +  p/i) #1+ ... -f- (pm“f"рЛ™) Am* 

Далее, умножая на а*, имеем
о =  (pi +  рЛ) Яг,

1, если р =  е, 
О, если р = о ,

L  JL 
3 ’ 3

_L _1
9 ’ 9

_7_ _8

9 ’ 9

J ___ 2 _
27  ’ 27

И Т. д.
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Полученное множество, которое мы обозначим /С, обладает 
рядом замечательных свойств. Среди них отметим два: 
множество К  — замкнутое множество действительной прямой 
(дополнение к открытому множеству, состоящему из объеди­
нения описанных выше интервалов и (— оо, 0), (1, -f-oo)); 
множество К имеет мощность континуума.

Выделим в К  систему R всех подмножеств, являющихся 
одновременно открытыми и замкнутыми относительно К. 
Такие подмножества в К  существуют. Например, часть /С, 
лежащая на отрезке [0, 1/2], с одной стороны, замкнута от­
носительно действительной прямой и, следовательно, относи­
тельно К. С другой стороны, дополнение к этой части отно­
сительно К снова замкнуто в /С, так как это есть часть /С, 
лежащая на отрезке [1/2, 1]. Следовательно, выделенная 
часть К является, как говорят, открыто-замкнутым под­
множеством К. Итак, система R состоит из подмножеств К> 
которые замкнуты и дополнение относительно которых также 
замкнуто. Нетрудно проверить, что операции пересечения и 
симметрической разности не выводят нас из системы R и, 
следовательно, порождают в R структуру булева кольца.

Понятно, что система R не совпадает с системой всех под­
множеств К: например, подмножество, состоящее из одного 
числа 0, не принадлежит /?, так как дополнение этого под­
множества в К  не замкнуто (справа от 0 в любой близости 
к 0 имеются точки из К ) .

В нашем кольце R вообще не существует атомов; ими 
могли бы быть лишь одноэлементные подмножества К  — 
точки, но они не принадлежат R.

6. С булевыми кольцами тесно связаны булевы решетки. 
По существу, теория булевых колец и теория булевых реше­
ток являются лишь двумя формами изложения одних и тех 
же математических идей.

Булевой решеткой мы называем множество с тремя опе­
рациями

( в ,  а  и, -  >,

где R h U — бинарные (двуместные) операции, называемые 
пересечением  и объединением в решетке, ~ есть унарная (од­
номестная) операция — дополнение. В — непустое множест­
во элементов решетки. При этом выполняются следующие 
требования:

А 1. a{)b =  b[)ay a{jb =  b[]ay
А2. аП(ЬПс) =  (аПЬ)Пс,

a{](b[}c) =  (alJb)Uc>
ЛЗ. (a(}b){)b =  b,

(a[jb)(]b =  by
А4. аП(Ь[}с) =  (а(]Ь)[}(а{]с), 

a [}(b (]c )^ (a [}b )[](a [jc )y
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АЪ. (a()a){)b =  b ,
(a\ja)f]b =  b.

Типичным примером булевой решетки является система 
Р(Е) всех подмножеств какого-либо множества Е с опера- 
циями af|b, а[}Ьу а, понимаемыми теоретико-множественно 
(как теоретико-множественное пересечение, объединение и 
дополнение соответственно).

Более общо, на некотором множестве Е  может быть вы­
делено некоторое семейство S ^ P ( Е) (не обязательно всех) 
подмножеств, замкнутое относительно теоретико-множествен­
ных операций* пересечения, объединения и дополнения. По­
следнее означает, что из а у b ^ S  следует a f l^ e S  и аналогич­
но для других операций. В этом случае S также является 
булевой решеткой, ее называют полем множеств на Е. Так, п 
п. 5 открыто-замкнутые подмножества составляют поле мно­
жеств на К.

Определим булеву решетку из двух элементов {0, 1), 
задав операции следующим образом:

af|b =  min(a, b ) y a|Jb =  max(a, b ) y а = 1  — а.
Наконец, если дана булева решетка В у то можно образо­

вать решетку Вту элементы которой суть наборы ( a b ..., aw) 
с почленными операциями.

7. Приведем некоторые простейшие следствия аксиом бу­
левой решетки. Как легко видеть, система аксиом А 1—Л5 
симметрична относительно операций а(]Ь и а[}Ь: вместе с каж­
дой аксиомой содержится двойственная аксиома, в которой 
операции П и U заменены друг на друга. Такая двойственная 
система аксиом позволяет доказывать утверждения парами: 
если мы доказали некоторое утверждение, то совершенно 
симметрично можно доказать и двойственное утверждение. 
Практически мы часто будем ограничиваться доказательством 
лишь одного из двойственных утверждений, оставляя второе 
читателю.

В любой булевой решетке верно следующее:
(1) aUa=a,
(2) а[}а =  а.

t> ( l ) a  =  a\ j(a[]b) =  {а\)а)[) (а \)Ь) =
АЪ Л4 Л4

=  (а П (а П b)) (J (а (1 (a U Ь)) =  a (J а.
АЪ

Здесь под каждым равенством написано, на основании 
какой аксиомы оно получено. (2) доказывается симмет­
рично. □

(3) a(\b==a<=>a\Jb =  b.
!> Пусть аС\Ь — а. Ввиду АЗ и А1 имеем (a f)b){]b~b . По 

допущению отсюда следует, что a[jb=^b. В обратную сторону 
доказательство проводится симметрично. □
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Положим по определению
acb = sa (\ b  =  a,

что ввиду (3) равносильно a[jb =  b. Следующие три свойства 
означают, что с  есть «частичный порядок» на булевой ре­
шетке

(4) а с а ;
(5) a c b / \ b c c = > a c c ;
(6) a c b /\ b c a = ^ a  =  b.
[> (4) см. (1).
(5) Дано а[)Ь =  а, и b [)c= b , необходимо показать, что 

а (]с= а . Но aflc=  (af\b)f\c—af]b =  a. Мы использовали А2.
(6) Ввиду a c b  и Ь с а  имеем а=а[]Ь  и a —af\b. Подстав­

ляя в первое из этих равенств вместо а  выражение а(]Ь, по 
лучим a — (a(]b)[jb =  b ввиду АЗ. П

Свойства (7) — (12), перечисленные ниже, называются р е ­
шеточными свойствами объединения и пересечения.

(7) acaljfe;
(8) b ca \ jb ;
(9) ассД & сс^Ф -аиЬ сс;
(10) аП йса;
(11) a ( ]b c b ;
(12) c c a /\ c < b = > c c a (\ b .
0 ( 7 )  acaUfe означает, что а{\(а\]Ь) = а ,  и следует из 

АЗ и А1.
(9) Дано: а\]с=с  и Ь\}с=с. Поэтому 

(а{\с)\](Ь\)с)=с[)с=с

(см. (1)) .  Используя А\ и А2, отсюда имеем (alJ6)U(cL)c) —с, 
т. е. (aUb)Uc =  c, что означает а[}Ь сс . □

(13) а(\а =  Ь(\6\
(14) aUa =  HJ5.
О (13) Аксиома А5 имеет вид аЛпс:(>. Заменяя b на Ь̂ \БТ 

получим аЛбс&Л&- Так как а  и b произвольны, то аЛ а= 
=  Ь{]Б. □

Ввиду (13) и (14) элементы аЛЙ и а1)а_не зависят от вы­
бора а. Определим «нуль» решетки о — а(]а и «единицу» ре­
шетки e =  a[ja. Из определения и ввиду А5:

(15) о =  аЛа;
(16) e =  a(Ja;
(17) о с а ;
(18) а с е .
Таким образом, о — наименьший, а е — наибольший 

элементы в решетке. Далее,
(19) al)o =  a, af)o =  o;
(20) a\Je=e, afie — a.
Важная характеристика дополнения определяется следую­

щим свойством;
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(21) а Пс =  о Д а (Jс =  е —ус =  а.

t>c =  oUc =  (ana)Uc =  (aUc) f) (aUс) =
(19) (15) м

=  е(] (a U с) =  a U с, т. е. а < с .
( 20)

с =  е П с =  (a (J а) П с =  (а П с) 11(аЛс) =
(20) Д4

=  oU(af|c) =  а(1с, т. е. с < а .  □
(19)

(22) а =  а.
[> Подставим в (21) вместо а  элемент _а  и вместо с

элемент а. Тогда ввиду (15) и (16) имеем а =  а. □
Следующие два равенства называются законами де Мор­

ган а :

<23) а\уЬ =  af| b;

(24) =  a  U Ъ.

О (23). Используем (21). Пусть с =  а(]В, тогда (a(Jb)flc — 
=  (а и й )П (а д  =  (аГ)аЛ 5)и(& П ад=ои о=о. Далее, (аДО)и 
Uс =  (e U 6 )U (W  =  (а 1 1 В Д Л (а и а д  = е ( ] е = е .  □

Следующая эквивалентность называется законом контра- 
позиции:

(25) а^.Ь<=*-В<.а. ___
\> Пусть а < Ь ,  т. е. a\jb =  b, тогда а[}Ь =  В, т. е. (см. (23)) 

af\B=B, что означает 5 < а . Обратно, если В*са, то

а(]В=В, тогда a f\ b = Ь  и ввиду (24) и (22) a[]b =  b, т. е. 
а < Ь .  □

(26) о =  в, е =  о.
О о =  а [ \ Ъ ^ а { ] а  =  а\]а =  е. □

(15) (24) (22)

Определим разность двух элементов
^af]B .

У п р а ж н е н и е .  Докажите, что а < Ь ^ -а '\ Ь  =  о.
8. Укажем теперь на связь между булевыми кольцами и 

булевыми решетками.
Если дано булево кольцо {В , + ,  • ) то можно опреде­

лить булеву решетку {В , Л, U, ~ )» положив af]b =  ab, 
a\Jb =  a +  b4~ab, а =  а-\-е. Следует, конечно, проверить, что
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это действительно булева решетка, т. е. что выполняются 
аксиомы А 1—АЪ. Проверим, например А4:

o[}{b[\c) =a-\'bc +  abc\
(a|»n(a|Jc) =  ( a + b + a b )  (a-\-c +  a c ) =

=  a +  ab-\-ab-\-ac +  bc+abc-\-ac-\-abc4-abc =  a-\-bc-{-abc.

Обратно, если дана булева решетка (£ ,  U, Л» “ )» то 
можно определить булево кольцо ( / ? , + , * ) ,  положив 
a +  b =  (a[}b)\ (a fl^ ), ab =  aflb. Например, аксиома BR8 в п. 1 
следует из (2) п. 7. Проверка остальных аксиом предостав­
ляется читателю.

Важно отметить, что описанное соответствие между коль­
цами и решетками взаимно-обратно. Так, если по данной 
булевой решетке образовать кольцо, а затем по кольцу 
вновь образовать решетку, то мы получим не что иное, как 
первоначальную решетку.

Таким образом, между булевыми кольцами и булевыми 
решетками имеется каноническое взаимно-однозначное соот­
ветствие. Мы имеем, по сути дела, одну теорию — булеву ал ­
гебру .

9. Рассмотрим булево кольцо Fn функций
}{Х1, ...,Хп)

от п переменных X\>...,xn̂ D  со значениями из D, так назы­
ваемых булевых функций.

У п р а ж н е н и е .  Сколько элементов в Fn?
Пользуясь операциями сложения и умножения в коль­

це D, можно представить такую функцию по формуле Л а г ­
ранжа в виде

п

/ ( * ...........*„) =  £  / (<*i> •••.«/.) П  (** +  ак +  1), (1)
а иа2, . . . , а п k=\

где суммирование ведется по всем наборам а и ...,ап из ну­
лей и единиц, т е. по всем элементам кольца Dn. Для дока­
зательства достаточно заметить, что произведение

п

........ап (xlt . . .  , х„) =  П  (Хк +  ак +  1), (2)
k=\

рассматриваемое как функция от * i , ..., лгп, равно единице 
только при xi =  ai, Х2=П2, ..., хп^ а п. В остальных же случаях 
это произведение равно нулю.

Положив
ха =  х при а =  1, 

ха =  х =  х-{-1 при а =  О,
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запишем произведение (2) в виде

& . ........%  ( X i ,  , х п )  =  х “ * х ?  . . . х ап п.

На языке булевых решеток 8й1.....а есть конъюнкция, в кото­
рую каждое хк входит либо само, либо в виде хк ровно один 
раз.

Так как различные произведения 6 и 6' таковы, что 
6 6 '=  О, то в формуле (1) кольцевую сумму S можно заменить 
на булево объединение [}. Мы получаем представление произ­
вольной булевой функции в так называемой совершенной 
дизъюнктивной нормальной форме

f (*1> • ••.*«) = U f («к • • • . ап) 4 ' . . .  хпп.
.....%

Если f не равна тождественно нулю, то это выражение 
можно записать в виде

f ( X l ...............Х п ) =  U Х ° ‘ . . .  х а п .
На,......ап) = 1

где суммирование распространяется на все наборы аь а Пу 
для которых f ( a i , ...» fln) =  1.

Имеет место и двойственное представление в булевой ре­
шетке произвольной булевой функции в совершенной конъюн­
ктивной нормальной форме. Если функция не равна тождест­
венно единице, то

f (x 1,  П и  . . .  и  х ? п ) .
f{au . . . , a n) = О

§ 7. ЛОГИКА ВЫСКАЗЫВАНИЙ

1. Будем считать, что большие латинские буквы обозна­
чают высказывания. Нам уже знакомы операции, которые, 
будучи применены к одному или двум высказываниям, до­
ставляют новые высказывания. Из высказывания А можно 
образовать отрицание этого высказывания

1 А .
Из двух высказываний А и В — их конъюнкцию А/\В и их 
дизъюнкцию A\JB и т. д. Нас будут занимать только такие 
операции над высказываниями F, для которых истинностное 
значение F (Al t ..., Ап) полностью определяется истинностными 
значениями Ai, ...,Л П:

\F(A\t ..., Ап) | = f(| A i| ,. . . ,\Ап\).

Операции F с одной и той же булевой функцией f равносиль­
ны. Операции над высказываниями нас интересуют лишь
3  Зак. 478 41



«с точностью до равносильности». Поэтому классификация 
операций над высказываниями «с точностью до равносиль- 
ности» совпадает с классификацией соответствующих буле­
вых функций f ( a u а п), отображающих D” в D.

Имеется четыре попарно не равносильных операции над 
одним высказыванием:

Fl ( A ) ^ A A ~ \ A ,
Fz(A)<=>A,

Fi(A)<*-A\/~\ А
и шестнадцать попарно не равносильных операций над двумя 
высказываниями:

Fb {A,B)t=*A/\^\A, F 6(A, B)t=* А Л В ,

F7**AA~]B, Fb* * ^ A A B ,

T7®»'"] ЛЛ"]#, F10<=>Ay Fu <^By

Fu ^ (A A B ) v C ] A A ~ ] B ) y

Fu **(Aa i b ) v c \a a 1B) ,

FiQ<=$A\/By /47 ^  Л\у*~]

F16* * ~ } A v B y F 1 9 A V~1 В >

F  20 ̂  A W 1A .
Все перечисленные операции мы выразили через три: от­

рицание, конъюнкцию и дизъюнкцию. Через эти три опера­
ции выражаются и все я-местные операции над высказыва­
ниями при любом п (например, в дизъюнктивной нормаль­
ной форме, которая соответствует указанной в § 6 форме 
записи булевых функций).

Так как
Л Л В « = П С М У П £ ),
л у в ^ П П л л п в ) ,

можно было бы пользоваться только наборами операций ~ U 
V  или П, Д . Это примеры базисов  для системы операций 
логики высказываний. Любопытно, что существуют базисы, 
состоящие только из одной двуместной операции. Для этого 
пригодны операция

А \ В ^~\  ЛД 1  B ^ F 9{Ay В) 
или двойственная ей операция

Л | £ ^ Н  A \ / ~ ] B o F i9(Ay В ).
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Например через f отрицание и конъюнкция выражаются так: 
и А |Л, А Л В о  (А\А) t  (В\В) .

Представляет интерес еще базис "1, =>, где известная вам 
операция => импликации есть

(А=^В) <=> ( ~1 А\/В) <=>Fis(Л, В ) .

В этом базисе конъюнкция и дизъюнкция выражаются так: 
А \ /В о ( - }А = > В ) ,  А/\В<=>~] (Л=>- П В).

2. Будем считать буквы Р 9 Q, /?,... переменными, область 
значений которых состоит из всевозможных высказываний. 
Такие переменные называются пропозициональными.

Формулы логики высказываний (пропозициональные ф ор­
мулы) строятся из пропозициональных переменных с по­
мощью формальных символов — скобок и знаков, обозна­
чающих операции над высказываниями. Мы используем сле­
дующие знаки:

А — «конъюнкция», операция F6y «и»;
V  — «дизъюнкция», F 16, «или»;
=э — «импликация», Ag, «если..., то»;
П — «отрицание», одноместная операция F3, «не».

Пропозициональные формулы строятся начиная с про­
позициональных переменных с помощью следующего порож­
дающего правила: если А и В суть уже построенные форму­
лы логики высказываний, то можно построить новые фор­
мулы

( ЛДБ) ,  (А\/В), (AzdB ), ПА.

Применяя последовательно это правило, можно строить раз­
личные строчки символов — формулы. Например, формула­
ми логики высказываний являются выражения

( (P=>Q) => ( (Р=> (Q=>tf)) =э (P=>R))) ,  
(Pz=>(Q=>(P/\Q))).

Заметим, что в формулах знаки V ^ A  и т. п. суть проста 
символы, а не обозначения результата действия соответствую­
щих операций. Чтобы подчеркнуть это, мы используем фор­
мальный знак вместо =>. Знак zd следует воспринимать 
как букву, символ, а А=>В есть сокращенное обозначение для 
выражения на русском языке «если верно Л, то В». Осталь­
ные логические знаки мы используем и формально, и для 
содержательных сообщений, но это не должно вести к недо­
разумениям.

Подобным образом, (Л =  Б) есть сокращенное обозначе­
ние для формулы ( (Л=э5) А (B zdA ) ), в то время как А<=>В 
есть сокращение для высказывания на русском языке «Л 
тогда и только тогда, когда В».
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Сама по себе пропозициональная формула не истинна и 
не ложна, это просто строчка символов, но если вместо ее 
пропозициональных переменных подставить конкретные вы­
сказывания, то естественно определяется конкретное выска­
зывание, получающееся, если выполнить над высказывания­
ми указанные операции.

Таким образом, каждой формуле логики высказываний 
F (P u ...,P n) от пропозициональных переменных Л , Рп 
соответствует булева функция f(x  1, ...,хп) кольца Fn.

У п р а ж н е н и е .  Каким из двуместных операций Р 5--F  20
соответствуют формулы

a) ( ( P A Q ) zd( PVQ) ) ,
b) ( П  P V Q ) = > 1 Q)?
Формула F ( P i , ..., Рп) называется тавтологией (пропози­

циональной тавтологией, общезначимой формулой, логиче­
ским законом), если она становится истинной при подстановке 
любых конкретных высказываний вместо P i , ..., Рп, т, е. если 
этой формуле соответствует булева функция из Fn, тождест­
венно равная единице.

Примеры тавтологий:
А\/~]А  (закон исключенного третьего),

~)~]Л =5 Л (закон двойного отрицания),

Д( ЛЛДЛ)  (закон противоречия),

С] А гэЯ )Л (“]Л =>~]В) =3 л.

Последняя из тавтологий служит основанием для проведения 
доказательств от противного: если отрицание Л приводит к 
противоречию, то Л верно.

Чтобы убедиться, что формула Р (Р Ь ..., Рп) является 
тавтологией, достаточно проделать довольно громоздкую, но 
всегда выполнимую процедуру вычисления соответствующей 
функции f ( x ь ..., хп) для  всевозможных наборов значений 
переменных. Таким образом, всегда можно эффективно ус­
тановить, является ли данная формула тавтологией или нет.

Две формулы F и G равносильны  или логически эквива­
лентны, если формула (F = G ) является тавтологией. Ины­
ми словами, если F и G рассматривать как задающие бу­
левы функции от одних и тех же переменных, то F  и G за­
дают одну и ту же функцию.

Существует несколько «нормальных форм» формул ло­
гики высказываний. Упомянем о совершенной дизъюнктив­
ной нормальной форме, которая вполне аналогична установ­
ленной в § 6 для булевых функций.

Для пропозициональных переменных Р и Р п будем 
называть совершенным конъюнктивным членом конъюнкцию 
А\Л—ЛАп, в которой Ai есть Pi и л и  ~] P t. Формула
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F (P i, ..., Pn) имеет дизъюнктивную совершенную нормаль­
ную форму, если она имеет вид дизъюнкции G\\/ ...\/Gm, где 
каждое Gj является совершенным конъюнктивным членом 
переменных Р и ..., Рп.

Имеет место
Т е о р е м а .  Лю бая не тождественно ложная формула 

логики высказываний равносильна формуле в совершенной 
дизъюнктивной нормальной форме.

>  Для доказательства следует, например, рассмотреть 
булеву функцию, соответствующую данной формуле. Затем 
булеву функцию привести к совершенной дизъюнктивной 
нормальной форме согласно п. 9 § 6 и написать формулу 
по полученному представлению. □ .

§ 8. ИСЧИСЛЕНИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЙ

1 . На примере логики высказываний познакомимся с 
приемами строгой формализации математических теорий.

При формализации математической теории полностью от­
влекаются от ее содержания. Теоремы воспринимаются про­
сто как формулы, которые могут быть выведены по опреде­
ленным правилам. Поэтому формальные теории иначе на­
зывают исчислениями. О знаках и формулах исчисления 
приходится, однако, рассуждать содержательно: рядом с
формальной теорией возникает «метатеория», которая тоже 
пользуется некоторыми обозначениями. Эти обозначения ме­
татеории следует строго отличать от знаков и формул, от­
носящихся к собственно формальной теории. Формализация 
логики высказываний, превращение ее в «исчисление выска­
зываний» сама по себе не очень интересна, так как после 
сведения логики высказываний к вычислениям с истинност­
ными значениями мы и так находимся в сфере рассуждений 
о конечных объектах весьма простой природы. Однако с ней 
полезно познакомиться, как с первым важным примером 
формальной аксиоматической теории.

Существует много вариантов формализации логики вы­
сказываний. Мы опишем один из них; назовем его «тео­
рия L».

Формализация всякой содержательной теории начинает­
ся с выбора символов формальной теории, языка теории. 
Основные символы теории L суть: 1 ) пропозициональные
буквы Р и ..., Рп, 2 ) логические связки A, V , =э, “],
3) скобки (,).

Как уже было сказано, кроме знаков самой теории L, 
,мы будем пользоваться символами, относящимися к мета­
теории.

Для обозначения произвольной пропозициональной бук­
вы мы будем употреблять знаки Р, Q, R, Р\, Qb .... Даль­
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нейшие соглашения и обозначения метатеории будут появ­
ляться по мере необходимости.

После того как выбраны основные символы теории, вы­
деляют некоторые их комбинации которые называют фор­
мулами. Формулы определяются индуктивно с помощью 
следующих ниже двух пунктов. Первый из этих пунктов яв­
ляется базисом индукции. В нем непосредственно сообщает­
ся, какие комбинации символов следует считать формула­
ми. Второй пункт представляет собой порождающее прави­
ло. Предполагается, что все формулы L построены из фор­
мул пункта 1 ) с помощью последовательного применения 
правила 2 ). Итак:

1 ) Пропозициональные буквы суть формулы L .
2 ) Если А и В — формулы, то формулами являются и 

следующие комбинации символов:
( А Л В ) ,  ( A V B ) ,  (А=>В) ,  1 Л .

Некоторые из формул теории называются аксиомами.
В теории L их десять:

1) (Р ,=>(Р 2=>Р ,)),
2) (.(Р,=> (Р2=>Р3) ) => ( (Pi=>P2) => ( Р ^ Р з ) )),
3) ( (P iAP2)=>P,).
4) ( ( Р , Д Р 2) = ) Р 2),
5) (Р,Г5 (Р2=> (P iA P 2) ) ) ,
6) (P,=>(P,VP2)),
7) (Pa=>(P,VPa)) ,
8) ( (PiiDPs) => ( (Р2гэР3) =э ( (PiVP2) =>P3) )) ,
9) ( ( Р , = > Р 2)=э ( ( Р 1= 5 П Р 2) = > - 1 Р 1) ) |

10) П П  P,=>Pi).
Здесь Pi, Р2, Рз — конкретные пропозициональные пере­

менные, так что 1 )— 1 0 ) есть список из десяти конкретных 
формул языка L.

Далее принимаются правила вывода, применяя которые 
можно из уже установленных теорем получать новые. В тео­
рии L — два таких правила вывода.

Первое правило имеет вид

( М Р ) В .

Это правило, называемое modus ponens, утверждает, что 
если формулы А и A id В  установлены как теоремы, то фор­
мула В  также является теоремой.

Второе правило имеет вид

( S ) - ----------------- ----------------------.4 (Qi, ... , Qm II Bi........Вт)
Здесь А, В\, ..., В т суть формулы, Qb ..., Qm — попарно 
различные пропозициональные буквы. Через i4(Qb ..., Qm||
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В и ...уВт) мы обозначим результат одновременного заме­
щения всех вхождений букв Qb Qm в А на формулы 
В 1, .... В т соответственно. Следует заметить, что это прави­
л о  подстановки (S) можно применять и к пропозициональ­
ным буквам Qit которые вовсе не входят в А  В этом слу­
чае соответствующее Bi никуда не подставляется и просто 
не играет никакой роли.

2 . Перейдем теперь к описанию того, что есть теорема, 
или, иначе, выводимая формула теории L.

Выводом  назовем любую конечную последовательность 
формул

Ль Л2, ..., Лп,

такую, что каждая формула этой последовательности есть 
либо аксиома, либо совпадает с какой-либо предыдущей, 
либо получается из каких-то предыдущих с помощью одно­
го из правил вывода. Скажем, что вывод Ль ..., Ап являет­
ся выводом  своей последней формулы Лл, и формулу Ап 
назовем выводимой , или, что то же самое, теоремой теории. 
Будем записывать это в виде:

L ь- Л или просто ь- А.

В дальнейшем мы будем употреблять сокращенный вывод, 
когда в качестве Л, могут стоять теоремы теории L, полу­
ченные раньше, имея в виду, что мы всегда можем допол­
нить вывод, вставляя недостающие его отрезки.

Рассмотрим для примера вывод в теории L теоремы 
(Л:эЛ).

Возьмем в качестве первой формулы А\ вывода аксио­
му 2). Применим к ней правило подстановки в виде

(Р ь Р2, Р3\\А, (ЛгэЛ), А).
Получим
(а) h  ((Л;э((Л:=>Л):=>Л))=>( (Л ^  (Л ^ А )) (ЛгоЛ)) ) .
Из аксиомы 1) подстановкой (Ри Р2ЦЛ,(Л^>Л)) получаем
(б) н(А =>((А =>А )=>А )).

Применим правило (МР) к (а) и (б):
(в) h  ((Л=э(Л=>Л))=э(Л=эЛ)).
Из аксиомы 1) подстановкой (Р ь Рг1|Л, Л) получаем
г) ь  (Л=э(Л=эЛ)).
Применяя (МР) к (в) и (г), окончательно получим
д) ь  (AidА ) .

3. Напомним, что теорию L мы строили как формаль­
ный аналог содержательного исчисления высказываний. 
В соответствии с этим нам хотелось бы, чтобы все теоремы
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теории L при содержательном толковании давали «истин- 
ные» утверждения логики высказываний, т. е. тавтологии. 
Это действительно так. Покажем сначала, что всякая выво­
димая формула теории L при нашей интерпретации есть 
тавтология. Для этого надо проверить, что аксиомы
1), 2) ... 10) — тавтологии; такая проверка проводится эле­
ментарно построением таблиц истинности. Далее, всякая 
выводимая формула А является конечной формулой неко­
торого вывода

Аи Ап (= А ) .

Вспомнив определение вывода, убеждаемся, что достаточно 
проверить, что правила вывода (МР) и (S) ,  примененные 
к тавтологиям, снова дают тавтологии. Такая проверка 
также тривиальна. Таким образом, всякая выводимая фор­
мула — тавтология.

Замечательно, что имеет место и обратное утверждение: 
всякая тавтология выводится в теории L. Мы не будем 
здесь останавливаться на доказательстве этого утвержде­
ния. В следующей нашей книге будет доказана гораздо бо­
лее глубокая теорема о полноте исчисления предикатов. Ме­
тод доказательства этой теоремы непосредственно приложим 
и к теории L, которая является частью исчисления преди­
катов.

Из изложенных результатов вытекает, что формальная 
теория L непротиворечива в следующем смысле: не найдет­
ся формулы такой, что и она сама и ее отрицание выводи­
мы. В самом деле, если А выводима, то она является тав­
тологией, то же верно для Д А. С другой стороны, если од­
на из формул А или Д А — тавтология, то вторая необхо­
димо является противоречием, что и доказывает наше ут­
верждение. Наша теория L также оказывается полной в 
следующем смысле: если к числу аксиом теории L присое­
динить какую-либо невыводимую формулу, то теория станет 
противоречивой (в описанном выше смысле). Докажем это.

Пусть F (Р 1, ..., Рп) — невыводимая в L формула. Тогда 
F  — не тавтология, и, следовательно, существует набор еь 
..., еп нулей и единиц, такой, что на этом наборе F имеет 
значение нуль. Для каждого ег выберем формулу Д  следую­
щим образом: если ег= 1 ,  то В* есть С\/Д С, если же е, =  0, 
то Bi есть СДД С. Здесь С — некоторая фиксированная 
формула. Формула F(B\y ..., В п) принимает значение 0 уже 
при любых значениях переменных, и, значит, формула 
1  F (B и .... В п) есть тавтология и, следовательно, 
К -Д /Д ^, В п). Если же к L присоединить в качестве 
аксиомы формулу F (P U ..., Рп), то по правилу подстановки 
(S) из нее можно вывести формулу F (B U ..., В п) и полу­
чить, таким образом, противоречие в расширенной теории.
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1. Язык логики предикатов является расширением язы­
ка логики высказываний. Теперь мы употребляем два на­
бора исходных символов. Это, прежде всего, индивидные 
(или предметные) переменные и2, ..., которые мы обозна­
чаем через х, у, г, ..., и, кроме того, предикатные буквы ви­
да Pij, где i, / = 0 ,  1, 2, ... Буква Р^ называется /-местной 
(i-арной) предикатной буквой. Нульместные предикатные 
буквы назовем пропозициональными. Предикатные буквы 
обозначаем через Р, Q, R , ....

Формулы логики предикатов определяются индуктивно с 
помощью следующих ниже трех пунктов. Первый пункт — 
базис этой индукции, а остальные — порождающие пра­
вила.

1) Всякая пропозициональная буква есть формула; ес­
ли Р есть д-местная предикатная буква, п > 0, и дд, •••> хп — 
индивидные переменные, то Р(х\, ...» хп) есть формула.

2) Если А и В — формулы, то формулами являются и 
следующие комбинации символов:

(А Л В ), (А \/В ), (AzzB), П Л.

3) Если А — формула и х  — индивидная переменная,, 
то V хА и 3 хА суть формулы.

Все формулы строятся из формул вида 1) с помощью 
последовательного применения правил 2) и 3). Например, 
формулой является выражение

( J u lP 2l ( u u u2) zdP 11( u2) ) ,

которое, используя метаобозначения, будем записывать 
(опуская также внешние скобки) как

JxP (x , y)=>Q (y).

Вхождение предметной переменной х в формулу А мо­
жет быть свободным  или связанным.

1) В формулу Р(х  1, ..., хп) переменные х\, ..., хп входят 
свободным образом.

2) Свободное вхождение переменной д: в формулы А и 
В остается свободным и в формулах (ЛДВ) ,  (Л\/В), (Ли> 
В), Л, у  уА, 3 У*4» если переменная у отлична от х.

3) Свободное вхождение переменной д; в формулу Л де­
лается связанным в формулах \/хА, 3 хА.

4) Связанные вхождения в Л и В остаются связанными 
в формулах

(Л Д В), (A V B ), (Л=эВ), п а , у *л , з *л .

Формула называется замкнутой, или предложением , ес­
ли в ней нет свободных вхождений предметных переменных.

§ 9. О ЛОГИКЕ ПРЕДИКАТОВ
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Одна и та же переменная может входить в формулу в 
разных местах и свободно, и связанно. Если переменная 
входит свободно (хоть один раз) в формулу, она называет­
ся параметром формулы. Предложения суть формулы, не 
содержащие параметров.

2. Формула логики предикатов получает определенную 
интерпретацию, если указано непустое множество М и за­
даны истинностные значения каждого из входящих в фор­
мулу предикатных символов как функций (со значениями 
О и 1) от элементов М :

\Р{Уи-,Уп) | =!(У\, Уп),
где

Если задана -интерпретация формулы, то можно вычис­
лить и ее истинностное значение как функцию от парамет­
ров индукцией по построению формулы. При этом значения 
кванторов вычисляются следующим образом:

IV хА (X, Уг, . . .  ,у п) I =  min \А (х,уг , , уп) |,
хем

13 хА (х , ух, . . .  , уп) | =  шах | А (х ,у ъ . . .  , уп) |.
х€М

При данной интерпретации замкнутая формула имеет 
определенное истинностное значение.

Как и в логике высказываний, особый интерес представ­
ляют общезначимые формулы (тождества, логические зако­
ны), истинностное значение которых равно единице в лю­
бой интерпретации (в случае незамкнутых формул надо еще 
добавить: при подстановке любых значений свободно вхо­
дящих переменных из множества М).

Читатель должен владеть достаточно богатым запасом 
тождеств логики предикатов и уметь их обосновывать при 
помощи содержательных теоретико-множественных сообра­
жений. Ряд таких формул появится в гл. II.

Формула, ложная в любой интерпретации, называется 
противоречием. Если формула не является противоречием, 
то она выполнима: ее истинностное значение равно едини­
це хотя бы при одной интерпретации (и, для незамкнутых 
формул, при каком-либо наборе значений свободных пере­
менных).

Рассмотрим в виде примера такую формулу:

V *1  р (х’ х) л  V*V#V2 (р (х ’ у ) л  P(y,z) =5 
P(X,Z)) л  \/х ЗуР(х, у).

Эта формула выполнима, так как она истинна в интерпрета- 
ции, где множество М есть множество натуральных чисел, 
а предикат Р(х, у) интерпретируется как х С у .
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Вместе с тем эта формула не может быть выполнима ни 
на каком конечном множестве М. В самом деле, из истин­
ности формулы в М следует существование последователь­
ности а\у а2, а п, ... элементов Af, для которых P (a if а; ) 
при i< .j ,  но ~] P (ait а/), если а, =  а/, так что все элементы 
ui различны.

Можно показать, что из выполнимости формулы в неко­
торой интерпретации следует ее выполнимость и в счетной 
интерпретации, так что для решения вопросов об общезна­
чимости или выполнимости формул исчисления предикатов 
нет необходимости выходить за пределы интерпретаций с 
конечными или счетными множествами М.

3. Можно формализовать теорию общезначимых формул 
логики предикатов и получить исчисление предикатов, ана­
логичное исчислению высказываний. Оказывается, что та­
кое исчисление также будет полным: всякая общезначимая 
формула будет в нем выводима. Аккуратному изложению 
этого круга вопросов посвящены следующие главы.



Глава II

ЛОГИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЯЗЫКИ. 
ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ

§ 1. ЯЗЫК ПЕРВОГО ПОРЯДКА. ФОРМУЛЫ И ТЕРМЫ

Теперь мы дадим точные определения ряда понятий, о 
которых шла речь в первой части.

При исследовании некоторой математической теории об- 
щий подход состоит в том, что следует, прежде всего, фикси­
ровать логико-математический язык , формулы которого бу­
дут выражать суждения и отношения рассматриваемой тео­
рии. Начнем с изучения самого распространенного вида ло­
гико-математических языков — языков первого порядка 
(языков первой ступени).

1. Язык первого порядка задается набором из четырех 
множеств

Q = (  Srt, Cnst, Fn, Pr )
(этот набор из четырех множеств иногда называется сигна­
турой языка Q, мы будем отождествлять язык с его сигна- 
турой).

Здесь
1) Srt — непустое множество, элементы которого назы­

ваются сортами объектов (сортами индивидов, или проста 
сортами). Для каждого сорта jx^Srt мы фиксируем счетный 
набор символов ця, и*, . . .  , и * , ___ Эти символы называют­
ся переменными сорта п, или предметными (индивидными) 
переменными сорта к. Переменные (произвольного сорта) 
мы будем обозначать через ло у, 2 , ..., иногда указывая их 
сорт хп, уп, 2я, . . .  Разумеется, мы считаем, что перемен­
ные как символы отличаются от других символов языка. 
В частности, любые две переменные различных сортов раз­
личны. С каждой переменной х языка фиксированным обра­
зом связан определенный сорт языка.

Наиболее часто встречаются языки с одним-единствен- 
ным сортом, односортные языки. В этом случае множество 
Srt состоит из единственного элемента.

2) Cnst — множество (может быть, и пустое) констант 
языка Q (в другой терминологии — предметных констант, 
индивидных констант, индивидных сим волов). Каждой кон­
станте ceC n st языка приписан определенный сорт xceSrt. 
Константы различных сортов различны.

3) Fn — множество (может быть, и пустое), элементы 
которого называются функциональными символами языка
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(функциональными буквами). С каждой функциональной 
буквой / е Fn однозначно связан некоторый объект — вид 
данной функциональной буквы. Вид функциональной буквы 
f есть выражение

(Л1, ..., Ль—>~л),

где пи л суть сорта языка, & >0 . Число k называется ко­
личеством аргументных мест f (арностью символа f). Сорт 
Л1 называется сортом i-го аргументного места символа /, 
а сорт я называется сортом самого символа f (или сортом 
значений символа /). Как всегда, символы различных видов 
различны.

В наиболее популярном случае односортного языка для 
задания вида функционального символа достаточно указать 
количество его аргументов.

4) Рг — непустое множество, элементы которого назы­
ваются предикатными символами (предикатными буквами) 
языка й. С каждой предикатной буквой Р е Р г  связан не­
который объект — вид данной предикатной буквы. Вид пре­
дикатной буквы Р есть выражение (ль ..., я*), где я* суть 
сорта языка, &>0. Число k называется количеством аргу­
ментных мест символа Р (арностью символа Р). Сорт я4- 
называется сортом i-го аргументного места символа Р. 
В отличие от случая функциональных символов, здесь мы не 
исключаем возможности k =  0. Нульместные предикатные 
символы называются пропозициональными переменными 
(пропозициональными буквами или символами) .

2. Если задан язык й, то можно определить некоторые 
правильно построенные тексты, составленные из символов й, 
скобок, запятых и некоторых дополнительных символов (ло­
гических символов). Эти тексты называются выражениями 
языка й и подразделяются на термы и формулы.

Начнем с определения термов языка й. Это определение 
индуктивное и содержит три пункта. Первые два пункта 
являются базисом индукции: в них непосредственно указа­
но, какие из объектов языка следует считать термами. Тре­
тий пункт представляет собой шаг индукции — он задает 
порождающие правила-, если уже построены некоторые тер­
мы, то разрешается построить из них новый терм по ука­
занному правилу. Каждый терм имеет либо вид, указанный 
в первых двух пунктах определения, либо получен по по­
рождающему правилу третьего пункта из термов, построен­
ных на более раннем этапе.

Каждому терму в силу определения будет однозначно 
приписан некоторый сорт языка — сорт данного терма (в 
другой терминологии — сорт значений данного терма). 
Итак, приведем индуктивное определение терма данного 
сорта языка Й:
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1) каждая переменная х сорта я языка Q есть терм сор­
та я;

2) константа с сорта я языка Q есть терм сорта я;
3) если / -г- функциональный символ вида (яь яЛ-> 

я) языка Q и ti — терм сорта яь /2 — терм сорта я г ,..., 
tk — терм сорта л*, то выражение f(t\> ..., tk) есть терм сор­
та я; коротко этот пункт запишем в виде правила вывода

t\ > 2̂* • • • » tk
f ( h ,  . . .  , t k )

Множество всех термов сорта я языка Q обозначим через 
Т т Ло, множество всех термов всевозможных сортов — че­
рез Тша.

Таким образом, каждый терм имеет один и только один 
из следующих двух видов.

А. Константа или переменная языка Q;
Б. f (tu tk), где f — функциональный символ языка Q 

и tu ..., tk суть термы соответствующих сортов.
Например, термом некоторого языка может быть выра* 

жение
g ( h (c, X) , g(x ,  h{c, у ) ) ) ,

где g  и h — двумерные функциональные символы, с — кон­
станта, х и у — переменные. При этом сорта выражений 
должны быть надлежащим образом согласованы.

Роль термов в языке состоит в том, чтобы описывать 
именные формы и имена предметов. Так, в некотором язы­
ке переменные могут рассматриваться как пробегающие 
множество 0, 1, 2,... натуральных чисел, g (x , у) описывает 
сумму х + у , a h(x , у) — произведение х-у  натуральных чи­
сел. Константа с обозначает натуральное число 0. Тогда 
вышеприведенный терм задает именную форму

0 - x +  ( х + 0 ' у ) .
Подчеркнем, однако, что сами по себе термы — суть 

просто строчки символов и ничего не выражают. Чтобы уз­
нать, какую именную форму задает терм, необходимо до­
полнительно объяснить, что обозначают символы, встречаю­
щиеся в терме, т. е., как говорят, логики, задать семантику 
языка, задать интерпретацию языка. Одной из наших даль­
нейших задач и будет точное оформление этой идеи.

Индуктивный характер определения множества TmQ 
предполагает возможность использовать следующий способ 
рассуждения:, принцип индукции по построению множества 
термов (языка Q). А именно пусть мы желаем доказать, что 
некоторое свойство X выполняется для всех термов языка 
Q. С этой целью достаточно установить, что:

1) каждая переменная языка Q обладает свойством X,
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2) каждая константа языка Q обладает свойством X,
3) если / 1, ..., tm суть термы, обладающие свойством Xv 

и f ( t ь /т ) — терм, то f(t  1, ..., fOT) также обладает свой- 
ством X.

В такой ситуации в силу индуктивного определения мно­
жества ТгПо можно быть уверенным, что всякий терм языка 
Q обладает свойством X.

Этот принцип индукции естественно обобщает известный 
школьный принцип полной математической индукции. Дейст­
вительно, натуральные числа можно трактовать как индук­
тивно порождаемые объекты: они порождаются из объекта 
О последовательным применением операции прибавления 
единицы. Поэтому если мы установим, что:

1) 0 обладает свойством X,
2) если п есть натуральное число, обладающее свойством 

X, то п + 1 также обладает свойством X, то можно быть 
уверенным, что всякое натуральное число обладает свойст­
вом X.

С этой точки зрения множество термов образует ариф­
метику со многими операциями следования , которые могут 
быть и многоместными. Подобные индуктивные определения 
играют важную роль в математической логике.

Докажем, например, что всякий терм языка содержит 
одинаковое количество вхождений левых и правых скобок. 
В самом деле, это верно по отношению к переменным и 
константам языка (ни те, ни другие вовсе не содержат ско­
бок). Далее, если термы tu ..., tm таковы, что каждый терм 
U содержит одинаковое количество левых и правых скобок, 
то терм f( t  1, ..., tm), очевидно, тоже таков (в нем добави­
лось ровно одно вхождение левой скобки и одно вхожде­
ние правой скобки). Наше утверждение следует теперь из 
принципа индукции по построению термов языка.

У п р а ж н е н и е .  Индукцией по построению термов дока­
жите, что количество запятых в терме равно m—k, где га — 
сумма арностей всех вхождений функциональных символов, 
a k — количество вхождений функциональных символов в 
терм.

Аналогично, индуктивный характер определения TmQ 
дает возможность задавать функции, определенные на мно­
жестве Тшп индукцией по построению множества термов 
языка Q (иногда в таких случаях говорят о возможности 
задавать функции рекурсией (примитивной рекурсией) по 
построению множества термов). А именно:

1) пусть с каждой переменной л: языка Q мы связали 
некоторый объект F (x ),

2) с каждой константой с языка Q мы связали некото­
рый объект F (с) ,

3) пусть задано правило, в соответствии с которым ес-
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ли термам t\, ..., tm уже приписаны объекты F(t\), F (tm), 
то правило позволяет отыскать объект F ( f( t ь tm)) для
терма f ( t u ..., tm).

В такой ситуации для всякого терма t языка однозначно 
определен объект F (t).

Определим, например, функцию / на множестве всех тер­
мов языка Q рекурсией:

1) если х — переменная языка, то положим J ( x )  =  О,
2) если с — константа языка, то положим 1(c) =  О,
3) если терм имеет вид f ( t u tk), то определим:

l(f(tu  •••> tk) ) =  l (ti) + .. .  +  l(tk) +  1.
На последнее равенство следует смотреть как на прави­

ло, в силу которого можно вычислить l ( f ( t ь ..., tk)), если 
уже известны значения l ( t i), ..., l( tk). Указанное определе­
ние дает рецепт для вычисления I от любого терма. Напри­
мер,

У), С, Z, х))=2.

Значение l(t) называется функциональной сложностью 
терма t.

У п р а ж н е н и е .  Индукцией по построению термов до­
кажите, что для всякого терма t значение l(t) равно коли­
честву вхождений функциональных символов в терм t.

Таким образом, можно было бы дать и не индуктивное, 
явное определение функции /. Оба определения математи­
чески эквивалентны: приняв одно из них, второе можно до­
казать как математическую теорему. Такая ситуация еще 
не раз у нас встретится.

Заметим, что множество Тшяп всегда бесконечно, так как 
содержит переменные сорта л (даже если в языке отсутст­
вуют функциональные символы и константы).

3. Атомарные формулы языка Q (в другой терминоло­
гии — элементарные формулы языка Q) определяются сле­
дующим образом. Если Р — предикатный символ языка Q 
вида (jti, ..., я*), a 11, ..., tk суть термы, причем терм ti име­
ет сорт лт, то выражение P (tu tk) есть атомарная фор­
мула.

В частности, если Р — пропозициональная буква (т. е. 
нульместная буква), то Р сама по себе является атомарной 
формулой.

Множества всех атомарных формул языка Q обозначим 
через AtFrrio.

4. Формулы языка Q определяются индуктивно с помо­
щью следующих ниже семи пунктов. Первый пункт пред­
ставляет собой базис индукции, а остальные шесть пунк­
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тов суть порождающие правила, позволяющие строить но­
вые формулы из уже построенных.

При построении формул используются новые символы, 
которые называются логическими символами. Они делятся 
на две категории — логические связки и кванторы.

Мы употребляем следующие четыре логические связки: 
Л  — конъюнкция, «и»,
V  — дизъюнкция, «или»,
и> — импликация, «если.., то», «влечет»,
~] — отрицание, «не».

Мы используем два квантора:
У — всеобщность (генерализация), «для всех»,
3 — существование (экзистенция), «существует».

Итак, приведем индуктивное определение формулы язы­
ка Й:

1) каждая атомарная формула есть формула;

2) — т — , т. е. если уже построены формулы А и В, то

разрешается построить новую формулу (А Д В); подобным 
образом следует трактовать и следующие три пункта:

А,
(AM В)

4)
А, В 

(ЛэВ) ’

5)
А

1 А 1

6)
Л, х 
V хА

т. е. если уже построена формула А и х — про­

извольная переменная языка й, то разрешается построить 
новую формулу \/ хА; подобным образом следует тракто­
вать и следующий пункт:

7) .. А’- ± . '
Э*л

Множество всех формул языка Й обозначим через Fmft.
Таким образом, каждая формула имеет один и только 

один из следующих трех видов:
A. атомарная формула языка й;
Б. (АДВ), где А, В суть формулы языка Й, а Д — 

логическая связка, один из символов Д, V , или Л,
где А — формула языка й;

B. QxAy где А — формула языка й, х — переменная 
языка й и Q — квантор, один из символов у , 3-
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Например, формулой некоторого языка может быть вы 
ражение

V*3 z ((P(f(x> y ))A 3 x Q (x , z ))=>3  yQ(x, у ) ) .

Читая логические связки и кванторы, мы можем «про­
честь» эту формулу: «для всякого х существует z, такое, 
что если P (f(x , у )) и существует х , для которого Q(x, z )y 
то существует у , для которого Q(x, у)».

Выражением  языка Q мы назовем формулу языка Q 
или терм языка Q. Множество всех выражений языка Q 
обозначим Expo. По определению Ехр0 =  FmQUTmQ.

5. Индуктивный характер определения множества Frrb 
предполагает возможность использовать следующий способ 
рассуждения — индукцию по построению множества формул 
(языка Q). А именно если мы желаем доказать, что некото­
рое свойство X выполняется для всех формул языка Q, то 
достаточно установить, что:

A. каждая атомарная формула языка Q обладает свой- 
ством X ;

Б. если формула А и В обладают свойством X, то фор­
мулы (А Д В), (A V S), (АнэВ), ~]А также обладают свой­
ством Х\

B. если формула А обладает свойством X, то свойством 
обладают и формулы у  хА, 3 хА.

Если факты А, Б, В установлены, то можно быть уве­
ренным, что свойство X имеет место для любой формулы 
языка.

Докажем, например, что всякая формула языка содер­
жит одинаковое количество вхождений левых и правых; 
скобок. В самом деле:

А. атомарная формула такова, так как каж­
дый терм ti содержит одинаковое число вхождений левых 
и правых скобок;

Б. если формулы А, В содержат одинаковое количество 
левых и правых скобок, то, очевидно, таковы же и формулы

(А Л В ), (А У В ), (А=>В), "И ;

В если формула А содержит одинаковое количество ле­
вых и правых скобок, то, очевидно, таковы же формулы 
\/хА,

Аналогично, индуктивный характер определения Fma да­
ет возможность задавать функции, определенные на множе­
стве Fm0 индукцией по определению множества Fm0 (за­
давать функции рекурсией (примитивной рекурсией) по по­
строению множества Fm0). А именно:

А. пусть с каждой атомарной А формулой языка Q мы 
связали некоторый объект F (A );

Б. пусть задано правило, в соответствии с которым, ес­
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ли формулам А и В уже приписаны некоторые значения 
F{A) и  F (B ),  можно отыскать и объекты F(A /\B), F(A \/B), 
F(A=>B), F(~]A );

В. пусть задано правило, в соответствии с которым, ес­
ли формуле А уже приписан объект F {А), для любой пе­
ременной х можно отыскать объекты F(\f хА) и F("3xA).

В такой ситуации для всякой формулы А языка Q опре­
делен объект F(A ).

6. Свяжем, например, с каждой формулой Л<=FmQ на­
туральное число /(Л),  называемое логической сложностью 
формулы Л, следующим образом:

1) 1 {А )=  0, если Л — атомарна;
2) l (A A B )= l(A )+ l(B )  +  1;

^(П A) = l(A )  +  1;
3) l{Q xA )= l{A ) + 1.
У п р а ж н е н и е .  Проверьте, что 1()/х3 z ( (P ( f(x 1 у)) А  

3 xQ (х, z ) ) zd 3 yQ {ху у ) ) ) =  6.
У п р а ж н е н и е .  Индукцией по построению множества 

формул докажите, что 1(A) равно количеству вхождений 
логических символов в Л.

7. Практически записывая формулы, удобно экономить 
Скобки, пользуясь некоторыми традициями и приемами. Эти 
«экономные» записи следует рассматривать как неформаль­
ные обозначения для формул в нашей записи. Вся точная 
теория у нас будет относиться лишь к формулам в точном 
определении.

Прежде всего, мы опускаем внешние скобки. Кроме того, 
ниже мы расположим связки и кванторы в определенном 
Порядке, считая, что те символы, которые в этом порядке 
Находятся правее, «связывают сильнее», т. е. их следует 
выполнять «в первую очередь»:

с= V
А

П
V 
3 ‘

Таким образом, дизъюнкция и конъюнкция связывают 
сильнее, чем импликации, а сами они равноправны в отно­
шении связывания. Аналогично, равноправны и кванторы. 
Они связывают сильнее, чем любые логические связки.

Так, формулу
( P z ) ( ( Q V / ? ) = > C | # = 3 ~ | P ) ) )

можно сокращенно записать в виде

Формулу
P id (Q V R id C {R zd^ P ) ) .  

(\/х(Р(х, y )^ (\ /z Q (z )A R ))V Q (x ))
сокращенно запишем в виде

\fx(P(x, y)=>V zQ(z)A R )V Q {x).
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Дальнейшая экономия скобок достигается употреблени­
ем точки. Если внутри скобок выполняется несколько од­
нородных (по силе связывания) логических символов, то 
точкой мы отмечаем тот логический символ, который выпол­
няется в последнюю очередь в пределах своих скобок. Рас­
смотрим примеры:

1) формулу
P z D (Q V R ^ n R ^ ^ ]P ))  

можно записать в виде
P^(Q V /?=>.~]/?=d -|P);

2) формулу
(((PzdQ)^R)^(Pzd(Q^R)))

можно записать в виде
(PidQ.idR) id (Pzo.QidP) ;

3) формулу
(Pid(QidR))id((PidQ)zd(PidR))

можно записать в виде
P zd (QddR) =>. (P=>Q) =3 (PzdP)

или в виде
(Pzd.QzdR) id (P idQ.idP idR );

4) формулу
( ( ( P = d Q ) = dP ) ) V P ) = > Q

можно записать в виде
(PzdQ id.R)\/PidQ;

5) формулу
Р=>\/ x (Q (x )V R (x ))  

можно записать в виде
P zd\/ x . Q ( x ) V P  ( * ) .

8. В формулах вида у хА, ^хА  выражение \/х или 3* 
называется кванторной приставкой, х — переменной кван- 
торной приставки, а формула А — областью действия кван­
торной приставки.

Каждое вхождение переменной в формулу мы будем на­
зывать свободным  или связанным. А именно, вхождение пе­
ременной х в формулу А называется связанным , если в А 
входит формула вида QxB, причем рассматриваемое вхож­
дение х в А является вхождением х в эту формулу QxB. 
Кратко говорят, что вхождение х в А связано, если оно по­
падает в область действия квантора по л: или в саму кван-
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торную приставку с переменной х. Вхождение переменной, 
не являющееся связанным, называется свободным. Таким 
образом, каждое связанное вхождение переменной происхо­
дит из-за некоторой кванторной приставки, которая «связы­
вает» переменную.

В примерах, приводимых ниже, мы указываем, какие пе­
ременные являются связанными и от каких кванторов это 
происходит (стрелками отмечены свободные вхождения пе­
ременных) :

I I I  I I I  I I  
\ Jx(P (f (х)) Л 3 xQ (х, z) zd^ xR (ху х)) V  Q (А х), 

!______ I

I I  I I
V z (Р (/ (г)) Л  3 *Q {X, z) => 3 yR (z, у)) v Q ( z , 4  

!___________________ !_________ I f f

I I  I I
\ fx (P (f (x)) A 3 xQ (x, z )iD ^ y R  (x, у)) V  Q (*, y).

I I________________t____________I f  f

Заметим, что одна и та же переменная может иметь и 
свободные и связанные вхождения в одну и ту же формулу. 
Вхождение переменной может быть связано во всей форму­
ле и в то же время свободно в некоторой ее подформуле. 
Здесь подформулой мы называем вхождение формулы в 
данную формулу, т. е. часть формулы, которая сама явля­
ется формулой. В аналогичном смысле используется термин 
подтерм и т. п.

В атомарную формулу всякая переменная по определе­
нию входит свободно. Удобно также считать по определе­
нию, что все переменные, входящие в терм, входят в него 
свободно.

9. Выше мы дали явное определение свободных и связан­
ных вхождений переменных в формулу, но нетрудно дать и 
индуктивный рецепт, позволяющий отыскать свободные и 
связанные вхождения переменных.

A. Если рассматриваемая формула атомарна, то всякая 
переменная, входящая в нее, свободна.

Б, Если формула имеет вид (ЛДБ), то следует посмот­
реть, куда именно входит переменная х, в А или в В. До­
пустим, например, что в А. Тогда х свободна (связана) в 
(ААВ) <=>х свободна (связана) в А.

Кратко это правило можно выразить так: логические
связки переменных «не связывают».

B. Если формула имеет вид QyA, и мы интересуемся 
вхождением переменной х в эту формулу, то следует разо­
брать два случая.
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1) у совладает с х. Тогда х автоматически входит свя­
занно в QyA.

2) у отлично от х. Тогда х свободна (связана) в QyA<=^ 
<=>х свободна (связана) в А.

10. Переменная х называется свободной переменной фор­
мулы А , или параметром А, если х входит (хотя бы один 
раз) свободно в А. Разумеется, при этом х может входить 
в Л и связанно.

Множество всех параметров А обозначим через Fv(A). 
Это — конечное множество переменных, может быть, и пу­
стое. Формулу, не содержащую параметров, назовем зам­
кнутой формулой, или предложением. Множество всех пред­
ложений языка й обозначим через StQ.

Например, следующая формула есть предложение:
V * .P (* )A 3 * Q (* >  *)=>Э yR(x, у).

Аналогично, параметром терма назовем всякую перемен- 
ную, в него входящую. Терм назовем замкнутым, если он не 
содержит переменных (т. е. построен, исходя лишь из кон­
стант языка й ).

Нетрудно дать и индуктивный рецепт для вычисления 
множества Fv(/4):

A. Fv (P(t\y ..., /*)) =Fv(fi)U .-U Fv(f*);
Б. Fv(AAB) =  Fv(A )U Fv(B);

F v ( ~ H ) = F v ^ ) ;
B. Fv (Q * A )= F v (A )\ {*}.
Здесь U обозначает объединение множеств, \  обозна­

чает разность множеств и {х} — одноэлементное множество, 
единственным элементом которого является переменная *.

11. Роль формул в языке состоит в том, чтобы описы­
вать высказывания и высказывательные формы в языке. 
При этом высказывательная форма зависит от перемен­
ных — параметров формулы (а не от связанных перемен­
ных формулы). Каждая высказывательная форма, в свою 
очередь, задает некоторый предикат от своих параметров. 
Под предикатом мы понимаем функцию от переменных, про­
бегающих некоторую область, причем эта функция прини­
мает лишь два значения: 1 ■— «истина» и 0 — «ложь».

Например, в некотором языке атомарная формула 
Р(х, у, z) может выражать высказывательную форму

x + y  =  zt
где х , у , z обозначают натуральные числа 0, 1, 2, 3 ,.... Та­
ким образом, Р(х, у, z) задает трехместную функцию — 
предикат:

Р(3, 5, 3 ) = 0 ,  Р(3, 5, 8) =  1, Р(0, 4, 2 ) = 0 ,  ...

Формула 3 уР(*> У> z) задает уже предикат лишь от двух 
переменных х и z. Переменная у оказывается связанной.
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Например:
ЗуР (2, у , 3) =  1,
3 уР(0, У, 0) =  1 ,
3 ^ ( 5 ,  У, 2) = 0 .

Нетрудно понять, что формула 3 Ур (х> У> z) задает форму 
X<z.

На этом примере можно понять, почему свободные и свя- 
ванцые переменные играют различную роль в формуле.

Во-первых, вместо связанной переменной нельзя подста­
вить конкретное значение — получится бессмысленное вы­
ражение. Так, например, 3 Ур (®> у , 3) — вполне осмыслен­
ное, истинное утверждение, а 3 3 ^ (2 , 3, 3) не имеет разум­
ного смысла.

Во-вторых, связанная переменная не имеет самостоятель­
ного значения, ее можно заменить на другую переменную и 
смысл формулы от этого не изменится. Все формулы

3 уР(х> У> z ), 3 и Р (х> и> z )> 3 vP(x, v> z)

выражают один и тот же предикат, одну и ту же функцию 
от х, г. Такая операция называется переименованием свя­
занной переменной.

При переименовании связанной переменной смысл фор­
мулы не меняется, если при этом соблюдать одну сущест­
венную предосторожность: никакая свободная переменная в 
любой подформуле данной формулы не должна после пере­
именования оказаться связанной.

Например, если в формуле 3 Ур {х, у, z) мы решим за­
менить переменную у на переменную х , то получится фор­
мула 3 хР(х, х, 2 ), которая имеет совершенно иной смысл, 
чем исходная формула. Прежде всего, Зх Р (х> х> z ) зависит 
уже лишь от одного параметра 2 , а не от двух, и задает 
всегда истинный предикат от 2 . Причина неприятности со­
стоит в том, что после неудачного переименования связан­
ной переменной у первое вхождение переменной х, которое 
раньше было свободным, стало связанным.

Указанное явление мы назовем коллизией переменных 
при переименовании связанных переменных. Коллизия пе­
ременных недопустима.

По существу, эта ситуация хорошо известна и в обыден­
ной математике. В сумме

ю
£  а п
i=i

переменная i связана «квантором суммы» 2 , а переменная 
j  остается свободной — параметром суммы. Вместо / мож-
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но подставить конкретное значение и рассмотреть сумму, 
ю

например в то время как вместо i бессмысленно
<= 1

подставлять конкретные значения. Переменную i можно за-
ю

менить на другую, например, а*/ — это будет, в сущ-
k—\

ност-и, та же самая сумма (иногда говорят, что индекс i 
«немой» и допускает переименование). Однако если вместо 
i подставить /, то произойдет коллизия переменных — сум- 

10

ма ^  ац имеет уже совсем другой смысл (говорят, что пе-
/=1

ременная j «уже занята» и нельзя вместо i подставить /). 
Аналогично, в интеграле

у
j  х2 уdx
о

переменная у во всех вхождениях свободна, а переменная 
х связана «кванторной приставкой» dx. Переменную х мож­
но заменить на переменную z — интеграл от этого не изме­
нится, но отнюдь не на переменную у\

12. Уточним теперь, что именно означает ситуация, ког­
да две формулы А и А' отличаются друг от друга лишь пра­
вильным (т. е. без коллизий переменных) переименованием 
связанных переменных. В этом случае мы будем говорить, 
что формулы А й А' конгруэнтны, или, что формула А' яв­
ляется вариантом формулы А, и писать А « А '.

Рассмотрим некоторую формулу, например,

\ /x (P (f(x ))A 3 x Q (x ,  z)=>3 y R (х, y ))V Q (z , у).

Отметим линиями связанные переменные этой формулы и 
кванторы, от которых происходит связывание:

V *  (P(f (х)) Л  3 *Q (X, z )= > ly R  (х, у)) V  Q (г, у).
I I_______________________ I

Сотрем теперь все связанные переменные, оставляя линии

V ( P ( f (  ) ) A 3 Q ( \ z ) z > l lR( , \ )  v  Q (z > у)- 
L i____________________i

Полученную фигуру можно назвать скелетом исходной фор­
мулы.
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Две формулы конгруэнтны тогда и только тогда, когда 
их скелеты совпадают.

У п р а ж н е н и е .  Укажите несколько вариантов формулы 

\ fz (P (z )A ^ z Q (x , z)ZD^yR{z, y))\/Q (z, X).

Какие переименования связанных переменных ведут к кол­
лизии?

Можно дать и аккуратное математическое определение 
отношения А ж  А' индукцией по логической сложности 1{А) 
формулы А. А именно:

A. Единственным вариантом атомарной формулы являет­
ся она сама.

Б. Если А имеет вид (ВАС), то всякий вариант А ' фор­
мулы А имеет вид (В'АС'), где В ж  В' и С ж  С'.

Если А имеет вид ~]В, то всякий вариант А' формулы 
А имеет вид ~]5 ', где В ж  В'.

B. Если А имеет вид QxB, то всякий вариант А7 форму­
лы А имеет вид QyC, где у и С таковы, что для всякой но­
вой переменной г (т. е. не входящей ни свободно, ни свя­
занно в формулы QxB и QyC) имеем В х2ж С у2-

Здесь через В х2 обозначен результат замещения всех 
свободных вхождений переменной *  в В на переменную г. 
Аналогично понимается Су2. Предполагается еще, конечно, 
что все три переменные х, у, z имеют один и тот же сорт.

Приведенное определение дает возможность точно дока­
зывать различные свойства вариантов формулы А индук­
цией по логической сложности 1(A) формулы А. Например, 
нетрудно доказать, что если А ж  А', то 1(A) = l ( A ' ) , Fv(A) =  
=  Fv(A') и А и Л' имеют один и тот же главный  (т. е. по­
следний в построении) логический символ.

Отношение ж  является отношением эквивалентности 
между формулами рассматриваемого языка, и с точки зре­
ния смысла формул конгруэнтные формулы можно считать 
«несущественно отличающимися друг от друга». Можно ска­
зать, что математическая логика изучает скорее не отдель­
ные формулы, а классы конгруэнтных между собой формул.

§ 2. О ПРАВИЛЬНОЙ ПОДСТАНОВКЕ ТЕРМОВ 
В ФОРМУЛЫ 1

1. Формальной подстановкой (или просто подстановкой) 
назовем функцию 0, определенную на конечном (может 
быть, и пустом) множестве переменных языка Q и перера­
батывающую каждую переменную х из области определения 
0 в некоторый терм 0(х) языка, причем х и 0 (jc) имеют 
один и тот же сорт.
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Формальную подстановку можно изображать в виде дву­
мерной таблицы

(хъ х2, . . .  9хк\
U , t%, . . . 9 tk )'

где в верхней строке указана область определения функ­
ции 0:

dom0 =  {xif хл}
и, кроме того, B(Xi)— ti. Здесь Xt и U имеют один и тот же 
сорт. Порядок столбцов в двумерной таблице несуществен. 
Таблица может быть и пустой, если функция 0 имеет пу­
стую область определения.

2. Пусть Т — выражение языка Q (т. е. формула или

терм) и 0 — формальная подстановка ” ** • Через

(Г0) мы обозначим результат одновременного замещения 
всех свободных  вхождений переменных х ь Xk в Т на тер­
мы /ь ..., tk соответственно. Конечно, при этом некоторые xL 
могут и не входить свободно в Т. Тогда соответствующие ti 
никуда не подставляются и просто не играют никакой роли. 
Подчеркнем, что замещаются только свободные вхождения 
Xi в Т.

Вместо (70) будем иногда употреблять одно из следую­
щих обозначений:

70,

Дадим теперь индуктивный рецепт для вычисления под­
становки в формулу. Этот рецепт можно рассматривать и 
как самостоятельное индуктивное определение подстановки. 
Можно убедиться с помощью индукции, что оно эквивалент­
но данному ранее определению.

A. (P (tu ... tm) B ) = P { t S ,  ... tmQ),
Б. (Л Д В)0=(Л 0Д Л 0),

П Л 0 ) = '1 ( А 0 ) 1
B. (Q 2 B 0 )= Q 2 (B (0 - {z} )) .

Здесь через 0—{г} обозначен результат «выбрасывания» пе­
ременной z из области определения 0, т. е. 0—{г} есть та­
кая подстановка 0', что dom0' =  dom 0\{z} и 0' (д:) = в  (л:) 
для всякой переменной *ed om  0'.
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3. У п р а ж н е н и е .  Вычислите результаты подстановок:

2) ( 3 * 1>(*.

3) (э  у Р ( х ,  У, *)) , * _ г у

4) ( l z \ / y P ( x ,  r / ) = 3 Q ( * ) ) ^ * z);

5) ( у  уР (х, y ) = > Q ( x ) ^  £  2 ) ;

6)

7) (V  Ур  (У. z) V  3  УР (х , у) j г '

4. Заметим теперь, что не все подстановки одинаково 
пригодны с точки зрения логики.

Пусть, например, в некотором языке атомарная формула 
Р(х, у, z) выражает предикат x + y = z y где переменные про­
бегают натуральные числа 0, 1, 2, .... Формула 3 уР (х> У> z) 
выражает уже предикат от переменных х и г, а именно 
х с г .

Пусть в этом же языке терм f(x , у) задает операцию 
умножения натуральных чисел х-у. Теперь мы желали бы 
подставить f{x , у) в 3 уР (х, У, z) вместо свободной пере­
менной х с целью выразить предикат от трех переменных; 
x -y < z .

Однако ошибочно было бы рассмотреть с этой

целью формулу (3 у Р {х>У>2)(^ , т. е- формулу

3 yP (f(x , у ), у, z). Эта последняя формула выражает сов­
сем иную мысль (в частности, она зависит от двух парамет­
ров х и г, а не от трех).

Причина затруднения состоит в том, что переменная у 
была свободна в терме f(x , у ), а оказалась связанной в ре­
зультирующей формуле. Как говорят, произошла коллизия 
переменных при подстановке.

Правильный выход из положения состоит в том, что сна­
чала следует переименовать связанную переменную у> на­
пример образовать формулу 3иР(х, и, z ) f которая выра­
жает тот же предикат, а уже затем произвести подстановку» 
так что в результате получим формулу 3 u P (f(x> у ), и, z )% 
которая и выражает нужный предикат.

5. Выделим теперь класс подстановок, которые заведомо 
не приводят к коллизии переменных.
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Подстановка 0 называется свободной для выражения Т 
(или допустимой для выражения Г), если для всякой пере­
менной JtedomB любое свободное вхождение х в Т не по­
падает в область действия кванторов по переменным, сво­
бодно входящим в терм 0(х).

У п р а ж н е н и е .  Выясните, какие из подстановок п. 3 
свободны.

Как всегда, мы укажем и индуктивное определение сво­
бодной подстановки:

A. Если Т — терм или атомарная формула, то всякая 
подстановка является допустимой для Т.

Б. 0 свободна для (А Д Б )^ 0  свободна для А и 0 сво­
бодна для В.

0 свободна для ~|А ^0  свободна для А.
B. 0 свободна для QzB подстановка 0—{г} свободна 

для Б, и, кроме того, для всякой переменной xedom 0fl 
flFv(QzB) терм 0(я) не содержит свободно переменной г.

6. Если для всех A:edom0 выражение Т вовсе не содер­
жит кванторов по параметрам терма 0(х), то 0 допусти­
ма для Т.

Просто обстоит дело и в том случае, если для всякой пе­
ременной Jtedom (0) терм 0(х) является замкнутым. Такая 
подстановка называется константной. Константная подста­
новка свободна для всякого выражения.

Если подстановка 0 свободна для выражения Г, то не­
трудно описать множество параметров выражения TQ. 
А именно, пусть 0' получается из 0 выбрасыванием из обла­
сти определения 0 всех переменных, не входящих свободно 
в Т. Пусть 0' есть

т. е. из Fv(T) следует выбросить параметры, вместо кото­
рых подставляют термы, и добавить параметры подставляе­
мых термов.

У п р а ж н е н и е .  Приведите пример нарушения этого ра­
венства в случае, когда 0 не допустима для Т.

7. Пусть А — формула и 0 — подстановка, необязатель­
но допустимая для А. Как мы уже говорили, в этом случае 
А0, вообще говоря, непригодна с точки зрения предполагае­
мого смысла подстановки. Правильный способ действий в 
этой ситуации таков. Следует найти вариант А', А '» А , та­
кой, что 0 допустима для А', и рассмотреть формулу А'0. 
Мы назовем А'0 результатом правильной подстановки 0 з 
А и обозначим А'0 через [А0].

тогда
Fv(F0) =  (F v (r) \ { * ь ..., ^})U Fv(^)U ...U Fv(^),
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Формула [ЛО] определена неоднозначно, она зависит от 
выбора варианта Л'. Однако если А' ж  А” и 0 — подстанов­
ка, свободная для Л' и для Л", то Л'Э^Л^Э. Таким обра­
зом, правильная подстановка определена однозначно с точ­
ностью до конгруэнтности.

То обстоятельство, что нужный вариант Л', для которого 
0 допустима, найдется, вытекает, например, из следующей 
леммы.

Будем говорить, что формула Л обладает свойством чис­
тоты переменных, если, во-первых, все ее связанные пере­
менные отличны от свободных и, во-вторых, любые два раз­
личные вхождения кванторных приставок связывают различ­
ные переменные.

Л е м м а  (о чистоте переменных). Пусть А — формула и 
S  — конечное множество переменных. Тогда может быть 
построена формула В со свойством чистоты переменных, та­
кая, что А ж  В и всякая связанная переменная В отлична от 
переменных из множества S .
О Доказательство проведем индукцией по 1(A). Если Л 

атомарна, то в качестве В достаточно взять Л. Пусть Л 
есть (САГ)) и задано множество переменных S. Пусть Si — 
множество всех переменных D (и свободных, и связанных). 
Найдем по индуктивному предположению формулу С' со 
свойством чистоты переменных, С'ж С, такую, что связан­
ные переменные С' отличны от всех переменных из S|jSi. 
Пусть теперь S2 — множество всех переменных С'. Найдем 
вариант О 'ж В  со свойством чистоты переменных, так что 
связанные переменные D' отличны от переменных из SljSiU 
S2. Положим В =  (С'AD').

Пусть Л есть QzC. Выберем новую переменную и и опре­
делим формулу С\ С 'ж С ги, так что С' обладает свойством 
чистоты переменных и связанные переменные С' отличны 
от элементов множества S|JM. Положим B =  QuCr.[J

Дадим теперь индуктивное определение правильной под­
становки.

Пусть Л — формула, 0 — формальная подстановка. Оп­
ределим формулу [Л0] индукцией по 1(A).

А. Если Л атомарная формула, то [Л0] ^  (Л0),
Б. Если Л есть (ВАС), то

[Л 0 ]^ ([В 0 ]Д [С 0 ]).

Если Л есть ~] В, то

[Л 0 ]^ 1 [В 0 ] .

В. Пусть А имеет вид QxB. Тогда рассмотрим два слу­
чая.
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1) «Простой случай». Какую переменную yedomBf) 
Fv(A) ни взять, все параметры соответствующего терма 
0(у) отличны от х. Тогда определим

[Л0]^5 Qjc[5 (0 —{■ *})].

2) «Сложный случай». Найдется переменная г/edom 0ft 
Fv(/1), такая, что соответствующий терм 0(г/) содержит 
свободно х. Выберем тогда новую переменную и, не входя­
щую в QxB ни свободно, ни связанно и не фигурирующую 
в подстановке 0. Положим

H 0 ]^ < M ( B Z ) ( 0 - { * } ) ] .

Мы говорим, что [Л0] есть результат правильной под­
становки в в А.

8. Если 0 есть (у1’ • * • ], то вместо [Л0] мы часто

будем писать (А (х и ..., Xk\\tu — > М )« Если не возникает 
разночтений, эту запись сокращаем до Л tk)
или даже до A (tx, ..., tk), если упоминание о переменных 
Х\, ..., Xk несущественно.

Последнее обозначение, конечно, двусмысленно (неясно, 
вместо каких переменных подставляют термы!), но компакт­
но и практически часто употребляется.

Например, если мы интересуемся параметрами х н у  
формулы Л, то можно формулу Л обозначить через А(х, у ). 
Если затем в контексте имеется формула A (t, г), то сле­
дует, конечно, иметь в виду именно правильную подстанов­
ку А(х , y\\t, г).

У п р а ж н е н и е .  Произведите правильную подстановку:
О ( 1 У р (г> У* *) (х, У, z\\z, г, у ) ) ;
2) ( 3 f t y Q ( x ,  y)ZDP(x))(x\\f(x, г ) ) .

§ 3. СЕМАНТИКА ЯЗЫКА. ИСТИННОСТЬ В МОДЕЛИ

1. Чтобы определить, что выражают формулы языка, 
следует, прежде всего, указать, какие множества пробега­
ют переменные этого языка. Точно соответствующее понятие 
вводится следующим образом.

Пусть дан язык первого порядка:
Q =  (Srt, CnSt, Fn, Р г).

Носителем для языка Q, или объектной областью для 
языка Q, мы назовем функцию D , сопоставляющую каждо­
му сорту jre S r t  непустое множество Dn, D :n-+D n.

Множество Оя называется носителем сорта я, или объ­
ектной областью сорта я. В наиболее популярном случае
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односортного языка носитель D полностью определяется за­
данием множества Dn.

Далее, мы желали бы изучать формулы и термы, в кото­
рые вместо параметров подставлены объекты носителя. 
По замыслу каждая такая «оцененная» формула задает в 
модели конкретное высказывание. Так, в нестрогих рассмот­
рениях и. И § 1 фигурировали выражения Р (3, 5, 3), 
Р(3, 5, 8), ^уР{2, У, 3) и т. п. Весьма желательно, чтобы 
выражения такого типа сами были бы формулами некото­
рого языка. С этой целью можно попытаться расширить ис­
ходный язык Й объектами носителя, используя их в качест­
ве новых констант языка. Но это неудобно по ряду причин. 
Во-первых, выражение языка есть строка из символов, а не 
объектов «произвольной природы», и нельзя замещать пере­
менные выражения любыми объектами. Еще более серьез­
ная причина состоит в том, что после подстановки объектов 
сложной природы может нарушаться однозначность чтения 
выражений. Так, элементы области £)„ могут сами случайно 
оказаться выражениями языка й, и может оказаться, что 
после подстановки по полученному выражению уже невоз­
можно определить, где именно находятся в нем объекты но­
сителя.

Мы обойдем эту формальную трудность, сопоставив вза­
имно-однозначным образом каждому объекту а сорта я из 
носителя новый символ а и образовав язык, полученный до­
бавлением именно этих новых символов.

2. Итак, если задан носитель D для языка й, то можно 
определить новый язык Q(D):

отличающийся от Й только наличием новых констант C nst^ 
s C n s t (D). А именно каждому элементу аЕ Й я и сорту я 
мы сопоставим новую константу а сорта я и добавим эту 
константу в множество Cnst(D). Каждая область Dn вза­
имно-однозначно сопоставлена с множеством констант 
{aJa<=D„}. Кроме того, мы считаем, что константы различ­
ных сортов различны и, конечно, отличны от всех символов 
старого языка Й.

Замкнутое выражение языка Q(D) мы назовем оценен­
ным выражением  языка й. Можно представлять, что оце­
ненное выражение получается из некоторого выражения язы­
ка й, если в последнем заместить все параметры новыми 
константами языка й (D). В частности, замкнутое выраже­
ние самого языка Й является оцененным выражением.

т. е. подстановка, принимающая в качестве значений новые

Й (D) =  (Srt, Cnst(D), Fn, Рг>,

Формальная подстановка языка Й (D) вида
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константы, называется оценкой языка Q (в носителе D ) . 
Заметим, что всякая оценка является константной подста­
новкой и потому свободна для всякого выражения.

Будем говорить, что оценка 0 есть оценка для выраж е­
ния Г, если F v (r)^ d o m 0 . В этом случае TQ есть всегда 
оцененное выражение.

Впрочем, на практике мы будем иногда смешивать а и 
а. Необязательно следовать всем канонам строгости, доста­
точно понимать, как их достичь!

3. Введем фундаментальное в математической логике по­
нятие — понятие интерпретации языка Й (в другой терми­
нологии — понятие алгебраической структуры языка й, мо­
дели языка. £2).

Чтобы определить интерпретацию М для языка Й, не­
обходимо задать несколько функций.

А именно:
1) Следует задать носитель D для языка й:

D:n*-+Dn (n ^ S r t) .
Мы говорим, что переменные сорта я пробегают область 
А*. Таким образом, нужно задать область пробегания пере­
менных каждого сорта.

2) Каждой константе c^C nst сорта я следует сопоста­
вить объект с е  А*, т. е. следует задать функцию

Cnst: с с.

3) Каждому функциональному символу / е Fn вида
(я 1 ... я*-^я) следует сопоставить функцию f вида 

A t, X . . .  X т. е. /г-местную функцию, перераба­
тывающую наборы аи ...» я* объектов соответствующих сор­
тов в объекты сорта я.

Все это соответствие задается, таким образом, функцией

Fn

4) Каждому предикатному символу Р е Р г  вида (яь ...,
яА) следует сопоставитьшредикат Р видаД ^Х . . .  X Dnk~ + {О, 
1}, т. е. fe-местную функцию, перерабатывающую на­
боры а\у ..., a k объектов из соответствующих областей 
А*,, . . .  , Dnk в истинностные значения 0 пли 1 (0 — 
«ложь», 1 — «истина»).

В частном случае k =  0 пропозиональной букве Р сопо­
ставляется просто истинностное значение Р (т. е. Р есть О 
или 1).

Это соответствие задается функцией

Р ? : Р ~  А

72



Таким образом, модель М для языка й определяется 
четверкой функций

М =  (D , Cnst, Fn, Pr) 
указанного выше вида.

Интуитивно говоря, модель языка есть предписание, со­
поставляющее символам языка «настоящие» объекты: функ­
циональным символам — функции, предикатным симво­
лам — предикаты и т. и. Если угодно, модель наполняет 
содержанием, смыслом символические выражения языка. 
Логики говорят, что модель определяет семантику языка 
(точнее, классическую семантику первого порядка).

4. Если дана модель М для языка Й, то носитель D мо­
дели М определяет согласно п. 1 оцененные формулы и тер­
мы языка Q.

Определим значение оцененного терма в модели М. Ес­
ли t — терм сорта я, то его значение \t\M есть объект об­
ласти Dn. Значение определяется индукцией по построению 
термов:

1) если ceC n st, то \с\м =  с;
2) если t имеет вид а для a&D*, то |/|м =  я;
3) •••> tk) | м = /( \t\ | Му •••> \̂ к\м)>
Пусть теперь te T m Q — терм, быть может, содержащий 

параметры. Тогда для всякой оценки 0 для t выражение Ш 
есть уже оцененный терм, и, следовательно, определено зна­
чение |/0|м. Таким образом, терм с параметрами опреде­
ляет функцию от своей оценки. Значение терма зависит от 
значений его параметров.

В частности, замкнутый терм Т т я0 сам по себе явля­
ется оцененным термом и определяет в М некоторый объ­
ект |/|м.

5. Оцененные в модели М формулы языка Й будем под­
разделять на истинные или ложные в М. Запись Mi==A будет 
означать: «оцененная формула А истинна в модели М». Опре­
делим А индукцией по логической сложности 1(A) фор­
мулы А:

1) , tk) ^ P ( \ t x\M, . . .  , 1 Ш  =  1;
2) M h = A A B ^ M l= A  и М \=В;
3) М \=А \/ В ^ М \ = А  или
4) M t=  A zd В  ̂  если М $=А , то M t= B ;
5) М [=  ~] А ^  неверно, что М f=  Л;

6) х А ^=?для всякого а е Оя,

7) М f =  Э хА ^  существует а е  At, М f=  Ахау 

в пунктах 6), 7) х — переменная сорта я.
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Это определение является уточнением идеи истинности 
формулы, если:

ее связки и кванторы понимать «естественным образом, 
как они читаются»,

считать, что переменные сорта я пробегают объекты об­
ласти Drt,

функциональные символы и предикатные символы «по­
нимаются» как функции и предикаты, указанные в моде­
ли М.

На первый взгляд определение истинности вообще мо­
жет показаться бессодержательным (слева и справа напи­
сано одно и то же!). Это обманчивое впечатление.

Следует ясно понимать, что формула сама по себе ниче­
го не означает, и нужно точно указать, как именно опреде­
лять истинность формул в связи с моделью М. Чтение ло­
гических связок по-русски само по себе не придает значе­
ния формуле, необходимо точное определение истинности. 
Заметим, что приведенное выше определение Л1(=Л явля­
ется законным математическим определением индукцией по 
величине логической сложности формулы А. В самом деле, 
справа в определении фигурируют лишь формулы меньшей 
логической сложности, чем слева. Важной особенностью 
определения истинности по сравнению с другими индуктив­
ными определениями, до сих пор у нас встречавшимися, яв­
ляется то, что для выяснения истинности некоторой форму­
лы необходимо исследовать бесконечное количество формул 
меньшей сложности. Так, для установления М\=-\/хА сле­
дует убедиться, что имеет место М =  Аха для всех  aeD „, в 
то время как область Dn может быть (и обыкновенно быва­
ет) бесконечной. Аналогично, для установления М f= 3  
следует показать существование а е О я, такого, что М t=zAxa- 
Если Dn бесконечна, то этого нельзя сделать, просто переби­
рая все объекты из Dn. Приходится провести некоторое тео­
ретическое исследование. Это одна из причин особой слож­
ности предиката истинности, источник многих замечательных 
свойств этого -понятия.

Если формула содержит параметры, то истинность или 
ложность ее зависят от оценки ее параметров. При одной 
оценке параметров формула будет истинной в модели, при 
другой — ложной. Таким образом, в данной модели форму­
ла с параметрами задает предикат от своих параметров в 
соответствии с нашим замыслом.

В частном случае, когда формул^ замкнута, она опреде­
ляет в М некоторое истинностное значение. Таким образом, 
замкнутая формула задает конкретное истинное -или ложное 
высказывание.

6. Уточним теперь наше понимание логических связок 
Л , V , =э, ~] , Пусть, как -и ранее, 1 означает «истина», 0 —
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«ложь». Логические связки Д, V , Л ведут себя как опера­
ции в простейшей булевой решетке из двух элементов {0, 1}. 
Удобно ввести также производную логическую связку — эк­
вивалентность — с помощью знакомого нам сокращения:

Л =  В ^ ( Л = э В ) Д ( В з Л ) .

А В А Д В A V B А э В

CQIII

<
И  А

1 1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 1 1

Таким образом, если Л и В истинны, то высказывание 
А\/В  также истинно, т. е. мы понимаем А\/В  как «по край­
ней мере А или В». Это так называемое «неразделительное 
или». В обыденном языке чаще употребляется «разделитель­
ное или» — «Л или В у но не оба вместе», что в наших связ­
ках может быть записано примерно так: (Л\/В)Д~] (Л Д В )Г

Особую проблему составляет понимание импликации. 
Как понимать импликацию, если ее посылка ложна? По­
путно заметим, что в импликации Л=>В формула Л назы­
вается посылкой (иногда — антецедентом) , формула В — 
заключением  (иногда — сущедентоМу или консеквентом). 
В обыденной жизни сообщение ЛиэВ, если заведомо изве­
стно у что Л ложно, не считается ни истинным, ни ложным; 
такое сообщение просто не имеет ценности, бессодержатель­
но. Какое значение может иметь сообщение «если Л, то В», 
если Л ложно и, следовательно, вышеуказанное сообщение 
не может быть использовано для отыскания В? Если мы 
желаем иметь логику только с двумя истинностными зна­
чениями 0 и 1, то с этой точки зрения последние две строч­
ки в таблице для импликации можно заполнить произволь­
ным образом.

В целях лучшего соответствия с практикой обычных ма­
тематических рассуждений, где часто приходится использо­
вать импликацию как раз в ситуации, когда истинностное 
значение посылки неизвестноу в последних двух строках им­
пликации ставят истину. Так понимаемая импликация на­
зывается материальнойу именно она и используется в мате­
матике.

Эквивалентность истинна тогда и только тогда, когда оба 
ее члена имеют одинаковые истинностные значения: оба ис­
тинны или оба ложны.
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7. Пусть формула А языка Q составлена из формул Ль 
Ak с помощью логических связок Д, V , П без ис­

пользования кванторов. Кванторы могут входить лишь в со­
став самих формул А'1. Тогда мы говорим, что формула А 
есть булева комбинация формул Ль Ak-

Мы хотели бы полностью проанализировать, как зависит 
истинность формулы Л от истинности формул Ль ..., Ak- Та­
кой анализ дает построение таблицы Куайна для форму­
лы Л.

Построение таблицы начинается с того, что под каждой 
из формул А\,...>Ак мы выписываем всевозможные комби­
нации нулей и единиц. Возникает k столбцов из нулей и 
единиц, каждый столбец длиной 2k. Затем выполняем по­
членно все операции формулы, пока не получаем последний 
главный столбец таблицы. Операции выполняются над 
столбцами.

Вот пример составления таблицы Куайна для форму­
лы — булевой комбинации формул Л, В, С (главный стол­
бец выделен):

А =э (В V с =э. с => 1 А)

1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 0

Из таблицы видно, что наша формула может быть лож­
на лишь в двух случаях:

А В С
1 1 1 
1 0 1

Дальнейший анализ зависит уже от строения формул Л* В , 
С и от рассматриваемой модели. Может оказаться, напри­
мер, что в рассматриваемой модели оба случая не реализу­
ются и, следовательно, наша формула истинна.

Особенно интересен случай, когда главный столбец таб­
лицы состоит лишь из единиц. Это означает, что независимо 
от истинности составляющих формул Ль ..., Ak рассматри­
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ваемая формула будет истинной (при любой оценке, в лю­
бой модели). Такую формулу мы назовем пропозициональ­
ной тавтологией.

У п р а ж н е н и е .  Убедитесь, что следующая формула яв­
ляется пропозициональной тавтологией;

A =  B zd. A V C ^ B V C .

§ 4. ПРИМЕРЫ ЯЗЫКОВ И МОДЕЛЕЙ

1. Рассмотрим язык элементарной арифметики Аг. Язык 
Аг содержит лишь один сорт объектов и, следовательно, 
один сорт переменных х, у, z, .... Аг содержит единственную 
константу, которую мы обозначим 0, и три функциональных 
символа f, g , h , причем f  — одноместный функциональный 
символ, g, h — двуместные функциональные символы.

Пример терма Аг:

g (h (x , 0 ) ,g ( f ( y ) , f ( f ( 0 ) ) ) ) .

Специально для языка Аг удобно ввести обозначения: 

( t + r ) ^ g ( t y г),

(t • r ) ^ h ( t ,  г),

S t ^ f { t ) .

В этих обозначениях (с обычной экономией скобок) пре­
дыдущий терм запишется в виде

Наконец, язык Аг содержит единственную двуместную пре­
дикатную букву Р. Вместо P(t, г) мы будем писать (t =  r ). 
Атомарные формулы языка Аг мы будем называть фор­
мальными равенствами.

Описание языка Аг закончено.
Рассмотрим модель для Аг, которую мы назовем со. Но­

ситель со есть множество натуральных чисел (это множество 
мы также обозначим через со).

Константе 0 припишем значение Оесо.
Функциональным символам х + у , х*у, Sx припишем 

функции сложения, умножения и прибавления единицы в 
области натуральных чисел.

Атомарная формула х = у  выражает в со совпадение нату­
ральных чисел, т. е. cof= (n = m )  <=>п и пг есть одно и то же 
натуральное число.

Описание модели со закончено.
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П р и м е р ы .  Терм (х + у )  -z + S x ,  оцененный посредством

задает оцененный терм ( l_ + 5 ) -3 + S l  и имеет в и значение 
20. Этот же терм при оценке

имеет вид (2 +  6) *4 + S 2  и имеет значение 35. 
Формула 3 У(х-\-у—г)  при оценке

получим ложную формулу 3 # ( 5 + #  =  3).
Некоторые формулы Аг истинны в о при любой оценке. 

Такие формулы назовем арифметическими законами (языка 
Аг). Например, таковы

1 х + у = у + х ,
~| X =  Ого 3 2 (<Sz =  х) ,

Sx—Sy=>x=y.
Можно ввести сокращенные обозначения для формул Аг, 
естественные с точки зрения интерпретации со:

— 3 z(x +  z== у), 
х <  у ^  х <  у Л  ~1 х =  у,

(х — четно) === з  У (х — У +  у), 

( * !* /)— ~\х =  О Д З г { х - г  =  у),
(х — простое) ^ ~ ] х  =  0 Л “]д; =  5 0 Л  

У г  ((г | х) =5 2 =  S  О V  2 =  х).

Можно выразить некоторые высказывания в языке
1) \fx((x — простое) zd 3 # ( (х < у ) А ( у  — простое))) «ко­

личество простых чисел бесконечно»;
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2) V-*3 У (x < y A { y  — простое) Д (y-\-SS0 — простое)) 
«количество простых чисел-близнецов бесконечно».

Истинно или ложно это последнее высказывание — неизве­
стно в настоящее время.

3) Принцип полной математической индукции также мо­
жно выразить в Аг. А именно для каждой формулы А в со 
истинна формула

А(0)Д \/x (A (x) zdA (S x))'3 )/xA (x).

Более аккуратно, не употребляя неформального обозначения 
А (х ), этот принцип можно записать в виде

A V\ V x (AidAx_sx) => V*A.
Заметим, что в языке Аг для каждой формулы А фор­

мулируется свой принцип индукции, в языке нет возмож­
ности сказать: «для всякой формулы А». Индукция форму­
лируется в виде бесконечной серии формул — схемы акси­
ом индукции.

2. Рассмотрим другую модель для Аг, которую мы обо­
значим через R. Носитель этой модели есть множество R 
действительных чисел. Константе 0 соответствует 0, симво­
лам + ,  •, S опять-таки, соответствуют сложение, умножение 
и прибавление единицы, но уже в области действительных 
чисел. Формула х = у  выражает совпадение действительных 
чисел.

Формулы Аг, истинные при любой оценке в R, назовем 
законами действительных чисел (языка Аг). Таковы, на­
пример, формулы

х + У = У  +  х,
S x = SyZDX=у,
V*3 z ( x + z =  0),
~ ]jt= 0 c :3  y(x -y  =  S0) .

Заметим, что здесь фигурируют и формулы, не являющиеся 
арифметическими законами. Понятие закона языка зависит 
от его интерпретации, его модели. Как говорят логики, это 
семантическое понятие.

В модели R естественны уже другие сокращенные обо­
значения для формул. Например, с точки зрения R естест­
венно ввести обозначение

x < y ± ^ ^ z (x  +  z -z  =  y ) .
У п р а ж н е н и е .  Определите естественным образом мо­

дель Z целых чисел для языка Аг. Как в этой модели опре­
делить х<г/? (Указание: по известной теореме Лагранжа 
каждое натуральное число представимо в виде суммы четы­
рех квадратов.)
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Часто язык рассматривают вместе с какой-либо одной 
выделенной моделью, которую называют подразумеваемой 
интерпретацией (естественной моделью, стандартной моде­
лью) языка. Для языка Аг стандартной моделью мы будем 
считать модель со.

Все выразительные возможности языка Аг, может быть, 
и не видны с первого взгляда. Например, может показать­
ся стеснительным, что в Аг есть сложение и умножение, но 
нет обозначения для функции 2х. В действительности функ­
ция 2х (и весьма многие другие) может быть выражена в 
Аг в виде формулы, т. е. может быть простроена формула 
А(х, у) с двумя параметрами х и у, такая, что

<о [=  А (т, п) ■<=>• т =  2п.

О теории определения числовых функций можно прочесть в 
более подробных курсах математической логики (см. спи­
сок литературы).

3. Рассмотрим язык линейного порядка Lin. Этот язык 
содержит лишь один сорт переменных х, у, г, ... и не содер­
жит ни констант, ни функциональных символов. Язык Lin 
содержит два двуместных предикатных символа Р и Q. Мы 
обозначим

х = у ^  Р(х, у), 
х < у ^  Q{x, у ).

Вот формулы языка Lin:
\/х\/ у (X<yiD

Х < у \ /  ( х = у \ /у < х ) .

Важнейшей моделью Lin является Q (здесь через Q мы обо- 
значаем также множество рациональных чисел). Носитель 
модели Q есть множество Q.

а = Ъ  означает, что а и b равны как рациональные числа; 
а< -6  означает, что а<дЬ  в области рациональных чисел.

Приведенные выше формулы суть законы рациональных 
чисел языка Lin.

У п р а ж н е н и е .  Убедитесь, что следующая формула не 
является законом рациональных чисел:

3 x\/y(x =  y V x < y ) .
У п р а ж н е н и е .  Определите модель со для Lin, где х < у  

означает отношение «меньше» на множестве (о. Какие из 
вышеуказанных формул Lin являются законами <ю?

4. Определим еще язык векторного пространства Vect. 
Этот язык содержит два сорта переменных: переменные для
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действительных чисел х, у, z, ... (сорт 0) и переменные для 
векторов а, Ь, с , ... (сорт 1).

Язык Vect содержит две константы:
00 — «нуль-действительное число», это константа сорта

действительных чисел;
01 — «нуль-вектор», это константа сорта векторов.
Язык Vect содержит 'пять функциональных символов:

f — одноместный вида (0-*0), 
g, к — двуместные вида (0, ()-► ()), 

р — двуместный вида (1, 1-*-1), 
q — двуместный вида (0, 1 —►  1).

Обозначим

S x ^ f ( x ) ,

(х +  y ) * * g (x ,  у),

(X ■ y )* * h (x , у),

(а +  Ь)^р(а,  Ь),
(* • a)^q (x ,  а).

Наконец, наш язык содержит два двуместных предикат­
ных символа: Р вида (0, 0) и Q вида (1, 1). Введем обо­
значение:

(Х— У)*= Р(х, у),
(a =  b ) ^  Q(a, Ь).

Вот несколько формул языка Vect:
х • (a +  b) =х-а+х-Ь,  
х-(у-а) =  (х-у)-а,

Va3 6 (a+ 6  =  0 i),
00-a = 0 i,

^ a ^ b ) /  x\f у (х -а  +  y-b  =  Oj =  00 A у =  0„).

Типичной структурой языка Vect является п-мерное век­
торное линейное пространство Е п над полем действительных 
чисел.

У п р а ж н е н и е .  Определите подробнее модель Е п для 
Vect. Какие из вышеприведенных формул есть законы
Е й  £ 2?

Формулу Vect назовем законом векторного пространст­
в а , если она является законом Е п при всяком п.

У п р а ж н е н и е .  Какие из вышеприведенных формул 
Vect суть законы векторного пространства?

5. В практике математического рассуждения часто вме­
сте с основными объектами исследования используются и
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более сложные теоретико-множественные образования — 
множества объектов, множества множеств объектов и т. д. 
Например, в рассуждениях о натуральных числах исполь­
зуется понятие идеала, а идеал — это особым образом 
устроенное множество целых чисел. Чтобы иметь возмож­
ность естественно записывать такие рассуждения в точном 
языке, язык Аг элементарной арифметики следует попол­
нить переменными для множеств натуральных чисел, а так­
же, если это необходимо, переменными для множеств мно­
жеств натуральных чисел. Таким образом, возникает расши­
ряющаяся иерархия языков: арифметика второго порядка,
арифметика третьего порядка и т. д. — теоретико-множест­
венные надстройки элементарного языка. Объединение всех 
таких языков конечного порядка образует язык простой 
теории типов Рассела и Уайтхеда, играющий важную роль 
в основаниях математики.

В качестве примера опишем подробнее язык Аг2 ариф­
метики второго порядка. Этот язык содержит два сорта пе­
ременных: переменные для натуральных чисел х, у, г, ... 
(сорт 0) и переменные для подмножеств множества о нату­
ральных чисел X, Y, Z, ... (сорт 1). Далее, язык Аг2 содер­
жит те же функциональные и предикатные символы, что и 
язык Аг, и, кроме того, новый предикатный символ Q ви­
да (0, 1).

Обозначение
Q(t, X).

Подразумеваемой моделью языка Аг2 является модель, 
которую мы будем обозначать через со, как и в случае эле­
ментарного языка Аг. В этой модели переменные сорта 0 
пробегают натуральные числа. Функциональные и предикат­
ные символы языка Аг2 интерпретируются в этой модели 
так же, как они интерпретировались в стандартной модели 
со для языка Аг. Далее, переменные X, Y, Z, ... сорта 1 
рассматриваются как пробегающие произвольные подмноже­
ства множества со. Наконец, если U есть подмножество о> 
и п — натуральное число, то по определению

cot= Q(n, U)<=>n(=U.

Некоторые обозначения языка Аг2:
X ^ Y  ^\/x (x^ X zdx^ Y ) ,
X = Y  ± * ( X £ Y ) A ( Y c=X),
X c z Y -  ( X ^ Y ) A l  ( X = Y ) ,
(X — бесконечно)

\ f*3 y {x < y A y & x ).
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Для каждой формулы А(х) языка Аг2 можно образо­
вать множество всех натуральных чисел jc, удовлетворяю­
щих условию А(х) в стандартной модели со. Утверждение о 
существовании этого множества называется аксиомой свер­
тывания и выражается следующей формулой Аг2, истинной 
в со:

ЗХ\/ х (х < ^ Х = А (х )),

где X не входит свободно в А (х) .
Аналогичным образом можно определить теоретико-мно­

жественные надстройки и для других из рассмотренных на­
ми языков.

§ 5. ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ

1. Сделаем несколько замечаний о сокращенных способах 
рассуждений с оцененными формулами.

Пусть фиксирована модель М языка £2.
Тогда вместо J=  Д говорят просто «истинно А», не упо­

миная М, или «пусть А» или даже просто «Л» (это так на­
зываемое утвердительное употребление формулы А).

Если нас интересует формула А при произвольной оцен­
ке, то мы употребляем сами параметры А, чтобы обозначать 
эту произвольную оценку. При этом говорят примерно так: 
«фиксируем параметры А таким образом, что ...».

Приведем два примера.
1) Покажем, что формула

В #((*+$(/) =z)=3 3w((S*+w = г)
есть арифметический закон.

Подробное рассуждение может выглядеть следующим 
образом.

Возьмем произвольную оценку ^  m, со, и дока­

жем
со f= 3  y{m  +  Sy^n)ZD  3 u(Sm +  u = n ) .

С этой целью допустим
(ot=3 y{m +  S y = n )

и установим

a)t=3 u(Sm +  u = r i) .

Так как y ( m + S y = n ) t то существует &<=со, такое, что
cof= m + S k  =  n. Но, очевидно,

|m-f S£|« =  \Sm-\-k\v.
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Тогда из io\=m +  Sk =  n следует

(of=Sm-bfe =  rt,

что и дает
со Е=3 u(Sm-\-u =  n) .

В сокращенной форме это же рассуждение может выгля­
деть таким образом.

Фиксируем х и г  и докажем, что
^ y (x  +  S y = z ) iD  3 u(Sx-\-u =  z ) .

Пусть Цу(x +  S y = г), установим ^ u (S x  +  u =  z). Если
3 у{х-\-S y = z ) ,  то для некоторого у имеем x + S y — z. Но для 
натуральных чисел, очевидно,

x +  S y —Sx +  y,

так что S x + y = z , а, значит, ^u (S x  +  u = z )  (достаточно в 
качестве и взять у).

2) Пусть Л^Ршо. Покажем, что в любой модели М язы­
ка й и при любой оценке 0 для А будет иметь место

M\=C\\fxAz}zx~] Л)0.
Подробное рассуждение. Переменная х не входит свободно 
в рассматриваемую формулу, поэтому можно считать, что 

dom 0 = Fv (А) х {х }.
Ввиду п. 2 § 2 необходимо показать, что

м  f=  П V х И®) => 3 ^П (л0).
С этой целью допустим М \/х(Л0) и докажем, что М (= 
3 * 1  (Л0). Так как М |= ""l у *(Л 0), то неверно, что М М 
У *(Л 0). Таким образом, неверно, что для всякого объек­
та а из области соответствующего сорта

М\=(АЬ)1

(Кстати, заметим, что

(Л0)а =  Л (6 ф ) .)

Следовательно, существует а, такое, что неверно 
Л1|=(Л0)£, что означает А1 f=  | (Л0)5.

По определению истинности это дает

л г*= З Л (л е ) .
что и требовалось.
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Сокращенное рассуждение. Возьмем произвольную мо­
дель и фиксируем параметры нашей формулы. Докажем

П V %А => 3 *  П А .
Пусть ~\\/ хА, установим А. Так как ~|\/ *А, то не для 
всех х имеет место А, и, следовательно, найдется х, для ко­
торого ~| А. Таким образом, А.

Следует развивать навыки такого сокращенного рассуж­
дения (дедуктивноподобный способ рассуждения), но, разу­
меется, в случае необходимости нужно уметь восстановить 
и все детали.

2. Формула А языка й называется логическим законом 
(другие термины — общезначимой формулой, тавтологией), 
если А истинна во всякой модели языка Й при любой оцен­
ке. Запись \=А означает: «А есть логический закон». 

Покажем, например, что

N=~IA \/Bzd "] ( Л Д Т  В ).

С этой целью рассмотрим произвольную модель М языка й 
и произвольную оценку 0 для нашей формулы. Необходимо 
доказать, что

М М 1 А У Б = > 1 ( А Л 1 В ) ) в .
Для этого достаточно показать

0 4 e )V (fie )= T ] ((АО)A i m ) .
Допустим М I=~1 (А0) \/(50) и установим 

Mt=T\ ( ( Л 0 ) Д П ( В 0 ) ) ,

т. е. установим, что неверно М\=. (А0) Д " ]  (50 ). А для этого 

мы допустим еще, что

A f f = ( 4 0 ) A l  (Я 0)в
и получим противоречие.

Но действительно, из первого допущения следует, что 
имеет место одно из двух:

a) М |=Г|(А0),
b ) М 1=(В 0).

Мы видим, что обе возможности противоречат второму до­
пущению, так как из второго допущения следует, что М f=  

А9, М N=~] (50).
Утверждение доказано.
Сокращенное дедуктивноподобное доказательство этого 

же факта может выглядеть следующим образом. Пусть 
1  А\/В , установим Д (АА Д 5 ) . Допустим еще, что А/\
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~"| В, и получим противоречие. Из первого допущения следу­
ет, что а ) ДЛ или Ь) В, а из второго — что А и ~]6. В слу­
чае а) имеем противоречие А и ~"| Л, а в случае 6) — проти­
воречие В и ~] В.

Наконец, есть еще способ установить наш логический за­
кон. Достаточно формально проверить, что наша формула 
как булева комбинация А и В является пропозициональной 
тавтологией:

"1 А V в Л (А А 1 В)

0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

Покажем теперь

f=~13  х~\А^>\/ хА.
Нашу формулу можно рассматривать как булеву комби­

нацию формул \/хАу но она не является пропозици­
ональной тавтологией:

Д ЗлЛА z> у*А

0 1 1 1
0 1 1 0
1 0 1 1
1 0 0 0

Тем не менее, это — логический закон, что мы и установим, 
учитывая кванторную структуру формулы.

Итак, пусть М — произвольная модель языка, а в — про­
извольная оценка для нашей формулы. Переменная х не вхо­
дит свободно в нашу формулу, так что можно считать

dom 0 = Fv (А) \{х}.

Проделав подстановку по правилам п. 2 § 2, можно считать, 
что необходимо доказать

iW f=~]3 х ~] (Л0) zd \/ x(AQ).
Допустим
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и докажем М 1=\/лг(А0)> т. е. что для всякого объекта 
а  е  £>я, М \= (А0)£. Предположим противное, т. е. что для 
некоторого а е Д , неверно, что УИ|=(Л0)5. Тогда для этого 
а  имеем Л1 f=  ~|(А0)£ и, значит,M t=  3 *  ~] (А0), что, однако,
противоречит первому допущению.

Пусть Р — двуместная атомарная буква некоторого язы­
ка. Докажем, что формула

V * 3 УР(Х> У )=>З У )/х Р (х , у) 
не является логическим законом.

С этой целью нужно подобрать модель и оценку, в ко­
торой эта формула ложна. Об оценке можно пока не беспо­
коиться, так как наша формула замкнута, является предпо­
ложением и сама по себе, как известно, является оцененной 
формулой (строго говоря, можно взять пустую оценку). 
Модель же должна быть такова, чтобы посылка была истин­
ной, а заключение — ложным (тогда и вся импликация 
будет ложной).

Пусть х и у пробегают натуральные числа, а Р (х у у) 
интерпретируется как * < * / .  Тогда, очевидно,

х^уР(х, у)

и неверно, что

У У х Р (х, У)•
У п р а ж н е н и е .  Покажите, что следующие формулы не 

являются логическими законами. Здесь Р, Q, Р(х, у) суть 
атомарные формулы.

1) P zdQ zd .Q = )P ,

2) 3 хР (х) :э  V хР (х),

3) \ fx ^ y P (x , у )^ > З у У  хР(х, у),

4) 3 хР (х)А (*) => 3 *  (Р (*) Л  Q (яг)),

5) V д:(Р  (х) V  Q (*)) =>\/ xP(x)\y\f xQ (х),

6) \/хР(х, *)=>  ух\ /уР (х , у),

7) З х З у Р ( х ,  у)-=>^ хР ( х , х),

8) Р(х)=>\/ хР(х),

9) ^х Р (х ) Z2  Р(х),

10) \/хР(х, у )= = У  уР(у, у),

11) з  хР{х, у) =  ^ у Р  (у, у).
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3. Две формулы А и В  называются логически эквивалент- 
нымиу если А В  есть логический закон. Мы будем писать 
А ^ В  вместо «А логически эквивалентно В », т. е. вместо

А==В.
Как доказать Л ~ В ?  Следует установить два факта: 

t=  А ю £, И=£=эА, т . е. для произвольной модели М и оцен­
ки 0 для формулы A tdB следует, допустив М1= Л0, доказать 
М\=Вд, а затем, допустив Л4|= 50, доказать Л4(=А0.

4. Упомянем о некоторых логических законах. Вывод их 
предоставляется читателю.

Законы де Моргана:

1. - | ( л у я ) ~ ~ ] л л п я ,
2 .

з .

1 3 ^  — V 1 -4-
Закон контрапозиции:

5.

Формула называется контрапозицией формулы
А-=>В.

Закон двойного отрицания:

6. з з л ~ л .
В следующих восьми эквивалентностях формула Л не 

содержит свободно переменной х. Одностороннее пронесение 
кванторов:

7. А А \ /х В (х )~ ) /х (А А В (х )) ,

8. А \ /\ /хВ {х)~~у  х(А\уВ(х)),

9. А Л 1 х В ( х ) ^ З х ( А Л В ( х ) ) ,

10. А \ Л х В ( х ) ~ ^ х { А у  В{х)),

11. А ^ ^ х В ( х )  — 3 *  (Л ^  £(*))>
12. A zd ^ х В (х )  -—\/ х{А zdB ( x)),

13. \/x B (x) zdA ~ 3 x (В (х)=>А ),

14. 3 х В (х) Л ~  у  х (В (х) id Л).

Если допустить, что формула Л может содержать свобод­
но переменную х, то законы пронесения кванторов уже не 
имеют столь совершенного вида:

15. У  хА (х) Д \ jx B ( x )~  \/х(Л(х) Д В(х)),
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16. 3 хА  (*) v  ^ х В (х )~ ^ х ( А  (х) V  В(х)),

17. f=  3 х (А (х) А В (х))  гэ ^хА (х) Д 3 хВ (х),
18. I= \ / x A (x) V \ / x B (x) zd\/x (A{x)\j B (x)).

Пусть теперь Л — формула, х. у — различные перемен­
ные одного сорта, причем (/ не входит свободно в А. Тогда 
имеют место следующие законы переименования кванторов:

19. \j х А ~ \ /  у(А(х\\у)),

20. Ъ *А ~ Ъ у (А (х \ у )) .
Сокращенно такого рода законы записывают просто как 

V хА у А (у)-
Не следует, однако, забывать, что такая эквивалентность 
верна лишь при соблюдении сделанных выше оговорок.

5. Имеется также несколько важных, простых и интуи­
тивно очевидных правил, позволявши* преобразовывать 
эквивалентным образом формулы. Они могут быть, конечно, 
точно доказаны, исходя из точных определений, но мы не 
будем здесь на этом останавливаться.

21 . Если А ^  В, то А — В.
22. Если А ~ £ ,  то А (хг , . . .  , хА *ъ  • • • »*k) ~

В {хъ .. • > Mi» • • • » ^)-
Далее, мы хотели бы получить аналогичный результат 

для замены внутри формулы некоторой подформулы на эк­
вивалентную. Например, кажется, что следующие две фор­
мулы эквивалентны:

R(x) у  Mz~]\fxQ(x, z); R(x) W * 3 * ~ 1 < Ж  г),
так как они получаются заменой поДчеРКИУт°й формулы по 
закону де Моргана. Естественно считать, что, например, пер­
вая из рассматриваемых формул получена из формулы 
R(x) V  V zP(z) путем подстановки вместо предикатной 
буквы Р формулы Д \f xQ(x, г ) , причем параметр г  играет 
роль аргумента при подстановке. В общем случае подстав­
ляемые формулы могут содержать и другие параметры, ос­
тающиеся фиксированными при подстановке, и следует 
обычным образом избегать коллизии переменных. Дадим 
точное индуктивное определение подстановки вместо преди­
катной буквы.

Пусть А — формула и х\> ...» Xk список различных пе­
ременных сортов jti, ..., тхk соответственно. Формальным пре­
дикатом вида (ль ..., Пк) назовем выражение

х{ ... xkA.
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Переменные xL назовем аргументными переменными фор. 
мального предиката и будем рассматривать как связанные 
переменные. Здесь не исключается и случай & =  0, т. е. вся­
кая формула сама по себе является формальным предика­
том вида () без аргументных мест.

Пусть В  — формула, U = x x ... xkA — формальный преди­
кат вида (яь ..., zik)y Р — предикатная буква вида (яь 
..., я*)- Индукцией по логической сложности 1(B) определим 
формулу B(P\\U) — результат правильной подстановки (за­
мены) Р в формуле В на формальный предикат U.

A. Пусть В есть атомарная формула Q( rb ..., rm). Если 
Q отлична от Р , то В (P\\U) = В .  Если же Q есть Р , то 
B(P\\U)=A(xu * л||гь .... Гт).

В этом случае, конечно, k =  m.
Б. В есть (CAD), тогда

B(P\\U)=C(P\\U)AD(P\\U).
В есть ~|с > тогда В(Р||{/) =  П (С(Р||£У)).

B. В имеет вид QzC. Здесь следует рассмотреть два слу­
чая.

1) U не содержит свободно г, или Р не входит фактичес­
ки в С. Напомним, что все вхождения лгь ..., xk в U счита­
ются связанными. В рассматриваемом случае

В (P\\U) =  Qz(C(P\\U) ).

2) U содержит свободно г, и Р входит фактически в С. 
Выберем тогда новую переменную и и положим

B (P\\U) =  Qu((Cuz)(P\\U)).

В соответствии с этим определением нетрудно увидеть, 
что формула R (x)\ / yz~J\/xQ (xf z) представима как ре­
зультат правильной подстановки

(/? (* )V V z P (2)) (p \te ~\yxQ(x, z )).
Теперь мы можем продолжить описание логических за­

конов
23. t=\/*i ...xk (A =  В) zd. C(P\\xi ...xkA) =

C(P\\xx ...xkB).
24. Если A ^ B ,  to

C(P\\xx...xkA)^C(P\\xx...xkB).
Именно это правило и решает задачу, поставленную в 

начале п. 5. Логические законы можно использовать, з а м е ­

няя эквивалентные подформулы внутри формулы.
Формулу вида С(Р\\х\ ... XkA) часто называют подстано­

вочным примером, или частным случаем  формулы С. Мы 
видим, в частности, что если С есть логический закон, то 
всякий подстановочный пример формулы С также я в л я е т с я  
логическим законом.
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§ 6. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ЛОГИКО­
МАТЕМАТИЧЕСКИХ я з ы к о в .
ПРЕДВАРЕННАЯ ФОРМА. ДИЗЪЮНКТИВНАЯ 
И КОНЪЮНКТИВНАЯ НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА.
ЯЗЫК ЛОГИКИ ВЫСКАЗЫВАНИЙ И ЛОГИКИ 
ПРЕДИКАТОВ

1. Предваренной  (или пренексной) формулой называется 
формула вида

Q ixi... QnXnA,
где Qi суть кванторы, а формула А (называемая матрицей 
предваренной формулы) уже кванторов не содержит. Таким 
образом, в предваренной формуле все кванторы находятся 
в начале формулы. В частности, мы не исключаем и случая 
п— О, бескванторная формула также считается предварен­
ной.

Если Л—В и В — предваренная формула, то В называют 
предваренной формой формулы Л.

Т е о р е м а  (о предваренной форме). Для всякой форму­
лы А существует предваренная формула В, А ^ В .

t> По лемме п. 7 § 2 найдется формула С со свойством 
чистоты переменных Л ^ С , и, следовательно, Л~-С (см. п. 5, 
§ 5). Затем, используя одностороннее пронесение кванторов 
(п. 4 § 5, законы 7—14), приводим С к предваренной фор­
ме. При этом мы пользуемся тем, что можно внутри форму­
лы С заменять эквивалентные формулы, т. е. пользуемся 
эквивалентностью при замене. Возможность одностороннего 
вынесения кванторов обеспечивается именно свойством чис­
тоты переменных.

Например, пусть дана формула

у х ~ \ 3 у Р (х , у)=>\/x (Q (x )=>~\ 3yР (х , у)).

Соответствующая формула со свойством чистоты переменных 
такова:

V*■ ■ 1^уР(х, y )zD \ /u (Q (u )=)~]^vP (u , V ) ) .

Применяя логические законы, получим последовательно 

Ч х У у ~ [ Р ( х , у) ZD У и \/v(Q(u)=>~\P(u, v)),

3 * 3 y \ /u ^ v C ]P (x , y)rD (Q (u)=>~]P(u, v))).

Обратите внимание на два момента:
1) в матрице результирующей формулы логические 

связки расположены в том же порядке, что и в первоначаль­
ной формуле;

2) кванторы можно выносить в разном порядке (сначала 
из посылки, а потом из заключения или наоборот), так что
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вид кванторной приставки зависит от способа получения 
предваренной формы. □

2. Можно призводить и иные упрощения формул. Напри­
мер, можно избавиться от импликаций, выражая :=> через 
Д , V» П- Затем, применяя законы де Моргана (законы 
1—4), добиваемся, чтобы отрицание относилось только 
к атомарным формулам. Например, формулу

у )=>- 3 y Q (x > у ) Л /?(*))
сначала приводим к виду

л  \/хР(х, у) Л * 1 0  t/Q (X, y)AR(x)) 
и затем к виду

3 х~\Р(х, у) л  (Vy~\Q(x, y)V~\R{x)).
3. Применение логических законов дает способ приведе­

ния формул к конъюнктивной и дизъюнктивной нормальным 
формам.

Бескванторная формула называется простой конъюнк­
цией, если она имеет вид В х Д  ... Д Б*, где каждое Bi есть 
атомарная формула или отрицание атомарной формулы 
(&>1, расстановка скобок в серии конъюнкций или дизъ­
юнкций несущественна с точностью до логической эквива­
лентности ввиду ассоциативности, так же как несуществен 
ввиду коммутативности порядок сомножителей).

Аналогично, простая дизъюнкция есть бескванторная 
формула вида В х\/ ...\уВку где В,- — атомарная формула 
или отрицание атомарной формулы.

Дизъюнктивная нормальная форма (д . н. ф.) есть бес­
кванторная формула вида Dx\/ ...\/D my где Di суть простые 
конъюнкции. Аналогично, конъюнктивная нормальная форма 
(к. н. ф.) есть бескванторная формула вида Dx/\ .../\ D mr 
где Di суть простые дизъюнкции. Заметим, что название 
определяется главными (последними в построении) логи­
ческими связками. В частности, атомарные формулы и их 
отрицания суть одновременно и д. н. ф. и к. н. ф.

Т е о р е м а .  Всякая бескванторная формула логически 
эквивалентна некоторой д. н. ф . и некоторой к. н. ф.

Ьь Доказательство основано на применении некоторых 
логических законов. Покажем, как привести бескванторную 
формулу к д. н. ф. Сначала согласно п. 2 преобразуем фор­
мулу так, чтобы она не содержала импликаций и отрица­
ния в ней относились лишь к атомарным формулам. С по­
мощью логического закона двойного отрицания

1 1  А ~ А
можно добиться, чтобы при атомарных формулах стояло не
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более одного отрицания. С помощью логических законов 
дистрибутивности

Л Л ( В У С ) М Л Л В ) У ( Л Л С ) ,
A V (B A C )^ (A V B )A (A V C )

можно затем преобразовать формулу таким образом, чтобы 
в ней сначала применялись конъюнкции, а уже затем — 
дизъюнкции. Это и будет искомая д. н. ф.

Впрочем, ее, как правило, можно еще значительно упрос­
тить с помощью различных логических законов.

Рассмотрим, например, формулу
1  ( Р : э ( < 2 = > П Р ) ) Л ( 0 = П  Р).

Используя законы
А=>В~ ~ |  А\/В,

1  (Л ^ В )~ Л Л ~ ]  В, 
избавимся от импликации

Р А 1  (Q=>~1 P ) A ( 1 Q V 1  Р), 
P A Q A P A d Q V  I ? ) -

Это уже к. н. ф., но нам нужна д. н. ф.!
С помощью дистрибутивности, умножая конъюнкцию на 

дизъюнкцию, получим
(P A Q A P A 1 Q ) V ( P A Q A P A 1  Р).

Это есть искомая д. н. ф.
Можно указать и более простую форму

Q A l  Q- □
4. Для изучения булевых комбинаций формул естествен­

но рассмотреть язык, в котором присутствуют только нуль- 
местные предикатные буквы (пропозициональные буквы). 
Кванторы в таком языке роли не играют, всякая формула 
эквивалентна бескванторной. Это вытекает из того, что име­
ют место следующие логические законы:

\/ х А ~^А,
з хА ~А

в случае, когда переменная х не входит свободно в формулу 
А.

Язык логики высказываний (в другой терминологии — 
пропозициональный язык) получается, если, исходя из счет­
ного набора нульместных предикатных букв р, р, г, ..., обра­
зовывать формулы с помощью только логических связок, без 
кванторов. Такие формулы называются пропозициональными.
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Делая подстановочные примеры, можно из логических 
законов пропозиционального языка получать логические за­
коны в иных языках.

Аналогично, для изучения кванторной структуры формул 
можно рассмотреть язык логики предикатов, не содержащий 
ни функциональных символов, ни констант, а лишь счетный 
набор предикатных букв с различными аргументными места­
ми. Такой язык мы уже рассматривали в первой главе. 
Можно сказать, что логика предикатов состоит в изучении 
истинности формул в языке логики предикатов.



Глава III

ФОРМАЛЬНЫЕ АКСИОМАТИЧЕСКИЕ 
ТЕОРИИ

§ I. ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДИКАТОВ

1. В предыдущих главах мы широко обсуждали, каким 
образом следует записывать математические утверждения в 
точных логико-математических языках. В то же время спо­
собы доказательства этих утверждений оставались нефор­
мализованными, они основывались на неуточненных семан­
тических представлениях о свойствах моделей и множеств.

В этой части мы займемся как раз уточнением способов 
доказательства математических утверждений.

Фиксируем логико-математический язык Q. Аксиомами 
исчисления предикатов (в языке Q) называются формулы 
этого языка, имеющие один из следующих видов:

1) Лгэ.ВгэЛ,
2) (Azd.B zdC) id . (AzdB) zd (AzdC) ,
3) Azd.B zdA /\B ,
4) A A B zdA ,
5) ЛДВ=)В,
6) (AzdC )=> .(B ^C )=>(A \ /B =)C ),
7) Л=)Л\/В,
8) В:эЛ \/В,
9) (Л=эВ)=>.(Л=эП 5)=)П Л,

10) Т)Л :=>Л ,
11) \/xAzdA (x\\t),
12) \/x (CzdA (x) ) zd.C=>\/x A (x),
13) Л(х||0=>3 хЛ,
14) \fx{A (х)=эС ):э.З xA (x) zdC.
Здесь Л, B y C — произвольные формулы Q, так что каж­

дая строка вышеприведенного списка задает схему аксиом 
исчисления предикатов. Фиксируя Л, В, С, из каждой из че­
тырнадцати схем аксиом можно получить бесконечное се­
мейство конкретных аксиом. Далее, Л (xJU) означает пра­
вильную подстановку терма вместо переменной с необходи­
мыми переименованиями связанных переменных. Вместо 
Л(х||/) будем иногда несколько неточно писать A{t) (см. 
п. 8, § 2, гл. II).  В схемах 12) и 14) формула С не содер­
жит свободной переменной х.

С помощью методов второй части нетрудно убедиться 
что все аксиомы исчисления предикатов суть логические 
законы, общезначимые формулы.
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Фигуры следующих двух видов называются правилами 
вы вода  исчисления предикатов:

Л, AzdB А 
В ’ у х А '

Здесь А и В — произвольные формулы, а х — произвольная 
переменная.

Первое правило вывода носит уже знакомое нам тради­
ционное латинское название — модус поненс (modus ро- 
nens). Второе правило называется правилом обобщения.

Правило модус поненс сохраняет истинность формул при 
фиксированной оценке. Это означает, что если М — интер­
претация языка Q и 0 — оценка для AzdB , то из А1(=Лв 
и М )= (AzdB) 9 следует ЛП=В0.

Правило обобщения также сохраняет истинность формул, 
но в некотором более слабом смысле — при интерпретации 
всеобщности: если 0 — оценка для \/ хА и для всякого объ­
екта а имеем Aft= (Ла*)0, то Л1 л:Л) 0.

Мы видим, что все правила сохраняют логические зако­
ны: если выше черты стоят общезначимые формулы, то фор­
мула ниже черты также общезначима.

2. Д ерево формул (в исчислении предикатов) есть по оп­
ределению некоторая двумерная фигура, составленная из 
формул языка по следующим индуктивным правилам:

1) каждая формула А сама по себе является деревом 
формул, нижней формулой этого дерева формул считается 
по определению формула Л;

2) если D] и D2 суть деревья формул с нижними форму­
лами вида А и AcdB соответственно, то фигура

Рх.Рщ
в

есть дерево формул; мы говорим, что формула В получена 
в этом дереве из А и А и В  по правилу модус поненс; ниж­
ней формулой результирующего дерева формул является по 
определению В\

3) есть D\ — дерево формул с нижней формулой А и х  — 
переменная, то фигура

Рг
V* А

есть также дерево формул; мы говорим, что нижняя форму­
ла \/*Л э/гого дерева получена из А по правилу обобщения; 
нижней формулой этого дерева является, конечно, формула 
ЦхА.

Определение дерева формул закончено.
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Последовательность вхождений формул в дерево формул, 
начинающаяся с нижней формулы дерева и продолжающая­
ся без пропусков до .одной из самых верхних формул дерева, 
называется ветвью дерева формул. Количество формул в са­
мой длинной ветви дерева называется высотой дерева фор­
мул. Верхние формулы дерева формул, не имеющие вида 
аксиом исчисления предикатов, называются гипотезами, или 
открытыми посылками, дерева формул. Мы говорим, что 
формула В, входящая в вывод, расположена выше формулы 
Л, если существует ветвь вывода, содержащая А и В, при­
чем В в этой ветви встречается позже, чем А.

Вот пример дерева формул высоты три:
P ^ Q (x )

Y х(Р zd Q (х)) у  х (Р => Q (х)) .Р  => у  х Q (х)
Р => V * Q (х)

Самая длинная ветвь этого дерева формул — это 
P zd\/xQ(x);\/x (PzdQ(x))\ P^>Q(x).

Единственная открытая посылка этого дерева — P idQ(x). 
Здесь формула P zdQ(x) расположена выше формулы 
У x(PnQ(x)). В то же время формула P zdQ(x) не располо­
жена выше формулы

\/x(Pz>Q(x))^>. P zd\/xQ(x).
Деревом вывода, или просто выводом, в исчислении пре­

дикатов называется дерево формул, удовлетворяющее неко­
торому дополнительному структурному требованию. А имен­
но если формула \/ хА получена в выводе из формулы А по 
правилу обобщения, то переменная х не входит свободно 
в гипотезы, расположенные выше рассматриваемого вхож­
дения формулы \/ хА.

Приведенный выше пример дерева формул не является, 
таким образом, выводом. «Запрещен» переход

P^Q (x)
V*(P =>(?(*))’

так как гипотеза P zdQ(x) содержит свободно переменную х.
Если формула \/ хА получена в дереве формул из фор­

мулы А по правилу обобщения, а формула В  расположена 
в дереве формул выше рассматриваемого вхождения У хА 
и содержит свободно х, то говорят, что переменная х варь- 
ируется в формуле В . Наше структурное требование можно 
выразить следующим образом: в выводе параметры гипотез 
не варьируются, остаются фиксированными.

Структурное требование выполняется тривиально, если 
дерево формул не содержит вовсе правил обобщения, или
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если все гипотезы дерева формул суть замкнутые формулы, 
или если дерево формул вовсе не содержит гипотез.

Пусть Г — конечный список формул и А — формула. 
Будем говорить, что формула А выводима в исчислении пре­
дикатов из списка формул Г, и писать Г Ь Л, если сущест­
вует вывод D с нижней формулой А и такой, что всякая ги­
потеза D является членом списка Г. При этом, конечно, не­
которые формулы Г могут и не быть гипотезами D. Мы го­
ворим, что вывод D формулы А не зависит от таких чле­
нов Г.

Список Г может быть и пуст. Тогда Г f- А означает, что 
существует вывод А без гипотез; мы пишем в этом случае 
1-Л и говорим, что формула А выводима в исчислении пре­
дикатов.

Саму фигуру Г|— А мы будем называть иногда вы води­
мостью (или, в другой терминологии, секвенцией). Таким 
образом, чтобы обосновать секвенцию Г (-  Л, следует постро­
ить вывод в исчислении предикатов с нижней формулой Л,  
все гипотезы которого находятся среди членов списка Г.

3. Следующая лемма описывает семантические свойства 
выводимости.

Л е м м а .  Пусть Г Ь- А, где  Г есть список формул В и ...» 
Вт. Пусть М — интерпретация языка Q и Q — оценка для 
В 1, ..., Bmt А. Тогда если Mf== Bi0, ..., то Mt=AQ.

[> Доказательство проведем индукцией по высоте вывода 
для Г f— Л. Если этот вывод состоит из единственной форму­
лы Л, то Л — либо гипотеза (и, следовательно, член Г), 
либо аксиома исчисления предикатов. Если Л — гипотеза, 
т, е. одна из формул £*, то M ^AQ  ввиду М\=Л1§. Если Л — 
аксиома, то М£=Л9, так как Л — логический закон.

Если Л в выводе получена по модус поненс, то М(==Л0 
следует из индуктивного предположения и того, что это пра­
вило сохраняет истинность формул при фиксированной 
оценке.

Пусть Л имеет вид \/л;С и получена в выводе из форму­
лы С по правилу обобщения. Таким образом С выведена 
с помощью вывода меньшей высоты, чем вывод У хС, 
поэтому к выводу С можно применить индуктивное предпо­
ложение. По структурному требованию х не есть параметр 
гипотез вывода формулы С. Чтобы показать M t=(V хС) 9, 
достаточно установить, что для произвольного объекта а 
имеем Л1|= (Са*)0. Так как всякая гипотеза Bi вывода для 
С не содержит свободно х , то из A ff=#;0  следует М (==

(Biax) 0. По индуктивному предположению отсюда М t=
(Ca*)9.Q
С л е д с т в и е .  Если Г V- А и все члены Г суть логические 

законы, то А — также логический закон. В частности, если 
h  Л, то А — логический закон.
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Таким образом, на выводимость в исчислении предикатов 
можно смотреть, как на некоторый инструмент для получе­
ния логических законов.

4. Рассмотрим примеры выводов в исчислении предика­
тов. Для удобства выводы записываем в виде столбцов фор­
мул, а не деревьев.

1) Ь- ЛгэЛ. В самом деле, можно построить следующий 
вывод:

1. A zd. ( A zdA ) ^ A ,  

это пример схемы аксиом 1) п. 1;
2. (Aid .(A zdA )zdA)^>((A=>.A=>A)^:>-A:=:>A )’

это пример схемы аксиом 2);
3. (Л=>.ЛдоЛ)^(Л=>Л), 

получается по «модус понено» из 1 и 2;
4. Л:э.Л=>Л,

это пример схемы аксиом 1);
5. ЛгзЛ

получается из 3 и 4 по модус поненс.
2) Пусть Л — формула, х н у  — различные переменные, 

причем у не входит свободно в Л. Тогда |— ухЛ гэ 
zd\/ у(А{х\\у)). В более традиционной (но менее точной) 
записи это высказывание имеет вид

\/хА(х)=>\/уА(у).
Действительно, строим вывод

/. \/xA(x)zDA(y), 
это пример схемы аксиом 11) п. 1;

2. Vy( У*Л(х)гэЛ (t/))
по правилу обобщения из 1, структурное требование выпол­
няется, так как 1 — не гипотеза (а аксиома исчисления пре­
дикатов) ;

3. \/у ( УхЛ(х)г>Л (г/))=з,
\/хА{х)=>\/уА{у),

это пример схемы аксиом 12) (существенно , что у  хА (х) не 
содержит свободно у)\

4. \/хА(х)-=э\/уА (у)
вытекает из 2 и 3 по модус поненс.

У п р а ж н е н и е .  Установите в тех же условиях, что и во 
втором примере, что

ЬЗ У (A (jc|| y))zDjxA.
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§ 2. ТЕОРЕМА О ДЕДУКЦИИ. ТЕХНИКА 
ЕСТЕСТВЕННОГО ВЫВОДА

1. Непосредственно использовать выводы в исчислении 
предикатов для установления логических законов крайне 
неудобно. Выводы даже простых формул получаются очень 
громоздкими, а главное, весьма непохожими на обычные 
способы рассуждения, употребляемые математиками. По­
этому понятие вывода в исчислении предикатов, как мы его 
сформулировали в п. 1, используется главным образом в тео­
ретических исследованиях, где существенно, чтобы выводы 
имели простую структуру.

Практически же выводимость формул и секвенций уста­
навливается с помощью серии специально подобранных до­
пустимых вспомогательных правил вывода, относящихся не­
посредственно к секвенциям. С их помощью мы можем уста­
новить, что секвенция выводима, не строя для нее вывод 
в исчислении предикатов. Указанные правила уже близко 
соответствуют обычной практике математического рассуж­
дения, что сильно облегчает доказательство выводимости. 
Набор этих правил и называется техникой естественного вы­
вода.

2. Ключевым фактом здесь является так называемая тео­
рема о дедукции.

Т е о р е м а .  Если Г, A ь  В, то Г ь Л = э В .  Э тот факт запи­
сывается в виде вспомогательного правила вывода:

Г , A h  В 
Г h  A id В

[> Воспользуемся индукцией по высоте вывода для 
Г, А ь  В. Если этот вывод состоит из единственной гипотезы 
В, то возможны два случая: В равно А или В есть член Г. 
В первом случае Г \~ A zdB следует из АтэА. Если В есть 
член Г, то Г ь  В. Кроме того, очевидно \~ В id. A id В (это 
пример схемы аксиом исчисления предикатов). С помощью 
модус поненс отсюда получается, что Г Ь A zdB.

Если В есть аксиома исчисления предикатов, то из 
I -  B id. A zdB вновь получим Н  A zdB и , значит, Гь- A zdB.

Теперь рассмотрим случай, когда В получена из Г, Л h-C 
и Г, Л ь  C zdB по правилу модус поненс. По индуктивному 
предположению тогда Г ь Л г э С  и Y\-Azd.CzdB. Далее, 
имеем

Ь  {Aid. C zdB) i d . (AidC)zd (AzdB)
(это пример схемы аксиом 2 исчисления предикатов). Дваж­
ды применяя модус поненс, получим Г h A id В.

Пусть теперь формула В имеет вид VxC и получена из 
формулы С по правилу обобщения. Таким образом, Г, Л \~С.
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Если вывод для Г, Л г- С не зависит от Л, то Г (— С. По пра­
вилу обобщения в этом случае Г h\/ хС. Кроме того, очевид­
но, Г h\f x C zd. A zd \/ х С  (это пример схемы 1). По модус по- 
ненс отсюда Г н Л з  \/хС.

Если же Л есть гипотеза вывода для Г, Л Ь С, то по 
структурному требованию Л не содержит свободно х. Пусть 
Ti есть часть списка Г, состоящая из всех гипотез вывода 
для Г, Л h  С, отличных от Л. Ни один член Ti не содержит 
х свободно (по структурному требованию) и Гь Л Ь- С. По 
индуктивному предположению. Т\\~ A zdC. Далее, по правилу 
обобщения Ti x ( A zdC ) .  Д ал ее , Ti f—У *(Л :э С ):э . Л=э 

(это пример схемы аксиом 12)). По модус поненс от­
сюда П Y~Azd\/x C, и, следовательно, добавляя формулы, от 
которых вывод не зависит (а они могут и содержать х сво­
бодно!), получим

T h A ^ \ /x C .  □

Теорема о дедукции показывает, что для установления 
импликации Гь - Лг э В  достаточно показать Г, Л К-В, что 
часто бывает гораздо проще. В математической практике 
этому соответствует следующий пример рассуждения. Если 
нужно в некоторой ситуации установить, что АтэВ, то допу­
стим (введем гипотезу), что Л верно, и докажем В, исходя 
из этой гипотезы.

3. Следующие правила называются структурными прави­
лами техники естественного вывода:

1) закон тождества
А\~А;

2) правило добавления
г ь- А

Г, В н А 9

3 правило перестановки
Г, В, С, Л h- А 
Г, С, В, A h  А 9

4) правило сокращения
Г, В, в ,  А н А 
Г, В, А |- А 9

5) правило сечения
Г 1- А; A, A h В 

Г, A h B

Правила 2) — 5) следует понимать как допустимые прави­
л а  вывода. Это означает, что если дан вывод для секвенций,
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расположенных выше черты, то можно построить вывод и 
для секвенции, расположенной ниже черты.

t> 1) Из гипотезы А и ввиду h  A zdA (п. 4 § 1) по модус 
поненс ЛЬ Л.

2) — 4). Тривиально допустимы. Вывод, обосновываю­
щий секвенцию выше черты, обосновывает и секвенцию ни­
же черты.

5) Из А, А h  В по теореме о дедукции Ah AidB. Отсюда 
и из Г ь - Л по правилу добавления Г, А\—A idB : Г, A h А.
Применяя модус поненс, получим Г, Л 1- В. □

В технике естественного вывода доказанные правила 
широко употребляются без явного упоминания.

4. Следующую группу образуют логические правила тех­
ники естественного вывода. Правила эти разбиваются на 
группы: для каждой логической связки и квантора — своя 
группа правил. Кроме того, внутри группы правила делятся 
на два вида: правила введения , указывающие, как доказы­
вать формулу с данным логическим символом, и правила 
удаления , указывающие, как использовать формулу с дан­
ным логическим символом для доказательства других фор­
мул.

1) Импликация:

введение 
Г, А 1- В

удаление 
Г 1- Л; Г ь- А :р  В 

Г й В

2) Конъюнкция:

Г н А; Г h В 
Г f- Л Д В  '

введение удаление 
Г, Л, В г- С
Г, А Д В \~С '

3) Дизъюнкция:

введение удаление

Г н Л V Я ’ Г н Л у В '
г ь л гь- в Г , Л н С ; Г , А ь - С  

Г, Л V В h С

4) Отрицание:

введение
Г, Л I- В; Г, Л h 1 В . 

Г ы  А

удаление 
Г I— 1 п А 

Г ь Л
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5) Общность:
введение

Г н  А(у)

удаление 
Г 1-  у х А

Г н А ( х It)

(здесь у не входит свободно 
в Г, и если х отлично от у , 
то х не входит свободно в

Л(у)У,

6) Существование:
введение удаление 

Г , А (у) н Сr')-A(x\\t) .
г h- э х л * Г , ^ х А (дс) t—■ С

(здесь у не входит свободно 
в Г и С, и если х отлично 
от г/, то х не входит свобод­
но в А (у), А(х) есть А(у\х)).

1) Эквивалентность: 
введение удаление

Г, A t-  В; Г, В 1- А . Г h  А; Г h  A at В ,

|> Рассмотрим некоторые из правил. Доказательство 
допустимости остальных правил предоставляется читателю.

^-введение. Это есть в точности теорема о дедукции.
ZD-удаление. Из данных выводов Г \-A, ГЬ- ЛгэВ вывод 

для Г В получим с помощью модус поненс.
V -введение. Имеем: Г\—А. Кроме того, f- AzdA\/B  (это 

аксиома). По модус поненс Гь- A\JB .
V-удаление. Из данных Г, Л f—C; Г, 5  h  С по теореме о 

дедукции Т A zdC и  Г К В:эС. Кроме того, Ь (Л 1 э С ):э . 
(В :эС )1э(Л \ /B zdC) ( э т о  аксиома). Дважды применяя мо­

дус поненс, получаем: Г (- A \/BzdC. П о закону тождества 
(и правилу добавления) Г, А\/В ь  A\JB. По модус поненс 
Г, A V B h - С.

3 -удаление. Из Г, А (у) h С по теореме о дедукции сле­
дует, что Г h- A (^ )zdC. По правилу обобщения

здесь существенно, что у не входит свободно в Г. Имеем 
аксиому \/у{А (y)zzC)zD. j  yA(y)zzC. По модус поненс

Г|-В
Г ь  В; Г 1- Л S3 В 

Г| ~А

Г Ь\/ y(A(y)zDC)
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гЬ- 3 у А (у )^ С . Ввиду п. 4 § 1 y~ 3 xA {x) zd 3 уА(у)- От* 
сюда Г, 3 хА(х) ^ З у А (у ). Следовательно, по модус поненс 
Г, 3хА (х) h С.

=== -введение. Из Г, А ь  В и Г, В f— А по теореме о дедук­
ции Г \ - А и В , Г к ЯгэЛ, Г h  (AzdB)  Д  ( 5 = э Л ) ,  ч т о  и  озна­
чает по определению эквивалентности Г \~А^==В. □

На практике логические правила применяются, так ска­
зать, в обратном порядке; нужно установить секвенцию ни­
же черты, и мы замечаем, что для этого достаточно устано­
вить секвенции выше черты. В этом свете можно заметить,, 
что все правила соответствуют довольно обычным приемам 
математического рассуждения.

Например, \/’УДаление соответствует разбору случаев . 
Если в некоторой ситуации из A\JB нужно вывести С, то 
мы рассуждаем так: если верно A \jBt то либо Л, либо В и 
поэтому достаточно разобрать случаи, вывести С из Л и вы­
вести С из В  по отдельности.

3 -удаление соответствует правилу единичного выбора 
(в другой терминологии, правилу С). Допустим, что 
3 * Л ( х ) ,  и выведем С. Раз существует х, такое, что А (х )у 
то можно рассмотреть (выбрать) одно из таких х. Обозна­
чим его через у, Для этого у верно А (у). Таким образом, 
достаточно вывести формулу С из Л (у).

Правило ~]-введения соответствует рассуждению от про­
тивного, приведению к абсурду  (традиционное латинское 
название — reductio ad absurdum): чтобы установить ~] АР 
достаточно, допустив Л, получить противоречие, т. е. вывес­
ти В и ”| В одновременно для подходящего

5. Руководствуясь этими идеями, можно доказывать вы­
водимость логических законов исходя из их содержательного 
смысла.

Докажем, например,
Ь- А у в ^  1  П Л А Ч  В ).

Согласно == -введению достаточно установить
A V B  к-1 П Л Л  1  В) 

и
1  С | Л Л ~ | В )ь  А У В .

Начнем с первой секвенции. Слева у нее стоит дизъюнк­
ция, поэтому, разбирая случаи согласно \/'УДалению» доста­
точно установить два факта:

ль-п с м а ПВ),
Я Н 1 С М Л 1 В ) .

Мы установим только первый, второй устанавливается сим­
метрично. Для вывода отрицания | С] Л Д “| 5 ) достаточно 
допустить ^ Л Д Д В  и вывести противоречие, т. е. исполь­

104



зовать ~)-введение. Противоречие будет состоять в выводе 
А и ~ ]  А. Итак, для вывода Л ь - П С М Л П  В) с помощью 
~) -введения достаточно установить

А, ^ А Л 1 В \ - А  
и

А, П A A l B h ^ A .
Первая секвенция выводима по закону тождества. Для вы­
вода второй согласно Д-удалению достаточно показать

А, Н А  1  В ь - П А
что также следует из закона тождества.

Теперь установим

П П Л Д Д В )  h  А \у В.

Здесь наше рассуждение будет косвенным. Согласно ~) -уда­
лению достаточно установить

1 П Л Л 1 В ) н Щ А у В ) .
А для этого согласно ~] -введению следует, допустив 
~](А\/£)> вывести противоречие. Мы докажем

Л П Л Л 1 В ) ,  1 (А  V 5) h- П П А  А 1 5 )
И

l ( A V 5 ) h 1 A A l B .

Первая секвенция, очевидно, выводима по закону тождест­
ва. Вторую секвенцию получим по Д-введению. Достаточно 
вывести

1  ( AV B ) h l A  
и

Мы выведем первую секвенцию, вторая выводится симмет­
рично. Используя ~]-введение, достаточно вывести

I M V B ) ,  А I- ~| (А V  Я) 
и

~](А V B ) ,  A h A V B .
Но первая из этих секвенций очевидна, а вторая получается 
с помощью V -введения из (A \JВ ) , А \~ А.

6. Выведем )-А \ /"|А . Согласно ~) -удалению достаточ.- 
но вывести ь  1 1  (А V 1А ). С этой целью по Ч 'ввеДению 
допустим, что “| (А V  ~) А ), и получим противоречие:

1  (A V ~ H ) Ь-ПА,
П (А V  ~)А) Н ~ П  А.
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Для вывода первой секвенции ( “J -введение) допустим А 
и получим противоречие:

~ ] (л v ~И)> Л ь " | ( л у ~ М ) ,
1 ( Л у " М ) ,  a h A V IA .

Первая из этих секвенций очевидна, а вторая получается 
V -введением. Аналогично, для получения секвенции

- | ( А У " И ) Ь ~ П А  
достаточно вывести секвенции

П (Л V  П А) , П А ь- ~] (А V  П Л)»
1 (Л  V ~ M ) ,  ДЛ Ь Л у “1Л, 

которые доказываются аналогично.
7* Выведем ь-3 x 4 (x) zd ~1У-*П Л(х) .  С этой целью до­

пустим 3 x 4  (х) и выведем ~] \/ х | Л (х) , т. е. выведем
3 хА (х) (— '3 /  х~\ Л (х ) .

Для этого согласно 3 -удалению выберем новую переменную 
у и установим

А (у) h l V x l A ( x ) .
Это можно сделать с помощью ~] -введения:

А (у), У 'Л  Л(х) \-А(у)
и

А (у). У Л  А(х) Р~\А(у).
Первая секвенция есть закон тождества, а вторая получает­
ся \/-удалением.

8. Докажем h  A id . Д A zdB. Расположим  теперь доказа­
тельство в технике естественного вывода прямым образом, 
«сверху» вниз»:

/ . Л, ДЛ, д в ь л ,

2. Л, И Л, П В ь - П Л ,

<3. л, ! Л  h  П Д 5  (~]-введение из 1 и 2 )у

4 . Л, Л Л 1—.-S (Д-удаление из 5),

5. (— Л =5. Д Л = э В  (=)-введение дважды).

9. Разумеется, в технике естественного вывода можно 
использовать и другие секвенции, выводимости которых уже 
установлены, или иные допустимые правила.

Например, с помощью техники естественного в ы в о д а  
можно установить, что если формула Л конгруэнтна форму-
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пос^ ' лгтврннг> ~ ^  Д °каз„ательство проводится довольно не­
посредственной индукциеи по сложности формулы А .

Ьще одно полезное правило — правило подстановки:
______ _____________ Г к Л
r(Xl* - ~ * i i • '*)ь7КГ..., xk\\tl, ...т^р

Л -у д а л ТеЬн и ^ % ПРА0 « 0 ™ /  6СТЬ СПИСОк B l B ^  И з  в " В ^ А  п 0
nDamnv n6oK l^ B 2 h A u a П°  ^^ведению  ^ В Х/\В2̂ >А. По
x l  (В 1 R ? л" Xk (B lA В2^>А) . Далее, У * i  -  
обозначена п о я ^ (B if\B2 j>A )' есть аксиома; штрихом здесь
Й  ? А & Ка (Хи Xklltl........  tk)- По М0ДУС П0‘
Далее по‘л ’ ИЛо ’, чт° то же самое, ь  B'tA Bs'^A '.
В /  f l V /  ведению в  1 , в 2' }- в 1'/\ в2'. По модус поненс 
^  * in 2 ^  Л * Что и требовалось. О
ля 1ч°тоГ1па^пеННЫе РассмотРения должны убедить читате- 
DaT яяа поя,/ ение пРедикатов — достаточно мошный аппа- 
тельстпо я»«Уп !НИЯ Л0ГИческих законов. Фактически, доказа- 
во птооой иа^ ИМ0СТИ всех Л0ГИческих законов, упомянутых 
являртоя с П0М01ДЬЮ техники естественного вывода,

Е р Г  ’ н0 нетрудньш упражнением, 
водится я игя усТановИМ- что всякий логический закон вы- 
чнямаш - ЧИслении пРеДикатов. Это и есть содержание 
катов Т°И Те0ремы Геделя о полноте исчисления преди-

л н о о п ™ ^ ™ ?  Существуют и иные эквивалентные форму- 
мулипошги Г РЛеНИЯ предикатов. Особенно интересны фор- 

УЛ Р° В основу положены именно правила типа 
n S ™ ?  естественного вывода. Это так называемые
ияуирино Я натУРального вы вода  и исчисления секвенций, 
числения иго°аРютХ бЫЛ° НЗЧаТ° Генценом в 1934 г. Такие ис- 
ниях по теории до каз^тел ьст" И В С0Временных исследова-

Щих^яе трппи(ГеСК0ЛЬК° ^ ПреДВа? Ителькых замечаний, касаю- 
этой трппин И„„ алгориФ мов- Аккуратное изложение начал 
книге Р надеемся привести в нашей следующей

пяр™ ! ! ’ ЧТ°  ВЬ|Ражения рассмотренных нами языков могут 
DOM ^п !р ИВаТЬСЯ ? ак сЛ0Ва (СТР°ЧКИ СИМВОЛОВ) в некото- 
симйпппДЧНп0М ! лфавите Множество всех слов (строчек 
символов) в алфавите 2  обозначим через 2 * .
сивнымЖ*г11° СЛ° В назовем Разрешимым, или рекур- 
f . y *  Л)п СЛИ существует вычислимая функция (алгорифм) 

1и’ 1 } ’ определенная на всем множестве 2 *  тикая, что 
для всякого слова А ^ 2 *  имеем f ( A )  =  l < = > A e M

Шегтне1 ? " 1 аЛВ™ / ОЕОрЯ> множество М  разрешимо, если су- 
слпп\;У Т алгоРиФм> позволяющий выяснить по заданному 

у, принадлежит это слово множеству М  или нет
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Множество A fe 2 *  называется рекурсивно-перечислимым, 
или просто перечислимым, если существует вычислимая 
функция /, определенная на некотором подмножестве 
/ :  1}, такая, что Atedom / и для всякого слова A ^ V
имеем

Очевидно, что всякое рекурсивно-перечислимое множест­
во является и рекурсивным. Неформально говоря, множе­
ство М перечислимо, если мы умеем алгорифмически выяс­
нять, когда Ле М, но не обязательно можем узнать, когда 
А&  М.

Из известных результатов Геделя и Черча следует, что 
множество всех логических законов в любом из рассмотрен­
ных нами языков первого порядка является рекурсивно-пе­
речислимым, но не разрешимым.

§ 3. ФОРМАЛЬНЫЕ АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ.
ПРИМЕРЫ ФОРМАЛЬНЫХ АКСИОМАТИЧЕСКИХ
ТЕОРИЙ

1. До сих пор мы интересовались способами доказатель­
ства логических законов. Теперь рассмотрим способы полу­
чения теорем в конкретных математических теориях типа 
арифметики, анализа или теории множеств.

Формальная аксиоматическая теория (мы будем часто 
опускать один или оба из этих эпитетов) определяется набо­
ром

Т = (  Й, X >,

где Q — логико-математический язык, X — некоторое мно­
жество предложений (т. е. замкнутых формул) языка Q, 
называемое множеством нелогических аксиом теории Г.

Будем говорить, что формула А языка Й выводима в 
теории Г, и писать Г ь  Л, если существует конечный список 
Г, составленный из нелогических аксиом теории Т и такой, 
что Г ь  Л в исчислении предикатов.

Это определение уточняет, что значит вывести утвержде­
ние А в теории Т с помощью законов логики. Описывая не­
логические аксиомы теории, мы будем часто приводить не­
замкнутые формулы. В этом случае всегда имеется в виду, 
что следует взять замыкание рассматриваемых формул кван­
торами общности.

2. Модель М для  языка й называется моделью теории 
7 =  (й, X ) ,  если М \=z А для всякой нелогической аксиомы 
Ле=Х

Т е о р е м а .  Если М — модель теории Т и Т h  В, то для 
всякой оценки 0 для формулы В имеем М1=^Вд.

>  См. п. 3 § 1. □
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Таким образом, если формула В  выводится в теории Г, 
то В истинна во всякой модели теории Т. Из теоремы Геде­
ля о полноте исчисления предикатов вытекает и обратное: 
если формула В истинна во всякой модели теории Г, то В 
выводится в теории Г. Наш, казалось бы, чисто формальный 
аппарат выводимости оказывается адекватным инструмен­
том установления истинности фактов в теории.

3. Приведем некоторые примеры формальных теорий.
Элементарная арифметика Аг есть формальная аксиома­

тическая теория в языке Аг (см. п. 1 § 4, гл. II). Нелогичес­
кие аксиомы Аг суть формулы следующих видов.

Аксиомы равенства:
1) х — х;
2) x = y /\ x = z Z D y = z .
Аксиомы Пеано:
3) ЭхфО-
4) (S x = S y )= = x = y \
5) A(Q) /\\/ x (A {x) zdA (S x) ) zd\̂ хА(х)

(принцип полной математической индукции; здесь А (х) ~  
произвольная формула Аг, так что 5) определяет бесконеч­
ную серию аксиом, схему аксиом индукции) .

Определяющие аксиомы для сложения и умножения:
6) х +  0 = х ;
7) x +  S y — S (x-f у)\
8) j t * 0 = 0 ;
9) x - S y = x - y  +  x.
Определение теории Аг закончено. Легко *видеть, что мо­

дель со языка Аг является моделью и формальной теории 
Аг.

У п р а ж н е н и е .  Докажите, что аксиома 1) выводится из 
2) и 6) и, таким образом, является излишней. (Тем не ме­
нее мы приводим ее в целях единообразного введения акси­
ом равенства в различных теориях. И в дальнейшем мы да­
леко не всегда будем приводить минимальный список ак­
сиом.)

С помощью аксиом 1) и 2) докажите, что 
Аг x —yzD y=x.

Аксиомы 1) — 9) выбраны таким образом, чтобы все 
обычные факты, верные в со и формулируемые на языке Аг, 
выводились бы в Аг. В этом отношении успех аксиоматики 
Аг впечатляет: привести пример истинного в со, но не выво­
димого в Аг утверждения очень непросто. Впервые некото­
рый искусственный пример такого рода привел Гедель

109



в 1931 году, примеры же математически содержательных 
теорем, невыводимых в А г, появились совсем недавно.

Если М — модель языка Q, то через ThQ(M) обозначим 
множество всех предложений языка Q, истинных в М. Мно­
жество ThQ(M) называется теорией модели М. С другой 
стороны, если Т — теория в языке Q; то через [Т] обозначим 
множество всех предложений, выводимых в Т (так называе­
мое логическое замыкание теории Т). Теория Т называется 
полной по отношению к модели М, если [T ]= T h Q(M). Тео­
рия Т называется просто полной, если для всякого предло­
жения А в языке Q имеем Т Ь А или Т |—^  А.

У п р а ж н е н и е .  Докажите следующие утверждения.
1) Если теория Т полна по отношению к некоторой моде­

ли М, то Т является полной теорией.
2) Если Т — полная теория, то Т является полной по от­

ношению ко всякой модели теории Т.
Как мы отметили выше, [Ar]^ThAr(o)), но [Ar]=#=ThAr(co) } 

так что элементарная арифметика — неполная теория.
Далее, теория Т называется разрешимой, если множестве 

[Т] рекурсивно. Иными словами, Т разрешима, если сущест­
вует алгорифм, позволяющий по любому предложению А 
выяснить, верно ли Т ь- А или нет.

Известно, что множество [Аг] рекурсивно-перечислимо, 
но не разрешимо, так что элементарная арифметика — не­
разрешимая теория. Что касается множества ThAr(co), то 
оно даже не рекурсивно перечислимо.

Еще один замечательный факт, открытый Сколемом в 
20-х годах, состоит в том, что существуют модели элемен­
тарной арифметики (и даже модели ThAr(co)), существенно 
неизоморфные модели со. Они называются нестандартными 
моделями арифметики. И хотя в такой модели выполняются 
все аксиомы арифметики 1) — 9), в том числе и аксиомы 
Пеано, все же, например, существуют подмножества мно­
жества объектов модели, не имеющие первого элемента 
в смысле порядка, определимого естественной формулой 
арифметики! Как же быть тогда с утверждением, что аксио­
мы Пеано однозначно определяют натуральный ряд (катего­
ричность натурального ряда?)

Следует ясно понимать, что здесь различаются постанов­
ки вопроса. Категоричность натурального ряда означает, 
что в рамках некоторой теоретико-множественной системы, 
например, системы Цермело — Френкеля (так сказать, внут­
ри системы) можно доказать единственность натурального 
ряда (с точностью до изоморфизма), существенно пользуясь 
законами теории множеств. Моделъ же элементарной ариф­
метики совсем не обязана быть натуральным рядом, это 
должна быть просто интерпретация языка Аг, удовлетворяю­
щая аксиомам 1) — 9). Принцип индукции (схема аксиом 5)
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должен выполняться не для всех теоретико-множественно 
понимаемых свойств А (х), а только для свойств, выразимых 
в языке Аг. Такая структура, может быть, и не изоморфна 
обыкновенному ряду. Так, подмножество без первого элемен­
та в нестандартной модели существует, но это подмножество 
невыразимо в  языке Аг.

Кстати, если теория Цермело — Френкеля непротиворе­
чива, то у нее тоже существуют неизоморФные модели. 
В каждой такой модели ввиду категоричности существует 
только один натуральный ряд, хотя натуральные ряды из 
разных моделей могут быть и неизоморфны!

Доказательство всех этих классических результатов чи­
татель найдет в более подробных руководствах по математи­
ческой логике (см. список литературы в конце книги).

4. Рассмотрим теперь элементарную теорию действитель­
ных чисел р. Эта теория, так же как и Аг, —• в языке Аг. 
Нелогические аксиомы R суть формулы следующих видов.

Аксиомы равенства:
1)
2) x = y / \ x = z z o y ~ z ;
3) x —yzoSx— Sy,
4) x = y T D x + z = y + z ;
5 )  X =  yZDX-Z =  y-Z.
Эта группа аксиом подобрана таким образом, чтобы вы­

водились следующие схемы, Определяющие схемы равенства:
a) х=у=> . l{x )= = t{y ) .
b) х=ут э. A (x)m aA (y);
c) х —х.
Здесь t — произвольный терм, а А — произвольная фор­

мула языка. Иногда в теории определяющие схемы равенст­
ва а) — с) сразу принимают в качестве аксиом, причем от­
носят их к разряду логических аксиом. В таких случаях го­
ворят, что теория рассматривается в исчислении предикатов 
с равенством. Мы все же в наших примерах будем явно 
описывать аксиомы, относящиеся к равенству, и считать их 
нелогическими аксиомами. Но при этом, конечно, схемы а) —
с) будут выводиться.

Аксиомы поля:
6) 0=^50;
7) *  +  0 = х ;
8) х + у = у  +  х;
9) ( x + y ) + z = x + ( y + z ) ;

Ю) ЗУ(х +  у = 0 ) ;
И) х - 5 0 = х ;
12) х -у = у -х \
13) л:- ( y - z ) - ( x - y )  -а;
14) x ^ 0 = >  3 y (x .y — S0).t
15) х- (y +  z) — x-y +  x-z.

Ill



16) J z ( z 2= x 2 +  y2);
17) х +  у = 0=D 3 z \ x = z 2\Jy =  z2).

Здесь, конечно, х2̂ х х .  Если ввести естественное сокраще­
ние: х < у  ^ 3  z (x +  z2= y ) , то написанные выше аксиомы по­
рядка позволят вывести все обычные свойства порядка в об­
ласти действительных чисел. Читателю в качестве упражне­
ния рекомендуется убедиться в том, что из аксиом 1) — 17) 
вытекают следующие свойства порядка:

d) х<х\
e) x<y/\y<zzDX<z\
I) х = у = ( х с у А у < х ) ;
g) х <у\ /у<х\
h) 3 у ( х = у 2) ;
i) х < у т э х + г< у  +  г\
j) ОсхД yC2=DX-yCX-2;
k )  0 < S 0 .

Определим, далее, x < j / = s  (x < y )  /\хфу~  Пусть t(x) —  
произвольный терм языка Аг. Следующая формула называ­
ется аксиомой вещественной замкнутости:

18) х < у А П х ) < 0 А 0 < Ц у ) = >

^ z ( x < .z A z < y A H z ) = 0 ) .
Суть аксиомы состоит в том, что если многочлен с веще­

ственными коэффициентами принимает на концах некото­
рого отрезка значения разных знаков, то внутри отрезка он 
обращается в нуль в некоторой точке.

Формулировка теории R закончена.
Сразу видно, что множество действительных чисел R яв­

ляется моделью теории R.
В отличие от Аг теория R является полной и разрешимой. 

Этот замечательный факт был обнаружен Тарским. Модели 
теории R называются в алгебре вещественно замкнутыми 
упорядоченными поля ми. Хорошо известны модели теории 
R, неизоморфные множеству всех действительных чисел. 
Так, счетное множество алгебраических чисел составляет 
модель R. Известны и более экзотические модели, являю­
щиеся неархимедовыми полями.

5. Рассмотрим теперь теорию Lin в языке Lin. Нелоги­
ческие аксиомы Lin суть следующие.

Аксиомы равенства:
l) х = х ;
2) x = y A x = z = > y = z ',
3) x = y A x < z = > y < z ;
4 ) X —  y A z < X Z D Z C y .

Аксиомы порядка:
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5) ~]х < х
6 ) X < y / \ y C Z Z D X < Z \

7) x cy zD  ^ z {x < z /\ z < y )\
8) 3 z ( z < x ) ;
9) 3 z ( x < z ).

Формулировка теории Lin закончена. Множество Q рацио­
нальных чисел и множество R действительных чисел с есте­
ственным порядком являются, очевидно, моделями Lin. Во­
обще модели Lin называются плотными линейными упоря­
дочениями без первого и последнего элементов.

Теория Lin полна и разрешима.
Примечательная особенность Lin состоит в том, что все 

счетные модели Lin изоморфны и, следовательно, изоморфны 
Q. Как говорят, теория Lin категорична в счетной мощности.

Заметим, что теория R выглядит более мощной по своим 
выразительным возможностям, чем теория Lin. В самом де­
ле, в R можно определить некоторые, уже, быть может, и не 
атомарные формулы х = у ;  х < у , относительно которых все 
аксиомы Lin могут быть выведены в R. Мы говорим, что 
теория Lin интерпретируется (или относительно интерпре­
тируется) в теории R.

Общее определение важного понятия относительной ин­
терпретации одйой теории в другой довольно громоздко, и 
мы не будем его давать. Коротко говоря, теория Т х относи­
тельно интерпретируется в теории 73, если все атомарные 
понятия теории Т\ могут быть выражены в виде формул и 
термов Т2 таким образом, что все нелогические аксиомы Т { 
оказываются выводимыми в 73, по крайней мере если ооъ- 
екты Тх изображаются некоторой частью объектов 73. Эта 
часть определяется формулой 73-

Если формула выводима в 73, то ее интерпретация выво­
дима в 73. В частности, если в 73 выводимо противоречие 
А Л 1  А, то после интерпретации окажется, что в 73 также 
выводимо некоторое противоречие. А отсюда следует, что 
из непротиворечивости 73 следует непротиворечивость 73. 
Таким образом, можно устанавливать непротиворечивость 
теорий, не обращаясь к моделям.

В случае интерпретируемости 73 в 73 всякая модель 73 
порождает некоторую модель для 73- Таким образом, теория 
моделей 73 позволяет судить о моделях теории 73.

6. Для каж дого  натурального 0 определим теорию 
Е п — элементарную теорию векторного пространства р а з­
мерности п. Это теория в язы ке  Vect. Нелогические аксиомы 
Еп распадаются на две группы. Первая группа — это прос­
то аксиомы R, относящиеся к переменным х , уу г, ..., форму-

Аксиомы порядка:
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лам и термам Sx, х + у , х-у, Оь х — у. Вторая группа — зна­
комые аксиомы линейного пространства:

1) а + 0 ]  =  а;
2) a +  b = b  +  a\
3) (й +  Ь) +  c^ q +  (Ь +  с ) ;
4) g Ь (а+ Ь  =  О,);
5) х -(а  +  Ь) — х -а + х -Ь ;

(х + у )  - а = х - а  +  у • а;
6) (у-а) =  (х-у) -а;
7) a - S 0 = a ;
8) 3 ai -  ап\/Х[ ... xn(x i- a i+  ... + х п-ап=

=  Oi=)Jc1 =  OoA ... Ллг„=Оо);
9 )  7̂ (Х\ ... & n+l 3 * ,  ... Х я-f-l ( ( Х\ + — О о \/

•X^^OqV  ... V^n+iAOo) /\Х\ 'Oi-f-... -\-х п+1 • йп+ 1 — Ol ) .
Последние две аксиомы как раз выражают то обстоя­

тельство, что размерность подразумеваемого пространства 
равна п.

Естественной моделью теории Е п является я-мерное ли­
нейное векторное пространство над полем вещественных чи­
сел. Известно, что теория Е п полна и разрешима.

7. Теоретико-множественные надстройки элементарных 
теорий определяются однотипным образом. Например, ариф­
метика второго порядка Аг2 есть теория в языке Аг2, содер­
жащая те же нелогические аксиомы, что и Аг с той, однако, 
разницей, что в схеме аксиом индукции в качестве формулы 
А (х ) можно брать теперь любую формулу полного языка 
Аг2. Кроме того, в число нелогических аксиом зачисляется 
схема аксиом свертывания:

^ Х \ /х (х ^ Х = А (х ))у

где X не входит свободно в А (х).
Теоретико-множественная надстройка сразу сильно рас­

ширяет выразительные возможности теории. Так, в теории 
R2 интерпретируется теория Аг2. В отличие от R теория 
R2 уже неполна и неразрешима.

8. Читатель может попробовать свои силы в формализа­
ции математических теорий, самостоятельно определив фор­
мальную аксиоматическую теорию — элементарную геомет­
рию плоскости в стиле аксиоматики Гильберта. При естест­
венной формализации оказывается, что полученная теория 
будет полной и разрешимой.

Для облегчения этой работы наметим построение языка. 
В элементарной геометрии плоскости два сорта переменных:

А, В, С, ... для точек. 
а, Ь, с, ... для прямых.
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Атомарные формулы теории могут выглядеть следующим 
образом:

А =  В 
а =  Ь

А е а
[АВС]

В (А, В , С, D)

— «точка А совпадает с точкой В»»
— «прямая а совпадает с прямой

Ь»,
— «точка А лежит на прямой а»»
— «А, В, С — три различные точ  ̂

ки, лежащие на одной прямой 
так, что точка В лежит межДУ 
А и С».

— « А ф В , С ф О  и отрезки АВ и 
CD конгруэнтны.»

Наглядно эту формулу можно записывать в виде AB — CD- 
Q(A, В, С, Аь Вь Ci) — «А, В, С — три различные точки,

не лежащие на одной прямой* 
равно как и Аь В ь Сь причем 
угол АВС равен углу AjBiCi»-

Наглядно эту формулу записывают в виде Z A B C & /-А\В\С\- 
В этом языке можно естественно записать все аксиомы 

геометрии в аксиоматике Гильберта, кроме аксиомы Архи- 
меда и аксиомы непрерывности. Рассмотрим, например, сле­
дующую аксиому П аш а :

Пусть А, В, С — три точки, не лежащие на одной пря­
мой, и а — прямая, не проходящая ни через одну из точек 
А, В, С; если при этом прямая а проходит через одну из то­
чек отрезка АВ, то она должна пройти через одну из точек 
отрезка АС или через одну из точек отрезка ВС.

Ее символическая запись в нашем языке:
Пд b (A ^ b/\ B (= b /\ C (= b ) /\ А ф  aV  

В ф  аДСо^ аД  3 D {D ^a/\[AD B])
3 Е{Е<=а/\{[АЕС]\ДВЕС])).

Именно соответствующая теория (без аксиомы Архимеда и 
аксиомы непрерывности) и называется элементарной гео­
метрией плоскости. Для формулировки двух последних упо­
мянутых аксиом уже требуется надстройка языка теоретико­
множественными средствами и средствами арифметики. 
Возникающая при этом теория — теория второго порядка 
геометрии плоскости — уже не является ни полной, ни раз­
решимой, но обладает гораздо большими выразительными 
возможностями.
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* П риложение 1

КОДИРОВАНИЕ С ИСПРАВЛЕНИЕМ ОШИБОК

Интересным применением булевых колец является сос­
тавление кодов с исправлением ошибок. Здесь мы излагаем 
начала теории кодов Хемминга, позволяющих исправлять 
одну ошибку. Подлежащая передаче информация состоит из 
двоичных слов

У=У\У2-Ук
длины k. Они кодируются «кодовыми словами»

Х = Х \ Х 2 ...Хп

длины Предполагается, что вместо поданного отправи­
телем кодового слова х получатель может принять слово х\ 
отличающееся от х не более чем в одном знаке. При каких 
k и п кодовые слова в числе 2п могут быть выбраны так, что 
по х' можно будет безошибочно восстановить х (а значит, и
у)?

Со словами длины п будем обращаться как с элементами 
кольца D". Введем норму ||х||, равную числу единиц в *, и 
будем считать величину

\\х + х*\\

расстоянием между элементами х и х\ Ясно, что наше тре­
бование будет выполнено, если расстояние между двумя ко­
довыми словами будет не менее трех, т. е. сферы радиуса 
единица с центрами в кодовых словах не будут пересекать­
ся. Такие сферы в. D" имеют по п +  1 элементов. Поэтому 
должно быть

2 * ' ( л + 1 ) < 2 я.

При
п =  2т— 1, ft =  2m—т— 1 = п —т 

имеем равенство
2k (п +  1) = 2 п.

Хемминг показал, что при этих k и п поставленные задачи 
разрешимы.
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Индексы ХгУ l < r < 2 m букв кодовых слов будем записы­
вать по двоичной системе счисления

г =  ix i2 . . .  im ,

где хотя бы один знак ii отличен от нуля.
Вместо хг с r= i\  ...im будем писать

Х̂ " 'лт
Подчиним буквы кодовых слов х линейным условиям

2/ =  £  =  0 . 1 = 1.......... т ■ (*>
1

Из теории линейных уравнений (примененной к случаю поля 
D) вытекает, что я—т переменным хг можно с соблюдением 
этих условий придать произвольные значения. Таким обра­
зом, получим 2п~т =  2к кодовых слов, удовлетворяющих ус­
ловиям (*).  Если слово х* отличается от х в знаке то

. _  | 1 при ii =  1.
Zl ~~ I 0 при i{ =  0.

Это позволяет получателю найти и исправить ошибочную 
букву. Эффективность простейших кодов Хемминга показы­
вает табличка

т 2 3 4 5
k 1 4 11 27
п 3 7 15 31

При п= 3 можно выбрать два кодовых слова
000 и 111.

Для понимания механизма действия изложенной теории по­
лезно выписать 16 кодовых слов длины 7.



* Приложение 2

ПРИМЕНЕНИЯ К КОНТАКТНЫМ СХЕМАМ

На рис. 2а изображена схема с шестью узлами и восемью 
контактами. Поступающие на схему сигналы х% у и г  прини­
мают значения 0 и 1. Если и = 1 ,  то контакт, обозначенный 
и, замыкается (пропускает ток), а контакт, обозначенный й, 
размыкается. Если и = 0, то, напротив, считается замкнутым 
контакт й, контакт же и оказывается разомкнутым. Легко 
понять, что схема рис. 2а пропускает ток из узла 1 в узел 2 
в том и только в том случае, если сигналы х , уу г  удовлетво­
ряют условию

xyz\jxyz[)xyz[}xyz=ly
т. е.

хЛ-у+ £ =  1.
Схемы такого типа с двумя выделенными узлами (на рис. 

2а это узлы 1 и 2) называются двухполюсными релейными 
схемами, или просто двухполюсниками. Каждый двухполюс­
ник, на который подается п сигналов Х\у ...» хп, определяет 
некоторую булеву функцию f (x ь ..., хп) от подаваемых сиг­
налов. Эта функция называется функцией проводимости двух­
полюсника. Она описывает, при каких наборах входных сиг­
налов ток проходит из одного выделенного узла в другой.

Из двухполюсников можно конструировать новые двухпо­
люсники при помощи параллельных (рис. 26) и последова­
тельных (рис. 2в) соединений.

Рис. 2
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Так как всякая булева функция представима в конъюнктив­
ной и дизъюнктивной нормальной формах, то отсюда следу­
ет, что этими двумя приемами можно построить двухполюс­
ник с любой наперед заданной проводимостью.

Однако этот метод построения двухполюсников — далеко 
не всегда самый экономичный. Так, на рис. 2, а указан двух­
полюсник с проводимостью x +  y +  z, содержащий восемь кон­
тактов. Мы воспользовались при этом «мостиковой» схемой, 
которую нельзя получить, итерируя последовательные и па­
раллельные соединения элементов двухполюсников.

Пусть дан двухполюсник с т узлами. Если даны значе­
ния всех входных сигналов, то для каждой пары узлов i и / 
определено значение непосредственной проводимости ац , 
равное нулю или единице. А именно ац — 1, если i и / соеди­
нены контактом с проводимостью 1. Если i и / не соединены, 
то мы считаем ац — 0. Всегда а ц =  1 и ац =  ац.

Если заданы все непосредственные проводимости ац, то 
существует универсальный метод вычисления по ним «окон­
чательных проводимостей» Ьц. Мы полагаем Ьц =  1 тогда и 
только тогда, когда ток проходит из узла i в узел j при 
данном наборе значений сигналов.

Для этого можно воспользоваться булевым умножением 
матриц:

lkt/|| =  ||ai/|| • llrftjll,
где

Cij^z ац(1\jLki2^2/U ••• L
Для такого умножения матриц справедлива теорема: для 

любой матрицы А порядка m ее степени начиная с (т— 1)-й 
совпадают:

Ат~1 — Ат= А т+1 — ... — .4 м.

«Окончательная» степень матрицы непосредственных 
проводимостей и есть матрица окончательных проводимостей 
между узлами.
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