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×àñòü I

Êîìáèíàòîðèêà.

Ëåêöèÿ 1.
Ýëåìåíòàðíûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü äàíû ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xn.
Îïðåäåëåíèå. Íàáîð ýëåìåíòîâ xi1 , xi2 , . . . , xik , k 6 n íàçûâàåòñÿ k-âûáîðêîé.
Âûáîðêè áûâàþò:

1. óïîðÿäî÷åííûå
2. íåóïîðÿäî÷åííûå

Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ k-âûáîðêà íàçûâàåòñÿ k-ïåðåñòàíîâêîé, íåóïîðÿäî÷åííàÿ k-
âûáîðêà � k-ñî÷åòàíèåì.

Êðîìå ýòîãî, âûáîðêè äåëÿòñÿ åùå íà äâà òèïà � à) áåç ïîâòîðåíèé èëè á) ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè. Îáû÷íî, êîãäà ãîâîðÿò ïåðåñòàíîâêà(ñî÷åòàíèå), ïîäðàçóìåâàþò ïåðåñòàíîâêó(ñî÷åòàíèå) áåç
ïîâòîðåíèé.

Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî k-âûáîðîê âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ.
Ñëó÷àé 1à) n(n− 1) . . . (n− k + 1). Îáîçíà÷åíèå: P (n, k) = n!

(n−k)! . Ïî îïðåäåëåíèþ 0! = 1.
Ñëó÷àé 1á) nk. Â ýòîì ñëó÷àå k ìîæåò áûòü áîëüøå n.
Ñëó÷àé 2a) Ckn = n!

k!(n−k)! . Êàæäîå k-ñî÷åòàíèå áåç ïîâòîðåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé k! k-
ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé. Äðóãîå îáîçíà÷åíèå Ckn � (nk )

Ñëó÷àé 2á). Ðàññìîòðèì k-ñî÷åòàíèå xi1 , xi2 , . . . , xik . Ïóñòü ÷èñëî αi îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî
âõîæäåíèé ýëåìåíòà xi â äàííóþ âûáîðêó. Òîãäà ìåæäó âñåìè k-ñî÷åòàíèÿìè è íàáîðàìè ÷èñåë
α1, α2, . . . , αn ∈ Z, òàêèõ ÷òî α1 + α2 + . . . + αn = k, α1, α2, . . . , αn > 0, ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî k-ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ α1 + α2 + . . . + αn = k, α1, α2, . . . , αn > 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 0 è 1 ñëåäóþùåãî âèäà

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸100 . . . 0︸ ︷︷ ︸1 . . . 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
α1 α2 αn

Êàæäîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è íàîáîðîò. Çíà÷èò,
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. ðàâíî Ckk+n−1.

Ïðèìåð. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî k-ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû âñòðå÷àþòñÿ
áîëåå, ÷åì îäèí ðàç. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2á), êîëè÷åñòâî òàêèõ ñî÷åòàíèé ðàâíî ÷èñëó ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ α1 +α2 + . . .+αn = k, α1, α2, . . . , αn > 1. Èëè óðàâíåíèÿ (α1− 1) + (α2− 1) + . . .+ (αn−
1) = k − n, α1, α2, . . . , αn > 1. Ñäåëàâ çàìåíó α′i = αi − 1, ïîëó÷èì çàäà÷ó α′1 + α′2 + . . . + α′n =
k − n, α′1, α

′
2, . . . , α

′
n > 0. Îòâåò ê êîòîðîé ìû óæå íàøëè Ck−nk−1 .

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà.
1. Ckn - öåëîå. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè k > n Ckn = 0.
2. Ckn = Cn−kn .
3. Ckn = Ck−1

n−1 + Ckn−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî âñåõ ñî÷åòàíèé äåëèòñÿ íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ � ýòî òå ñî÷åòà-
íèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò x1

(
Ck−1
n−1

). Âòîðàÿ � ýòî òå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò x1

(
Ckn−1

).
4. Áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà.

(1 + x)n =
n∑
k=0

Cknx
k

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ñêîáîê.
(1 + x) . . . (1 + x)︸ ︷︷ ︸

n

= . . .+ akx
k + . . .

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ íàáðàòü x â ñòåïåíè k åñòü Ckn. Ýòî ÷èñëî è åñòü êîýôôèöèåíò ïðè
xk.

5. 2n =
n∑
k=0

Ckn

6. 0 =
n∑
k=0

(−1)kCkn

7. Ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà.

(x1 + . . .+ xm)n =
∑

r1,...,rm>0

n!
r1!r2! . . . rm!

xr11 . . . xrm
m

Äîêàçàòåëüñòâî.

(x1 + . . .+ xm) . . . (x1 + . . .+ xm)︸ ︷︷ ︸
n

= . . .+ ar1...rmx
r1
1 . . . xrm

m + . . .

Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 4, êîýôôèöèåíò ïðè xr11 . . . xrm
m ðàâåí Cr1n Cr2n−r1 . . . Crm

n−....

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ ñëîâà "ÌÀÊÀÊÀ"?

(Ì+À+Ê)6 = . . .
6!

1!2!3!
Ì1Ê2À3

Îòâåò: 60.

Ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.
Ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü çàäàíû ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xN è íàáîð ñâîéñòâ p1, . . . , pn. Êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò îáëà-
äàòü êàêèì-ëèáî íàáîðîì ñâîéñòâ èëè íå îáëàäàòü íè îäíèì.

Ïóñòü w(pi1 , . . . , pik) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè pi1 , . . . , pik (ìîæåò è åùå
êàêèìè-íèáóäü).

Ïóñòü W (k) =
∑

i1,...ik
16i16...6ik6n

w(pi1 , . . . , pik). Â ÷àñòíîñòè, W (1) = w(p1) + . . .+ w(pk).

È, íàêîíåö, E(k) - ÷èñëî ýëåìåíòîâ îáëàäàþùèõ k-ñâîéñòâàìè.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

E(0) = N −W (1) +W (2) + . . .+ (−1)nW (n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
à) x1� íå îáëàäàåò íèêàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà â ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû îí äîáàâèò åäèíèöó. À

ñïðàâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî åäèíèöà âõîäèò â ÷èñëî N .
á) x1 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè pi1 , . . . , pik . Òîãäà âêëàä â ëåâóþ ÷àñòü åñòü 0. À â ïðàâóþ 1 − C1

k +
C2
k + . . .+ (−1)kCkk . Ïî ñâîéñòâó 6. ýòà ñóììà ðàâíà 0.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ôîðìóëó

E(k) = W (k)− Ckk+1W (k + 1) + . . .+ (−1)n−kCknW (n).

Äîêàæåì íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà.
Ïóñòü ∑+

r = N −W (1) + . . .−W (r), ãäå r íå÷åòíî.∑−
q = N −W (1) + . . .+W (q), ãäå q ÷åòíî.

Óòâåðæäåíèå. ∀r, q (r-íå÷åòíî, q-÷åòíî) âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∑+
r 6 E(0) 6

∑−
q

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó äëÿ E(0) ñíèçó. Åñëè ýëåìåíò x1 íå îáëàäàåò íèêàêèìè
ñâîéñòâàìè, òî åãî âêëàä â ∑+

r è E(0) åñòü åäèíèöà. Ïóñòü ýëåìåíò x1 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
pi1 , . . . , pik . Òîãäà 1 − C1

k + C2
k − . . . − Crk âêëàä ýëåìåíòà x1 â ëåâóþ ñóììó. Åñëè k 6 r, òî îí

ðàâåí íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k > r îí ìåíüøå ëèáî ðàâåí íóëÿ.
1− C1

k + C2
k − . . .− Crk =

= 1−
(
C0
k−1 + C1

k−1

)
+
(
C1
k−1 + C2

k−1

)
+ . . .−

(
Cr−1
k−1 + Cr−1

k

)
6 0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ìåáèóñà. Ïóñòü n = pl11 . . . p
lk
k .

µ(1) = 1, µ(n) =
{

(−1)k, l1 = l2 = . . . = lk = 1,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà. ∑
d|n

µ(d) =
{

1, n = 1
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = pl11 . . . p
lk
k , n̂ = pl11 . . . p

lk
k . Ïðè n = 1 ëåììà î÷åâèäíà. Ïóñòü n > 1.∑

d|n

µ(d) =
∑
d|n̂

µ(d) +
∑

d|n̂, d - n̂

µ(d).

Íî âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè µ. Ïîýòîìó∑
d|n̂

µ(d) = 1− C1
k + C2

k + . . .+ (−1)kCkk = 0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : N → R. Òîãäà, åñëè f(n) =

∑
d|n

g(d), òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ôîðìóëà g(n) =
∑
d|n

f(nd )µ(d).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ f (nd ) =
∑̂
d|n

d

g(d̂). Òîãäà

∑
d|n

∑
d̂ |n

d

g(d̂)

µ(d) =
∑

d,d̂: d·d̂ |n

g(d̂)µ(d) =
∑
d̂ |n

∑
d|n

d̂

g(d̂)µ(d) =
∑
d̂ |n

g(d̂)
∑
d|n

d̂

µ(d) = g(n)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n ìîæíî íàïèñàòü

ïî êðóãó? Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñîâìåñòèòü ïîâîðîòîì, îíè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.
Ïîïðîáóåì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ âûâåäåííîé ôîðìóëû. Ïóñòü M(d) ýòî ÷èñëî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé äëèíû d è ïåðèîäà d. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïåðèîä d, åñëè ïðè ïîâîðîòå ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå íà d ýëåìåíòîâ îíà ñîâïàäàåò ñ ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè d|n, òî Mn(d) = M(d).
Êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáðàçîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëèíû n è ïåðè-
îäà d, åñòü dM(d). Ïóñòü f(n) � êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû
n.

f(n) = 2n =
∑
d|n

dM(d) (= g(d))

n ·M(n) =
∑
d|n

µ(d)2
n
d

Îòñþäà,
M(n) =

1
n

∑
d|n

µ(d)2
n
d

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé T (n) =
∑
d|n

M(d).

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ñ
íóëåì.

Ïóñòü P åñòü ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ "6" è ðàâåíñòâà "=".
Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà P âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû

1. x 6 x ∀x ∈ P .
2. x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 z.
3. x 6 y, y 6 x ⇒ x = y,

òî îíî íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì .
Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü íåñðàâíèìû. x � y.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ýëåìåíò ω ∈ P òàêîé, ÷òî ω 6 x ∀x ∈ P , òîãäà ω íàçûâàåòñÿ íóëåì

ìíîæåñòâà P .
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî [x, y] =

{
ω ∈ P

∣∣ x 6 ω 6 y
} íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ìîùíîñòü ëþáîãî èíòåðâàëà êîíå÷íà, òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íûì .

Ïóñòü P ëîêàëüíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ íóëåì.
f(x, y) : P × P −→ R è f(x, y) = 0 ∀x � y.

Ââåäåì íåêîòîðûå îïåðàöèè â êëàññå òàêèõ ôóíêöèé.
Ñëîæåíèå. h = f + g îçíà÷àåò, ÷òî h(x, y) = f(x, y) + g(x, y).
Óìíîæåíèå íà ÷èñëî. h = af, a ∈ R îçíà÷àåò, ÷òî h(x, y) = a · f(x, y).
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Îïåðàöèÿ "◦". h = f ◦ g îçíà÷àåò, ÷òî h(x, y) =
∑

z: x6z6y
f(x, y)g(x, y).

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà P îïåðàöèÿ "◦" îïðåäåëåíà êîððåêòíà.
Ò.å. ñóììèðóåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé èíöèäåíò-
íîñòè ìíîæåñòâà P è îáîçíà÷àåòñÿ A(P ).

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè.
1. Îïåðàöèÿ "◦" àññîöèàòèâíà.
2. Îïåðàöèÿ "◦" äèñòðèáóòèâíà.
3. Â A(P ) åñòü åäèíèöà. Ýòî ôóíêöèÿ

δ(x, y) =
{

1, x = y
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ò.å. ∀f f ◦ δ = δ ◦ f = f.
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Ëåêöèÿ 2 (10.09.03)
Ëåììà. Ïóñòü f ∈ A(P ) Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå ó f ëåâîé è ïðàâîé îáðàòíîé ôóíêöèè ðàâíî-

ñèëüíî ñëåäóþùåìó:

∀x ∈ P f(x, x) 6= 0 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò x, òàêîé ÷òî f(x, x) = 0, òî íè äëÿ êàêîé
ôóíêöèè g ∈ A(P ) f(x, x)g(x, x) 6= 1 = δ(x, x).

Îáðàòíî. Ïóñòü äëÿ f âûïîëíåíî (1). Áóäåì èñêàòü òàêóþ ôóíêöèþ g1 ∈ A(P ), ÷òî äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ P

δ(x, y) =
∑

z:
x6z6y

f(x, z)g1(z, y)

Äëÿ êàæäîãî x ∈ P ïîëîæèì:
g1(x, x) := f−1(x, x) (2)

(óñëîâèå (1) îáåñïå÷èâàåò ýòî). Äàëåå äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y) : x < y ðåêóðåíòíî îïðåäåëèì g1(x, y),
ñ÷èòàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ g1(z, y) èçâåñòíû äëÿ âñåõ z : x < z 6 y:

0 = δ(x, y) = f(x, x)g1(x, y) +
∑

z:
x<z6y

f(x, z)g1(z, y)

îòêóäà:
g1(x, y) := −f−1(x, x)

∑
z:

x<z6y

f(x, z)g1(z, y) (3)

Ââèäó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà P ôîðìóëà (2) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ïðàâóþ îáðàòíóþ
ôóíêöèþ ê ôóíêöèè f .

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ëåâîé îáðàòíîé ôóíêöèè g2:

g2(x, y) := −f−1(y, y)
∑

z:
x6z<y

g2(x, z)f(z, y) (4)

Â ñèëó àññîöèàòèâîñòè îïåðàöèè ◦ äëÿ g1 è g2 � ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé è ëåâîé îáðàòíîé ôóíê-
öèè ê f ñïðàâåäëèâ îáùåàëãåáðàè÷åñêèé ôàêò èõ ðàâåíñòâà:

g1 = δ ◦ g1 = (g2 ◦ f) ◦ g1 = g2 ◦ (f ◦ g1) = g2 ◦ δ = g2

Îïðåäåëåíèå. Äçåòà-ôóíêöèåé ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ζ(x, y) :=
{

1, x 6 y

0, èíà÷å
Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ó ôóíêöèè ζ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ µ, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé

Ì¼áèóñà. Ïî ôîðìóëàì (2) � (4) èìååì:
µ(x, x) = 1

x < y : µ(x, y) = −
∑

z:
x<z6y

µ(z, y) = −
∑

z:
x6z<y

µ(x, z)
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Òåîðåìà (ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà äëÿ ëîêàëüíî-êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà P ñ íóë¼ì). Ïóñòü f, g : P → R, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî x ∈ P ñïðàâåäëèâî:

g(x) =
∑

y:
y6x

f(y) (5)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:

f(x) =
∑

y:
y6x

g(y)µ(y, x) (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â (6) âûðàæåíèå äëÿ g(y) èç (5) :

∑
y:

y6x

∑
z:

z6y

f(z)

µ(y, x) =
∑
y,z:

z6y6x

f(z)µ(y, x) =
∑
y,z:

z6y6x

f(z)ζ(z, y)µ(y, x)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñèëó òîãî, ÷òî ζ(z, y) = 1 ïðè z 6 y. Ïðîäîëæàåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

∑
y,z:

z6y6x

f(z)ζ(z, y)µ(y, x) =
∑

z:
z6x

∑
y:

z6y6x

f(z)ζ(z, y)µ(y, x) =
∑

z:
z6x

f(z)

 ∑
y:

z6y6x

ζ(z, y)µ(y, x)

 =

=
∑

z:
z6x

f(z)δ(z, x) = f(x)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð 1. Â êà÷åñòâå P âîçüì¼ì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

íà P � îáû÷íîå îòíîøåíèå "áîëüøå - ìåíüøå"äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî ðîëü íóëÿ â P
èãðàåò 1. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ Ì¼áèóñà:

µ(x, x) = 1

y = x+ 1 : µ(x, y) = −1

y 6= x+ 1 : µ(x, y) = 0

Ïóñòü Sn =
n∑
1
an, òîãäà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà óòâåðæäàåò, ÷òî

an = Sn − Sn−1

Ïðèìåð 2. Èç îáùåé ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà ïîëó÷èì ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ
(ñì. Ëåêöèþ 1). Ïóñòü X = {p1, p2, ..., pn} � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñâîéñòâ èçó÷àåìûõ N îáúåêòîâ.
Ïóñòü P = {x |x ⊆ P}, ââåä¼ì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà P : x 6 y

def⇔ y ⊆ x, íóëþ ïðè òàêîì
îòíîøåíèè ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò ñàìî ìíîæåñòâî P . Âû÷èñëèì ôóíêöèþ Ì¼áèóñà äëÿ P :

µ(x, x) = 1

|y| = |x| − 1 : µ(x, y) = −1

|y| = |x| − 2 : µ(x, y) = −((−1) + (−1) + 1) = 1

� äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò 2 ìíîæåñòâà z, òàêèõ ÷òî y ⊂ z ⊂ x è |z| = |x| − 1. Äàëåå ïóñòü
µ(x, y) = (−1)m äëÿ y ⊂ x òàêèõ, ÷òî |y| = |x|−m, ïðèm = 0, ..., k−1. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé
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ôîðìóëû ïðè m = k. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äàííûõ y ⊂ x ñóùåñòâóåò ðîâíî Clk òàêèõ z, ÷òî y ⊂ z ⊆ x
è |z| = |x| − (k − l), ïðè÷¼ì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ òàêèõ z çíà÷åíèÿ µ(x, z) = (−1)k−l.
Òàêèì îáðàçîì ïî ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè µ èìååì:

µ(x, y) = −((−1)k−1C1
k + (−1)k−2C2

k + ...+ Ckk ) = (−1)k

(âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì òîæäåñòâîì 1− C1
k + C2

k − ...+ (−1)kCkk = 0 � ñì. Ëåêöèþ 1 ) .
Òåïåðü íà P îïðåäåëèì ôóíêöèè E(x) = êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îáëàäàþùèõ â òî÷íîñòè íàáîðîì

ñâîéñòâ x, à òàêæå ω(x) = êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îáëàäàþùèõ íàáîðîì ñâîéñòâ x (ïðè ýòîì, áûòü
ìîæåò, èìåþùèõ áîëåå øèðîêèé íàáîð ñâîéñòâ). ßñíî, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ω(x) =
∑

y:
y6x

E(x)

Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà:

E(x) =
∑

y:
y6x

ω(y)µ(y, x)

â ÷àñòíîñòè
E(∅) =

n∑
k=0

(−1)k
∑

x:
|x|=k

ω(x)

(ñðàâíèòå ñ ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åííûì íà Ëåêöèè 1).
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà èç Ëåêöèè 1 èñõîäÿ èç îáùåé ôîðìóëû

îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà.
Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì K[[x]] � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä ïîëåì K, ò.å. ìíîæåñòâî áåñêî-
íå÷íûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = (a0, a1, a2, ..., ak, ...) ôîðìàëüíî ñîîòíåñ¼ííûõ ñ áåñêî-
íå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìîíîìîâ {1, x, x2, ..., xk, ...} ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ akx

k + ...

Íà ìíîæåñòâå ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ �+� è óìíîæåíèÿ ” · ”:
a(x) + b(x) = a0 + b0 + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x2 + ...+ (ak + bk)xk

a(x) ·b(x) = a0b0+(a0b1+a1b0)x+(a0b2+a1b1+a2b0)x2+ ...+(a0bk+a1bk−1+ ...+ak−1b1+akb0)xk+ ...

Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè îáðàçóåò àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäè-
íèöåé, ðîëü íóëÿ â êîëüöå èãðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (0, 0, 0, ..., 0, ...), ðîëü åäèíèöû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü a = (1, 0, 0, ..., 0, ...).

Óòâåðæäåíèå. Ýëåìåíò a = (a0, a1, a2, ..., ak, ...) ∈ K[[x]] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a0 = 0, òî, î÷åâèäíî, íè ïðè êàêîì b a0b0 6= 0. Îá-
ðàòíî, ïóñòü a0 6= 0, òîãäà ïîëîæèì b0 = a−1

0 . Äàëåå ïî ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì âû÷èñëÿåì
b1, b2, b3, ... :

b1 = −a−1
0 a1b0

b2 = −a−1
0 (a1b1 + a2b0)

· · ·

Ïðèìåð. (1− xm)−1 = 1 + xm + x2m + x3m + ... � ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì.
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Ââåä¼ì îïåðàòîð D : K[[x]] → K[[x]]

a(x) =
∞∑
i=0

aix
i, D(a(x)) =

∞∑
i=0

(i+ 1)ai+1x
i

Ñâîéñòâà.

1. D(a(x) + b(x)) = D(a(x)) +D(b(x))

2. (ôîðìóëà Ëåéáíèöà) D(a(x)b(x)) = D(a(x))b(x) + a(x)D(b(x))

Ñëåäñòâèå. Åñëè ai(x), i = 1, ..., N � îáðàòèìû, òî

D

(
N∏
i=1

ai(x)

)
=

N∑
i=1

D(ai(x))
∏
j 6=i

aj(x) =
N∏
i=1

ai(x) ·
N∑
i=1

D(ai(x))
ai(x)

⇒

D

(
N∏
i=1

ai(x)
)

N∏
i=1

ai(x)
=

N∑
i=1

D(ai(x))
ai(x)

(7)

Ïðèìåíèì àïïàðàò ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ) äëÿ îòûñêàíèÿ êîëè÷åñòâà
íåïðèâîäèìûõ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n.

Èòàê, ïóñòü P = {π(x)|π(x) = c0 + c1x + ... + ckx
k, ci ∈ {0, 1}, ck = 1} � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ

ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z2.
Èç êóðñà àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ � ôàêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü öåëîñò-

íîñòè, ò.å. âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëå
è äîìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò çàïèñûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ. Â êîëüöå ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä Z2 êðîìå åäèíèöû êîëüöà äðóãèõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ íåò. Ïîñòàâèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ
Im � ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ äâîè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m (íàïðèìåð I1, î÷åâèäíî, ðàâíî 2).

Ïóñòü R ⊆ P, Rk = {π(x) ∈ R| deg π = k}. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé èëè íóìåðàòîðîì ìíîæå-
ñòâà R íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä cR(x) = c0 +c1x+c2x2 + ..., ãäå ck = |Rk| äëÿ êàæäîãî k. ßñíî,
÷òî cP(x) =

∞∑
k=0

2kxk =
1

1− 2x
.

Ïóñòü f1
m(x), f2

m(x), ..., f Im
m (x) � âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m. Ïóñòü

Rim = {π(x) ∈ P|π(x) = (f im(x))k, k = 0, 1, 2, ...}, i = 1, 2, ..., Im.

ßñíî, ÷òî cRi
m

= 1 + xm + x2m + x3m + ... =
1

1− xm
.

Óòâåðæäåíèå. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

cP =
∞∏
m=1

Im∏
i=1

cRi
m

(8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîýôôèöèåíò ïðè xk â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) � êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
íåïðèâîäèìûõ êàæäîìó äâîè÷íîìó ìíîãî÷ëåíó π(x) âçàèìíîîäíîçíà÷íî ìîæíî ñîïîñòàâèòü áåñ-
êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

t = (t11, t
2
1, t

1
2, ..., t

I2
2 , ..., t

1
m, ..., t

Im
m , ..., 0, 0, 0, ...),
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âñåãäà çàêàí÷èâàþùóþñÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé, ñî ñëåäóþùèì ñìûñëîì : π(x) =
∞∏
m=1

Im∏
i=1

(f im(x))t
i
m . Ïðè÷¼ì ∑

m

Im∑
i=1

mtim = deg π(x). Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) ïðèâåñòè ïî-

äîáíûå ñëàãàåìûå, òî êîýôôèöèåíò ïðè xk áóäåò ðàâåí ∑
t∈A

1, ãäå A =
{
t
∣∣∣ ∑
m

Im∑
i=1

mtim = k

}
. Â ñèëó

óïîìÿíóòîé âçàèìíî îäíîçíà÷íîñòè ýòè êîýôôèöèåíòû ðàâíû. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå.

1
1− 2x

=
∞∏
m=1

1
(1− xm)Im

. (9)

Äàëåå îáðàòèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9):

1− 2x =
∞∏
m=1

(1− xm)Im

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì è ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî óìíîæèì íà ðàâåíñòâî (9) :

−2
1− 2x

=
D

( ∞∏
m=1

(1− xm)Im

)
∞∏
m=1

(1− xm)Im

.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (7), èìååì:
−2

1− 2x
=

∞∑
m=1

D
(
(1− xm)Im

)
(1− xm)Im

=
∞∑
m=1

Im
D (1− xm)

1− xm
=

∞∑
m=1

mIm
−xm−1

1− xm
⇒

1− 2x− 1
1− 2x

=
∞∑
m=1

mIm
1− xm − 1

1− xm
⇒

1− 1
1− 2x

=
∞∑
m=1

mIm

(
1− 1

1− xm

)
⇒

−1 +
∞∑
k=0

2kxk =
∞∑
m=1

mIm
(
−1 + 1 + xm + x2m + ...

)
⇒

∞∑
k=1

2kxk =
∞∑
m=1

mIm
(
xm + x2m + ...

)
⇒

2k =
∑
m:m|k

mIm.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà.
Im =

∑
m:m|k

µ(m)2k/m

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû íàä Zp äëÿ ïðîñòîãî p, òî ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì
äëÿ Ipm � ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m > 0 èç Zp[x] ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ôîðìóëó:

Ipm =
∑
m:m|k

µ(m)pk/m

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü.
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Ëåêöèÿ 3.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ÷èñëå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðóþ ìû

äîêàçàëè íà ïðîøëîé ëåêöèè.
Ñëåäñòâèå. Im > 0, I1 = 2.

2k = kIk + I1 +
∑
m|k

m 6=1,k

mIm (1)

à) åñëè k � ïðîñòîå, òî ∑
m|k

m 6=1,k

mIm = 0 è Ik = 2k−2
k .

á) åñëè k � íå ïðîñòîå, òî
Ik 6

2k − 2
k

6
2k

k
. (2)

Äàëåå,
2k = kIk +

∑
m|k
m>1

mIm < kIk +
k/2∑
m=1

2m < kIk + 2k/2+1 =⇒

=⇒ Ik >
2k − 2k/2+1

k

Ñëåäñòâèå. Ik > 0, Ik ∼ 2k

k , k →∞.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n, â êîòîðûõ

äâå åäèíèöû íå ñòîÿò ðÿäîì?
Ïóñòü ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü un. Ðàçîáüåì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà äâå êó÷è:
à) íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà,
á) íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò íîëü.
Â ñëó÷àå à) íà âòîðîì ìåñòå ïî óñëîâèþ äîëæåí ñòîÿòü íîëü, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé â ýòîì ñëó÷àå un−2. À â ñëó÷àå á) èõ êîëè÷åñòâî åñòü un−1

Îòñþäà, èìååì ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå un = un−1 + un−2. Ïðè ýòîì, u1 = 2, u2 = 3.
Ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàññìîòðèì ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

un+r = a1un+r−1 + a2un+r−2 + . . .+ arun, (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , ar ∈ R è ar 6= 0. Íàøà çàäà÷à � ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì u0, . . . , ur−1

íàéòè çíà÷åíèÿ un äëÿ ëþáûõ n. Ñâÿæåì ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ u0, u1, . . . ôîðìàëüíûé ðÿä u(x) =
u0 + u1x+ u2x

2 + . . ..
Ðàññìîòðèì ðÿä k(x) = 1− a1x− a2x

2 − . . .− arx
r. Ïóñòü ðÿä c(x) åñòü ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ u(x) è

k(x). Òîãäà
cn+r = un+r − a1un+r−1 − a2un+r−2 − . . .− arun = 0,∀n > 0.

À, çíà÷èò, deg c(x) 6 r − 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = xrk( 1

x ). Òîãäà f(x) = xr − a1x
r−1 − . . .− ar.

Îïðåäåëåíèå. f(x) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åêèì ìíîãî÷ëåíîì .
Ïóñòü α1, . . . , αs åãî êîðíè, l1, . . . , ls ñîîòâåòñòâåííî èõ êðàòíîñòü. Òîãäà

f(x) = (x− α1)l1 · . . . · (x− αs)ls ⇐⇒ k(x) = (1− α1x)l1 · . . . · (1− αsx)ls
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u(x) =
c(x)
k(x)

=
c(x)

(1− α1x)l1 · . . . · (1− αsx)ls
=

s∑
i=1

ls∑
k=1

βi,k
(1− αix)k

,

ãäå βi,k ∈ C. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ïðàâèëüíîé äðîáè â
âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ.

Äàëåå,
(1− αix)−k = 1 +

∞∑
n=1

−k(−k − 1) · . . . · (−k − n+ 1)
n!

αni x
n,

ò.å. êîýôôèöèåíò ïðè xn åñòü k(k+1)·...·(k+n−1)
n! αni . Çàìåòèì, ÷òî

k(k + 1) · . . . · (k + n− 1)
n!

αni =
(k − 1)!k(k + 1) · . . . · (k + n− 1)

(k − 1)!n!
αni = Ck−1

k+n−1 = P (n),

ãäå P (n) ïðè ôèêñèðîâàííîì k åñòü ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè íå áîëüøå, ÷åì k − 1.
Îòñþäà, ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà u(x) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

un =
s∑
i=1

Pi(n)αni , degPi(n) 6 li − 1.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíî ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3). f(x) åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

α1, . . . , αs � êîðíè f(x), l1, . . . , ls � èõ êðàòíîñòü. Òîãäà ðåøåíèå (3) çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

un =
s∑
i=1

Pi(n)αni , degPi(n) 6 li − 1.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Pi(n) îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
u0, . . . , ur−1.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
un+2 = un+1 + un, u0 = 1, u1 = 2.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí x2− x− 1 = 0. Åãî êîðíè åñòü α1,2 = 1±
√

5
2 . Ôîðìóëà äëÿ

un çàïèøåòñÿ â âèäå
un = C1α

n
1 + C2α

n
2 .

Êîýôôèöèåíòû C1, C2 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû{
C1 + C2 = 1
C1

(
1+
√

5
2

)
+ C2

(
1−
√

5
2

)
= 2.
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Ëåêöèÿ 4 (24.09.03)
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàõîæäåíèè

÷èñåë Êàòàëàíè � êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ ïåðåìíîæèòü n ýëåìåíòîâ, åñëè óìíîæåíèå íå àññîöèàòèâíî.
Îáîçíà÷èì èñêîìîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ vn.

ßñíî, ÷òî v2 = 1, v3 = 2. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì v1 := 1. Åñëè â íåêîòîðîì ìåñòå ðàçáèòü
n ìíîæèòåëåé íà 2 ÷àñòè : îò 1-ãî äî k-ãî, è îò k + 1-ãî äî n-ãî è ñ÷èòàòü, ÷òî ñíà÷àëà ïðîèçâî-
äÿòñÿ ïåðåìíîæåíèÿ âíóòðè íèõ, à ïîòîì ïåðåìíîæàþòñÿ ðåçóëüòàòû, òî ïðè òàêîì ðàçäåëåíèè
ñóùåñòâóåò vkvn−k ñïîñîáîâ:

(x1...xk)︸ ︷︷ ︸
vkñïîñîáîâ

(xk+1...xn)︸ ︷︷ ︸
vn−kñïîñîáîâ

Ïîýòîìó, ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì k, äëÿ vn ïîëó÷àåì:
vn = v1vn−1 + v2vn−2 + ...+ vn−1v1

Çàïèøåì ôîðìàëüíûé ðÿä:
v(x) = v1x+ v2x

2 + ... ,

ãäå vi � èíòåðåñóþùèå íàñ ÷èñëà Êàòàëàíè. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå v(x)v(x) =
= v(x)− x:

v(x)v(x) = v1v1x
2 + (v1v2 + v2v1)x3 + ...+ (v1vn−1 + v2vn−2 + ...+ vn−1v1)xn + ... =

= v2x
2 + v3x

3 + ...+ vnx
n + ...

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèþ (u(x))2 − u(x) + x = 0 óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

u(x) =
1−

√
1− 4x
2

Ýòà ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ê íåé ðÿä Òåéëîðà, ïðè÷¼ì
ýòîò ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ å¼ ðÿäà Òåéëîðà âûïîëíÿåòñÿ òî æå ñîîò-
íîøåíèå. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòîò ðÿä áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ ÷ëåíà x, ñ åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíòîì.
Ñîøë¼ìñÿ íà äâà ôàêòà èç îáùåé òåîðèè ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ : èç ïîòî÷å÷íîãî ðàâåíñòâà ñõîäÿùèõñÿ
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðÿäîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ êîýôôèöèåíòîâ è àáñîëþòíî ñõîäÿùè-
åñÿ ðÿäû ìîæíî ïåðåìíîæàòü ïî÷ëåííî â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ó÷èòûâàÿ âñ¼ âûøåñêàçàííîå,
ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè u � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà Êàòàëàíè.
Âû÷èñëèì èõ:

u(x) =
1−

√
1− 4x
2

=
1
2

∞∑
n=1

−1/2(1/2− 1)...(1/2− n+ 1)
n!

(−4)nxn

un = −1
2

1
2

(− 1
2 )(− 3

2 )...(−2n+3
2 )

n!
(−4)n =

=
1
4

(−1)n

2n−1

(2n− 3)!!
n!

(−4)n =

=
1
4

1
2n−1

(2n− 2)!
(2n− 2)!!n!

(4)n =

=
4n

22n

(2n− 3)!
(n− 1)!n!

=
1
n
Cn−1

2n−2,

ãäå ïîä n!! ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è òîé æå ÷¼òíîñòè,
÷òî è n.

14



Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
vn =

1
n
Cn−1

2n−2

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ïðèìåð: ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî âûáîðîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ïðè ïîìîùè
àïïàðàòà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå:

(1 + x+ x2 + ...)...(1 + x+ x2 + ...)︸ ︷︷ ︸
n

=
∞∑
k=0

akx
k (1)

Êîýôôèöèåíò ïðè xk ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ âèäà xm1xm2 ...xmn , ò.÷. m1 +
m2 + ..+mn = k, ïðè ýòîì èìååòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî íàáîðà
(m1, ...,mn) ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè mi. Êàæäîìó òàêîìó ñëàãàåìîìó ñîîòâåòñòâóåò âûáîðêà
k èç n ýëåìåíòîâ ñ ïîâòîðåíèÿìè: mi � êîëè÷åñòâî i-ãî ýëåìåíòà â âûáîðêå. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

ak = Ĉkn,

ãäå Ĉkn � èíòåðåñóþùåå íàñ êîëè÷åñòâî âûáîðîê èç n ýëåìåíòîâ ïî k ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Êàê ïîêàçûâàëîñü ðàíåå

(1 + x+ x2 + ...)...(1 + x+ x2 + ...)︸ ︷︷ ︸
n

= (1− x)−n

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (1−x)−n � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó å¼ ìîæíî åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ê íåé ðÿäà Òåéëîðà:

(1− x)−n =
∞∑
k=0

(−1)k
−n(−n− 1)...(−n− k + 1)

k!
xk =

=
∞∑
k=0

(n+ k − 1)!
(n− 1)!k!

xk =
∞∑
k=0

Ckn+k−1x
k

Ïðîèçâåäåíèå (1) � òîæå ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ê ôóíêöèè
(1− x)−n ðÿä Òåéëîðà. Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ĉkn = ak = Ckn+k−1

Êîíå÷íûå ïîëÿ
Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîìîðôèçìà ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ.
ßñíî, ÷òî äëÿ n = 1 � ýòî Zp. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîñòðîèì êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà pn äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî n. Òàêèå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè Ãàëóà è îáîçíà÷àþòñÿ GF (pn).
Ðàññìîòðèì Zp[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì Zp. Ïî äîêàçàííîìó â

îäíîé èç ïðîøëûõ ëåêöèé ñóùåñòâóåò πn(x) ∈ Zp[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ðàñ-
ñìîòðèì ôàêòîð-êîëüöî Zp[x]

/
(πn(x)) è ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïîëåì. Âî ïåðâûõ,

î÷åâèäíî, îíî ñîñòîèò òîëüêî èç îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí πn(x), ò.å. òîëüêî èç ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1. Âî âòîðûõ, âñÿêèé òàêîé ìíîãî÷ëåí ëåæèò â í¼ì. Òàêèì îáðàçîì,∣∣∣Zp[x]/ (πn(x))

∣∣∣ = pn. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ýòî êîëüöî � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ò.å. â í¼ì íåò äå-
ëèòåëåé íóëÿ: äåéñòâèòåëüíî, åñëè P (x)Q(x) = 0 â Zp[x]

/
(πn(x)), ò.å. πn(x)

∣∣∣P (x)Q(x), òî, â ñèëó
íåïðèâîäèìîñòè πn(x), ëèáî πn(x)

∣∣∣P (x), ëèáî πn(x)
∣∣∣Q(x), ÷åãî ïðè íåíóëåâûõ P (x) è Q(x) áûòü

íå ìîæåò, ò.ê. èõ ñòåïåíü ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè πn(x). Èç êóðñà àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
êîíå÷íàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Òåîðèÿ Ðàìñåÿ

Èçëîæåíèå ñåðü¼çíîãî ðåçóëüòàòà, äîêàçàííîãî Ðàìñååì, íà÷í¼ì ñ ïðîñòîé øêîëüíîé çàäà÷è:
äëÿ êàêîãî ìèíèìàëüíîãî N â ïîëíîì N - âåðøèííîì ãðàôå, ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â 2 öâå-
òà, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îäíîöâåòíîãî òðåóãîëüíèêà? Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò: N=6 �
ñóùåñòâîâàíèå òðåóãîëüíèêà äëÿ 6-òè âåðøèííîãî ãðàôà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîèç-
âîëüíîé âåðøèíû, èç êîòîðîé ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå âûõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðåáðà îäíîãî öâåòà,
à çàòåì ðàçáîðîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ öâåòîâ ð¼áåð ìåæäó ýòèìè òðåìÿ âåðøèíàìè. Ïðèìåð 5-òè
âåðøèííîãî ãðàôà áåç îäíîöâåòíîãî òðåóãîëüíèêà ëåãêî ñòðîèòñÿ.

Ïåðåéä¼ì ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïóñòü X = {x1, ..., xn} � êîíå÷íîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæå-
ñòâî, r ∈ N. Îïðåäåëèì êëàññ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè r:

Tr(X) = {A ⊆ X
∣∣∣ |A| = r}

Ïî îïðåäåëåíèþ ãîâîðèì, ÷òî äâå ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ α è β îáðàçóþò ðàçáèåíèå Tr(X), åñëè
α ∪ β = Tr(X) è α ∩ β = ∅.

Òåîðåìà. (Ðàìñåé) Äëÿ ëþáûõ p, q > r ∈ N ñóùåñòâóåò N(p, q, r), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N
äëÿ ëþáîãî (α, β)-ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ Tr(X) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

ëèáî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A ⊆ X òàêîå, ÷òî |A| = p è Tr(A) ⊆ α
ëèáî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B ⊆ X òàêîå, ÷òî |B| = q è Tr(B) ⊆ β

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ïî èíäóêöèè.
Øàã 1. Äëÿ r = 1 Tr(X) � ìíîæåñòâî îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ X, ò.å., ôàêòè÷åñêè, ñàìî

X, òîãäà (α, β) � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X. Àíàëîãè÷íî Tr(A) ' A, Tr(B) ' B. Òðåáóåòñÿ ïðåäú-
ÿâèòü òàêîå N , ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N ëèáî â α áóäåò p ýëåìåíòîâ, ëèáî â β q. ßñíî, ÷òî N = p+q−1
ïîäõîäèò.

Øàã 2. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé q = r. Ïóñòü β � íå ïóñòî. Òîãäà âîçüì¼ì â êà÷åñòâå B ëþáîé ýëåìåíò
èç β � ýòî è áóäåò q = r-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî â X. Åñëè β � ïóñòî, òîãäà α � âñå r-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà X. Åñëè n > p âîçüì¼ì â êà÷åñòâå A ëþáîå p-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî X. Àíàëî-
ãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé p = r (N â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî q).

Øàã 3. Ïðåäûäóùèå äâà øàãà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê áàçó äëÿ èíäóêöèè. Èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: ñ÷èòàåì óòâåðæäåíèå äîêàçàííûì äëÿ òðîåê
(p−1, q, r), (p, q−1, r) è äëÿ âñåõ òðîåê âèäà (p′, q′, r−1), ãäå p′, q′ = r−1, r, r+1, .... Èíäóêöèîííûì
ïåðåõîäîì ìû ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ òðîéêè (p, q, r), ïðè÷¼ì ïîêàæåì, ÷òî â
êà÷åñòâå N(p, q, r) ìîæíî âçÿòü N(p1, q1, r − 1) + 1, ãäå p1 = N(p− 1, q, r), q1 = N(p, q − 1, r).

Èòàê, ïóñòü |X| = N(p1, q1, r−1)+1, (α, β) � ðàçáèåíèå Tr(X). ÐàññìîòðèìX ′ = X \ {x1}, |X ′| =
N(p1, q1, r−1). Ïóñòü (α′, β′) � ðàçáèåíèå Tr−1(X ′), ïîðîæä¼ííîå (α, β), ò.å. D ∈ α′ ⇔ D∪{x1} ∈ α,
D ∈ β′ ⇔ D∪{x1} ∈ β. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) ñóùåñòâóåò A′ ⊆ X ′, ò.÷. |A′| = p1, Tr−1(A′) ⊆ α′;
á) ñóùåñòâóåò B′ ⊆ X ′, ò.÷. |B′| = q1, Tr−1(B′) ⊆ β′.

Ðàçáåð¼ì, ê ïðèìåðó, ñëó÷àé à), ñëó÷àé á) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. |A′| = p1 = N(p − 1, q, r).
Ðàññìîòðèì (α̂, β̂) � ðàçáèåíèå Tr(A′), ò.÷. α̂ ⊆ α, β̂ ⊆ β. Îïÿòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
âîçìîæíà îäíà èç ñèòóàöèé:

à1) ñóùåñòâóåò Â ⊆ A′, ò.÷. |Â| = p− 1, Tr(Â) ⊆ α̂ ⊆ α;
à2) ñóùåñòâóåò B̂ ⊆ A′, ò.÷. |B̂| = q, Tr(B̂) ⊆ β̂ ⊆ β.

Â ñëó÷àå à2) ñðàçó êëàä¼ì B = B̂ � èñêîìîå ìíîæåñòâî.
Â ñëó÷àå à1) ïîëîæèì A = Â ∪ {x1}. Ïîêàæåì, ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Äåé-

ñòâèòåëüíî, |A| = p è îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Tr(A) ⊆ α. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî D ∈ Tr(A) ëèáî
x1 6∈ D, ëèáî x1 ∈ D. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì: D ∈ Tr(Â) ⇒ D ∈ α̂⇒ D ∈ α. Âî âòîðîì ðàññìîòðèì
D′ = D\{x1}. D′ ∈ Tr−1(Â) ⊆ Tr−1(A) ⊆ α′, îòêóäà, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà α′, èìååì D ∈ α.
Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Ïðèìåð, ðàçîáðàííûé â íà÷àëå ïóíêòà, ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ òî÷íàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà íà N(3, 3, 2) åñòü 6. Åñëè ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðåäëîæåííûì â òåîðåìå ðåêóðåíòíûì

16



ñîîòíîøåíèåì íà N(p, q, r), ïîëó÷èì
N(3, 3, 2) = N(N(2, 3, 2), N(3, 2, 2), 1) + 1 = 2N(3, 2, 2) = 2 · 3 = 6.

Â äàííîì ñëó÷àå ïî ïðåäëîæåííîìó ïðàâèëó íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå N. Îäíàêî, êàê
ìû óâèäèì íèæå, ýòî íå âñåãäà òàê, è ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äàþò ñèëüíî çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ
N .

Íèæå ïîä N(p, q, r) áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíèìàëüíîå ïîäõîäÿùåå N .
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Ëåêöèÿ 5.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû Ðàìñåÿ.
Ñëåäñòâèå.

N(p, q, r) 6 N(N(p− 1, q, r), N(p, q − 1, r), r − 1) + 1.

Ñëåäñòâèå. r = 2.
N(p, q, 2) 6 N(p− 1, q, 2) +N(p, q − 1, 2).

Ñëåäñòâèå.
N(p, q, 2) 6 max(p, q)2p+q.

Äîêàçàòåëüñòâî.

N(p, q, 2) 6 max(p− 1, q)2p+q−1 + max(p, q − 1)2p+q−1 6 max(p, q)2p+q.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå N(p) = N(p, p, 2).

Ñëåäñòâèå. N(p) 6 p 22p.

Òåîðåìà. (Ýðäåøà) ∀p > 2

N(p) >
1
e
p 2

p
2−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè Kn. Áóäåì êðàñèòü åãî ðåáðà â äâà
öâåòà. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
âåðøèí äîëæíî áûòü â ïîëíîì ãðàôå Kn, ÷òîáû â íåì íàøåëñÿ ïîëíûé ïîäãðàô Kp, òàêîé ÷òî
âñå åãî ðåáðà ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò. Åñëè ïðè äàííîé ðàñêðàñêå òàêîé ïîëíûé ïîäãðàô
ñóùåñòâóåò, íàçîâåì å¼ "õîðîøåé". Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ñïîñîá ðàñêðàñèòü ðåáðà ïîëíîãî ãðàôà Kn

òàê, ÷òîáû âñåãäà áûëà "õîðîøàÿ" ðàñêðàñêà. Cpn � ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü p âåðøèí áóäóùåãî
îäíîöâåòíîãî ïîëíîãî ïîäãðàôàKp. Åãî ðåáðà ìîæíî îêðàñèòü â äâà öâåòà. Îñòàëüíûå ðåáðà ìîæíî
ðàñêðàñèòü 2C

2
n−C

2
p ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì, âñåãî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ðåáðà ïîëíîãî ãðàôà Kn â äâà

öâåòà 2C
2
n . Çíà÷èò, åñëè

2Cpn 2C
2
n−C

2
p 6 2C

2
n , (1)

òî ñóùåñòâóåò "íå õîðîøàÿ" ðàñêðàñêà. Ñëåäîâàòåëüíî, N(p) äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì äàííîå n.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 1

e p 2
p
2−1 íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå

òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè äîêàæåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî(p
e

)p
6 p! (2)

Ïóñòü äëÿ p âåðíî, äîêàæåì äëÿ p+ 1.

(p+ 1)! = (p+ 1)p! > (p+ 1)
(p
e

)p
= (p+ 1)

(p
e

)p e
e

(p+ 1)p

(p+ 1)p
=
(
p+ 1
e

)p+1(
p

p+ 1

)p
e

Ò.å. îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî (
p

p+ 1

)p
e > 1 ⇐⇒ e >

(
1 +

1
p

)p
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n = e, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1 + 1
n

)n ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò ïðè n→∞. Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Cpn =
n!

(n− p)!p!
<
np

p!
, p > 2.
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Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî
Cpn <

(
n

p

)p
ep (3)

Íåðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

Cpn < 2C
2
p−1 (4)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè n = 1
e p 2

p
2−1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(

n

p

)p
ep 6 2C

2
p−1 (5)

è òîãäà ïî íåðàâåíñòâó (3) áóäåò ñëåäîâàòü (4).(
1
e

p 2
p
2−1

p

)p
ep = 2

p2

2 −p

(5) ⇐⇒ 2
p2

2 −p 6 2C
2
p−1 ⇐⇒ 2

p2

2 −p 6 2
p2

2 −
p
2−1 ⇐⇒ p >

p

2
+ 1 ⇔ p > 2.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà. (Ðàìñåÿ, ìíîãîöâåòíàÿ ðàñêðàñêà) ∀k > 2,∀l1, . . . , lk > r > 1 ñóùåñòâóåò íàèìåíü-
øåå N = N(l1, . . . , lk, r) òàêîå, ÷òî ∀n > N è äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ α1, α2, . . . , αk ìíîæåñòâà
Tr(X) ∃i : 1 6 i 6 k, ∃Ai ⊆ X òàêîå, ÷òî | Ai |= li è Tr(Ai) ⊆ αi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Áàçà � k = 2. Ïóñòü äëÿ âñåõ k′ < k âñå äîêàçàíî.
Äîêàæåì äëÿ k.

Nk(l1, . . . , lk, r) 6 N = N(Nk−1(l1, . . . , lk−1, r), lk, r).

Ïî ðàçáèåíèþ α1, . . . , αk ñòðîèì ðàçáèåíèå α, β ìíîæåñòâà Tr(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì, β = αk, α =
α1 ∪ . . . ∪ αk−1. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå Ðàìñåÿ ìîæåò áûòü äâà ñëó÷àÿ.

1) ∃A ⊆ X òàêîå, ÷òî | A |= Nk−1(l1, . . . , lk−1, r) è Tr(A) ⊆ α.
2) ∃B ⊆ X òàêîå, ÷òî | B |= lk è Tr(B) ⊆ β.

Âî âòîðîì ñëó÷àå i = k, Ak = B. Â ïåðâîì � ïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà. (Øóðà) ∀k > 1 ∃R = R(k) òàêîå, ÷òî ∀n > R è äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ φ,
φ : {1, . . . , n} −→ {c1, . . . , cn}, íàéäåòñÿ îäíîöâåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x+ y = z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R(k) = Nk(3, 3, 2) è n > R(k). Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ∗ : T2 −→
{c1, . . . , ck}. ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè (i, j) ∈ T2(X), i 6= j, òî φ∗(i, j) = = φ(|i − j|). Ïî òåîðåìå
Ðàìñåÿ ñóùåñòâóåò îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê ∆ = {i, j, k}. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, i < j < k.
Òîãäà

φ∗(i, j) = φ∗(i, k) = φ∗(j, k).

Íî ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó
φ(j − i) = φ(k − i) = φ(k − j).

Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü x = j − i, y = k − j, z = k − i, òî ìû íàøëè îäíîöâåòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ x+ y = z. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà. (Ôåðìà äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé) ∀m > 1 ∃P = P (m) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p > P ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xm + ym = zm (mod p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, Zp = {0, . . . , p − 1}. Â ãðóïïå
Zp\{0} åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g, ò.å. {1, . . . , p − 1} = {g1, g2, . . . , gp−1}. Ò.å. åñëè x ∈ Zp\{0},
òî x = glx , 1 6 lx 6 p − 1. ßñíî, ÷òî lx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå lx = ix + mjx åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Óñòðàèâàåì ðàñêðàñêó ÷èñåë èç Zp\{0}.

φ : Zp\{0} −→ {c1, . . . , cm}

φ(x) = ci ⇐⇒ ix = i− 1

Ïî òåîðåìå Øóðà äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò òàêîå R = R(m), ÷òî äëÿ âñåõ p > R + 1 ñóùåñòâóåò
îäíîöâåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x+ y = z, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå ix, jx, iy, jy, iz, jz, ÷òî

gix+mjx + giy+mjy = giz+mjz .

Íî ïîñêîëüêó ðåøåíèå îäíîöâåòíîå, òî ix = iy = iz, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
gi+mjx + gi+mjy = gi+mjz .

Óìíîæàÿ íà g−i ïîëó÷àåì
(gjx)m + (gjy )m = (gjz )m.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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×àñòü II

Êîäèðîâàíèå.

Ëåêöèÿ 6

Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü A � êîíå÷íûé àëôàâèò: A = {a1, ..., am}, m > 2. B � äâîè÷íûé àëôàâèò: B = {0, 1}. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî àëôàâèòà K îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû:

K∗ =
⋃
n>1

Kn ∪ {Λ}, ãäå

Kn = {α|α = ki1 ...kin , kij ∈ K},

Λ� ïóñòîå ñëîâî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: Λα = αΛ = α ∀α.

Ïîëîæèì λ(α) � äëèíà ñëîâà α, òàê äëÿ ëþáîãî α ∈ Kn λ(α) = n.
Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

F : A∗ → B∗

îáëàäàþùåãî îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè. Îñíîâíîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþ-
ùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ F :

1. Âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòü � ñîîáùåíèå æåëàòåëüíî óìåòü íå òîëüêî çàêîäèðîâàòü, íî
è ðàñêîäèðîâàòü.

2. Ñæàòèå � äëèíà ñîîáùåíèÿ â àëôàâèòå B äîëæíà áûòü ïî âîçìîæíîñòè êîðîòêîé.
3. Óñòîé÷èâîñòü ê ïîìåõàì � ýòî òàê íàçûâàåìûå êîäû èñïðàâëÿþùèå îøèáêè, î íèõ

ïîéä¼ò ðå÷ü â ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.
4. Øèôðîâàíèå � â öåëÿõ êîíôèäåíöèàëüíîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èñïîëüçóþòñÿ

ñïåöèàëüíûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå êîäû. Â ýòîì êóðñå ëåêöèé ìû íå áóäåì èõ ðàññìàòðèâàòü.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå ïîáóêâåííîå êîäèðîâàíèå. Îíî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà

îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
ψ : A→ B∗

ai
ψ→ vi ∈ B∗

çàòåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà α = ai1 ...aik ∈ A∗ ïîëàãàþò:
F (α) = β = ψ(ai1)...ψ(aik) = vi1 ...vik ∈ B∗.

Ïóñòîå ñëîâî èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ. Ìíîæåñòâî {v1, ..., vm} îáîçíà÷àåòñÿ V è íàðàâíå ñ
îòîáðàæåíèåì F íàçûâàåòñÿ êîäîì.

Êîä íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè èç ðàâåíñòâà vi1vi2 ...vik = vj1vj2 ...vjl ñëåäóåò k = l è i1 =
j1, i2 = j2, ..., ik = jk. ßñíî, ÷òî åñëè êîä ðàçäåëèìûé, òî êîäèðîâàíèå âçàèìíîîäíîçíà÷íî.

Ââåä¼ì åù¼ îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå. Äëÿ äâóõ ñëîâ α, β ∈ B∗ α íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñîì β, åñëè
β = αα′ äëÿ íåêîòîðîãî α′ ∈ B∗. Êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j : i 6= j vi íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì vj . Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè êîä ïðåôèêñíûé, òî îí ðàçäåëèìûé.

Òåîðåìà (Íåðàâåíñòâî Êðàôòà-Ìàêíèëëàíà). Ïóñòü V = {v1, .., vm},m > 2 � ðàçäåëèìûé êîä.
Òîãäà

m∑
i=1

2−λ(vi) 6 1. (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N îïðåäåëèì
W = F (Ak) = {w ∈ B∗|w = vi1 ...vin , 1 6 i1, ..., in 6 m}

Wk = {w ∈W |λ(w) = k}

Ïóñòü λmax = max
vi∈V

λ(vi). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ýòèõ ìíîæåñòâ:

1)W =
nλmax⊔
k=1

Wk, ãäå îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (äèçú-
þíêòíûì).

2) vi1 ...vin 6= vj1 ...vjn ïðè (i1, ..., in) 6= (j1, .., jn) � â ñèëó ðàçäåëèìîñòè êîäà V.
3) |W | =

nλmax∑
k=1

Wk = mn.

4) |Wk| 6 2k.
Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äâå ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíîãî àðãóìåíòà x:

hv(x) =
m∑
i=1

x−λ(vi),

hw(x) =
∑
w∈W

x−λ(w).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà 2)∑
w∈W

x−λ(w) =
∑

(i1,...,in)

x−λ(vi1 ...vin ),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì èíäåêñàì (i1, ..., in). Äàëåå∑
(i1,...,in)

x−λ(vi1 ...vin ) =
∑

(i1,...,in)

x−(λ(vi1 )+...λ(vin )) =
(
x−λ(v1) + ...+ x−λ(vm)

)n
= (hv(x))n.

Îòêóäà
hv(x) = (hw(x))1/n.

Â ñèëó ñâîéñòâ 1) è 4) èìååì:

hw(x) =
nλmax∑
k=1

|Wk|x−k 6
nλmax∑
k=1

2kx−k.

Ïîýòîìó hv(2) 6 (nλmax)1/n. Ïîñòðîåíèÿ âåðíû äëÿ ëþáîãî n, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ
âåðíûì, åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→∞. Ïîëó÷èì:

hv(2) 6 1.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Âîçìîæíî ëè äëÿ äàííîãî íàáîðà äëèí λ(vi), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1), ïîñòðîèòü

ðàçäåëèìûé êîä? Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ äàííîãî íàáîðà ÷èñåë l1, ..., lm ∈ N,m > 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó:

m∑
i=1

2−li 6 1, (2)
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âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé êîä V = {v1, ..., vm}, òàêîé ÷òî λ(vi) = li,
i = 1, ...,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðåäè íàáîðà ÷èñåë {li}mi=1 èìååòñÿ ðîâíî s ðàçëè÷íûõ: {tj}sj=1, ïðè÷¼ì
1 6 t1 6 ... 6 ts.

Ïóñòü vj � êîëè÷åñòâî ÷èñåë ðàâíûõ tj ñðåäè ÷èñåë {li}mi=1. Íåðàâåíñòâî (2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:
s∑
j=1

vj2−tj 6 1. (3)

Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
v1 6 2t1 .

Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ v1 ðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû t1. Èç (3) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
v12−t1 + v22−t2 6 1 ⇒

v2 6 2t2 − v12(t2−t1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéä¼òñÿ v2 ñëîâ äëèíû t2, òàêèõ ÷òî âûáðàííûå äî ýòîãî v1 ñëîâ äëèíû t1 íå
áóäóò ÿâëÿòüñÿ èõ ïðåôèêñàìè. Ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Ïóñòü ìû óæå âûáðàëè v1 ñëîâ äëèíû t1,
v2 äëèíû t2 è òàê äàëåå vr äëèíû tr (r < s). Ïîêàæåì, ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü vr+1 ñëîâ äëèíû
tr+1 òàê, ÷òî íèêàêèå èç ðàíåå âûáðàííûõ íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïðåôèêñàìè íîâûõ. Äåéñòâèòåëüíî
èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

r+1∑
j=1

vj2−tj 6 1.⇒

vr+1 6 2tr+1 − v12tr+1−t1 − ...− vr2tr+1−tr ,

à ýòî è îçíà÷àåò òðåáóåìîå óñëîâèå. Òàêèì îáðàçîì ìû è ïîñòðîèì âåñü èñêîìûé ïðåôèêñíûé êîä.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäà V = {v1, ..., vm} ââåä¼ì äâå õàðàêòåðèñòèêè:

L =
m∑
i=1

λ(vi)

èM � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ, êîòîðîå ìîæíî ïîäðÿä ïîìåñòèòü âíóòðè äðóãèõ êîäîâûõ
ñëîâ: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî vj îïðåäåëÿåòñÿ kj � íàèáîëüøåå k, òàêîå ÷òî ñóùåñòâóþò vi1 , ..., vik , òàêèå
÷òî vj = αvi1 ...vikβ, M = max

j
kj .

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü V � êîä, íå ÿâëÿþùèéñÿ ðàçäåëèìûì. α � ñëîâî ìèíèìàëüíîé äëèíû
èç B∗, äîïóñêàþùåå äâîÿêîå òîëêîâàíèå. Òîãäà

λ(α) 6 λmax
(L−m+ 1)(M + 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîâî α ðàçáèâàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè íà ýëåìåíòàðíûå ñëîâà êîäà V. Íàçî-
â¼ì èõ âåðõíåå è íèæíåå ðàçáèåíèÿ. Íàíåñ¼ì èõ îäíîâðåìåííî íà ñëîâî α. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
íåêîòîðîå ñóìàðíîå ðàçáèåíèå íà ñëîâà βi. Ïðè÷¼ì, â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ñëîâà α, ïåðâàÿ òî÷êà
ñóìàðíîãî ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæàùàÿ ñðàçó äâóì ðàçáèåíèÿì (âåðõíåìó è íèæíåìó) áóäåò êîíöîì
ñëîâà α. Â ñóìàðíîì ðàçáèåíèè âñå ñëîâà äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà � òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè êîäàìè, è îñòàëüíûå. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñëîâà èç âòîðîãî êëàññà � ðàçëè÷íû. Åñëè ñóùåñòâóþò
β1 = β2 = β � ñëîâà èç âòîðîãî êëàññà òàêèå, ÷òî

α = β′β1β
′′β2β

′′′,
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äëÿ íåêîòîðûõ β′, β′′, β′′′, òî ðàññìîòðèì ñëîâî
β′ββ′′′.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 2 ðàçëè÷íûõ ðàñøèôðîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, âîçìîæ-
íû äâå ñèòóàöèè (äðóãèå ñèòóàöèè íåâîçìîæíû, â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè äëèíû α):

1) β â îáîèõ ïîçèöèÿõ ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ýëåìåíòàðíîãî ñëîâà ïðè ïåðâîé ðàñøèôðîâêå è íà÷àëîì
ýëåìåíòàðíîãî ñëîâà ïðè âòîðîé. Òîãäà ñëîâî β′ββ′′′ ïî ïåðâîìó ñïîñîáó ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê
β′β + β′′′ (îòäåëüíî ðàñøèôðîâûâàåòñÿ β′β, îòäåëüíî β′′′, à ïîòîì ïðèïèñûâàþòñÿ äðóã ê äðóãó),
ïî âòîðîìó β′ + ββ′′′. ßñíî, ÷òî ýòè ñïîñîáû ðàçíûå.

2) β â ïåðâîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ñëîâà ïðè ïåðâîé ðàñøèôðîâêå è íà÷àëîì ïðè âòîðîé, à
âî âòîðîì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñëîâà ïðè ïåðâîì ñïîñîáå è êîíöîì ïðè âòîðîì. Â ýòîì ñëó÷àå β′ββ′′′
ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê β′β ïî ïåðâîìó ñïîñîáó "+" β′′′ ïî âòîðîìó, à òàêæå β′ ïî âòîðîìó "+"
ββ′′′ ïî ïåðâîìó � ñíîâà äâå ðàçëè÷íûå ðàñøèôðîâêè.

Íî äëèíà ñëîâà β′ββ′′′ ñòðîãî ìåíüøå äëèíû ñëîâà α � ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì α.
Ïóñòü g � ÷èñëî êîëè÷åñòâî ñëîâ âòîðîãî ðîäà. ßñíî, ÷òî g íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ

ïðåôèêñîâ ýëåìåíòàðíûõ ñëîâ èç V, ò.å.
g 6 (λ(v1)− 1) + (λ(v2)− 1) + ...+ (λ(vm)− 1) = L−m.

Ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñëîâàìè âòîðîãî ðîäà íå ìîæåò áûòü áîëüøå M ñëîâ ïåðâîãî
ðîäà, ðîâíî êàê è îò íà÷àëà ñëîâà äî ïåðâîãî ñëîâà âòîðîãî ðîäà è îò êîíöà ïîñëåäíåãî ñëîâà
âòîðîãî ðîäà äî êîíöà ñëîâà α � âñå ýòè ó÷àñòêè (íàçîâ¼ì èõ îñíîâíûìè) ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè
äëÿ êàêîãî ëèáî êîäîâîãî ñëîâà, ëèáî ïî ïåðâîìó ðàçáèåíèþ, ëèáî ïî âòîðîìó. Òàêèõ ó÷àñòêîâ âñåãî
íå áîëåå ÷åì L−m+ 1. Êàæäîìó îñíîâíîìó ó÷àñòêó ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå ÷åì M ñëîâ èç îäíîãî
ðàçáèåíèÿ è ðîâíî 1 èç äðóãîãî. Ïîýòîìó ñóìàðíî â äâóõ ðàçáèåíèÿõ íå áîëåå ÷åì (L−m+1)(M+1)
ñëîâ. Ò.å.

2λ(α) 6 λmax(L−m+ 1)(M + 1) ⇒

λ(α) 6 λmax
(L−m+ 1)(M + 1)

2
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ýòîãî âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ñïîñîá ïðîâåðêè êîäà íà ðàçäåëèìîñòü: äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü íà îäíîçíà÷íóþ ðàñøèôðîâêó âñå ñëîâà äëèíîé íå âûøå λmax (L−m+ 1)(M + 1)

2
.
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Ëåêöèÿ 7.
Ïóñòü C ⊆ B∗. Áóäåì îáîçíà÷àòü −→C ìíîæåñòâî ïðåôèêñîâ ñëîâ èç C. Ðàçäåëèìûé êîä V íàçû-

âàåòñÿ ïîëíûì, åñëè −−→(V ∗) = B∗.
Óòâåðæäåíèå.Ðàçäåëèìûé êîä V ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî

β ∈ B∗, òàêîãî ÷òî λ(β) > λmax, ñóùåñòâóåò vi ∈ V òàêîå, ÷òî β = viγ, äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ B∗,
ãäå λmax = max

v∈V
λ(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî β, äëèíà êîòîðîãî ñòðîãî
áîëüøå äëèíû ëþáîãî ñëîâà èç V . Ïî îïðåäåëåíèþ îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì íåêîòîðîãî ñëîâà
vi1vi2 ...vik . Íî åãî äëèíà áîëüøå ÷åì äëèíà vi1 , çíà÷èò íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü êîä V íåïîëíûé, ò.å. ñóùåñòâóåò β ∈ B∗, β /∈ −−→(V ∗). Âûáåðåì β òàê, ÷òîáû
λ(β) áûëî íàèìåíüøèì. Ïóñòü v ∈ V òàêîå, ÷òî λ(v) = λmax. Ïóñòü β′ = βv, òîãäà β′ ∈ B∗, λ(β′) >
λmax, çíà÷èò, ïî óñëîâèþ ∃vi ∈ V òàêîå, ÷òî β′ = viγ èëè βv = viγ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ β /∈ −−→(V ∗),
ñëåäîâàòåëüíî, β íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì vi. Çíà÷èò, vi � ïðåôèêñ β: β = viγ. Åñëè γ ∈ −−→(V ∗), òî,
î÷åâèäíî, è β ∈ −−→(V ∗), çíà÷èò γ 6∈ −−→(V ∗), íî λ(γ) < λ(β) � ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ äëèíû β.

Òåîðåìà. (Êðèòåðèé ïîëíîòû ðàçäåëèìîãî êîäà) Ðàçäåëèìûé êîä V = {v1, . . . , vm} ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîä V ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

m∑
i=1

2−λ(vi) = 1. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � ðàçäåëèìûé ïîëíûé êîä. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå n > λmax. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî Bn = {β1, ..., β2n} � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ èç B∗ äëèíû n, à òàêæå ìíîæåñòâà
Vi = {β ∈ B∗|λ(β) = n, β = viγ}, i = 1, ...,m. ßñíî, ÷òî |Vi| = 2n−λ(vi). Â ñèëó ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ

Bn ⊆
m⋃
i=1

Vi,

îòêóäà
2n 6

m∑
i=1

2n−λ(vi),

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå Vi ∩ Vj = ∅, ïðè i 6= j, ò.å. åñëè êîä ïðåôèêñíûé. Â
ñèëó íåðàâåíñòâà Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà

2n >
m∑
i=1

2n−λ(vi).

Ïîýòîìó
2n =

m∑
i=1

2n−λ(vi),

è êîä ïðåôèêñíûé.
Îáðàòíî, ïóñòü êîä V � ïðåôèêñíûé êîä, óäîâëåòâîðÿþùèé (1). Â ñèëó ïðåôèêñíîñòè îí ðàç-

äåëèìûé, è íóæíî ïîêàçàòü òîëüêî ïîëíîòó. Âîçüì¼ì β, òàêîå ÷òî n = λ(β) > λmax. Ò.ê. êîä
ïðåôèêñíûé, òî Vi ∩ Vj = ∅, ïðè i 6= j. Ïîýòîìó∣∣∣∣∣

m⋃
i=1

Vi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m⊔
i=1

Vi

∣∣∣∣∣ =
m∑
i=1

2n−λ(vi)

Åñëè β íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå β = viγ, òî

|Bn| >

∣∣∣∣∣
m⋃
i=1

Vi

∣∣∣∣∣ ,
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ò.å.
2n >

m∑
i=1

2n−λ(vi)

� ïðîòèâîðå÷èå ñ (1). Ò.î. êîä V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü V = {v1, ..., vm} � ïðåôèêñíûé êîä, òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé è ïîë-
íûé êîä V ′ òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî λ(v′i) 6 λ(vi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü li = λ(vi). Ïî íåðàâåíñòâó Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà
m∑
i=1

2−li 6 1.

Åñëè
m∑
i=1

2−li = 1,

òî ïî êðèòåðèþ ïîëíîòû ïîëó÷àåì, ÷òî V � ïîëíûé. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé
m∑
i=1

2−li < 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî
m∑
i=1

2−li + 2−λmax 6 1.

Ïóñòü lj = λmax. Òîãäà
1−

m∑
i=1
i 6=j

2−li > 2−lj + 2−lj = 2−(lj−1).

Ïîëîæèì
l′i =

{
li, i 6= j
lj − 1, i = j

Äëÿ ÷èñåë l′i âûïîëíÿåòñÿ
m∑
i=1

2−l
′
i 6 1. (2)

Çíà÷èò, ïî óòâåðæäåíèþ èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé êîä V ′ = {v′1, ..., v′m} ñ
äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ l′i, òàêèõ ÷òî

m∑
i=1

l′i <
m∑
i=1

li. Åñëè â (2) ïî ïðåæíåìó ñòðîãîå íåðàâåíñòâî,

òî ïðèìåíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ê íåìó, è ò.ä. Âåäÿ èíäóêöèþ ïî
m∑
i=1

l′i ïîëó÷èì, ÷òî ðàíî èëè
ïîçäíî â íåðàâåíñòâå Êðàôòà-Ìàêìèëëàíà äîñòèãíåòñÿ ðàâåíñòâî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïóñòü A = {a1, ..., am}, P = {p1, ..., pm} � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ áóêâ â òåêñòå:
m∑
i=1

pi = 1.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: äëÿ çàäàííîãî P ïîñòðîèòü ðàçäåëèìûé êîä V îïòèìàëüíûé â ñìûñëå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëèíû êîäèðóþùåãî ñëîâà. Ôîðìàëüíî: ââåä¼ì

LV (P ) =
m∑
i=1

piλ(vi)
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è
L(P ) = inf

V−ðàçä.LV (P ).

Åñëè LV (P ) = L(P ), òîãäà V íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ êîäîâ:

1) Îïòèìàëüíûé êîä ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèåòëüíî, äëÿ ëþáîãî V LV (P ) > 1, êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî
M ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ V, òàêèõ ÷òî LV (P ) < M. Ïîýòîìó íèæíÿÿ
ãðàíü ïî LV (P ) äîñòèãàåòñÿ îáÿçàòåëüíî íà êàêîì ëèáî êîäå V.
2) Åñëè V � îïòèìàëüíûé êîä, òî ñóùåñòâóåò V ′ � îïòèìàëüíûé è ïðè ýòîì ïðåôèêñíûé êîä � ïî
ñëåäñòâèþ èç êðèòåðèÿ ïîëíîòû.
3) Äëÿ îïòèìàëüíîãî êîäà V = {v1, ..., vm} ñïðàâåäëèâî

pi > pj ⇒ λ(vi) 6 λ(vj)

� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîìåíÿâ ìåñòàìè vi è vj ïîëó÷èì êîä ñ ìåíüøèì LV (P ).
4) Åñëè V � îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä, òî ñóùåñòâóþò vi è vj , òàêèå ÷òî λ(vi) = λ(vj) = λmax
è vi = v0, vj = v1, äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ B∗.

Òåîðåìà (Ðåäóêöèè). Ïóñòü V = {v1, . . . , vm},m > 2, îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä ïðè ðàñ-
ïðåäåëåíèè P = {p1, . . . , pm}, p1 > p2 > . . . > pm. Ïóñòü ÷èñëà q0, q1 òàêîâû, ÷òî

q0 + q1 = pi

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m, è
pm > q0 > q1.

Òîãäà W = {v1, ..., vi−1, vi+1, ..., vm, vi0, vi1} � îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä äëÿ
P ′ = {p1, ..., pi−1, pi+1, ..., pm, q0, q1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. LW (P ′) = LV (P ) − piλ(vi) + q0λ(vi0) + q1λ(vi1) = LV (P ) + pi. Ïóñòü Ŵ �
îïòèìàëüíûé êîä ïðè ðàñïðåäåëåíèè P ′. Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 3) è 4) îïòèìàëüíûõ êîäîâ Ŵ
èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Ŵ = {w1, w2, ..., wi−1, wi+1, ..., wm, w0, w1}.

Ðàññìîòðèì êîä
V̂ = {w1, w2, ..., wi−1, w, wi+1, ..., wm}.

ßñíî, ÷òî
L
Ŵ

(P ′) = LV̂ + pi.

Íî, â ñèëó îïòèìàëüíîñòè V,
LV 6 LV̂ .

Îòêóäà
LW 6 L

Ŵ
.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Àëãîðèòì Õàôôìàíà ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî êîäà.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé êîä äëÿ çàäàííîãî óïîðÿäî÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p1 >
... > pm,

1)Åñëè m = 2 ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 4;
2)Ïîëîæèì p′ = pm−1 + pm;
3)Îòñîðòèðóåì íàáîð p1, ..., pm−2, p

′;
4)Äëÿ äâóõ ÷èñåë p̂1, p̂2 ñòðîèì êîäîâûå ñëîâà 0 è 1;
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5)�Ðàñêðó÷èâàåì� íàáîð âåðîÿòíîñòåé â �îáðàòíóþ� ñòîðîíó, ïðèïèñûâàÿ ê êîäîâûì ñëîâàì 0 è
1.

Ïðèìåð.

p
(0)
1 = 0, 2 p

(1)
5 = p

(0)
7 + p

(0)
8 :

p
(0)
2 = 0, 2 p

(1)
1 = 0, 2 p

(2)
1 = p

(1)
6 + p

(1)
6 :

p
(0)
3 = 0, 15 p

(1)
2 = 0, 2 p

(2)
1 = 0, 2 p

(3)
1 = p

(2)
5 + p

(2)
6 :

p
(0)
4 = 0, 15 p

(1)
3 = 0, 15 p

(2)
2 = 0, 2 p

(3)
1 = 0, 25

p
(0)
5 = 0, 1 p

(1)
4 = 0, 15 p

(2)
3 = 0, 2 p

(3)
2 = 0, 2

p
(0)
6 = 0, 1 p

(1)
5 = 0, 1 p

(2)
4 = 0, 15 p

(3)
3 = 0, 2

p
(0)
7 = 0, 05 p

(1)
6 = 0, 1 p

(2)
5 = 0, 15 p

(3)
4 = 0, 2

p
(0)
8 = 0, 05 p

(1)
7 = 0, 1 p

(2)
6 = 0, 1 p

(3)
5 = 0, 15

p
(4)
1 = p

(3)
4 + p

(3)
5 :

p
(4)
1 = 0, 35 p

(5)
1 = p

(4)
3 + p

(4)
4 :

p
(4)
2 = 0, 25 p

(5)
1 = 0, 4 p

(6)
1 = p

(5)
2 + p

(5)
3 :

p
(4)
3 = 0, 2 p

(5)
2 = 0, 35 p

(6)
1 = 0, 6

p
(4)
4 = 0, 2 p

(5)
3 = 0, 25 p

(6)
2 = 0, 4

Äåëàåì îáðàòíûé õîä:

v
(6)
1 = 0 v

(5)
1 = 1 v

(4)
1 = 00 v

(3)
1 = 01 v

(2)
1 = 10

v
(6)
2 = 1 v

(5)
2 = 00 v

(4)
2 = 01 v

(3)
2 = 10 v

(2)
2 = 11

v
(5)
3 = 01 v

(4)
3 = 10 v

(3)
3 = 11 v

(2)
3 = 000

v
(4)
4 = 11 v

(3)
4 = 000 v

(2)
4 = 001

v
(3)
5 = 001 v

(2)
5 = 010
v
(2)
6 = 011

v
(1)
1 = 11 v

(0)
1 = 11

v
(1)
2 = 000 v

(0)
2 = 000

v
(1)
3 = 001 v

(0)
3 = 001

v
(1)
4 = 010 v

(0)
4 = 010

v
(1)
5 = 011 v

(0)
5 = 100

v
(1)
6 = 100 v

(0)
6 = 101

v
(1)
7 = 101 v

(0)
7 = 0110
v
(0)
8 = 0111

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì îäíî î÷åâèäíîå
Óòâåðæäåíèå. Åñëè V � îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä, òîãäà V � ïîëíûé. Äîêàçàòåëü-

ñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ èç êðèòåðèÿ ïîëíîòû.
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Ëåêöèÿ 8 (22.10.03)
Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ êàíàë ñâÿçè, ïî êîòîðîìó íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ
� äâîè÷íûå êîäû (îáùàÿ òåîðèÿ íå ñèëüíî èçìåíèòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå àëôàâèòà ñîîáùåíèé âçÿòü
áîëåå øèðîêèé àëôàâèò, ÷åì äâîè÷íûé). Êàíàë ñâÿçè èñêàæàåò ñîîáùåíèÿ ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1. Îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ: íåêîòîðûå áèòû ñîîáùåíèÿ çàìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
2. Íåêîòîðûå áèòû ñîîáùåíèÿ ìîãóò òåðÿþòñÿ ïðè ïåðåäà÷å.
3. Â ñîîáùåíèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå áèòû.
Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Bn = {α = (α1, ..., αn), αi ∈ {0, 1}} � ïðîñòðàíñòâî ñëîâ

äëèíû n, |Bn| = 2n. Bn îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Z2. Íîðìà â Bn
çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ‖α‖ =

n∑
i=1

αi. Ââåä¼ì â Bn ìåòðèêó ρ(α, β) =
n∑
i=1

|αi − βi| = ‖α + β‖,
ãäå ðàçíîñòü áåð¼òñÿ ïî ìîäóëþ 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Stn(α) ìíîæåñòâî ñëîâ, â êîòîðîå ìîæåò ïåðåéòè α ïðè óñëîâèè âîçíèêíîâåíèÿ
íå áîëåå ÷åì t îøèáîê. Ïóñòü Bn ⊇ V tn = {α1, α2, ..., αN} � êîä äëÿ ñëîâ äëèíû n, óñòîé÷èâûé ê íå
áîëåå ÷åì t îøèáêàì, ò.å. Stn(αi) ∩ Stn(αj) = ∅, ïðè i 6= j.

Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî êàíàëû ñ âîçìîæíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ îøèáîê òîëüêî òèïà çàìå-
ùåíèÿ, ïðè òîì â êîëè÷åñòâå íå áîëåå, ÷åì t. Â ýòîì ñëó÷àå Stn(α) =
= Øt

n(α) = {β ∈ Bn
∣∣∣ ‖α − β‖ 6 t} � øàð â Bn ñ öåíòðîì â α ðàäèóñà t. ßñíî, ÷òî óñëîâèå

Øt
n(α

i) ∩Øt
n(α

j) = ∅ ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó
ρ(αi, αj) > 2t+ 1. (1)

Ýëåìåíòàðíûå îöåíêè. Äëÿ ëþáîãî 0 6 i 6 n ñóùåñòâóåò ðîâíî Cin ñëîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îò
äàííîãî ðîâíî â i ðàçðÿäàõ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî α

|Øt
n(α)| =

t∑
i=0

Cin

Òðèâèàëüíûå îöåíêè ÷èñëà ñî÷åòàíèé äàþò(n
t

)t
6 Cin 6

nt

t!

Îòêóäà
c1(t)nt 6 |Øt

n(α)| 6 c2(t)nt (2)

Èç óñëîâèÿ êîëè÷åñòâà âñåõ ñëîâ è ïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ äëÿ êîäîâûõ ñëîâ ïîëó÷àåì
N∑
i=1

|Øt
n(αi)| = N |Øt

n(α)| 6 2n

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2), ïîëó÷àåì

N 6
2n

nt
c2(t) (3)

log2N 6 n− t log2 n+ c3(t) (4)

Îöåíêà (3) íîñèò íàçâàíèå �ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè� èëè �ãðàíèöà Õåììèíãà�.
Ïîêàæåì, ÷òî èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè íåêîòîðûå n è t, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðûé äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîé êîä V tn. Äëÿ ýòîãî óñëîâèå Øt
n(α

i) ∩Øt
n(α

j) = ∅ ïåðåïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì
âèäå:

αj /∈Ø2t
n (αi)
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Äàëåå ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå
α1 ∈ Bn

α2 âûáèðàåì èç óñëîâèÿ
α2 /∈Ø2t

n (α1)

α3 � èç óñëîâèÿ
α3 /∈Ø2t

n (α1) ∪Ø2t
n (α2)

è ò.ä. Óñëîâèå íà âûáîð αi+1 çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αi+1 /∈
i⋃

k=1

Ø2t
n (αi)

ßñíî, ÷òî î÷åðåäíîå αN+1 íå óäàñòñÿ âûáðàòü, òîëüêî êîãäà
N⋃
i=1

Ø2t
n (αi) = Bn

Äëÿ ïîñòðîåííîãî êîäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
N∑
i=1

|Ø2t
n (αi)| > 2n

ò.å.
N |Ø2t

n (α)| > 2n

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2) ïîëó÷àåì:
N > c1(2t)

2n

n2t
(5)

log2N > n− 2t log2 n+ c12t (6)

Ò.î. çàêëþ÷àåì, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü êîä, íå óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå (3) è çàâåäîìî ìîæíî,
óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå (5).

Êîä íàçûâàþò ñîâåðøåííûì, åñëè
N⋃
i=1

Øt
n(α

i) = Bn, ò.å. åñëè 2n = N |Øt
n(α)|.

Êîäû Õýììèíãà. Êîäû Õýììèíãà � êîäû èñïðàâëÿþùèå 1 îøèáêó òèïà çàìåùåíèÿ. Äëÿ
äàííîãî n íàéä¼ì òàêîå k, ÷òî 2k−1 6 n 6 2k. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà 0 6 m < 2k ïîëîæèì
ek(m) � äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà m ñ èñïîëüçîâàíèåì k ðàçðÿäîâ.

Ïðèìåð. e3(1) = 001, e3(2) = 010, e3(3) = 011.

Îïðåäåëèì îáðàòíóþ îïåðàöèþ: N(γ) = N(γ1...γk) =
k∑
i=1

γi2k−i, ò.å. N
(
ek(m)

)
= m. Òåïåðü

îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
H : Bn → Bk

H(α) = H(α1...αn) = α1e
k(1) + ...+ αne

k(n).

Ïóñòü V � ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ò.å. V = {α ∈ Bn |H(α) = 0...0}. V è íàçûâàåòñÿ êîäîì
Õýììèíãà. Èçó÷èì åãî ñâîéñòâà:

1. |V | = 2n−k: ìíîæåñòâî {H(α2i

) i = 0, ..., k − 1}, ãäå αt � ñòðîêà ñ åäèíèöåé íà t-îì ìåñòå è
íóëÿìè íà îñòàëüíûõ, îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Bk. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå H � ñþðúåê-
òèâíî, ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåðíîñòü ÿäðà � n− k. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà óðàâíåíèé H(α) = 0...0
ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ k ýëåìåíòîâ, ÷òî äà¼ò íàì ïðàâî íàçâàòü ïåðâûå k ðàçðÿäîâ
êîäà ïðîâåðî÷íûìè, à îñòàëüíûå � èíôîðìàöèîííûìè, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî â V , íàòÿíóòîå
íà ïîñëåäíèå n− k êîîðäèíàò, åñòü Bn−k.
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2. V åñòü êîä, èñïðàâëÿþùèé îäíó îøèáêó òèïà çàìåùåíèÿ. Ïðè ýòîì àëãîðèòì äåøèôðîâêè
ñîîáùåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïóñòü ñîîáùåíèå α ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êàíàë ñâÿçè
ïðåâðàòèëîñü â ñòðîêó β. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè
à) H(β) = 0 ⇔ N(H(β)) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàíàëå ñâÿçè áîëåå îäíîé
îøèáêè ïðîèçîéòè íå ìîãëî, äåëàåì âûâîä, ÷òî α = β.

á) H(β) 6= 0 ⇔ N(H(β)) = j 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå, âñ¼ â òîì æå ïðåäïîëîæåíèè î êîëè-
÷åñòâå îøèáîê â êàíàëå, äåëàåì âûâîä, ÷òî îøèáêà â j-ì ðàçðÿäå è çàìåíÿåì åãî íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé. Äåéñòâèòåëüíî, îøèáêà â j-îì ðàçðÿäå îçíà÷àåò, ÷òî β = α + αj . Ïîýòîìó
N(H(β)) = N(H(α+ αj)) = N(Í(α) +H(αj)) =
= N(H(α)) +N(H(αj)) = 0 +N(ek(j)) = j.

3. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ V ρ(α, β) > 3 � âûøå ìû ïîëó÷àëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ V tn
ρ(α, β) > 2t+ 1, ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó V ÿâëÿåòñÿ V 1

n .

4. V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, êàê ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïîñòðîåííûé êîä V
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùèõ ëèíåéíûõ êîäîâ Á×Õ, â ÷¼ì ìû óáåäèìñÿ ïîçæå.

5. Ïî ñâîéñòâó 3 äëÿ ëþáîãî α ∈ V ‖α‖ = ρ(0, α) > 3.

6. Åñëè n = 2k − 1, òî |V | = 2n−k = 2n

n+1 ⇒ 2n = |V | · (n+1) = |V | · |SH1
n(α)|, ò.å. V â ýòîì ñëó÷àå

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.
Ëèíåéíûå êîäû. Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé áîëüøåãî êîëè÷åñòâà

ïðîâåðî÷íûõ ðàçðÿäîâ. Ïóñòü H � (n− k)× n ìàòðèöà íàä (Z)2, èìåþùàÿ ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
H = (A|In−k),

ãäå A � íåêîòîðàÿ (n− k)× k ìàòðèöà, In−k � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− k. Ïóñòü
V = {x ∈ Bn |HxT = 0}

� ÿäðî îïåðàòîðà H. ßñíî, ÷òî â âèäó ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû H ñèñòåìà óðàâíåíèé
HxT = 0

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ (n− k) êîîðäèíàò, ò.å. V ìîæíî ïåðåïèñàòü ïî äðóãîìó:
V = {x ∈ Bn |xT = GTuT , u ∈ Bk},

ãäå

GT =
(
Ik
A

)
.

Ìàòðèöà G =
(
Ik|AT

) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé. ßñíî, ÷òî dimV = k. V , êàê ÿäðî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ââåä¼ì d � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà:

d = min
α,β∈V

α 6=β

ρ(α, β) = min
α∈V
α 6=0

‖α‖.

n, k è d ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ëèíåéíîãî êîäà, ïîýòîìó ëèíåéíûé êîä, îòâå÷àþùèé ýòèì ïàðà-
ìåòðàì îáîçíà÷àþò [n, k, d]-êîä. ßñíî, ÷òî â ñèëó (1) [n, k, d]-êîä èñïðàâëÿåò [d−1

2

] îøèáîê.
Ñâÿçü ìåæäó ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà è ðàíãîì åãî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû óñòàíàâëèâàåò

ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü V � ëèíåéíûé êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H. Òîãäà V èìååò ìèíè-

ìàëüíîå ðàññòîÿíèå d ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
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à) ëþáûå (d− 1) ñòîëáöîâ â H ëèíåéíî íåçàâèñèìû;
á) ñóùåñòâóþò d ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ

(óñëîâèÿ à) è á) âìåñòå îçíà÷àþò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû H ðàâåí d− 1 ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V èìååò ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå d. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

x = (x1, ..., xn), ÷òî HxT = 0, ïðè÷¼ì x èìååò ðîâíî d íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñòîëáöû ìàòðèöû H ñ íîìåðàìè ýòèõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû. d − 1 æå
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ íåò, èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû x ∈ V ñ ìåíüøåé íîðìîé � ïðîòèâîðå÷èå
ñ ìèíèìàëüíîñòüþ d. Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò d ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, òî x = (x1, ..., xn),
èìåþùèé íà ìåñòàõ ñ ýòèìè íîìåðàìè åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ � íóëè, ëåæèò â V. Â òî æå âðåìÿ,
åñëè áû êîäîâîå ðàññòîÿíèå V áûëî ìåíüøå d, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâîâàëè áû d − 1
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ó H � ïðîòèâîðå÷èå ñ à). Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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Ëåêöèÿ 9 (29.10.03)

Êîäû Á×Õ (Áîóç, ×îóäõóðè, Õîêâèíãåì)

Ïóñòü ìû õîòèì ïîñòðîèòü ëèíåéíûé êîä èñïðàâëÿþùèé t îøèáîê, ò.å. õîòèì, ÷òîáû äëÿ êîäî-
âîãî ðàññòîÿíèÿ d áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

d > 2t+ 1.

Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ëþáûå 2t ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïóñòü òåïåðü t = 1. Óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ëþáûõ äâóõ ñòîëáöîâ îçíà÷àåò îäíîâðå-
ìåííîå âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ 2-õ óñëîâèé:

1) hi 6= 0, i = 1, ..., n;
2) hi 6= hj , ïðè i 6= j, i, j = 1, ..., n,

ãäå hi, i = 1, ..., n � ñòîëáöû ìàòðèöû H. Åñëè òåïåðü â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû H âçÿòü hi =
en−k(i) � â îáîçíà÷åíèÿõ ââåä¼ííûõ íà ïðîøëîé ëåêöèè, òî ïîëó÷èì êîä Õýììèíãà. Ïðàâäà, òàêàÿ
ìàòðèöà íå áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû (7) èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè � äëÿ ýòîãî íàäî
ïåðåñòàâèòü å¼ ñòîëáöû.

Çàéì¼ìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì êîäîâ Á×Õ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t. Ïóñòü íàì äàíû ïàðàìåòðû k è
t, âûáåðåì ïàðàìåòðû n è m, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ :

n = 2m − 1,

k > n− tm.

Íà îäíîé èç ïðîøëûõ ëåêöèé ìû ïîñòðîèëè ïîëå GF (2m) � ôàêòîð êîëüöà äâîè÷íûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ïî íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó π(x) ñòåïåíè m. Ýëåìåíòàìè â í¼ì ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íû 0, α1, α2, ..., α2m−1, è óìíîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ òîãî ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà π(x). Ïóñòü
αi = aim−1x

m−1 + ...+ ai0. Îáîçíà÷èì

γi =

 ai0...
aim−1


� ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ αi. Äëÿ ñòîëáöîâ âûñîòû m îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå, êàê ñòîëáåö, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåíó, ðàâíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ èç GF (2m). Ââå-
ä¼ì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó A ñ êîýôôèöèåíòàìè èç GF (2m) (êàê îòìå÷àëîñü âûøå, n = 2m − 1):

A =


α1 . . . αn
α3

1 . . . α3
n... ...

α2t−1
1 . . . α2t−1

n


 t

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ìàòðèöó H ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z2:

H =


γ1 . . . γn
γ3
1 . . . γ3

n... ...
γ2t−1
1 . . . γ2t−1

n


 tm

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îòìåòèì, ÷òî GF (2m) � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè
2 (î÷åâèäíî). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, .., xs ∈ GF (2m) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

(x1 + ...+ xs)2 = x2
1 + ...+ x2

s.
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Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:
(x1 + ...+ xs)2

u

= x2u

1 + ...+ x2u

s . (1)

Óòâåðæäåíèå. Â ìàòðèöå H ëþáûå 2t ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ò.å. íàéäóòñÿ l 6 2t ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i1, ..., il, òà-

êèå ÷òî hi1 + ... + hil = 0, ãäå hi, i = 1, ..., n � ñòîëáöû ìàòðèöû H. Ýòî îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

γi1 + . . .+ γil = 0
γ3
i1

+ . . .+ γ3
il

= 0
... ...
γ2t−1
i1

+ . . .+ γ2t−1
il

= 0

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò 
αi1 + . . .+ αil = 0
α3
i1

+ . . .+ α3
il

= 0
... ...
α2t−1
i1

+ . . .+ α2t−1
il

= 0

(2)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷¼òíîãî 2 6 q 6 2t ñïðàâåäëèâî:
αqi1 + ...+ αqil = 0. (3)

Äåéñòâèòåëüíî, q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: q = 2u(2v − 1), v 6 t. Ïîýòîìó:

αqi1 + ...+ αqil = α
2u(2v−1)
i1

+ ...+ α
2u(2v−1)
il

(1)
=
(
α

(2v−1)
i1

+ ...+ α
(2v−1)
il

)2u

= 0,

ò.ê.
α

(2v−1)
i1

+ ...+ α
(2v−1)
il

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç (2) è (3) ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî 1 6 q 6 2t

αqi1 + ...+ αqil = 0. (4)

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αi1 . . . αil
α2
i1

. . . α2
il... ...

αili1 . . . αilil

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = αi1 · . . . · αil

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1
αi1 . . . αil... ...
αil−1
i1

. . . αil−1
il

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

êàê îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî αi 6= αj , ïðè i 6= j, è αi 6= 0 äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (4). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èç Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà H çàäà¼ò ëèíåéíûé [n, k, d] - êîä, ñî ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè

n = 2m − 1,

k > n− tm,

d > 2t+ 1.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ îøèáîê â îáùåì ñëó÷àå î÷åíü íå ïðîñòîé. Ìû ðàññìîòðèì åãî äëÿ
t = 2.
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Â ýòîì àëãîðèòìå àïðèîðè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ íå ìîæåò ïðî-
èçîéòè áîëåå äâóõ îøèáîê. Ïóñòü èñõîäíîå ñîîáùåíèå x ∈ KerA (âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî õîòÿ â òåîðèè
ìû îïåðèðóåì ñ ìàòðèöåé A, íà äåëå âñå âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ñ ìàòðèöåé H) ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåõîäèò â ñîîáùåíèå y. Âû÷èñëèì ñèíäðîì:

S = Ay =
(
z1
z2

)
, z1, z2 ∈ GF (4)

ßñíî, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ íà êîëè÷åñòâî îøèáîê x = y ðàâíîñèëüíî S =
(

0
0

)
. Ïóñòü òåïåðü

ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà â ðàçðÿäå i, ò.å. y = x+ ei (ei � áàçèñíûé âåêòîð Zn2 ñ åäèíèöåé òîëüêî íà
i-ì ìåñòå). Òîãäà

S = A(x+ ei) = Aei =
(
αiα

3
i

)
.

Ò.å. z1 = αi, z2 = α3
i � ïî èçâåñòíîìó z1 íàõîäèì i � íîìåð ðàçðÿäà è äåëàåì âûâîä, ÷òî îøèáêà â

í¼ì. Ïóñòü òåïåðü ïðîèçîøëî 2 îøèáêè: â ðàçðÿäàõ i è j :

S = A(x+ ei + ej) =

(
αi + αj
α3
i + α3

j

)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ αi è αj òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé{
αi + αj = z1
α3
i + α3

j = z2
(5)

â GF (4). Ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ïîëÿõ � íåïðîñòàÿ íàóêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàþò òðóäíîñòè ïðè ðàñïîçíàâàíèè îøèáîê ïðè áîëüøèõ t. Â ñëó÷àå ñèñòåìû (5) ïîñòóïàåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z2 = α3
i + α3

j = (αi + αj)(α2
i + αiαj + α2

j ) = z1(z2
1 + αiαj)

� ïðè ïåðåõîäàõ âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî GF (4) � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2. Èìååì:{
αi + αj = z1
αiαj = z2

1 + z2/z1
(6)

Ò.å. αi, αj � äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ
x2 + z1x+ (z2

1 + z2/z1) = 0 (7)

íàä GF (4). Óðàâíåíèå (7) ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.
Âûïèøåì îêîí÷àòåëüíûé àëãîðèòì:

1. Âû÷èñëÿåì ñèíäðîì S = Ay =
(
z1
z2

)
.

2. Åñëè z1 = z2 = 0 � äåëàåì âûâîä îá îòñóòñòâèè îøèáîê.
3. Åñëè z1 6= 0, z2 = z3

1 ⇒ ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà â ðàçðÿäå i, ãäå i : αi = z1.

4. Åñëè z1 6= 0, z2 6= z3
1 ⇒ íàõîäèì αi, αj � ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ (7), äåëàåì âûâîä, ÷òî

îøèáêè ïðîèçîøëè â ðàçðÿäàõ ñ íîìåðàìè i è j.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áîëåå 2-õ îøèáîê ïðîèçîéòè íå ìîæåò, àëãîðèòì âñåãäà ñðàáàòûâàåò. Åñëè
æå, äîïóñòèòü, ÷òî ïðîèçîøëî áîëüøåå êîëè÷åñòâî îøèáîê, òî äåéñòâóÿ ïî ýòîìó àëãîðèòìó, ìû
ëèáî íå ïîïàä¼ì íè â îäèí ïóíêò, ëèáî óáåäèìñÿ â îòñóòñòâèè êîðíåé óðàâíåíèÿ (7), ëèáî îáðàáî-
òàåì îäèí èç âàðèàíòîâ 2 � 4, íî ðåçóëüòàò íå áóäåò èìåòü íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê äåéñòâèòåëüíî
ïðîèçîøåäøèì îøèáêàì.
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Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Hr×n òàêîé ÷òî ëþáûå å¼ (d − 1) ñòîëáöîâ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïåðâûé ñòîëáåö h1 6= 0. Íà i + 1-ì øàãå èìååì i ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñòîëáöîâ {h1, ..., hi} è âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ñòîëáåö hi+1 îòëè÷àþùèéñÿ îò
ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ïî ìîäóëþ 2) ðàíåå âûáðàííûõ ñòîëáöîâ. ßñíî, ÷òî ââèäó ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè {h1, ..., hi} âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âèäà hi1 + ...hip , p = 1, ..., d − 2 ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü hi+1 åñëè, è òîëüêî åñëè

C1
i + ...+ Cd−2

i < 2r − 1

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà (Ãðàíèöà Âàðøàìîâà-Ãèëüáåðòà) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 + C1
n−1 + C2

n−1 + ...+ Cd
′−2
n−1 < 2r,

òî ñóùåñòâóåò V � ëèíåéíûé [n, k, d]-êîä, äëÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî:

k > n− r, d(V ) > d′.

Ïóñòü V tn � êîä ñî ñëîâàìè äëèíû n, óñòîé÷èâûé ê t îøèáêàì (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ). Ïóñòü
M(n, t) = max

V t
n

|V tn|

Ðàíåå íàìè áûëà âûâåäåíà îöåíêà, íàçûâàåìàÿ ãðàíèöåé Õýìèíãà, êîòîðàÿ äà¼ò
log2M(n, t) 6 n− t log2 n+ c.

Åñëè æå V � Á×Õ êîä ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d], òî
log2 |V | = k > n− tm = n− t log2 n+ c′.

Ò.å. àññèìïòîòè÷åñêè ïî n êîäû Á×Õ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïî ìîùíîñòè.
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×àñòü III

Áóëåâû ôóíêöèè.

Ëåêöèÿ 10.
Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïóñòü B = {0, 1}, Bn � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ èç

íóëåé è åäèíèö äëèííû n. X � àëôàâèò ïåðåìåííûõ. Áóäåì ñ÷èòàòü åãî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
f(x1, . . . , xn) ∈ B � ôóíêöèÿ îòîáðàæàþùàÿ Bn â B.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåìåííàÿ x1 íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóþò
α2, . . . , αn ∈ B òàêèå, ÷òî

f(0, α2, . . . , αn) 6= f(1, α2, . . . , αn).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ x1 íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè äâå ôóíêöèè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íåñóùåñòâåííûìè ïå-

ðåìåííûìè. Ïîÿñíèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ôóíê-
öèÿ g � îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym. Ïðè÷åì äëÿ ôóíêöèè f ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå
xi1 , . . . , xik , i1 6 . . . 6 ik, à äëÿ ôóíêöèè g � yj1 , . . . , yjk , j1 6 . . . 6 jk. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
f = g, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ x1, . . . , xn, y1, . . . , ym òàêèõ, ÷òî xi1 = yj1 , . . . , xik = yjk

f(x1, . . . , xn) = g(y1, . . . , ym).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé P2. Ïóñòü R ⊂ P2. Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé èç R, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷èì R(n).

Ðàññìîòðèì âàæíûé âîïðîñ � çàäàíèå ôóíêöèè â âèäå ôîðìóëû íàä = ⊆ P2, = 6= ∅.
Ôóíêöèè èç =, çàâèñÿùèå îò n ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü fn. Èòàê, ââåäåì îïðåäåëåíèå

ôîðìóëû.
1) fn(xi1 , . . . , xin) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé íàä =.
2) gm(A1, . . . , Am) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé íàä =, åñëè gm ∈ = è A1, . . . , Am � ëèáî ôîðìóëû íàä
=, ëèáî ïåðåìåííûå èç X.

3) Äðóãèõ ôîðìóë íàä = íåò.

Åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé � çàäàíèå åå çíà÷åíèé íà âñåõ íàáîðàõ ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåðû.

Ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé.
x 0 1 x x
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

Ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
xy x ∨ y x&y x+ y x→ y
00 0 0 0 1
01 1 0 1 1
10 1 0 1 0
11 1 1 0 1

Çàìå÷àíèå. |P2(n)| = 22n

.

Ïóñòü åñòü ñèñòåìà ôóíêöèé =,= 6= ∅,= ⊆ P2.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèåì = è îáîçíà÷àòü [=] ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ
â âèäå âñåâîçìîæíûõ ôîðìóë íàä =.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñèñòåìà F = [F ], òî îíà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì Ïîñòà.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè [=] = F , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà = ïîðîæäàåò F .
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà = òàêàÿ, ÷òî [=] = F è |=| < ∞, òîãäà ñèñòåìà F

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.
Ìû áóäåì èçó÷àòü äâà âîïðîñà.
1. Â êàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà F áóäåò çàìêíóòûì êëàññîì Ïîñòà.
2. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà F ⊆ P2 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.
Äëÿ íà÷àëà óñòàíîâèì, ÿâëÿåòñÿ ëè P2 êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Óòâåðæäåíèå. ∀f ∈ P2, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) = x1(f(1, x2, . . . , xn) + f(0, x2, . . . , xn)) + f(0, x2, . . . , xn). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì íàáîð (0, x2, . . . , xn) â ôîðìóëó (1).
f(0, x2, . . . , xn) = 0 · (f(1, x2, . . . , xn) + f(0, x2, . . . , xn)) + f(0, x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn).

Ïîäñòàâèì íàáîð (1, x2, . . . , xn) â ôîðìóëó (1).
f(1, x2, . . . , xn) = 1 · (f(1, x2, . . . , xn) + f(0, x2, . . . , xn)) + f(0, x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 1. Ñèñòåìà {xy, x+ y, 0, 1} ïîðîæäàåò P2.
Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

f(x1 . . . , xn) =
2n∑
i=1

ciKi,

ãäå ci ∈ B, Ki � âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè.
Ñëåäóåò ïîÿñíèòü òåðìèí ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ. Ïóñòü íàì çàäàí íàáîð ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn. Ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f(xi1 , . . . , xin) = xi1 · . . . · xik ,

ïðè k > 1, è ôóíêöèÿ � òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà. Òîãäà âñåãî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé áóäåò
1 + C1

n + . . .+ Cnn = 2n.

Òåîðåìà. (Æåãàëêèí) Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ P2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

Ïðèìåð. f(x, y) = x ∨ y.

x ∨ y = f(x, y) = x(f(1, y) + f(0, y)) + f(0, y) = x(1 + y) + y = xy + x+ y.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà = íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè [=] = P2.
Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà {xy, x+ y, 0, 1} ïîëíà. Òåïåðü, íàì èíòåðåñíî � áóäåò ëè ïîëíà

êàêàÿ-íèáóäü äðóãàÿ ñèñòåìà? Èçëîæèì ìåòîä ñâåäåíèÿ , êîòîðîé ìîæåò äàòü îòâåò íà íàø âîïðîñ.
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Ïóñòü ñèñòåìà = = {f1, . . . , fn} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, è çàäàíà ñèñòåìà i = {g1, . . . , gk}. Åñëè
1) ôóíêöèè f1, . . . , fn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè g1, . . . , gk,
2) âñå ôóíêöèè gi ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèþ ñèñòåìû =,

òî ñèñòåìà i ïîëíà.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà {xy, x} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïðîâåðèì ïåðâûé ïóíêò.

x+ y = xy · xy,

0 = xx, 1 = xx.

Çàìåòèì, ÷òî x = x + 1 ∈ [{xy, x + y, 0, 1}]. Çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé ïóíêò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà {xy, x} ïîëíà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñëåäóþùåãî âèäà L =
{f(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . .+ cnxn, ci ∈ {0, 1}, n > 1}

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà L:
1. [L] = L.
2. Ôóíêöèè 0, 1, x, x+ y, x+ 1 ∈ L, à ôóíêöèÿ xy /∈ L.
3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî îíà èìååò

ñëåäóþùèé âèä
f(x1, . . . , xn) = c0 + x1 + . . .+ xn

Ñëåäñòâèå 3. [{0, 1, x+ y}] = L.

Ïóñòü F ⊆ P2. Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ó ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé P2, íî íå ïðèíàäëå-
æàùåé ñèñòåìå F , áóäåì ïðèïèñûâàòü íèæíèé èíäåêñ F . Ò.å. fF (x1, . . . , xn) ∈ P2, è fF (x1, . . . , xn) /∈
F.

Ëåììà 1. Ïóñòü íàì çàäàíà ôóíêöèÿ fL(x1, . . . , xn), n > 2. Òîãäà ïîäñòàíîâêîé 0 è ôóíêöèè
âèäà x ìîæíî ïîëó÷èòü gL(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè fL(x1, . . . , xn) â âèäå ïîëèíîìà Æåãàë-
êèíà. Âîçüìåì ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ åñòü ÷èñëî k > 2.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íåëèíåéíàÿ, òî ÿñíî, ÷òî òàêàÿ êîíúþíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà êîíúþíêöèÿ åñòü x1x2 · . . . · xk. Òîãäà

fL(x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k−1

, 0, . . . , 0) = g(x, y) = xy + ax+ by + c,

òàê êàê y · y = y. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäñòâèå 4. xy ∈ [{fL, 0, x}]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó ïîëó÷àåì ôóíêöèþ gL(x, y) = xy + ax+ by + c

gL(b+ x, a+ y) = xy + xa+ by + ba+ ax+ ab+ by + ba+ c = xy + (c+ ab).

Åñëè c+ ab 6= 0, òî ïðèìåíèì ôîðìóëó x = x+ 1. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ.

K = {f(x1, . . . , xn) = c0(c1 ∨ x1) · . . . · (cn ∨ xn), ci ∈ {0, 1}, i = 1 . . . n, n > 1}

Ñâîéñòâà ñèñòåìû ôóíêöèé K:
1. [K] = K.
2. 0, 1, x, xy ∈ K, x ∨ y /∈ K.
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3. [{0, 1, xy}] = K.
D = {f(x1, . . . , xn) = c0 ∨ (c1x1) ∨ . . . ∨ (cnxn), ci ∈ {0, 1}, i = 1 . . . n, n > 1}

Ñâîéñòâà ñèñòåìû ôóíêöèé D:
1. [D] = D.
2. 0, 1, x, x ∨ y ∈ D, xy /∈ D.
3. [{0, 1, x ∨ y}] = D.
Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü ñâîéñòâà äëÿ ñèñòåì K è D.

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìíîæåñòâà
Bn. Ïóñòü α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Bn. Òîãäà α 6 β, åñëè α1 6 β1, . . . , αn 6 βn.

Îòìåòèì, ÷òî íå âñå íàáîðû ñðàâíèìû. Íàïðèìåð, íàáîðû (0, 1) è (1, 0).
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè ∀α, β ∈ Bn òàêèõ, ÷òî α 6 β, âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî f(α) 6 f(β).
Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ M .
Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé:
1. [M ] = M.
2. 0, 1, x, x ∨ y, xy ∈M, x+ 1, x→ y, x+ y /∈M.
3. [{0, 1, x ∨ y, xy}] = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç M ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
f(x1, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ f(0, x2, . . . , xn).

×òîáû äîêàçàòü åãî ïðîâåðèì çíà÷åíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé íà íàáîðàõ (0, x2, . . . , xn) è
(1, x2, . . . , xn). Ïðè x1 = 0

0f(1, x2, . . . , xn) ∨ f(0, x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn).

Ïðè x1 = 1

1f(1, x2, . . . , xn) ∨ f(0, x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn) ∨ f(0, x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn)

â ñèëó ìîíîòîííîñòè f . Ýòî ïðåäñòàâëåíèå è äîêàçûâàåò äàííîå ñâîéñòâî M .
Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè fK , fD ∈M . Òîãäà x ∨ y ∈ [{1, fK}], xy ∈ [{0, fD}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ó ôóíêöèè fK(x1, . . . , xn) ∈ M âñå ïåðåìåííûå ñóùåñòâåííûå. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íàáîð, ñîäåðæàùèé ðîâíî îäèí íîëü(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
íàáîð (0, 1, . . . , 1)) òàêîé, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè íà íåì ðàâíî åäèíèöå. Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà

fK(0, 1, . . . , 1) = fK(1, 0, . . . , 1) = . . . = fK(1, 1, . . . , 0) = 0.

À, çíà÷èò, â ñèëó ìîíîòîííîñòè fK , ëèáî fK = x1 · . . . · xn, ëèáî fK = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî fK /∈ K. Äàëåå, ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ x1 ñóùåñòâåííàÿ, òî ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð α2, . . . , αn ∈ {0, 1}, ÷òî

0 = fK(0, α2, . . . , αn) 6= fK(1, α2, . . . , αn) = 1.

Ïðè÷åì (α2, . . . , αn) 6= (1, 1, . . . , 1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (α2, . . . , αn) =
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k>1

, 1, . . . , 1). Îòñþäà, ëåãêî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x ∨ y = fK(x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1).
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×òîáû äîêàçàòü åãî, íóæíî ïîäñòàâèòü âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y è óáåäèòüñÿ, ÷òî
ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè êîíúþíêöèè çàìûêàíèþ
ñèñòåìû {0, fD}. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ Ïîñòà, 0, 1 ∈ F. Òîãäà êëàññ F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàññìîòðåíèÿ âñåâîç-
ìîæíûõ ñëó÷àåâ.

1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ F íå èìååò ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà F = [{0, 1}]. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ýòîò êëàññ C.

2. F * C, è ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç F èìååò íå áîëåå îäíîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.
à) F * M . Òîãäà F = [{0, 1, x}]. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò êëàññ U .
á) F ⊆M . Òîãäà F = [{0, 1, x}] = U

⋂
M = UM.

3. F * U .
à) F ⊆ K. Òîãäà F = [{0, 1, xy}].
á) F ⊆ D. Òîãäà F = [{0, 1, x ∨ y}].
â) F ⊆ L. Òîãäà F = [{0, 1, x+ y}].

Ïóíêòû à)-â) ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ êëàññîâ K,D,L.
4. F * K

⋃
D
⋃
L,F ⊆M. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè fK , fD, fL ∈ F. Ñëåäîâàòåëüíî, x∨y, xy ∈

[{0, 1, fK , fD}]. Çíà÷èò, F = [{0, 1, x ∨ y, xy}] = M.

5. F * K
⋃
D
⋃
L
⋃
M. Ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fM (x1, . . . , xn). Ïóñòü âñå å¼ ïåðåìåííûå ñóùå-

ñòâåííûå. Ïîñêîëüêó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî ñóùåñòâóþò íàáîðû α, β ∈ Bn òàêèå, ÷òî
α 6= β, α 6 β, è fM (α) > fM (β). Ïðè ýòîì, òàê êàê α 6= β, òî ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî αi < βi.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèè âçÿòü íàáîð (α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . , αn),
òî ïîëó÷èì ôóíêöèþ óæå îò îäíîé ïåðåìåííîé g(x) ðàâíóþ x. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
x ∈ [{0, 1, fM}]. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 4 ïîëó÷àåì, ÷òî xy ∈ [{0, 1, fL, x}]. Ñèñòåìà {0, 1, x, xy}
ïîðîæäàåò P2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 5. Êëàññû Ïîñòà, ñîäåðæàùèå 0 è 1, èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì

P2, M, L, K, D, U, UM, C.
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Ëåêöèÿ 11.
Íàïîìíèì, ÷òî íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå âûðàæåíèå ïðîèçâîëüíîé ìîíî-

òîííîé ôóíêöèè. f ∈M, òîãäà
f(x1, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ f(0, x2, . . . , xn).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f ∈M, f 6≡ 0, 1. Òîãäà f ∈ [{x ∨ y, xy}].
Êðîìå òîãî, íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè fK , fD ∈M. Òîãäà x ∨ y ∈ [{1, fK}], xy ∈ [{0, fD}].
Òåïåðü âûÿñíèì â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî f ∈ [=].

Ëåììà 2. Ïóñòü = ⊆ P2, x ∨ y ∈ [=]. Åñëè f ∈ [= ∪ {0}], g ∈ [=] è g 6 f, òî f ∈ [=].
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ôîðìóëà Ô çàäàåò ôóíêöèþ f íàä = ∪ {0}. Çàìåíèì â ôîðìóëå Ô íîëü íà ïåðåìåííóþ

y, è îáîçíà÷èì åå Ô′. Ôîðìóëà Ô′ çàäàåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h(y, x1, . . . , xn) íàä =. Ïðè ýòîì
h(0, x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn). (1)

Ôóíêöèÿ f áóäåò âûðàæàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn) ∨ h(g(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) (2)

Ïóñòü α ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç Bn. Åñëè g(α) = 0, òî ðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî â ñèëó (1). Ïóñòü
g(α) = 1, òîãäà, òàê êàê g 6 f, f(α) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî íà âñåõ íàáîðîâ
èç Bn. Çíà÷èò,

f ∈ [{g, x ∨ y, h}] ⊆ [=].

Ëåììà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0∞, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî

1 6 i 6 n è f(x1, . . . , xn) > xi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0∞ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé. Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà 0∞.
1. [0∞] = 0∞.
2. 1, x, x ∨ y, x ∨ yz, x→ y = x ∨ y ∈ 0∞, 0, x, xy /∈ 0∞.
3. [{x→ y}] = 0∞.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èñïîëüçóÿ ëåììó 2.
x ∨ y ∈ [{x→ y}], ò. ê. (y → x) → x = x ∨ (x ∨ y) = x ∨ y.
Ïîñêîëüêó x→ 0 = x, òî [{x→ y, 0}] = P2. (ñèñòåìà {x, x ∨ y} ïîëíà)
Åñëè f ∈ 0∞,òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò òàêîå xi, ÷òî f > xi. ßñíî, ÷òî xi ∈ [{x → y}], à,

çíà÷èò, ïî ëåììå 2, f ∈ 0∞.

Ââåäåì ôóíêöèþ ω(x, y, z) = x ∨ yz. ßñíî, ÷òî ω ∈ 0∞
⋂
M.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ 0∞
⋂
M è f 6≡ 1, òî f ∈ [{ω}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èç 0∞, f 6≡ 1. Òîãäà â ñèëó
òîãî, ÷òî ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû (0 /∈ 0∞) ïðèíàäëåæèò [{x ∨ y, xy}],
òî f ∈ [{ω, 0}]. Êðîìå òîãî, xi 6 f ïðè íåêîòîðîì i è xi ∈ [{ω}], à òàêæå x ∨ y ∈ [{ω}]. Ïîýòîìó ïî
ëåììå 2 f ∈ [{ω}]. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ôóíêöèè fK , fD ∈M, òî ω ∈ [{1, fK , fD}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ôóíêöèè fD, fK ∈M, òî x∨y, xy ∈

[{0, 1, fK , fD}]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω ∈ [{0, 1, fK , fD}], êðîìå òîãî, x, x ∨ y ∈ [{1, fK , fD}], x 6 ω, à
çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2 ω ∈ [{1, fK , fD}]. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ââåäåì ôóíêöèþ dp(x1, . . . , xp) =
∨
i<j

xixj , p > 2

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ôóíêöèè dp.
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1) dp(1, 0, . . . , 0) = . . . = dp(0, . . . , 0, 1) = 0,

dp(0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0,

j

1, 0, . . . , 0) = 1 äëÿ ëþáûõ i, j, i 6= j.

2) dp 6∈ 0∞.

3) dp(x1, . . . , xp) = x1(x2 ∨ . . . ∨ xp) ∨ dp−1(x2, . . . , xp), ïðè p > 2.

4) dp+1(x1, . . . , xp+1) > dp(x1, . . . , xp) (ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3).
5) ω ∈ [{1, d3}]; åñëè p > 3, òî ω ∈ [{dp}] (ò. ê. dp(x, . . . , x, y, z) = x ∨ yz = ω).
6) d3(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3. d3 /∈ K,D, d3 ∈M.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè âñåõ p > 2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

[{ω}] ⊂ [{ω, dp+1}] ⊆ [{ω, dp}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > 2 dp+1 ∈ [{ω, dp}]. Èç ñâîéñòâà 2)
ñëåäóåò, ÷òî [{ω}] ⊂ [{ω, dp+1}].

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî [{ω, dp+1}] ⊂ [{ω, dp}].
(Óêàçàíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0µ, åñëè ëþáûå µ íàáîðîâ (µ > 2), íà

êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà 0, èìåþò îáùóþ íóëåâóþ êîìïîíåíòó. Ïóñòü 0µ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0µ, µ = 2, 3, . . . ,∞. Êëàññû 0µ, µ = 2, 3, . . . ,∞ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè,
è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 0∞ ⊂ . . . ⊂ 0µ ⊂ . . . ⊂ 02. È, íàêîíåö, dp+1 ∈ 0p, íî dp /∈ 0∞.)

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈M,n > 2. Îïðåäåëèì ôóíêöèè f ij .
f ij(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn), i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.
1) f ij 6 xi ∨ f. Åñëè xi = 1, òî ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü xi = 0. Íåðàâåíñòâî

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xj−1, 0, xj+1, . . . , xn) 6

6 f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xn)

âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f .
2) xjf ij 6 f. Ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü Ak(f) ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà g(xi1 , . . . , xik),

xi1 , . . . , xik ⊆ {x1, . . . , xn}, ij 6= il,ïðèj 6= l, ïîëó÷åííûõ èç f îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ.
Â ÷àñòíîñòè, An−1(f) = {f ij , i, j = 1..n}.
Ïóñòü =f = {ω, dn} ∪An−1(f).

Ëåììà 3. Åñëè f(x1, . . . , xn) ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ è n > 2. Òîãäà f ïðèíàäëåæèò [{=f}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ≡ const, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Åñëè f 6≡ const è f ∈ 0∞,

òî ïî ðàíåå äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ f ∈ [{ω}].
Ïóñòü òåïåðü f /∈ 0∞, n > 2, f 6≡ const. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 2 d2 = x1x2,

f ∈ [{x ∨ y, xy}] ⊆ [{ω, d2}].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ k < n. Äîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà
äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f , çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ.

Ââåäåì ôóíêöèþ g := f(0, x2, . . . , xn). Åñëè g ∈ 0∞, òî ò.ê. f > g, f ∈ 0∞. ×åãî íå ìîæåò áûòü ïî
ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, g /∈ 0∞. Çíà÷èò g 6≡ 1. Ïóñòü g ≡ 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

f(x1, x2, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn).
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È ïîýòîìó f(x, y, . . . , y) = xy, ò.ê. f(1, 0, . . . , 0) = 0 (åñëè f(1, 0, . . . , 0) = 1, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè
f ∈ 0∞).

ßñíî, ÷òî xy ∈ [=f ], è ïî ñëåäñòâèþ 1 âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ïîýòîìó îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà g /∈ 0∞, g 6≡ 0, 1. Ïîñêîëüêó g ∈ M, òî ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
g ∈ [=g] = [{ω, dn − 1} ∪An−2(g)].

Ïóñòü Ôg ôîðìóëà íàä =g, çàäàþùàÿ ôóíêöèþ g. Ñäåëàåì íàä íåé ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâà-
íèå. Åñëè â ôîðìóëó Ôg âõîäèò ýëåìåíò B = dn−1(B2, . . . , Bn), òî çàìåíÿåì åãî íà íîâûé ýëåìåíò
B = dn(y1, B2, . . . , Bn). Òî÷íî òàê æå çàìåíÿåì ýëåìåíò B = gij(B2, . . . , Bn) íà íîâûé ýëåìåíò
B = f ij(y1, B2, . . . , Bn), i, j = 2, . . . , n, i 6= j. Òåì ñàìûì ïîëó÷èì ôîðìóëó Ô íàä [=f ], ðåàëèçó-
þùóþ íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h(y1, . . . , yn). Ïðè ýòîì h(0, y2, . . . , yn) = g(y2, . . . , yn) è h(1, 0, . . . , 0) =
= g(0, . . . , 0) = 0 (ïîñëåäíèå ðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ãëóáèíû ôîðìóëû). Èç
ýòîãî ñëåäóåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

y1(y2 ∨ . . . ∨ yn) ∨ h(y1, . . . , yn) = y1(y2 ∨ . . . ∨ yn) ∨ g(y2, . . . , yn). (3)

Ââåäåì ôóíêöèþ φ(y1, . . . , yn) := y1(y2 ∨ . . . ∨ yn) ∨ g(y2, . . . , yn). Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî φ ∈ [=f ].
Ïîêàæåì, ÷òî φ(x1, f

2
1 , . . . , f

n
1 ) 6 f.

x1(f2
1 , . . . , f

n
1 ) ∨ g(f2

1 , . . . , f
n
1 ) 6 f ∨ g(x2 ∨ f, . . . , xn ∨ f) 6 f.

Òåì ñàìûì ìû íàøëè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ χ ∈ [=f ], ò.÷. χ 6 f. Î÷åâèäíî, ÷òî x ∨ y ∈ [=f ] è
xy ∈ [=f ∪ {0}] Ïîýòîìó ïî ñëåäñòâèÿ 1 f ∈ [=f ∪ {0}]. À çíà÷èò, ïî ëåììå 1 f ∈ [=f ].

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïóñòü f(x) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, f ∈ 0∞, f 6≡ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ff ìíîæåñòâî âñåõ òà-

êèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç f îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ (áûòü, ìîæåò ïóñòûì) è íå
ïðèíàäëåæàò 0∞, à ïðè âñÿêîì îòîæäåñòâëåíèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïåðåõîäÿò â ôóíêöèè èç 0∞.

Ïðèìåð. f(x, y, z) = d3(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz. Òîãäà Fd3 = {d3}.
Åñëè ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xp) ∈ Ff , òî g ∈M, è g /∈ 0∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(1, 0, . . . , 0) = . . . = g(0, . . . , 0, 1) = 0.

Ïîñêîëüêó gij ∈ 0∞, òî

g(0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0,

j

1, 0, . . . , 0) = 1, i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Çíà÷èò èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ g èç Ff , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò p ïåðåìåííûõ, èìååò âèä

g = dp.

Çàìå÷àíèå. Ðàçíûìè îòîæäåñòâëåíèÿìè ìîæíî ïðèéòè ê ðàçíûì ôóíêöèÿì dp.

Ïóñòü p(f) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèé èç Ff . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ
èìååì dp(f) ∈ [{f}].

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f /∈ 0∞, f 6≡ 0, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
f ∈ [ω, dp(f)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3
f ∈ [{ω, dn} ∪An−1(f)] ⊆ [{ω, dn, dn−2} ∪An−2(f)] ⊆ . . .

. . . ⊆ [{ω, dn, dn−1, . . . , dp(f)} ∪Ap(f)−1] ⊆ [{ω, dn, . . . , dp(f)}]
Ïîñëåäíèå âëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî Ap(f)−1 ⊆ 0∞ ∩M.
Ðàíåå ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè p > 3 âåðíî ñîîòíîøåíèå [{ω, dp}] ⊆ [{ω, dp−1}]. Ñëåäîâàòåëüíî,

[{ω, dn, . . . , dp(f)}] ⊆ [{ω, dp(f)}].
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåêöèÿ 12.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ. C = {0, 1}, U = {0, 1, x}, K = {0, 1, xy},

D = {0, 1, x∨ y}. Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f íå ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå =, äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü åå f=.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ñèñòåìà = ⊆ M, 1 ∈ [=], 0 /∈ [=]. Òîãäà F = [=] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ðàññìîòðåâ âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè.

1) Ïóñòü = ⊆ C, òîãäà [=] = [{1}].

2) Ïóñòü = ⊆ U,= 6⊆ C, òîãäà [=] = [{1, x}] = [{1, fC}].

3à) Ïóñòü = ⊆ K,= 6⊆ U ∪ C, òîãäà [=] = [{1, xy}].

3á) Ïóñòü = ⊆ D,= 6⊆ U ∪ C, òîãäà [=] = [{1, x ∨ y}].

4) Ïóñòü fK , fD ∈ = è = ⊆ 0∞. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 1 ëåêöèè 11 ñëåäóåò, ÷òî = ⊆ [{1, ω}],
à èç óòâåðæäåíèÿ 2 � [{1, ω}] ⊆ [{1, fk, fd}] ⊆ [=]. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
[=] = M ∩ 0∞ = [{1, ω}].

5) Ïóñòü fK , fD ∈ = è = 6⊆ 0∞. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f èç =. Åñëè f ∈ 0∞, òî
f ∈ [{1, ω}]. Ïóñòü f ∈ 0∞. Òîãäà ïî ëåììå 4 ëåêöèè 11 ñëåäóåò, ÷òî f ∈ [{1, ω, dp(f)}]. Çíà÷èò,

= ⊆ [{1, ω} ∪ {
⋃

f ∈ =,
f /∈ 0∞

dp(f)}] ⊆ [{1, ω, dp(=)],

ãäå p(=) = min
f ∈ =,
f /∈ 0∞

p(f). Ïîñëåäíèå âëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ëåêöèè 11.

Âîçüìåì òó ôóíêöèþ f, äëÿ êîòîðîé dp(f) = dp(=). Îáîçíà÷èì å¼ fp(=). Â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå
ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ ω ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå =. Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ dp(=)

ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå =. Íî ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî dp(=) ∈ [{fp(=)}]. Òàêèì îáðàçîì

[{1, ω, dp(=)}] ⊆ [{1, fK , fD, fp(=)}] ⊆ [=].

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Âñå êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèå 1, è íå ñîäåðæàùèå 0, èñ÷åðïû-
âàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì

[{1}], [{1, x}], [{1, x ∨ y}], [{1, xy}], M ∩ 0∞, M ∩ T1 = [{1, x ∨ y, xy}],

[{1, ω, dp}], p = 3, 4, . . .

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè êëàññû ðàçëè÷íû.
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Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.

Ïóñòü íàì çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ P2.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéñòâåííîé ôóíêöèåé ê ôóíêöèè f áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
f∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð. (x ∨ y)∗ = x ∨ y = xy, (x)∗ = (x) = x.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè f(x1, . . . , xn) = f∗(x1, . . . , xn), òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-
íàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.
Óòâåðæäåíèå. (Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.) Ïóñòü Φ(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . .

. . . , fm(x1, . . . , xn)). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ∗(x1, . . . , xn) = f∗(f∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f∗m(x1, . . . , xn)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Φ∗(x1, . . . , xn) = Φ(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) =

= f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = f(f
∗
1, . . . , f

∗
m) = f∗(f∗1 , . . . , f

∗
m).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.
1) S � çàìêíóòûé êëàññ.
Äëÿ ïðîâåðêè çàìêíóòîñòè êëàññà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

ïðèíàäëåæèò êëàññó, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèè f0, f1, . . . , fm ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó. Èç
ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî

f∗ = f∗0 (f∗1 , . . . , f
∗
m) = f0(f1, . . . , fm) = f.

2) x, x, d3 ∈ S, 1, 0, x ∨ y, xy, x→ y /∈ S.

3) Åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ S, òî f(1, x2, . . . , xn) = f∗(0, x2, . . . , xn).

Ïðèìåð. f(x, y, z) = d3(x, y, z) = x(y ∨ z) ∨ yz.

f(1, y, z) = y ∨ z, f(0, y, z) = yz.

Ïóñòü íàì çàäàí êëàññ F. Êëàññ ôóíêöèé äâîéñòâåííûõ ê ôóíêöèÿì èç êëàññà F áóäåì îáîçíà-
÷àòü F ∗. F ∗ = {f ∈ P2 | f∗ ∈ F}.

4) Åñëè [=] = F, òî [=∗] = F ∗ (ñëåäóåò èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè).

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñîõðàíÿþùèõ 1 áóäåì îáîçíà÷àòü T1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñîõðàíÿþùèõ
0 � T0.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà êëàññîâ T1 è T0.
1) T0, T1 � çàìêíóòûå êëàññû.
2) 1, x, x ∨ y, xy, x→ y ∈ T1, 0, x /∈ T1. 0, x, x ∨ y, xy, x+ y ∈ T0, 1, x→ y /∈ T0.
3) T0 = T ∗1 .
4) [{x→ y, xy}] = T1.
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Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èñïîëüçóÿ ëåììó 2 èç ëåêöèè 11. Ïóñòü f ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ
èç T1. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî [{x → y, 0}] = P2, ñëåäîâàòåëüíî f ∈ [{0, x → y, xy}]. Ïîñêîëüêó
(x→ y) → y = x ∨ y, òî x ∨ y ∈ [{x→ y, xy}].

Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî x1x2 . . . xn 6 f(x1, . . . , xn) è x1x2 . . . xn ∈ [{x → y, xy}]. Ïîýòîìó
ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 èç ëåêöèè 11 ïîëó÷àåì, ÷òî f ∈ [{x→ y, xy}].

Èç ñâîéñòâà 4) ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ T0 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì {(x→ y)∗, (xy)∗}. Ñëåäî-
âàòåëüíî, [{xy, x ∨ y}] = T0.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ôóíêöèè fM , fL ∈ T1, òî x→ y ∈ [{1, fM , fL}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fM (x1, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî ñóùåñòâóþò

äâà ðàçëè÷íûõ ñðàâíèìûõ íàáîðà α = (α1, . . . , αn) è β = (β1, . . . , βn), ò.÷. α > β, è 0 = f(α) <
< f(β) = 1. Òàê êàê íàáîð α ñòðîãî áîëüøå íàáîðà β, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà i1, . . . , ik, k > 1,
÷òî 1 = αij > βij = 0, j = 1, . . . , k è αi = βi, åñëè i /∈ {i1, . . . , ik}. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî ýòî ïåðâûå k ÷èñåë íàáîðîâ α è β. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

fM (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
>1

) = x. (1)

Êîëè÷åñòâî íóëåé áîëüøå ëèáî ðàâíî åäèíèöû â ñèëó òîãî, ÷òî fM ∈ T1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
g(x, y) = fM (x, . . . , x, 1, . . . , 1, y, . . . , y), ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ çàìåíîé íóëåé íà ïåðåìåííóþ y
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî g(1, 1) = 1, g(1, 0) = 0,
g(0, 0) = 1. Åñëè g(0, 1) = 1, òî g(x, y) = x→ y = x∨ y ∈ [{1, fM}], è òåì ñàìûì ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ïóñòü g(0, 1) = 0, òîãäà g(x, y) = x+ y + 1 ∈ [{1, fM}].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fL(x1, . . . , xn) ∈ T1. ßñíî, ÷òî f∗L /∈ L è f∗L ∈ T0. Ïî ëåììå 1
ëåêöèè 10 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gL(x, y) ∈ [{0, f∗L}], ïðè ýòîì gL(0, 0) = 0. Ïóñòü h(x, y) := g∗L(x, y).
Ïî ñâîéñòâó 4) h(x, y) ∈ [{1, fL}], à, òàê êàê g∗L(x, y) ∈ T1, òî h(1, 1) = 1. Êðîìå òîãî,

h(x, y) /∈ L. (2)

Äàëåå, ðàçáåðåì ñëó÷àè, êîãäà ôóíêöèÿ h(x, y) ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ
(0, 0), (0, 1), (1, 0).

1) Ïóñòü h(0, 0) = 1. Òîãäà, åñëè
à) h(0, 1) = h(1, 0) = 0, òî h = x+ y + 1 ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (2).
á) h(0, 1) = h(1, 0) = 1, òî h ≡ 1 ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (2).
â) h(0, 1) 6= h(1, 0), òî, ëèáî h = x→ y, ëèáî h = y → x,

è â ýòîì ñëó÷àå ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
2) Ïóñòü h(0, 0) = 0. Òîãäà, åñëè

à) h(0, 1) = h(1, 0) = 0, òî h = xy. È, ïîñêîëüêó x+ y+1 ∈ [{1, fM}], òî y → x = xy+ y+1 ∈
[{1, fM , fL}].

á) h(0, 1) = h(1, 0) = 1, òî h = x ∨ y. È x→ y = x ∨ y + y + 1 ∈ [{1, fM , fL}].
â) h(0, 1) 6= h(1, 0), òî, ëèáî h = x, ëèáî h = y, è h ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (2).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç P2 ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî g 6 f

è g ∈ [{1, x ∨ y, f}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷å-

âèäíî. Ïóñòü f /∈ M. Åñëè n = 1, òî f(x1) = x1, è òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ìîæíî âçÿòü
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òîæäåñòâåííûé íîëü. Èòàê, ïóñòü n > 2. Ïóñòü x1 � ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ôóíêöèÿ f íåìîíî-
òîííà. Ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð α = (α2, . . . , αn), ÷òî f(x1, α2, . . . , αn) = x1. Ââåäåì ìíîæåñòâî
R = {α = (α2, . . . , αn) | f(x1, α2, . . . , αn) = x1}. Ìíîæåñòâî R íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(x1, . . . , xn) = f(f ∨ χR, x2, . . . , xn),

ãäå ôóíêöèÿ χR(x2, . . . , xn) =
{

1, (x2, . . . , xn) ∈ R,
0, èíà÷å.

Ïîêàæåì, ÷òî f1 6 g. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (x1, α2, . . . , αn). Åñëè α = (α2, . . . , αn) ∈
R, òî

f1(1, α2, . . . , αn) = f1(0, α2, . . . , αn) = f(1, α2, . . . , αn) = 0;

åñëè æå α /∈ R, òî ëèáî f(0, α) = f(1, α), ëèáî f(x1, α) = x1. Â ëþáîì ñëó÷àå èìååì, ÷òî g(x1, α) =
f(x1, α).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f1 ∈ [{1, x∨y, f}]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f∨χR ∈ [{1, x∨y, f}].
Â 5-îì ïóíêòå òåîðåìû 1.1 èç ëåêöèè 10 ìû äîêàçàëè, ÷òî x ∈ [{0, 1, fM}]. Ïîýòîìó f ∨χR ∈ [{1, x∨
y, f, 0}] = P2. Êðîìå òîãî, f 6 f ∨χR, à çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2 èç ëåêöèè 11 f ∨χR ∈ [{1, x∨ y, f}].
Åñëè f1 íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðèìåíèì ê íåé àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå è ò.ä. Â êîíöå
êîíöîâ ïîëó÷èì èñêîìóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ g ∈ [{1, x ∨ y, f}], g 6 f.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè f ïðèíàäëåæèò T0, òî g ∈ [{x ∨ y, f}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ô � ôîðìóëà íàä {1, x ∨ y, f}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ g è g 6 f.

Çàìåíèì âñÿêîå âõîæäåíèå êîíñòàíòû 1 â Ô íà x1∨ . . .∨xn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà
íàä {x ∨ y, f} ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g.

Òåîðåìà 2.2 Åñëè ñèñòåìà = ⊆ P2, 1 ∈ [=], 0 /∈ [=]. Òîãäà F = [=] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà = ⊆ T1, ò.ê. åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f èç =, íå ïðèíàäëåæàùàÿ
T1, òî f(1, 1, . . . , 1) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, 0 ∈ [=], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Åñëè = ⊆M,
òî ñì. òåîðåìó 2.1. Èòàê, ñóùåñòâóåò íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fM èç =.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
1) Ïóñòü = ⊆ L, òîãäà = /∈ U. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè èç = èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

f(x1, . . . , xn) =
{
x1 + . . .+ x2k, n = 2k,
x1 + . . .+ x2k+1, n = 2k + 1, n > 2.

Òîãäà = ⊆ [{1, x+ y + 1}] ⊆ [=]. Â ýòîì ñëó÷àå [=] = [{1, x+ y + 1}] = L ∩ T1.
2) fM , fL ∈ =, = ⊆ 0∞. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî [{x → y}] = 0∞ è ñëåäñòâèÿ 2, ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ
= ⊆ [{x→ y}] ⊆ [{1, fM , fL}] ⊆ [=].

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî [=] = 0∞.
3) fM , fL ∈ =, = 6⊆ 0∞. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç =. Òîãäà, åñëè f ∈ 0∞, òî

f ∈ [{x→ y}]. Ïóñòü f /∈ 0∞, òîãäà ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ gf , ÷òî
gf 6 f è gf ∈ [{1, x ∨ y, f}]. Ïî ëåììå 2 èç ëåêöèè 11 f ∈ [{x→ y, gf}].

Ïóñòü B =
⋃

f ∈ =,
f /∈ 0∞

gf . ßñíî, ÷òî = ⊆ [{x → y} ∪ B]. Òàê êàê B ñîñòîèò òîëüêî èç ìîíî-

òîííûõ ôóíêöèé, òî ïî òåîðåìå 2.1 B ⊆ [{1, ω, dp(B)}] ⊆ [{1, ω, gp(B)}]. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíê-
öèè g ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f̂p(B) ∈ =, ÷òî gp(B) ∈ [{1, x ∨ y, f̂p(B)}]. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
B ⊆ [{1, ω, x ∨ y, f̂p(B)}]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

= ⊆ [{x→ y} ∪B] ⊆ [{x→ y, dp(B)}] ⊆ [{x→ y, f̂p(B)}] ⊆ [{1, fM , fL, f̂p(B)}] ⊆ [=].

Òàêèì îáðàçîì [=] = [{x→ y, dp(B)}]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 4. Âñå çàìêíóòûå êëàññû ôóíêöèé, ñîäåðæàùèå íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ è 1 è íå
ñîäåðæàùèå 0, èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì

L ∩ T1, 0∞, T1 = [{x→ y, xy}], [{x→ y, dp}], p = 3, 4, . . .

Óïðàæíåíèå Äîêàçàòü, ÷òî âñå êëàññû ðàçëè÷íû.
Òåîðåìà 3. Åñëè ñèñòåìà = ⊆ P2, 0 ∈ [=], 1 /∈ [=]. Òîãäà F = [=] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íûì êëàññîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = =∗. Òîãäà 1 ∈ [B], 0 /∈ [B], è ïî òåîðåìå 2.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ñèñòåìà B̂, ÷òî |B̂| <∞ è [B̂] = F ∗ = [=∗]. Åñëè ïîëîæèòü =̂ = B̂∗, òî ñèñòåìà =̂ áóäåò êîíå÷íà è
[=̂] = F. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5. Âñå çàìêíóòûå êëàññû, ñîäåðæàùèå 0 è íå ñîäåðæàùèå 1, áóäóò äâîéñòâåí-
íûìè ê êëàññàì, ïåðå÷èñëåííûì â ñëåäñòâèÿõ 1 è 4.

Òåîðåìà 4. Åñëè ñèñòåìà = ⊆ P2, 0, 1 /∈ [=]. Òîãäà F = [=] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì
êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé A.
Ïóñòü = ⊆ S è [= ∪ {1}] = F1. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.2 êëàññ F1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.

Ò.å. ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ⊆ = òàêàÿ, ÷òî [B ∪ {1}] = F1 è |B| <∞.
Äîêàæåì, ÷òî [B] = F = [=]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç F ⊆ S. Ñóùåñòâóåò

ôîðìóëà Ô íàä B ∪ {1}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f. Çàìåíÿåì â íåé âñå âõîæäåíèÿ 1 ïåðåìåííîé
y. Ïîëó÷èëè ôîðìóëó Ô' íàä B, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ g(y, x1, . . . , xn). ßñíî, ÷òî g ∈ S. Êðîìå
òîãî,

1) g(0, x1, . . . , xn) = g(1, x1, . . . , xn).
2) g(1, x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).
À, çíà÷èò, g(y, x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn). Ò.å. ïåðåìåííàÿ y � íåñóùåñòâåííàÿ. Òåì ñàìûì êëàññ

F = [=] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Ñëó÷àé B.
= 6⊆ S. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fS ∈ =.
I. Ïîêàæåì, ÷òî = ⊆ T0 ∩ T1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f èç =

òàêàÿ, ÷òî f(x1, . . . , xn) /∈ T0 ∩ T1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = f(x, . . . , x). Åñëè g(x) ≡ 0, g(x) ≡ 1
èëè g(x) = x, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, g(x) = x. Äàëåå, ñóùåñòâóåò
íàáîð α òàêîé, ÷òî fS(α1, . . . , αn) = fS(α1, . . . , αn) = c, c ∈ {0, 1}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî α = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

), k > 0.

Òîãäà f(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

) ≡ c ∈ =. ×òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Èòàê, = ⊆ T0 ∩ T1.
II. Ëèáî x ∨ y ∈ [{fS}], ëèáî xy ∈ [{fS}]. Ïîñêîëüêó fS /∈ S, òî ñóùåñòâóåò íàáîð α òàêîé,

÷òî fS(α1, . . . , αn) = fS(α1, . . . , αn) = c, c ∈ {0, 1}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî α =
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

). Íî òåïåðü â ñèëó ïóíêòà 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 1 6 k 6 n− 1. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ h(x, y) = fS(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
n−k

). h(x, y) ∈ T0 ∩ T1, ñëåäîâàòåëüíî, h(0, 0) = 0, h(1, 1) = 1.

Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h ñëåäóåò, ÷òî h(1, 0) = ñ, h(0, 1) = ñ. Åñëè c = 1, òî h(x, y) =
x ∨ y, åñëè c = 0, òî h(x, y) = xy.

III. 1) x ∨ y ∈ [=]. Ïî òåîðåìå 2.2 êëàññ F1 = [= ∪ {1}] ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Ò.å.
ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ⊆ = òàêàÿ, ÷òî [B ∪ {1}] = F1, è |B| < ∞. Äîêàæåì, ÷òî [B ∪ {x ∨ y}] =
F = [=]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç F ⊆ F1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Ô
íàä B ∪ {1}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f. Âñå âõîæäåíèÿ 1 â ôîðìóëó Ô çàìåíÿåì ïåðåìåííîé y.
Ïîëó÷èëè íîâóþ ôîðìóëó Ô' íàä B, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ g(y, x1, . . . , xn). g ∈ [B] ⊆ [=] ⊆
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T0 ∩ T1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xn) := g(x1 ∨ . . . ∨ xn, x1, . . . , xn) ∈ T0 ∩ T1. Êðîìå òîãî
g(1, x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn). Îòñþäà, ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî h ≡ f. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ F ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.

III. 2) xy ∈ [=]. Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èëè èñïîëüçóÿ ïðèíöèï
äâîéñòâåííîñòè. Äîêàæåì, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. Ïóñòü B = =∗. Òîãäà B ⊆ T0∩T1

è x ∨ y ∈ [B]. Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñèñòåìà B̂ òàêàÿ, ÷òî
[B̂] = [B]. Ïóñòü ñèñòåìà =̂ = B̂∗. Òîãäà |=̂| < ∞. Èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî
[=̂] = [B̂∗] = [B∗] = [=].

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàâåðøàþùåé òåîðåìîé ýòîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà Ïîñòà. Êàæäûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
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×àñòü IV

Êîíå÷íûå àâòîìàòû.

Ëåêöèÿ 13.
Äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè.

Êàê è ïðè èçó÷åíèè êîäîâ, ñ÷èòàåì ÷òî èìååòñÿ äâà êîíå÷íûõ àëôàâèòà: A = {a1, ..., am} è
B = {b1, ..., bp}, ïðè÷¼ì èìååòñÿ ñïåöèàëüíûé ñèìâîë Λ íå âõîäÿùèé íè â îäèí èç àëôàâèòîâ �
ïóñòîå ñëîâî. Ìíîæåñòâîì ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû íàä àëôàâèòîì E = {e1, ..., es} íàçûâàåòñÿ

E∗ =
⋃
k>1

Ek ∪ {Λ},

ãäå
Ek = {ei1 ...eik |∀j eij ∈ E}

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ:
f : A∗ → B∗

Ãîâîðèì, ÷òî f � ä.-ôóíêöèÿ (äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà
1) f ñîõðàíÿåò äëèíó, ò.å. äëÿ ëþáîãî α ∈ A∗ λ(α) = λ(f(α));
2) äëÿ ëþáûõ ñëîâ α, β ∈ A∗ :

α = α(1)...α(k)

β = β(1)...β(k′)

(α(i), β(j) ∈ A,∀i = 1, ..., k,∀j = 1, ..., k′),

óñëîâèå
α(1) = β(1), ..., α(m) = β(m)

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 m 6 min(k, k′), âëå÷¼ò
δ(1) = γ(1), ..., δ(m) = γ(m),

ãäå δ = f(α), γ = f(β).

Ïðèìåðû íåäåòåðìèíèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé:
A = {0, 1}, B = {0, 1}

1. Íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 1): f � ïðîèçâîëüíîå, òàêîå ÷òî 0
f→ 00.

2. Íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 2): f � ïðîèçâîëüíîå, òàêîå ÷òî

00
f→ 00

01
f→ 10

Ïóñòü f � ä.-ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì å¼ äåéñòâèå íà ñëîâå äëèíû k. Â ñèëó ïóíêòà 1) îïðåäåëåíèÿ

x = x(1)...x(k)
f→ y = y(1)...y(k)
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Ïðè ýòîì, â ñèëó ïóíêòà 2)
y(1) = f1(x(1))
y(2) = f2(x(1), x(2))
...
y(i) = fi(x(1), ..., x(i))
...
y(k) = fk(x(1), ..., x(k)),

ãäå fi � íåêîòîðûå ôóíêöèè (åñëè A = B = {0, 1}, òî fi ∈ P2 � áóëåâû ôóíêöèè). Âåçäå äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî A = B = {0, 1}.

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè f îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ôóíêöèé fi ∈ P2, i = 1, 2, .... Íà ýòîì
ñîîáðàæåíèè îñíîâàíî ïðåäñòàâëåíèå ä.-ôóíêöèè â âèäå áåñêîíå÷íîãî äâîè÷íîãî äåðåâà ñ ïîìåò-
êàìè íà ð¼áðàõ, ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèîííûì äåðåâîì: ñì. Ðèñ. 1 (çâ¼çäî÷êà
îòìå÷àåò êîðåíü äåðåâà).

Ðèñ. 1: Èíôîðìàöèîííîå äåðåâî.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùèéñÿ äëÿ íàñ ìîäåëüíûì:
fi(x(1), ..., x(i)) = x(1) + ...+ x(i) (mod 2), i = 1, 2, ...

Äëÿ íå¼ èíôîðìàöèîííîå äåðåâî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñ. 2: Èíôîðìàöèîííîå äåðåâî ê Ïðèìåðó 1.
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Ðàññìîòðèì èíôîðìàöèîííîå äåðåâî äëÿ ôóíêöèè f . Ïóñòü µ1, µ2 � äâå íåêîòîðûå åãî âåð-
øèíû, ãîâîðèì ÷òî ïîääåðåâüÿ ñ êîðíåì â ýòèõ âåðøèíàõ Tµ1 è Tµ1 èçîìîðôíû (Tµ1 Tµ2), åñëè
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áðàõ ïîìåòêè ó íèõ îäèíàêîâû. Íàçîâ¼ì âåñîì r ä.-ôóíêöèè ÷èñëî ïîïàðíî
íåýêâèâàëåíòíûõ ïîääåðåâüåâ (r ìîæåò áûòü ðàâíûì∞). Åñëè r <∞ ôóíêöèþ íàçîâ¼ì îãðàíè÷åíî
äåòåðìèíèðîâàííîé.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèì ïðèìåð íåîãðàíè÷åíî äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè (r = ∞): ïóñòü c =
c(1)c(2)...c(k)... � áåñêîíå÷íàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íàïðèìåð 01001000100001...).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f :

α = α(1)...α(k) ∈ A∗, k > 1

f(α) = c(1)...c(k)

Î÷åâèäíî, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíî äåòåðìèíèðîâàííîé.
Èç àíàëèçà èíôîðìàöèîííîãî äåðåâà äëÿ ïðèìåðà 1 âèäíî, ÷òî r = 2.
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ îãðàíè÷åííî äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè:

1. Èíôîðìàöèîííîå äåðåâî (ïîäõîäèò è äëÿ íåîãðàíè÷åíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé).
2. Óñå÷¼ííîå äåðåâî. Ïóñòü {T0, T1, ..., Tr−1} � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïîääåðå-

âüåâ. Ïîìåòèì âñå âåðøèíû ìåòêàìè {µ0, µ1, ..., µr−1}, òàê ÷òî µi � êîðåíü Ti. Äàëåå, íà÷èíàÿ
äâèãàòüñÿ îò êîðíÿ, èä¼ì ïî êàæäîé âåòêå äî ïåðâîãî ïîâòîðåíèÿ ìåòêè âåðøèíû è îòáðà-
ñûâàåì âñ¼ íèæåëåæàùåå äåðåâî. Äëÿ ïðèìåðà 1 (âìåñòî ìåòîê µ0, µ1 èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòî
öèôðû 0 è 1):

Ðèñ. 3: Óñå÷¼ííîå äåðåâî.

3. Äèàãðàììà ïåðåõîäà (äèàãðàììà Ìóðà). Ïðåâðàòèì óñå÷¼ííîå äåðåâî â îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô "åñòåñòâåííûì"îáðàçîì, ò.å. ïîñòàâèâ ñòðåëêè íà ð¼áðàõ â íàïðàâëåíèè óäàëåíèÿ
îò êîðíÿ:
Çàòåì îòîæäåñòâèì âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè: ñì. Ðèñ. 5.
Ïîëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ñ "ïåòëÿìè"è êðàòíûìè ð¼áðàìè) G = (W,E), |W | =
r, |E| = mr, ãäå |A| = m, ó êîòîðîãî îäíà èç âåðøèí ïîìå÷åíà. Òàêîé ãðàô è íàçûâàåòñÿ
äèàãðàììîé Ìóðà.

4. Ïðè ïîìîùè òàáëèöû. Â äèàãðàììå Ìóðà ïóñòü Q = {q0, ..., qr−1} � ðàçëè÷íûå âåðøèíû,
íàçîâ¼ì x � ïåðåìåííóþ, ïðîáåãàþùóþ àëôàâèò A. Îïðåäåëèì ôóíêöèè F è G:

F : A×Q→ B

G : A×Q→ Q
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Ðèñ. 4: Ïåðåõîä ê äèàãðàììå Ìóðà.

Ðèñ. 5: Ïðèìåð äèàãðàììû Ìóðà.

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: F (x, q) åñòü âûõîäíîé ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå q è âõîä-
íîìó ñèìâîëó x, G(x, q) åñòü âåðøèíà, â êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç âåðøèíû q ïî
âõîäíîìó ñèìâîëó x. Çàäàíèå ýòèõ ôóíêöèé âìåñòå ñ óêàçàíèåì íà÷àëüíîé (ïîìå÷åííîé) âåð-
øèíû ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ äèàãðììû Ìóðà. Äëÿ ïðèìåðà 1:

x q F G
0 0 0 0
1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 0 0

5. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ââåä¼ì äèñêðåòíûé ïàðàìåòð âðåìåíè t ïðîáåãàþùèé N � ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t òåêóùåå ñîñòîÿíèå åñòü q(t) è
íà âõîä ïîäà¼òñÿ x(t). Òîãäà íà âûõîäå ïîëó÷àåì ñèìâîë y(t) = F (x(t), q(t)) è ïåðåõîäèì â
ñîñòîÿíèå q(t+1) = G(x(t), q(t)). Çàäàíèå óðàâíåíèé ïåðåõîäà âìåñòå ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
q(1) è íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ïðèìåðà 1: y(t) = x(t) + q(t)

q(t+ 1) = x(t) + q(t)
q(1) = 0

Â çàêëþ÷åíèå îáîçíà÷èì P
î.ä.
A,B � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííî äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé

A∗ → B∗.
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Ëåêöèÿ 14.
Êîíå÷íûå àâòîìàòû.

Ïóñòü A � âõîäÿùèé àëôàâèò, |A| = m, B � âûõîäÿùèé àëôàâèò, |B| = p, Q � àëôàâèò ñî-
ñòîÿíèé, |Q| = r, F : A × Q → B, G : A × Q → Q. Ìíîæåñòâî V = (A,B,Q, F,G) íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íûì àâòîìàòîì. Åñëè â ìíîæåñòâå Q âûäåëåíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0, òî òàêîé àâòîìàò Vq0
íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì. Vq0 çàäà¼ò îãðàíè÷åííî äåòåðìèíèðîâàííóþ (èëè
àâòîìàòíóþ) ôóíêöèþ fVq0

.
Åñëè çàäàí èíèöèàëüíûé àâòîìàò Vq0 = (A,B,Q, F,G), òî ôóíêöèè F è G ìîæíî ñ÷èòàòü

ïðîäîëæåííûìè íà A∗ ×Q→ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
F (Λ, q0) = Λ

G(Λ, q0) = q0

F (αa, q) = F (a,G(α, q))

G(αa, q) = G(a,G(α, q))

ãäå α ∈ A∗, a ∈ A.
Îïðåäåëèì: ìíîæåñòâî ñëîâ ïðåäñòàâèìûõ Vq0 ïîñðåäñòâîì B′ ⊆ B åñòü

M = {α ∈ A∗|F (α, q0) ∈ B′}

ÂñÿêîåM ⊆ A∗\{Λ} íàçîâ¼ì ñîáûòèåì. ÑîáûòèåM íàçîâ¼ì ïðåäñòàâèìûì, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé
èíèöèàëüíûé àâòîìàò Vq0 è òàêîå ìíîæåñòâî B′ ⊆ B, ÷òî M åñòü ìíîæåñòâî ñëîâ ïðåäñòàâèìûõ
Vq0 ïîñðåäñòâîì B′.

Íà êëàññå ñîáûòèé ââåä¼ì ñëåäóþùèå òðè îïåðàöèè: ∪, ·, <> (íèæå E,K,L � ñîáûòèÿ):
1. E ∪K � òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå.
2. E ·K = EK = {α|α = α1α2, α1 ∈ E, α2 ∈ K} � êîíêàòåíàöèÿ.
3. < E >= {α|∃k > 1 : α = α1...αk, αi ∈ E, i = 1, ..., k}.

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé:
1. E ∪K = K ∪ E

2. E ∪ (K ∪ L) = (E ∪K) ∪ L

3. E(K ∪ L) = EK ∪ EL

4. (E ∪K)L = EL ∪KL

5. (EK)L = E(KL)

6. ∅E = E∅ = ∅

7. < ∅ >= ∅

8. << E >>=< E >

9. < E >= E ∪ E < E >

10. E < E >=< E > E
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Ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé ∪, ·, <> èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé ∅, {a1}, ..., {am}, íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûìè.

Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô I = (W,E), ó êîòîðîãî âûäåëåíû äâå âåðøèíû v1, vk �
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ ñîîòâåòñòâåííî. Íà êàæäîì ðåáðå ýòîãî ãðàôà íàïèñàíà ëèáî áóêâà àëôàâèòà
A = {a1, ..., am}, ëèáî ñèìâîë ïóñòîãî ñëîâà Λ. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì èñòî÷íèêîì.

Áóäåì îáîçíà÷àòü p : vi → vj � íåêîòîðûé ïóòü â çàäàííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ íà÷àëîì
â vi è êîíöîì â vj , αp � ñëîâî â îáîáù¼ííîì èñòî÷íèêå, âûïèñûâàåìîå ïðè ïðîõîæäåíèè ïóòè p
(ò.å. êàæäûé ðàç ïðè ïðîõîæäåíèè ðåáðà âûïèñûâàåòñÿ áóêâà, íàïèñàííàÿ íà í¼ì). Ñ îáîáù¼ííûì
èñòî÷íèêîì I ñâÿæåì ñîáûòèå [I] :

[I] = {α ∈ A∗ \ {Λ} | ∃p : v1 → vk : αp = α}

íàçûâàåìîå ñîáûòèåì, ïðåäñòàâëÿåìûì îáîáù¼ííûì èñòî÷íèêîì I.
Ïðèìåð 1. Îáîáù¼ííûé èñòî÷íèê:

Ðèñ. 6: Ïðèìåð îáîáù¼ííîãî èñòî÷íèêà.

Ýòîò èñòî÷íèê ïðåäñòàâëÿåò ñëîâà ac, acac, abbbc, abc, abbcac è äð.
Ïðèìåð 2. Èñòî÷íèê

v1 · ·vk
ïðåäñòàâëÿåò ñîáûòèå ∅.

Ëåììà. Åñëè ñîáûòèå ðåãóëÿðíî, òî íàéä¼òñÿ îáîáùåííûé èñòî÷íèê, åãî ïðåäñòàâëÿþùèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ∪, ·

è <> èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîáûòèÿ E.
Â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè ïðèâåä¼ì îáîáù¼ííûå èñòî÷íèêè ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòàðíûå ñîáû-

òèÿ:
∅ : v1 · ·vk
{a1} : v1·

a1−→ ·vk
. . .

{am} : v1·
am−→ ·vk

Èòàê, ïóñòü ìû óìååì ïðåäñòàâëÿòü ñîáûòèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå n ýëåìåí-
òàðíûõ îïåðàöèé. Ïóñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîáûòèÿ E èñïîëüçîâàíà n+1 îïåðàöèÿ. Òîãäà E ïîëó÷åíî
îäíèì èç òð¼õ íèæåñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ, ãäå E1, E2 èñïîëüçóþò íå áîëåå n ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé,
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íèõ îáîáù¼ííûå èñòî÷íèêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû:

1) E = E1 ∪ E2 (ñì. Ðèñ. 7).
2) E = E1E2 (ñì. Ðèñ. 8).
3) E =< E1 > (ñì. Ðèñ. 9).
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà. Ïóñòü Å � ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå, òîãäà Å � ïðåäñòàâèìî (ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî àâ-

òîìàòà).
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Ðèñ. 7: Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1.

Ðèñ. 8: Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2.

Äîêàçàòàëüñòâî. Âîçüì¼ì B = {0, 1}, B′ = {1}. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ñóùåñòâóåò îáîáù¼í-
íûé èñòî÷íèê I = (W,E), òàêîé ÷òî [I] = E. Ïóñòü W = {v1, ..., vn}, ãäå v1 � íà÷àëüíàÿ, vn �
êîíå÷íàÿ âåðøèíû. Äëÿ α ∈ A∗ è v ∈W îïðåäåëèì ìíîæåñòâà:

Θ(α, v) = {v̂ ∈W | ∃p : v → v̂ : αp = α}

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, êàê
Q = {q1, ..., q2n}

� ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ W . Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçüì¼ì q1 = {v1}.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïåðåõîäà:

G(a, q) =
⋃
v∈q

Θ(a, v)

� ìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç äàííîãî ìíîæåñòâà âåðøèí q ïî áóêâå a. Ôóíê-
öèþ F îïðåäåëèì òàê:

F (a, q) =
{

1, vn ∈ G(a, q)
0, èíà÷å

� ìîæíî ëè ïîïàñòü â êîíå÷íóþ âåðøèíó èç äàííîãî ìíîæåñòâà ïî áóêâå a.
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Ðèñ. 9: Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3.

Ïîëó÷åííûé àâòîìàò Vq1(A,B,Q, F,G) ïîñðåäñòâîì B′ ïðåäñòàâëÿåò â òî÷íîñòè [I]. Äåéñòâè-
òåëüíî, α ïðåäñòàâèìî ñ ïîìîùüþ Vq1 ïîñðåäñòâîì B′ ⇔ F (α, q1) = 1 ⇔ vn ∈ G(α, q1) ⇔ vn ∈
Θ(α, v1) ⇔ α ∈ [I]. Ïðåäïîñëåäíèé ïåðåõîä, åñëè è íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, òî î÷åíü ëåãêî äîêàçû-
âàåòñÿ. Ïîñêîëüêó α ∈ [I] ⇔ α ∈ E, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü X,C,D � ñîáûòèÿ. Òîãäà

X = D ∪XC ⇔

X = D ∪D < C >

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = D ∪D < C > . Òîãäà
D ∪XC = D ∪ (D ∪D < C >)C = D ∪ (DC ∪D < C > C) =

= D ∪D(C∪ < C > C) = D ∪D < C >= X

Îáðàòíî: ïóñòü X = D ∪ XC. Äîêàçàòåëüñòâî X = D ∪ D < C > ðàçîáü¼ì íà äîêàçàòåëüñòâà
äâóõ âêëþ÷åíè.

à) Ïîêàæåì, ÷òî X ⊆ D ∪D < C > . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå α ∈ X,
÷òî α 6∈ D ∪ D < C > . Ñðåäè âñåõ òàêèõ α âûáåðåì ñëîâî íàèìåíüøåé äëèíû. α 6∈ D ⇒
α ∈ XC ⇒ α = α1α2, ãäå α1 ∈ X, α2 ∈ C. Ïðè÷¼ì λ(α1) < λ(α) ⇒ α1 ∈ D ∪ D < C >
⇒ α = α1α2 ∈ (D∪D < C >)C = DC ∪D < C > C = D(C∪ < C > C) = = D < C >⊆ D∪D < C >
� ïðîòèâîðå÷èå.

á) Ïîêàæåì, ÷òî X ⊇ D ∪D < C > . Îïÿòü ïðåäïîëàãàåì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò α ∈ D ∪D <
C >, òàêîå ÷òî α 6∈ X. Îïÿòü ñðåäè âñåõ òàêèõ α âûáåðåì íàèìåíüøåå ïî äëèíå: α 6∈ X ⇒ α 6∈

D ⇒ α ∈ D < C >
ñì. à)

= = (D ∪ D < C >)C ⇒ α = α1α2, ãäå α1 ∈ D ∪ D < C >, α2 ∈ C. Ò.ê.
λ(α1) < λ(α), òî α1 ∈ X ⇒ α = α1α2 ∈ XC ⊆ X � ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñîáûòèÿ C è D ðåãóëÿðíû è äëÿ ñîáûòèÿ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X = D ∪XC,

òî ïî äîêàçàííîé òîëüêî ÷òî ëåììå ñëåäóåò, ÷òî X � ðåãóëÿðíî.

Ïðèìåð íåðåãóëÿðíîãî ñîáûòèÿ. Îáîçíà÷èì:
0k = 0...0︸︷︷︸

k

1k = 1...1︸︷︷︸
k
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ:
E = {0k1k, k = 1, 2, 3, ...}

Ýòî ñîáûòèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü E � ðåãóëÿðíî. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò
Vq1 = ({0, 1}, {0, 1}, Q, F,G),

ãäå Q = {q1, ..., qn}, òàêîé ÷òî α ∈ E ⇔ F (α, q1) = 1. Ðàññìîòðèì n+ 1 çíà÷åíèå ôóíêöèè G :

G(0, q1), G(02, q1), ..., G(0n+1, q1)

Íàéäóòñÿ òàêèå i è j, ÷òî i 6= j è G(0i, q1) = G(0j , q1). Äëÿ íèõ:
1 = F (0i1i, q1) = F (1i, G(0i, q1)) = F (1i, G(0j , q1)) = F (0j1i, q1)

� ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ n ðàâåíñòâ:

Xi = R0i ∪X1R1i ∪ ... ∪XnRni, i = 1, ..., n, (∗)

ãäå Xi � ñîáûòèÿ, Rji � ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ i = 1, ..., n, j = 0, 1, ..., n. Òîãäà Xi � ðåãóëÿðíûå
ñîáûòèÿ i = 1, ..., n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî n. Áàçîé (n = 1) ÿâëÿåòñÿ Çàìå÷àíèå
ê Ëåììå 1. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïðè âñåõ n = 1, ..., k − 1, ïîêàæåì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è
ïðè n = k. Â ïåðâîì óðàâíåíèè îáîçíà÷èì D = R01 ∪X2R21 ∪ ... ∪XkRn1, C = R11. Òîãäà

X1 = D ∪ CX1
ïî Ëåììå1=⇒

X1 = D ∪D < C >

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå äëÿ X1 â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ è ðàñêðîåì âûðàæåíèÿ äëÿ D è C.
Ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà (∗) äëÿ X2, ..., Xk ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè å¼ ðåøåíèå åñòü ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ. Ïîýòîìó è X1 ðåãóëÿðíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà (Êëèíè.) Ñîáûòèå E ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E � ïðåä-
ñòàâèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà äîêàçàíà âûøå. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêîå ïðåä-
ñòàâèìîå ñîáûòèå ðåãóëÿðíî. Ïóñòü äàí èíèöèàëüíûé êîíå÷íûé àâòîìàò:

Vq0 = (A,B,Q, F,G)

|Q| = n, Q = {q1, ..., qn}, B′ ⊆ B, E = {α|F (α, q1) ∈ B′}.
Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ:

Ei = {α ∈ A∗ \ {Λ}|G(α, q1) = qi}, i = 1, ..., n

Êi = {a ∈ A|F (a, qi) ∈ B′}, i = 1, ..., n

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó êîíå÷íîñòè Êi ðåãóëÿðíû. Ïîêàæåì, ÷òî Ei ðåãóëÿðíû. Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ
Rji = {a ∈ A|G(a, qj) = qi}, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n

ßñíî, ÷òî â ñèëó èõ êîíå÷íîñòè Rji ðåãóëÿðíû. Ïîêàæåì, ÷òî
Ei = R1i ∪ E1R1i ∪ ... ∪ EnRni (∗∗)

a) α ∈ Ei, α = a ∈ A ⇔ G(a, q1) = qi ⇔ α = a ∈ R1i
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á) α = α′a ∈ Ei, α′ 6= Λ, a ∈ A⇔ qi = G(α′a, q1) = G(a,G(α′, q1)) = = G(a, qj) ⇔ α′ ∈ Ej , a ∈ Rji
Èç (∗∗) ïî ëåììå 2 ñëåäóåò, ÷òî Ei ðåãóëÿðíû. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêà-

æåì, ÷òî
E = Ê1 ∪ E1Ê1 ∪ ... ∪ EnÊn

à) Ïîêàæåì âêëþ÷åíèå:
E ⊆ Ê1 ∪ E1Ê1 ∪ ... ∪ EnÊn

Ïóñòü α ∈ E. Åñëè α = a ∈ A, òî, î÷åâèäíî, α ∈ Ê1. Åñëè α = α′a, α′ 6= Λ, òî F (α′a, q1) ∈ B′ ⇒
F (a,G(α′, q1)) = F (a, qi) ∈ B′ ⇒ α′ ∈ Ei, a ∈ Êi.

á) Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå:
E ⊇ Ê1 ∪ E1Ê1 ∪ ... ∪ EnÊn

Ïóñòü α ∈ Ê1 ∪ E1Ê1 ∪ ... ∪ EnÊn. Åñëè α = a ∈ A ⇒ a ∈ Ê1 ⇒ a = α ∈ E. Åñëè α = α′a ⇒ α′a ∈
EiÊi ⇒ α′ ∈ Ei, a ∈ Êi ⇒ F (α, q1) = F (α′a, q1) = = F (a,G(α′, q1)) = F (a, qi) ∈ B′.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ëåêöèÿ 15.
Êîíå÷íûå àâòîìàòû (ïðîäîëæåíèå).

Ââåä¼ì ïîíÿòèå èñòî÷íèêà. Èñòî÷íèêîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô J = (W,E) ñ âû-
äåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíîé v1 ∈ W è êîíå÷íûìè âåðøèíàìè vi1 , ..., vik ∈ W (1 6 k 6 |W |),
êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî ïîìå÷åíî áóêâîé àëôàâèòà A : e ∈ E ⇒ µ(e) ∈ A (ïóñòîå ñëîâî íå ìîæåò
âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ìåòêè ðåáðà). Êàê è äëÿ îáîáù¼ííîãî èñòî÷íèêà, äëÿ èñòî÷íèêà ââîäèòñÿ
ìíîæåñòâî ñëîâ, ïðåäñòàâèìûõ èì:

[J ] = {α ∈ A∗ \ {Λ}|∃v′� êîíå÷íàÿ âåðøèíà,∃p : v1 → v′ : αp = α}

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü J = (W,E) � èñòî÷íèê. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííûé èñòî÷íèê
I = (W ′, E′), òàêîé ÷òî [J ] = [I].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì â äðåâíåãðå÷åñêîé ìàíåðå: ÑÌÎÒÐÈ:

Ðèñ. 10: Ïåðåõîä îò èñòî÷íèêà ê îáîáùåííîìó èñòî÷íèêó.

Ïîÿñíåíèå: äîáàâèëè åù¼ îäíó âåðøèíó v′ è êîíå÷íîé òåïåðü íàçûâàåì òîëüêî å¼.
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü M � ïðåäñòàâèìî (ñ ïîìîùüþ èíèöèàëüíîãî àâòîìàòà). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò èñòî÷íèê J = (W,E), òàêîé ÷òî M = [J ].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Vq1 � èíèöèàëüíûé àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé M ñ ïîìîùüþ B′ :

V = (A,B,Q, F,G)

Q = {q1, ..., qn}

|A| = m, |B| = p, B′ ⊆ B

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âåðøèí èñòî÷íèêà:
W = {v1 = (Λ, q1), vli = (bl, qi), 1 6 l 6 p, 1 6 i 6 n}

ïðè ýòîì âåðøèíà vli = (bl, qi) � êîíå÷íàÿ, åñëè, è òîëüêî åñëè bl ∈ B′. Âåðøèíû (bl1 , qi) è (bl2 , qj)
ñîåäèíåíû ðåáðîì e îò ïåðâîé êî âòîðîé âåðøèíå, åñëè, è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ A, òàêîå ÷òî
G(a, qi) = qj è F (a, qi) = = bl2 . Ïðè ýòîì µ(e) = a. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî M = [J ].

Ïîäûòîæèâàÿ óñòàíîâëåííóþ â íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿõ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ ñîáûòèé, ñîñòàâèì äèàãðàììó âëîæåííîñòè, ïîêàçûâàþùóþ, ÷òî íà ñàìîì
äåëå âñå ñïîñîáû çàäàíèÿ ñîáûòèé ýêâèâàëåíòíû: ñì. Ðèñ. 11.

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ðàâåíñòâå äâóõ ñîáûòèé, çàäàâàåìûõ èíèöèàëüíûìè êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè.
Ââåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ãîâîðèì, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ V = (A,B,Q, F,G), V ′ =
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Ðèñ. 11: Äèàãðàììà óñòàíîâëåííîé âëîæåííîñòè êëàññîâ ñîáûòèé.

(A,B,Q′, F ′, G′) äâà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿ q1 ∈ Q, q2 ∈ Q′ ýêâèâàëåíòíû, è ïèøåì q1 ∼ q2, åñëè
äëÿ ëþáîãî α ∈ A∗ fVq1

(α) = fV ′
q2

(α). Ãîâîðèì, ÷òî îíè ê-ýêâèâàëåíòíû, è ïèøåì q1
k∼ q2, åñëè äëÿ

ëþáîãî α ∈ Ak = {a1...ak|ai ∈ A} fVq1
(α) = fV ′

q2
(α). Ãîâîðèì òàêæå, ÷òî ñàìè êîíå÷íûå àâòîìàòû

ýêâèâàëåíòíû V ∼ V ′, åñëè äëÿ ëþáîãî q ∈ Q ñóùåñòâóåò q′ ∈ Q′, òàêîé ÷òî q ∼ q′, è äëÿ ëþáîãî
q′ ∈ Q′ ñóùåñòâóåò q ∈ Q, òàêîé ÷òî q′ ∼ q.

Âîïðîñû ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé è àâòîìàòîâ ïîìîãàþò ðåøèòü íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé.

Ëåììà. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìàòà V = (A,B,Q, F,G) ñóùåñòâóåò äâà íå ýêâèâà-
ëåíòíûõ, íî ê-ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ: q1

k∼ q2, q1 6∼ q2. Òîãäà äëÿ íåãî íàéäóòñÿ äâà ê-

ýêâèâàëåíòíûõ, íî íå ê+1-ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ: q′1
k∼ q′2, q

′
1

6∼
k + 1 q′2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = α(1)...α(l) � íàèìåíüøåå ïî äëèíå ñëîâî, òàêîå ÷òî fVq0
(α) 6=

fVq1
(α). Ïîëîæèì α′ = α(1)...α(l − k − 1). Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êà÷åñòâå q′1, q′2 ìîæíî

âçÿòü q′1 = G(α′, q1), q′2 = = G(α′, q2).

Òåîðåìà (Ìóð). Ïóñòü V = (A,B,Q, F,G), q1, q2 ∈ Q, |Q| = n. Òîãäà

q1 ∼ q2 ⇔ q1
n−1∼ q2

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó òåîðåìà î÷åâèäíà. Äîêàæåì â äðóãóþ. Ïóñòü q1
n−1∼ q2.

Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q íà êëàññû:
Rk = {Qk1 , ..., Qkrk

}

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
1. Qki ⊆ Q, Qki 6= ∅

2.
rk⋃
i=1

= Q

3. Qki ∩Qkj = ∅, i 6= j

4. ∀q, q′ ∈ Qki q k∼ q′

5. ∀q ∈ Qki , ∀q′ ∈ Qkj , i 6= j q
k

6∼ q′

Ò.å. {Qki } � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íà ê-ýêâèâàëåíòíûå (íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ê-ýêâèâàëåíòíîñòü
� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè). Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî:

1 6 |R1| 6 ... 6 |Rn| 6 n

62



(êàæäîå ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì ïðåäûäóùåãî). Àïðèîðè âîçìîæíû äâå ñè-
òóàöèè:

1) Ñóùåñòâóåò 1 6 k 6 n−1 òàêîå, ÷òî |Rk| = |Rk+1|. Íî òîãäà, ò.ê. Rk+1 ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì
Rk, òî Rk+1 = Rk. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ q, q′ ∈ Q, òàêèõ ÷òî q k∼ q′ âûïîëíÿåòñÿ q k+1∼ q′. Íî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî q ∼ q′ � ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé.

2) Òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > 2 ýòà ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå |Ri| = i. Â ÷àñòíîñòè R1 = {Q}, R2 6= {Q}. Ò.å. ëþáûå äâà ñîñòîÿíèÿ 1-ýêâèâàëåíòíû,
íî ñóùåñòâóþò 2 ñîñòîÿíèÿ íå 2-ýêâèâàëåíòíûõ. 1-ýêâèâàëåíòíîñòü ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé îçíà÷àåò,
÷òî ðàáîòà àâòîìàòà íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ñîñòîÿíèè îí íàõîäèòñÿ (F (a, qi) = F (a, qj) äëÿ
ëþáûõ qi, qj ∈ Q, a ∈ A). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà ñîñòîÿíèÿ ïðîñòî ýêâèâàëåíòíû �
ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóùåñòâîâàíèåì 2-íåýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èçâëå÷¼ì èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ àâòîìàòîâ.
Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû äâà êîíå÷íûõ àâòîìàòà:

V = (A,B,Q, F,G)

V ′ = (A,B,Q′, F ′, G′)

|Q| = n, |Q′| = n′

Òîãäà äëÿ ëþáûõ q ∈ Q, q′ ∈ Q′ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

q ∼ q′ ⇔ q
n+n′−1∼ q′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì "îáúåäèí¼ííûé" êîíå÷íûé àâòîìàò:
V̂ = (A,B, Q̂, F̂ , Ĝ)

ãäå
Q̂ = Q ∪Q′

F̂ (a, q̂) =
{
F (a, q̂), q̂ ∈ Q
F ′(a, q̂), q̂ ∈ Q′

Ĝ(a, q̂) =
{
G(a, q̂), q̂ ∈ Q
G′(a, q̂), q̂ ∈ Q′

Äëÿ àâòîìàòà V̂ óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû Ìóðà.
Ñîêðàù¼ííûì àâòîìàòîì äëÿ äàííîãî àâòîìàòà V = (A,B,Q, F,G) íàçûâàåòñÿ òàêîé àâòîìàò

V̂ = (A,B, Q̂, F̂ , Ĝ), ÷òî V̂ ∼ V è ñðåäè âñåõ àâòîìàòîâ ýêâèâàëåíòíûõ V V̂ èìååò íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé, ò.å. äëÿ ëþáûõ q, q′ ∈ Q̂ âûïîëíåíî q 6∼ q′.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîêðàù¼ííîãî àâòîìàòà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
Rk = {Qk1 , ..., Qkrk

} (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìóðà) è íàéòè íàèìåíüøåå k, òàêîå ÷òî Rk = Rk+1.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ìóðà îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ òàêîãî k q, q′ ∈ Qki âëå÷¼ò q ∼ q′. Çàòåì
âûáèðàåì

Q̂ = {q1, ..., qrk
}

ãäå qi � ïðîèçâîëüíîå èç Qki . Ïîëîæèì
F̂ (a, qi) = F (a, qi)

Ĝ(a, qi) = qj

ãäå qj ∈ Q̂ è qj ∼ G(a, qi).
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