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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ñáîðíèê ïîñâÿùåí âûäàþùåìóñÿ ðîññèéñêîìó ìàòåìàòèêó ÷ëåíó-êîððåñ-
ïîíäåíòó ÀÍ ÑÑÑÐ, îñíîâàòåëþ Êàçàíñêîé àëãåáðàè÷åñêîé øêîëû Íèêîëàþ
Ãðèãîðüåâè÷ó ×åáîòàðåâó.
Í.Ã.×åáîòàðåâ íà÷àë ñâîþ íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü ïîä ðóêîâîäñòâîì Äìèò-

ðèÿ Àëåêñàíäðîâè÷à Ãðàâå, êðóïíîãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà, ïî÷åòíîãî ÷ëå-
íà Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, îñíîâàòåëÿ è ðóêîâîäèòåëÿ îäíîé èç ïåðâûõ êðóï-
íûõ ðîññèéñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë. Ïåðâûé (¾äîêàçàíñêèé¿) ïåðèîä òâîð-
÷åñòâà Í.Ã.×åáîòàðåâà ïîäðîáíî èçëîæåí â åãî ¾Ìàòåìàòè÷åñêîé àâòîáèîãðà-
ôèè¿, âêëþ÷åííîé â ýòîò ñáîðíèê.
Â Êàçàíü Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ïåðååõàë â 1928 ãîäó è âñÿ åãî ïîñëåäóþ-

ùàÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ïðîõîäèëà â ñòåíàõ íàøåãî óíèâåðñèòåòà, íà ýòîò
ïåðèîä åãî æèçíè ïðèõîäèòñÿ íàèáîëåå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü åãî íàó÷íîé äå-
ÿòåëüíîñòè. Í.Ã.×åáîòàðåâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàòåëåì êàôåäðû àëãåáðû ïðè Êà-
çàíñêîì óíèâåðñèòåòå è ïåðâûì åå çàâåäóþùèì. Ïðè åãî äåÿòåëüíîì ó÷àñòèè
â 1934 ãîäó áûë îðãàíèçîâàí Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìàòåìà-
òèêè è ìåõàíèêè, ñûãðàâøèé îãðîìíóþ ðîëü â ïîÿâëåíèè è ðàçâèòèè íîâûõ
íàïðàâëåíèé ìàòåìàòèêè â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå. Í.Ã. ×åáîòàðåâ ñòàë ïåð-
âûì äèðåêòîðîì Èíñòèòóòà, ïîñëå åãî ñìåðòè èíñòèòóòó áûëî ïðèñâîåíî èìÿ
Í.Ã.×åáîòàðåâà. Ê ñîæàëåíèþ, â 2011 ãîäó Èíñòèòóò ïðåêðàòèë ñóùåñòâî-
âàíèå.
Â 2019 ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 125 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ã.×åáîòàðåâà. Â ïà-

ìÿòü ýòîé äàòû â íàøåì óíèâåðñèòåòå 24�28 èþíÿ ïðîéäåò êðóïíàÿ ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðè-
ëîæåíèÿ¿. Ïóáëèêàöèÿ ñáîðíèêà ïðèóðî÷åíà ê ýòîìó ñîáûòèþ. Â íåãî âî-
øëè ìàòåðèàëû àíàëîãè÷íîãî ñáîðíèêà, ïîñâÿùåííîãî 100-ëåòíåìó þáèëåþ
Í.Ã.×åáîòàðåâà. Ñðåäè äðóãèõ ìàòåðèàëîâ, âêëþ÷åííûõ â ñáîðíèê, � ñòàòüÿ
×åáîòàðåâà, ñîäåðæàùàÿ åãî çíàìåíèòóþ òåîðåìó ïëîòíîñòè è êîììåíòàðèè ê
íåé àêàä. È.Ð.Øàôàðåâè÷à. Ïîìåùåí òàêæå ïåðåâîä ñòàòüè Ï.Ñòèâåíõàãåíà
è Õ.Â.Ëåíñòðà, ñîäåðæàùåé ãëóáîêèé àíàëèç òåîðåìû ïëîòíîñòè è îáñóæäå-
íèå íà ïðèìåðå ýòîé òåîðåìû è äâóõ äðóãèõ çàäà÷ (î êâàäðèðóåìîñòè ëóíî÷åê
è îäíîé çàäà÷è À.Ì.Îñòðîâñêîãî) ìàòåìàòè÷åñêîãî ñòèëÿ Íèêîëàÿ Ãðèãîðüå-
âè÷à. Ìû áëàãîäàðíû èçäàòåëüñòâó Øïðèíãåð, ïðåäîñòàâèâøåìó íàì ïðàâî
íà ýòó ïóáëèêàöèþ. Çàâåðøàåò ñáîðíèê êðàòêèé îáçîð àëãåáðàè÷åñêèõ èññëå-
äîâàíèé ó÷åíèêîâ Í.Ã. è åãî ïîñëåäîâàòåëåé íà êàôåäðå àëãåáðû è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè.

Ì.Ì.Àðñëàíîâ



Î ÍÈÊÎËÀÅ ÃÐÈÃÎÐÜÅÂÈ×Å ×ÅÁÎÒÀÐÅÂÅ
∗

È.Ð.Øàôàðåâè÷

Ìíå òðóäíî îòäåëèòü ìîå âîñïðèÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷å-
ñòâà Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à ×åáîòàðåâà îò âîñïðèÿòèÿ åãî êàê
ëè÷íîñòè. Êîãäà ÿ åãî âïåðâûå óâèäåë � åùå äî âîéíû � ìû
íàõîäèëèñü íà ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöàõ ëåñòíèöû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî óñïåõà. ß � ñòóäåíò, îí � çíàìåíèòûé ìàòåìàòèê ñ ðåïó-
òàöèåé êëàññèêà. Îñîáåííî ïîðàæàëî ìîå âîîáðàæåíèå òî, ÷òî
äîñòèæåíèÿ Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à îòíîñèëèñü ê êëàññè÷åñêèì
îáëàñòÿì ìàòåìàòèêè, â òî âðåìÿ â íàøåé ñòðàíå ìàëî èçâåñò-
íûì � òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ãðóïïàì Ëè. À áîëåå âñåãî âûçûâàëà âîñõèùåíèå åãî ðîëü â ðàç-
âèòèè òåîðèè ïîëåé êëàññîâ, ñ÷èòàâøåéñÿ òîãäà îäíîé èç âåðøèí
ìàòåìàòèêè, íî ñòîëü òðóäíîé, ÷òî íèêîìó èç ìîñêîâñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ åå ðàçîáðàòü íå óäàëîñü. ß ïîìíþ íåñêîëüêî ñåìèíàðîâ
ñ ó÷àñòèåì âåäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ÷èñåë, ïîñâÿùåííûõ
ïîïûòêå ïîíÿòü òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ, íî îêîí÷èâøèõñÿ ïîëíîé
íåóäà÷åé. Ïðî ×åáîòàðåâà æå áûëî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ
îäíîé äàâíî ñòîÿâøåé ïðîáëåìû îí ñîçäàë ìåòîä, ïîçæå ïðèìå-
íåííûé Àðòèíîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîåãî çàêîíà âçàèìíîñòè
� öåíòðàëüíîé òåîðåìû òåîðèè ïîëåé êëàññîâ. Äî âîéíû íà ìîåé
ïàìÿòè Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ íåñêîëüêî ðàç ïîñåòèë Ìîñêâó è
ÿ ñ òðåïåòîì ñëóøàë åãî ñîîáùåíèÿ íà Ìîñêîâñêîì Ìàòåìàòè÷å-
ñêîì Îáùåñòâå èëè ïðîèñõîäèâøèõ òîãäà êîíôåðåíöèÿõ. Âîñòîðã
ìîé òîëüêî óñèëèâàëñÿ íåêîòîðîé íåïîíÿòíîñòüþ è íåäîãîâîðåí-
íîñòüþ åãî âûñòóïëåíèé.
Êàê íè ñòðàííî, íî âïå÷àòëåíèå, ñëîæèâøååñÿ ó ìåíÿ òîãäà î

Íèêîëàå Ãðèãîðüåâè÷å, êàæåòñÿ ìíå âåðíûì è ñåé÷àñ, áîëåå ïî-
ëóâåêà ñïóñòÿ. Îíî ëó÷øå âñåãî âûðàæàåòñÿ òåðìèíîì �êëàññèê�.
Äëÿ ×åáîòàðåâà õàðàêòåðíî �êëàññè÷åñêîå� âîñïðèÿòèå ìàòåìà-
òèêè êàê åäèíîãî öåëîãî. Ýòà öåëîñòíîñòü èìååò äâà èçìåðåíèÿ:

∗Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ/ïîä ðåä. Þ.Á.Åðìîëàåâà. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñê. óí-òà, 1994.
� Ñ. 4�8.
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åäèíñòâî ñóùåñòâóþùåé ñåé÷àñ ìàòåìàòèêè è åäèíñòâî �ïî êîîð-
äèíàòå âðåìåíè�, ò. å. ïðåäñòàâëåíèå î ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè êàê
î åäèíîì íåïðåðûâíîì ïðîöåññå, îñíîâàííîì íà ïðååìñòâåííî-
ñòè ðàçíûõ ïîêîëåíèé. Â ïåðâîì îòíîøåíèè õàðàêòåð òâîð÷åñòâà
Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à îòðàçèëñÿ õîòÿ áû â åãî �Ñîáðàíèè Ñî÷è-
íåíèé�, ãäå ìàòåðèàë ðàâíîìåðíî ðàçäåëåí ïî òðåì òåìàì: òåîðèÿ
÷èñåë, àëãåáðà, àíàëèç. Âòîðàÿ ñòîðîíà êîíöåïöèè áûëà îñîáåííî
âàæíà â ïðåäâîåííûå è ïåðâûå ïîñëåâîåííûå ãîäû, êîãäà â íàøåé
ìàòåìàòèêå áûëî ñèëüíî ðàñïðîñòðàíåíî �àâàíãàðäèñòñêîå� òå÷å-
íèå, ñ ïðåçðåíèåì ñìîòðåâøåå íà ïðåäøåñòâóþùóþ ìàòåìàòèêó
êàê íà ÷òî-òî óñòàðåâøåå è óæå íåèíòåðåñíîå.
Îáëèêó �êëàññèêà� ñîîòâåòñòâóåò è áëèñòàòåëüíûé ðåçóëüòàò

Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à: �òåîðåìà ïëîòíîñòåé ×åáîòàðåâà�. ß íå
áóäó è ïûòàòüñÿ äàòü çäåñü îáçîð âñåãî òâîð÷åñòâà, íî îá ýòîé òåî-
ðåìå õîòåëîñü áû ñêàçàòü ïîäðîáíåå � îíà ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî
ñàìûì çàìå÷àòåëüíûì äîñòèæåíèåì ×åáîòàðåâà. Ðå÷ü â íåé èäåò
îá îñíîâíîì âîïðîñå òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë: êàê ïðîñòûå
÷èñëà ðàçëàãàþòñÿ íà ìíîæèòåëè â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë?
Áîëåå òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà òàêîâà. Ïóñòü K � íîðìàëü-
íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, p � ïðîñòîå ÷èñëî, P
� îäèí èç åãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé â K. Åñëè O � êîëüöî öåëûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîëÿ K, òî ôàêòîð êîëüöî O/P ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ïîëåì. Ïîäãðóïïà ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ K, îñòàâëÿþùàÿ
íà ìåñòå èäåàë P, îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì ýòîãî ïîëÿ. Âñå àâ-
òîìîðôèçìû êîíå÷íîãî ïîëÿ èçâåñòíû è èìåþò âèä x 7→ xp

k
; â

÷àñòíîñòè, ãðóïïà Ãàëóà êîíå÷íîãî ïîëÿ èìååò èíâàðèàíòíî îïðå-
äåëåííóþ îáðàçóþùóþ x 7→ xp. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûì
âûøå ñïîñîáîì ïîëó÷àþòñÿ âñå àâòîìîðôèçìû ïîëÿ O/P, à åñëè
îòâëå÷üñÿ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë p, äåëÿùèõ äèñêðè-
ìèíàíò ïîëÿ K, êàæäûé èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè èç îäíîãî
àâòîìîðôèçìà ïîëÿK. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
àâòîìîðôèçì g ïîëÿ K, îñòàâëÿþùèé èíâàðèàíòíûì èäåàë P è
òàêîé, ÷òî g(x) ≡ xp modP äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x ∈ O. Õà-
ðàêòåð ðàçëîæåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â ïîëå K èñ÷åðïûâàþùèì
îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ ýòèì àâòîìîðôèçìîì g, íàçûâàåìûì àâòî-

ìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà è îáîçíà÷àåìûì
(
K
P

)
. Âîïðîñ î òîì, �êà-

êèå òèïû ðàçëîæåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë âîçìîæíû?� ôîðìóëèðóåòñÿ
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êàê âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòûõ ÷èñåë ñ çàäàííûì àâòîìîð-

ôèçìîì
(
K
P

)
. Òåîðåìà ×åáîòàðåâà è óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

àâòîìîðôèçìà g ∈ G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷è-

ñåë p äëÿ êîòîðûõ
(
K
P

)
= g äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

P ÷èñëà p. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ �òåîðåìîé ïëîòíîñòåé�,
òàê êàê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñìûñëå íåêîåãî ïîíÿòèÿ ïëîòíîñòè,
ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ çà-
äàííîìó àâòîìîðôèçìó g, èìååò ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ
÷èñëó ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ g â ãðóïïå G. Óòâåðæäåíèå áû-
ëî âûñêàçàíî â âèäå ãèïîòåçû Ôðîáåíèóñîì â 1896 ã. è äîêàçàíî
×åáîòàðåâûì ðîâíî 30 ëåò ñïóñòÿ. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
K ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ζ ñòåïåíè n
èç 1, îïðåäåëåíèå àâòîìîðôèçìà g äàåò g(ζ) ≡ ζp modP, îòêó-
äà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî g(ζ) = ζp, ò. å. g çàâèñèò îò òîãî, ê êàêîé
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè nx + a ïðèíàäëåæèò p, è òåîðåìà
×åáîòàðåâà ïðåâðàùàåòñÿ â òåîðåìó Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ
â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà äàåò äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè â òî÷íîñòè
òî æå, ÷òî òåîðåìà Äèðèõëå � äëÿ ìíîãî÷ëåíà xn − 1.
Ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû ×åáîòàðåâà ñòîëü ìíîãî÷èñëåííû, ÷òî íåò

íèêàêîé âîçìîæíîñòè èõ ïåðå÷èñëèòü. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ ÷èñåë ñ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, òî íàäî âû-

ðàçèòü ýòî ñâîéñòâî êàê óñëîâèå
(
K
P

)
= g â íàäëåæàùå ïîäî-

áðàííîì ïîëå K è ïðèìåíèòü òåîðåìó ×åáîòàðåâà. ß äóìàþ, ÷òî
áåçíàäåæíî áûëî áû ñîñ÷èòàòü ÷èñëî ññûëîê íà ýòó òåîðåìó. Îíà
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷èñåë è áóäåò
çàíèìàòü ýòî ìåñòî äî òåõ ïîð, ïîêà òåîðèÿ ÷èñåë ñóùåñòâóåò.
Òàêîé æå �êëàññè÷åñêèé� òèï ìûøëåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, êàê

Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ âîñïðèíèìàë ìàòåìàòèêó. Ïðèìåðîì ìî-
æåò ñëóæèòü îáçîðíûé äîêëàä ïî òåîðèè Ãàëóà, ïðî÷èòàííûé èì
â 1932 ãîäó íà Âñåìèðíîì Ìàòåìàòè÷åñêîì Êîíãðåññå â Öþðèõå,
ïîñâÿùåííîì 100-ëåòèþ ñî äíÿ ñìåðòè Ãàëóà. Âïîñëåäñòâèè îí
ðàñøèðèë åãî äî ìîíîãðàôèè �Òåîðèÿ Ãàëóà�. Â íåé îí òðàêòóåò
òåîðèþ Ãàëóà êàê ãëàâó åùå ñêëàäûâàþùåéñÿ �Íàóêè î ðàöèî-
íàëüíîì�. Êíèãà ïîëíà ïðåêðàñíûõ èäåé è íîâûõ òî÷åê çðåíèÿ.
×òîáû íå áûòü ãîëîñëîâíûì, ïðèâåäó ïðèìåðû òîãî, ÷åì ÿ îáÿçàí
ýòîé êíèãå. Â íåé ×åáîòàðåâ ñòàâèò âîïðîñ îá îáîáùåíèè òåîðèè
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Ãàëóà íà ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ýòà èäåÿ ïîðàçèëà ìåíÿ
è âñåãäà ïðèâëåêàëà. Âïîñëåäñòâèè îíà ÷àñòè÷íî ðåàëèçîâàëàñü
â íàøåé ñîâìåñòíîé ñ È.È.Ïÿòåöêèì-Øàïèðî ðàáîòå �Òåîðèÿ Ãà-
ëóà òðàíñöåíäåíòíûõ ðàñøèðåíèé è óíèôîðìèçàöèÿ�. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç ýòîé æå êíèãè ÿ óçíàë î ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé óðàâíåíèåì íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòå-
ïåíè è î ïðèìåðàõ Ýíðèêâåñà (îñíîâàííûõ íà ðàáîòàõ Àëüôàíà)
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èìå-
þùèõ ëþáóþ çàäàííóþ ñòåïåíü è íå ñâîäèìûõ ê êðèâîé ìåíüøåé
ñòåïåíè. Âïîñëåäñòâèè ìíå óäàëîñü ðåøèòü àíàëîãè÷íûé âîïðîñ
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êíèãà Í.Ã. ×åáîòàðåâà �Ãðóïïû Ëè�.

Êàê ïðàâèëî, ïðè ðàçâèòèè òåîðèè åå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ èäåé-
íî ïðîÿâëÿþòñÿ è óêëàäûâàþòñÿ â îáùèå êîíöåïöèè ìàòåìàòèêè
ñâîåãî âðåìåíè. Íî îäíîâðåìåííî íåêîòîðàÿ ÷àñòü, íå óêëàäû-
âàþùàÿñÿ â ýòè êîíöåïöèè, âûïàäàåò èç ñîçíàíèÿ ìàòåìàòèêîâ
è çàáûâàåòñÿ. Ïîçæå èõ ïðèõîäèòñÿ îòêðûâàòü çàíîâî è ïåðå-
îñìûñëèâàòü. Òàê áûëî è ñ òåîðèåé ãðóïï Ëè: ïðîãðåññ â òîïî-
ëîãè÷åñêîì è àëãåáðàè÷åñêîì àñïåêòàõ ñîïðîâîæäàëñÿ �çàáûâà-
íèåì� ìíîãèõ ïðåêðàñíûõ è ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ Êàðòàíà è Ëè.
Íî ýòà ÷åðòà ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò â êíèãå ×åáîòàðåâà. Êàæåò-
ñÿ, ÷òî àâòîð ÷óâñòâóåò ñåáÿ �ñâîèì ÷åëîâåêîì� â ìàòåìàòèêå êàê
XIX, òàê è ñåðåäèíû XX â. Òàê, â êíèãå ïðèñóòñòâóþò �çàáûòûå�
ê ýòîìó âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ âðîäå �áåñêîíå÷íûõ
ãðóïï� Ëè (èëè ïñåâäîãðóïï) Êàðòàíà, òàêèå ïðåêðàñíûå ðåçóëü-
òàòû êàê ïðèíàäëåæàùàÿ Ëè êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï, äåéñòâóþ-
ùèõ íà ïðÿìîé è íà ïëîñêîñòè è ò. ä.
Òàêîé æå õàðàêòåð è åùå îäíîé ìîíîãðàôèè Íèêîëàÿ Ãðèãîðüå-

âè÷à � �Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé�. Íàðÿäó ñ ìàòåðèàëîì
áîëåå èëè ìåíåå ñòàíäàðòíûì â ðóêîâîäñòâàõ ïî ýòîé îáëàñòè
(èíîñòðàííûõ: ðóññêèõ ê òîìó âðåìåíè íå áûëî) â íåé âñòðå÷à-
åòñÿ ìíîãî âîïðîñîâ, íûíå âûïàâøèõ èç ïîäîáíûõ ðóêîâîäñòâ:
òî÷êè Âåéåðøòðàññà, θ-ôóíêöèè, ïðîáëåìà Øîòêè, ïîâåðõíîñòè
ïåðåíîñà è ò. ä.
Òàêîé æå �êëàññè÷åñêèé� õàðàêòåð ìûøëåíèÿ ñêàçûâàåòñÿ íå

òîëüêî â äîñòèæåíèÿõ Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à, íî è â îøèáêàõ. ß
èìåþ â âèäó åãî ðàáîòû ïî ïðîáëåìå ðåçîëüâåíò. Â îäíîì ñâîåì
ïèñüìå îí ãîâîðèò: �Êðàñîòà â ìàòåìàòèêå èäåò ðóêà îá ðóêó ñ



9

öåëåñîîáðàçíîñòüþ, (. . . ) ìû ðåäêî íàçûâàåì èçÿùíûìè ðàññóæ-
äåíèÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê çàêîí÷åííîé öåëè�. Òàêîìó óòâåðæäåíèþ
ïðîòèâîðå÷àò, ïî êðàéíåé ìåðå íà äàííûé ìîìåíò, ýòè åãî ðàáîòû,
îêàçàâøèåñÿ îøèáî÷íûìè, õîòÿ îíè îñíîâàíû íà èñêëþ÷èòåëüíî
êðàñèâîé èäåå. Èìåííî ×åáîòàðåâ ïðåäïîëîæèë, ÷òî âîïðîñ î ñâå-
äåíèè óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó óðàâíåíèþ, êîýôôèöèåíòû êîòîðî-
ãî çàâèñÿò îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, çàâèñèò îò âîçìîæíî-
ñòè âëîæåíèÿ (ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè) åãî ãðóïïû Ãàëóà â
ãðóïïó Ëè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè (�ïðîáëåìà îäåâàíèÿ�).
Òàêîâà äåéñòâèòåëüíî ñèòóàöèÿ â óðàâíåíèÿõ 5-é ñòåïåíè: ýòî è
åñòü òåîðèÿ �óðàâíåíèÿ èêîñàýäðà� Êëåéíà. Èäåÿ Íèêîëàÿ Ãðèãî-
ðüåâè÷à, êàê êàçàëîñü, óñòàíàâëèâàëà ñîâåðøåííî íåîæèäàííóþ
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ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ êëàññè÷åñêèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè. Õî-
òÿ êîíêðåòíîå óòâåðæäåíèå îêàçàëîñü îøèáî÷íûì, ìíå êàæåòñÿ
âåðîÿòíûì, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ ìîæåò ñíîâà âîñêðåñíóòü â êàêîé-
òî âèäîèçìåíåííîé ôîðìå. Òàê ÷òî ×åáîòàðåâ îêàæåòñÿ âñå-òàêè
ïðàâûì â îáîèõ ñìûñëàõ: è â òîì, ÷òî ïðîáëåìà îäåâàíèÿ ñâÿçà-
íà ñ ïðîáëåìîé ðåçîëüâåíò è â ñâîåì ñóæäåíèè î ðîëè êðàñîòû â
ìàòåìàòèêå, ïðèâåäåííîì âûøå.
Ëþáîå ðàçâèòèå: êóëüòóðíîå, ñîöèàëüíîå, òåõíè÷åñêîå, � ÿâëÿ-

åòñÿ ñëîæíûì è ÷àñòî áîëåçíåííûì ïðîöåññîì. Îíî ñîñòîèò èç
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòðîåê ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ òàèò â ñåáå è âîçìîæíîñòü áîëåçíåííîãî ðàçâèòèÿ.
Â òîì, ÷òî ìàòåìàòèêà, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå óêëîíåíèÿ, ðàç-
âèâàåòñÿ ãàðìîíè÷íî, íå äîïóñêàÿ ðàçðûâîâ ñâîåãî åäèíîãî òåëà,
ãðîìàäíàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò òàêèì ìàòåìàòèêàì êàê Íèêîëàé
Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ, ñâîèì òâîð÷åñòâîì êàê áû ñîåäèíÿþùèì
ðàçíûå ïîêîëåíèÿ è äàæå ýïîõè.



ÍÈÊÎËÀÉ ÃÐÈÃÎÐÜÅÂÈ× ×ÅÁÎÒÀÐÅÂ
∗

Â.Â.Ìîðîçîâ1

Äî êîíöà äíåé ñâîèõ Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ (êîòîðîãî â ïîñëå-
äóþùåì àâòîð êàê ìàòåìàòèê, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åëîâåê, ñêëîí-
íûé ê ñïåöèàëüíûì îáîçíà÷åíèÿì, èìåíóåò ñîêðàùåííî ÍÃ) áûë
ñòðàñòíûì êóðèëüùèêîì � ïðèâû÷êà, ïðèîáðåòåííàÿ â ãîäû ïåð-
âîé ìèðîâîé âîéíû è ðàçðóõè. �Ïîêóðèøü � è ãîëîä êàê áóäòî
ïðîõîäèò�, � âñïîìèíàë îí. Ïàïèðîñ îí íå ëþáèë, ïðåäïî÷èòàÿ
èì ñèãàðåòû, êàæäóþ èç êîòîðûõ äåëèë ïîïîëàì è âñòàâëÿë â
ìóíäøòóê, íî è òî, êàê êàæåòñÿ, óïîòðåáëÿë îí èõ, ñêîðåå óñòó-
ïàÿ èíòåðåñàì îêðóæàþùèõ, ÷åì ñëåäóÿ ñîáñòâåííîìó âêóñó. Áî-
ëåå âñåãî ëþáèë îí ñâåðòûâàòü �öûãàðêè� � ñàìîêðóòêè èç ïî-
ëîâèíû ñòàíäàðòíîãî ëèñòèêà êóðèòåëüíîé áóìàãè, íà÷èíÿÿ èõ
îáûêíîâåííîé ìàõîðêîé. Íå ðàç, ïðèãîòîâëÿÿ î÷åðåäíóþ çàêóð-
êó, îí öèòèðîâàë íåâåñòü êåì ñî÷èíåííûå ñòèõè:

Êàìåíåöêè êàâàëåðû, ÷òî ãóëÿþò ïî íî÷àì,
Îíè òóðåöêèé òàáàê êóðÿò, íî ñ ìàõîðêîé ïîïîëàì!

Èìåííî â ãîðîäå Êàìåíåö-Ïîäîëüñêå2 â 1894 ãîäó 3 èþíÿ ñòàðîãî
ñòèëÿ, òî åñòü 15 èþíÿ íîâîãî ñòèëÿ, è ðîäèëñÿ ÍÃ.
Ê ýêñêóðñèÿì â ïðîøëîå ñ äàííûìè î ïðîèñõîæäåíèè ÍÃ âñå-

ãäà îòíîñèëñÿ íåîäîáðèòåëüíî, ðàñöåíèâàÿ ëþäåé òîëüêî ïî òîìó,
÷òî îíè ñàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé. Îäíàæäû, êîãäà åìó ïðèøëîñü
çàïîëíÿòü îäíó ñâåðõïîäðîáíóþ àíêåòó ñ ãðàôàìè î ðîäèòåëÿõ è
ðîäèòåëÿõ æåíû ÷óòü ëè íå äî ñåäüìîãî êîëåíà, îí ïðî÷åðêíóë â
íåé âñå ãðàôû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðîäèòåëÿì æåíû. �Êîãäà ÿ æåíèë-
ñÿ, ÿ íå òðåáîâàë îò ñâîåé æåíû ñâåäåíèé îá åå ïðîèñõîæäåíèè�,
� çàÿâèë îí. È â àâòîáèîãðàôèÿõ ñâîèõ ÍÃ íå óïîìèíàåò î ðîäè-
òåëÿõ. Åñòü òîëüêî óïîìèíàíèå î òîì, ÷òî îòåö åãî áûë ñóäåáíûì
äåÿòåëåì. �Ïðåäñåäàòåëü ñóäà â Óìàíè3, ïî÷åòíûé ãðàæäàíèí�,
� ïèøåò ÍÃ â îäíîé èç àíêåò.

∗Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ/ïîä ðåä. Þ.Á.Åðìîëàåâà. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñê. óí-òà, 1994.
� Ñ. 9�53.

1Ïðèìå÷àíèÿ äàíû â êîíöå î÷åðêà
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Âïðî÷åì, âñÿêîãî ðîäà áóìàæíîå äåëîïðîèçâîäñòâî ÍÃ îðãàíè-
÷åñêè íåíàâèäåë è çàíèìàòüñÿ èì íå óìåë.

Ñîâåðøåííî ïîðàçèòåëüíûé ïðèìåð ýòîãî � îðãàíèçà-
öèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ïðè Êàçàíñêîì óíè-
âåðñèòåòå ïîñëå Îòå÷åñòâåííîé âîéíû. Òîãäà ÍÃ ïðåä-
ñòàâèë â ìèíèñòåðñòâî âñå òðåáóåìûå ìàòåðèàëû, íî
óòâåðæäåíèå øòàòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòèå èíñòè-
òóòà çàäåðæàëîñü ïî÷òè íà ïîëãîäà èç-çà òîãî, ÷òî, ïðå-
äóñìîòðåâ äîëæíîñòè ñåêðåòàðåé, ëàáîðàíòîâ, íàó÷íûõ
ñîòðóäíèêîâ è ò.ä., ÍÃ íå ïðåäóñìîòðåë òîëüêî ïóñòÿêà
� äîëæíîñòè äèðåêòîðà èíñòèòóòà.

Íå ëþáèë îí çàïîëíÿòü àíêåòû è ïèñàòü àâòîáèîãðàôèè (êòî
ýòî ëþáèò? Òåðêèí äàæå íà òîì ñâåòå ïûòàëñÿ óêëîíèòüñÿ îò
ýòîãî), à â ïîñëåäíèå ãîäû âîéíû è ïåðâûå ïîñëåâîåííûå ãîäû íàñ
çàõâàòèë öåëûé øòîðì ýòèõ áóìàã. Â ëè÷íîì äåëå ÍÃ õðàíèòñÿ
åãî àâòîáèîãðàôèÿ 1944 ãîäà � äîêóìåíò, âåðîÿòíî, óíèêàëüíûé:

�Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ ðîäèëñÿ â 1894 ãîäó.
Ïî îêîí÷àíèè Êàìåíåö-Ïîäîëüñêîé ãèìíàçèè (1912) è
Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà (1916) áûë îñòàâëåí àñïèðàí-
òîì. Â 1918 ãîäó áûë ñäåëàí äîöåíòîì. Â 1921 ãîäó ïåðå-
åõàë â Îäåññó, ãäå áûë ñåêðåòàðåì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-
ñêîé êàôåäðû ïðè Èíñòèòóòå íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ, à
ñ 1927�284 ãîäà ñîñòîèò ïðîôåññîðîì Êàçàíñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà�.

Åñòü îñíîâàíèÿ äóìàòü, ÷òî ýòà àâòîáèîãðàôèÿ ÷åðåñ÷óð ïîäðîá-
íà. Îäíàæäû ÿ è ÍÃ ñèäåëè, ñîñòàâëÿÿ î÷åðåäíóþ ïàðòèþ äîêó-
ìåíòàöèè; ïîêà ÿ èçíûâàë â ìóêàõ òâîð÷åñòâà íàä àâòîáèîãðàôè-
åé, ÍÃ çàêîí÷èë è ïîêàçàë ìíå ñâîþ. ß îáîìëåë, ïðî÷èòàâ:

�Àâòîáèîãðàôèÿ. ß ðîäèëñÿ â 1894 ãîäó â Êàìåíåö-Ïî-
äîëüñêå. Â æèçíè ìîåé íè÷åãî ñóùåñòâåííîãî íå ïðî-
èçîøëî. Í. ×åáîòàðåâ�,

è íà÷àë óãîâàðèâàòü ÍÃ íàïèñàòü ÷óòü ïîäðîáíåå � ïîäîçðåâàþ,
÷òî âûøå è ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ìîèõ óñèëèé. Âñå æå áûëî äâà
ñëó÷àÿ, êîãäà ÍÃ ïèñàë ñâîþ àâòîáèîãðàôèþ âñåðüåç: ïåðâûé
ñëó÷àé � åãî �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ àâòîáèîãðàôèÿ�, äîâåäåííàÿ, ê
ñîæàëåíèþ, ëèøü äî 1925 ãîäà; â íåé ñîäåðæèòñÿ ðÿä àâòîáèîãðà-
ôè÷åñêèõ ñâåäåíèé, è ÿ øèðîêî ïîëüçóþñü åþ, îïèñûâàÿ ïåðèîä
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æèçíè ÍÃ äî ïîÿâëåíèÿ åãî â Êàçàíè. Âòîðîé ñëó÷àé � ïðèïèñû-
âàåìûé ìíå áèîãðàôè÷åñêèé î÷åðê â áðîøþðå �Íèêîëàé Ãðèãî-
ðüåâè÷ ×åáîòàðåâ. Êàçàíü, 1945�. Â ñâÿçè ñî 140-ëåòíèì þáèëååì
Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà âîçíèêëà ìûñëü î ñîçäàíèè ñåðèè áðî-
øþð, ïîñâÿùåííûõ êðóïíåéøèì óíèâåðñèòåòñêèì ó÷åíûì, è ìíå
áûëî ïîðó÷åíî ñîñòàâèòü áèîãðàôè÷åñêèé î÷åðê î ÍÃ; ÿ ñîîáùèë
åìó îá ýòîì è ïðåäóïðåäèë, ÷òî ïî ýòîìó ïîâîäó ñîáèðàþñü åãî
èíòåðâüþèðîâàòü. Íå óñïåë ÿ ñâîå áëàãîå íàìåðåíèå ïðåòâîðèòü
â äåéñòâèå, êàê ÍÃ íåîæèäàííî ñàì ïîÿâèëñÿ ó ìåíÿ, âûòàùèë
èç ñâîåãî íåèçìåííîãî ñïóòíèêà-÷åìîäàíà íåñêîëüêî èñïèñàííûõ
ëèñòîâ è îáúÿâèë ìíå â ñëåãêà âîçáóæäåííîì òîíå, ÷òî îí íàïè-
ñàë äëÿ ìåíÿ âñå, ÷òî ñëåäîâàëî íàïèñàòü; ñìûñë ðå÷åé åãî áûë
òàêîâ, ÷òî ïðåäîñòàâü îí ìíå íàïèñàòü ýòî ñàìîìó, ÿ íåïðåìåííî
íàïèñàë áû êàêóþ-íèáóäü ÷åïóõó. È ÿ âçÿë ýòîò î÷åðê æèçíè è
òâîð÷åñòâà è îïóáëèêîâàë åãî ïîä ñâîèì èìåíåì, âêëþ÷èâ â íåãî
ëèøü íåêîòîðûå ìîè ðåìèíèñöåíöèè, à òàêæå íåñêîëüêî ôðàç,
òðåáóåìûõ â òàêèõ ñî÷èíåíèÿõ îáùåñîþçíûì ñòàíäàðòîì.
Ìèìîëåòíîå óïîìèíàíèå â �Ìàòåìàòè÷åñêîé àâòîáèîãðàôèè�

(öèòèðóåìîé íèæå, êàê ÌÀ) î �òâåðäûõ âîñïèòàòåëüíûõ ïðèí-
öèïàõ ðîäèòåëåé� è áåãñòâå â ìàòåìàòèêó êàê îáëàñòü, íå ïîä÷è-
íåííóþ èõ êîíòðîëþ, íàâîäèò íà ìûñëü îá èõ ñåìüå, îðãàíèçóå-
ìîé íåêèì íåïðåðåêàåìûì àâòîðèòåòîì, íî ëèøåííîé âíóòðåííåé
ñïàéêè. Ïî-âèäèìîìó, ÍÃ áûë äîâîëüíî áëèçîê ê îòöó, Ãðèãîðèþ
Íèêîëàåâè÷ó, íî ìàòü, Âåðà Íèêîëàåâíà, åãî ïîäàâëÿëà. Æåíùè-
íà ýíåðãè÷íàÿ è ðåøèòåëüíàÿ, îíà ïîñâÿòèëà ñåáÿ ñåìüå è äëÿ åå
áëàãà áûëà ãîòîâà íà âñå: òàê, â 1910 ãîäó, êîãäà ïîñëå ïåðåíåñåí-
íîé òÿæåëîé ôîðìû ýêññóäàòèâíîãî ïëåâðèòà ó ÍÃ ñèñòåìàòè÷å-
ñêè îòìå÷àëîñü ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû è åìó áûëî ðåêîìåíäî-
âàíî ëå÷åíèå íà Ðèâüåðå, îíà íå ïîêîëåáàëàñü ïðîäàòü áîëüøóþ
÷àñòü îáñòàíîâêè, ÷òîáû ïîâåçòè äåòåé â Èòàëèþ; ïîçæå, â ãîäû
ðàçðóõè, ñ òîé æå ýíåðãèåé îíà çàíÿëàñü òîðãîâëåé íà áàçàðå è
ýòèì ïðîêàðìëèâàëà ñåìüþ. Â ýòó æå ïîðó áëàãîäåíñòâèÿ (ïðåä-
ñåäàòåëü ñóäà ÿâëÿëñÿ âàæíûì ãîðîäñêèì ñàíîâíèêîì è óæ âî
âñÿêîì ñëó÷àå áûë õîðîøî îáåñïå÷åííûì ëèöîì) îíà ñòðåìèëàñü
âñÿ÷åñêè ïîääåðæàòü ÷åñòü ñåìüè è, â ÷àñòíîñòè, äàòü äåòÿì âîñ-
ïèòàíèå, ïîäîáàþùåå èõ ïîëîæåíèþ; âðÿä ëè ïðè ýòîì ìîæíî
áûëî îæèäàòü, ÷òîáû ìíîãî âíèìàíèÿ îáðàùàëîñü íà æåëàíèÿ è
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îñîáåííîñòè äåòåé � òàê, ïîëó÷åííûå ÍÃ â ìîëîäîñòè óðîêè òàí-
öåâ ÿâíî íå ïîøëè åìó âïðîê. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî èìåííî îíà
äåðæàëà â ñåìüå áðàçäû ïðàâëåíèÿ, äåðæàëà èõ êðåïêî è íåñêîëü-
êî äåñïîòè÷íî, è ñ ýòèì íå ìîã ïðèìèðèòüñÿ æèâîé õàðàêòåð ÍÃ;
ìåæäó ìàòåðüþ è ñûíîì íå âîçíèêëî óêðàøàþùåãî ñåìåéíûå îò-
íîøåíèÿ âçàèìíîãî äîâåðèÿ, îí ñòîðîíèëñÿ ìàòåðè, è, âîçìîæíî,
ýòîìó è áûëà îáÿçàíà íàøà ìàòåìàòèêà ïîÿâëåíèåì â íåé êðóïíî-
ãî àëãåáðàèñòà. Ãðèãîðèé Íèêîëàåâè÷ ïîñëå ðåâîëþöèè ðàáîòàë
óæå íå ïî ñâîåé ñïåöèàëüíîñòè, ñêîí÷àëñÿ îí â 1922 ãîäó îò õî-
ëåðû â Îäåññå, Âåðà æå Íèêîëàåâíà âïîñëåäñòâèè îòïðàâèëàñü ê
ñåñòðàì â Êðàñíîäàð, ãäå è ïðîâåëà îñòàòîê äíåé ñâîèõ: ñêîí÷à-
ëàñü îíà â 1935 ãîäó. Áûë ó ÍÃ áðàò � ìåäèê (ìîëîæå åãî); âî
âðåìÿ âîéíû îí áûë ìîáèëèçîâàí; çà ïðåäåëàìè Ðîññèè çàáîëåë
òèôîì è ïî âûçäîðîâëåíèè îñòàëñÿ â Þãîñëàâèè; ÍÃ íå èìåë ñ
íèì ñâÿçåé.
Äàëåå ñëåäóåò íàïèñàòü òðàäèöèîííóþ ôðàçó: ñêëîííîñòü ê ìà-

òåìàòèêå ÍÃ ïðîÿâëÿë åùå ñ äåòñòâà. Â 1909 ãîäó 15-ëåòíèì ìàëü-
÷èêîì îí èçó÷àåò ëîãàðèôìû, áèíîì Íüþòîíà è íåîïðåäåëåííûå
óðàâíåíèÿ è äàåò ñàìîñòîÿòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìàëîé òåîðå-
ìû Ôåðìà, óñëûøàâ î íåé îò îäíîé ñòàðøåé ãèìíàçèñòêè; â òî
æå âðåìÿ åãî çàèíòåðåñîâûâàþò çàêîí èçìåíåíèÿ àòìîñôåðíîãî
äàâëåíèÿ ñ âûñîòîé è çàäà÷à î ëèíèè ïîãîíè, îí ðàçìûøëÿåò î
íèõ, íî êîíå÷íî, íè ê êàêèì ðåçóëüòàòàì íå ïðèõîäèò, èáî î âûñ-
øåé ìàòåìàòèêå îí â òî âðåìÿ åùå íå èìåë ïðåäñòàâëåíèÿ: âñå
êóðñû âûñøåé ìàòåìàòèêè, èìåâøèåñÿ â Êàìåíåö-Ïîäîëüñêîì,
âñïîìèíàåò îí â ÌÀ, áûëè ñîñðåäîòî÷åíû â ãèìíàçè÷åñêîé áèá-
ëèîòåêå è íàõîäèëèñü â �äîëãîñðî÷íîé àðåíäå� ó È.ß. Øòàéåðìà-
íà, ó÷èâøåãîñÿ äâóìÿ ãîäàìè ñòàðøå. ×åðåç ãîä îòåö êóïèë ÍÃ
ïåðâûå êíèãè ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå � �Àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåò-
ðèþ� Ïðæåâàëüñêîãî è ñòàòüþ Ëîáà÷åâñêîãî �Î íà÷àëàõ ãåîìåò-
ðèè� ñ ïðèìå÷àíèÿìè Æåëòóõèíà (êîòîðóþ â òîò ãîä, êàê ïèñàë
ÍÃ, îí òàê è íå ìîã ïîíÿòü); îäíîâðåìåííî ïåðåä íèì ñîáëàç-
íèòåëüíûì âèäåíèåì ìåëüêíóëè êíèãè ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó è
èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèÿì, îäíàêî Ãðèãîðèé Íèêîëàåâè÷ óñî-
ìíèëñÿ â ñïîñîáíîñòè ñûíà ïîíÿòü èõ â ýòîì âîçðàñòå, òàê ÷òî ïî-
êóïêà íå ñîñòîÿëàñü. Áîëåå ñ÷àñòëèâûì îêàçàëñÿ ñëåäóþùèé ãîä
� îòåö êóïèë äëÿ ÍÃ �Ýëåìåíòû âûñøåé ìàòåìàòèêè� Ëîðåíöà;
â òîì æå ãîäó ÍÃ ðàçîáðàëñÿ â ñòàòüå Ëîáà÷åâñêîãî â òàêîé ìåðå,
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÷òî ñìîã ïîëó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíûé ðåçóëüòàò � ïðåäñòàâëåíèå
óðàâíåíèé îêðóæíîñòè è îðèöèêëà â åäèíîé ôîðìå.
Çàêîí÷èâ â 1912 ãîäó ãèìíàçèþ è âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðåâîäîì

îòöà â Êèåâ, íåâçèðàÿ íà ñîìíåíèÿ ðîäèòåëåé, êîòîðûì ìàòåìà-
òèêà ïðåäñòàâëÿëàñü òðóäíîé ñïåöèàëüíîñòüþ, ÍÃ ïîñòóïèë íà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, èëè,
êàê åãî íàçûâàëè òîãäà, Óíèâåðñèòåòà ñâ. Âëàäèìèðà. Â ÷èñëå
åãî óíèâåðñèòåòñêèõ êîëëåã áûëè îäíîêóðñíèê À.Á. Âåðèãî, âïî-
ñëåäñòâèè ïîëó÷èâøèé èçâåñòíîñòü ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè êîñ-
ìè÷åñêèõ ëó÷åé, à íà ÷åòâåðòîì êóðñå â òî âðåìÿ ó÷èëèñü Î.Þ.
Øìèäò è Á.Í. Äåëîíå � ïîñëåäíèé îêàçàë áîëüøîå âëèÿíèå íà
íàïðàâëåíèå ïåðâûõ ðàáîò ÍÃ; â ÷àñòíîñòè, îò íåãî ÍÃ âïåðâûå
óñëûøàë î ïðîáëåìå Ôðîáåíèóñà, ðåøåíèå êîòîðîé ñîñòàâèëî òå-
ìó äèññåðòàöèè ÍÃ è ïðèíåñëî åìó çàñëóæåííóþ ñëàâó.
Â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû íà ïåðâîì êóðñå ÍÃ çàíèìàëñÿ ãëàâíûì

îáðàçîì ó÷åáíûìè ïðåäìåòàìè: ëåòîì, ïðè ïåðåõîäå íà âòîðîé
êóðñ, îí ïåðåâåë íà ðóññêèé ÿçûê áîëüøóþ ÷àñòü ñîêðàùåííîãî
ó÷åáíèêà àëãåáðû Âåáåðà, îäíîâðåìåííî èçó÷èâ òåîðèþ Ãàëóà è
îâëàäåâ íåìåöêèì ÿçûêîì.

Íåìåöêîé ïèñüìåííîé ðå÷üþ ÍÃ âëàäåë ïðåêðàñíî �
îâëàäåòü åþ åìó ïîìîãëà åùå ðàáîòà åãî ñ Þ.Ã. Ðàáèíî-
âè÷åì íàä ïåðåâîäîì åãî ñòàòüè î ïëîòíîñòÿõ íà íåìåö-
êèé ÿçûê (ÿ ïîìíþ, ÷òî ðåôåðàòû äëÿ �Zentralblatt f�ur
Mathematik� îí ïèñàë ïðÿìî íà áåëîâèê áåç ïîìàðîê).
Íåìåöêîé óñòíîé ðå÷üþ îí âëàäåë õóæå: ê èíòåðåñíûì
ñòðî÷êàì î ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ Ë.À. Ëþñòåðíèêîì â
�17 ÌÀ ñëåäóåò äîáàâèòü âîñïîìèíàíèå ÍÃ î òîì, ÷òî,
ïðèåõàâ â Ãåðìàíèþ, îí îáíàðóæèë, ÷òî æèòåëè òàì
î÷åíü ïëîõî ãîâîðÿò ïî-íåìåöêè. Îí âñòðåòèë òîëüêî
îäíîãî ÷åëîâåêà, ãîâîðèâøåãî ïî-íåìåöêè èñêëþ÷èòåëü-
íî ÷èñòî è ÿñíî, íî íà êîìïëèìåíò ÍÃ � �Êàê Âû õîðî-
øî ãîâîðèòå ïî-íåìåöêè!� � òîò, óëûáíóâøèñü, îòâåòèë:
�Ýòî ïîòîìó, ÷òî ÿ ðóññêèé!�
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Ñî âòîðîãî êóðñà ÍÃ ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â àëãåáðàè÷åñêîì ñå-
ìèíàðå ïðîô. Ä.À. Ãðàâå. Çäåñü íà÷èíàåòñÿ åãî èññëåäîâàòåëü-
ñêàÿ ðàáîòà è, ïî ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, ðàáîòà ïî ïîâû-
øåíèþ êâàëèôèêàöèè: îí èçó÷àåò òåîðèþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî ìîíîãðàôèè Ãåíçåëÿ-
Ëàíäñáåðãà, àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïî Ãåíçåëþ è ò.ä. Â ñâîèõ äî-
êëàäàõ íà ñåìèíàðå Ãðàâå îí ñîîáùàåò î ïîëó÷åííûõ èì îðè-
ãèíàëüíûõ ðåçóëüòàòàõ, âïîñëåäñòâèè âîøåäøèõ â åãî ñòàòüè è
ìîíîãðàôèè. Ïîñëåäíèé ãîä åãî ñòóäåí÷åñêîé æèçíè ïðîòåêàë â
òÿæåëûõ óñëîâèÿõ âîåííîãî âðåìåíè: îñåíüþ 1915 ãîäà Óíèâåð-
ñèòåò ñâ. Âëàäèìèðà áûë ýâàêóèðîâàí â Ñàðàòîâ, ïðè÷åì ãëàâ-
íàÿ óíèâåðñèòåòñêàÿ áèáëèîòåêà ëåæàëà òàì â ÿùèêàõ, è ìîæíî
áûëî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ìàëåíüêîé áèáëèîòåêîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî êàáèíåòà, à ýòî îñëîæíÿëî íàó÷íóþ ðàáîòó; êðîìå òîãî, âî-
îáùå æèçíü çàïîëíÿëàñü ìàññîé áûòîâûõ çàáîò. Íî ÍÃ íå ðàç
ãîâàðèâàë, ÷òî åãî íàó÷íàÿ ïðîäóêòèâíîñòü âîçðàñòàëà â íàè-
áîëåå òðóäíûå ïåðèîäû åãî æèçíè � è â ýòîò ïåðèîä åãî íà-
ó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ñòàëà èíòåíñèâíåé: îí äàåò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì ìîíîäðîìèè è Äåäåêèíäà è ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ
áåç àôôåêòà, êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, ñîâïàäàþùèé ñî ñïî-
ñîáîì Áàóýðà. �Ìîÿ äèïëîìíàÿ ðàáîòà, âñïîìèíàë ÍÃ, ñîñòîÿëà
èç êîíñïåêòà ïî òåîðèè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðûé ÿ ãîòîâèë
äëÿ êàêîãî-òî íåñîñòîÿâøåãîñÿ ñåìèíàðà. Êîíñïåêò áûë ñîñòàâ-
ëåí äîâîëüíî ïëîõî è äàæå ñîäåðæàë îøèáêè, íî îí âêëþ÷àë â
ñåáÿ òåîðåìó ìîíîäðîìèè, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåäåêèíäà è
ñïîñîá íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé áåç àôôåêòà. Ä.À. Ãðàâå, íå ÷è-
òàÿ, ñäåëàë íà êîíñïåêòå îäîáðèòåëüíóþ íàäïèñü, íà îñíîâàíèè
êîòîðîé ãîñóäàðñòâåííàÿ êîìèññèÿ ïîñòàâèëà ìíå çà íåãî �âåñüìà
óäîâëåòâîðèòåëüíî�.

Â ãîñóäàðñòâåííîì àðõèâå ÓÑÑÐ â äåëå îá îñòàâëåíèè
â Êèåâñêîì óíèâåðñèòåòå ïðîôåññîðñêèìè ñòèïåíäèà-
òàìè Ðóñåöêîãî, Òàðàñåâè÷à è ×åáîòàðåâà áûëà îáíà-
ðóæåíà ðóêîïèñü ÍÃ ïîä íàçâàíèåì �Íåñêîëüêî ïðèëî-
æåíèé òåîðèè èäåàëîâ ê àëãåáðå� (îïóáëèêîâàíà Â.À.
Äîáðîâîëüñêèì â �Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäî-
âàíèÿõ�, XIV, 1961), ïðåäñòàâëåííàÿ, ïî ñîâðåìåííîé
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òåðìèíîëîãèè, â êà÷åñòâå ðåôåðàòà ïî èçáðàííîé ñïå-
öèàëüíîñòè. Âèäèìî, îíà ÿâëÿåòñÿ èçâëå÷åíèåì èç äè-
ïëîìíîé ðàáîòû � âñå ðåçóëüòàòû, î êîòîðûõ óïîìèíà-
åò ÍÃ, â íåé ñîäåðæàòñÿ, îäíàêî êîíñïåêòîì ïî òåîðèè
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë åå íàçâàòü íåëüçÿ.

Ïî îêîí÷àíèè óíèâåðñèòåòà ÍÃ áûë îñòàâëåí ïðè íåì �äëÿ ïðè-
ãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ�. Åñëè íûíå ó íàñ ñóùå-
ñòâóþò äâå ó÷åíûå ñòåïåíè � êàíäèäàòñêàÿ (íàçâàíèå êîòîðîé
âûáðàíî âåñüìà íåóäà÷íî), äëÿ äîñòèæåíèÿ êîòîðîé íóæíî ñäàòü
êàíäèäàòñêèå ýêçàìåíû ïî ñïåöèàëüíîñòè, èíîñòðàííîìó ÿçûêó
è ïî îñíîâàì ìàðêñèçìà-ëåíèíèçìà, à çàòåì çàùèòèòü êàíäèäàò-
ñêóþ äèññåðòàöèþ, è äîêòîðñêàÿ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðîé íóæíî
èìåòü ñòåïåíü êàíäèäàòà è çàùèòèòü äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ,
òî â äîðåâîëþöèîííîå âðåìÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé áûëî òðè: ïåðâàÿ �
êàíäèäàòñêàÿ, ïðèñóæäàâøàÿñÿ êàæäîìó, óñïåøíî çàêîí÷èâøå-
ìó óíèâåðñèòåò ñ çàùèòîé äèïëîìíîé ðàáîòû, âòîðàÿ � ìàãèñòåð-
ñêàÿ (îäíî èç çíà÷åíèé ëàòèíñêîãî ñëîâà �ìàãèñòð� � ó÷èòåëü, íà-
ñòàâíèê), ýêâèâàëåíòíàÿ ñîâðåìåííîé êàíäèäàòñêîé � äëÿ åå ïî-
ëó÷åíèÿ òðåáîâàëîñü ñäàòü ìàãèñòåðñêèå ýêçàìåíû, âêëþ÷àâøèå,
êîíå÷íî, òîëüêî ýêçàìåíû ïî ñïåöèàëüíîñòè (âñëåäñòâèå ïî÷òè
ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå,
êàæäîìó íàó÷íîìó ðàáîòíèêó â òî âðåìÿ âîëåé-íåâîëåé ïðèõîäè-
ëîñü îñâàèâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðåäåëàõ ÷òåíèÿ ñïåöèàëüíîé
ëèòåðàòóðû, äâà�òðè ÿçûêà) è çàùèòèòü ìàãèñòåðñêóþ äèññåð-
òàöèþ, è òðåòüÿ � äîêòîðñêàÿ. Çàäà÷åé ëèöà, îñòàâëåííîãî äëÿ
ïðèãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ (àíàëîã íàøåé àñïèðàí-
òóðû), áûëà ñäà÷à ìàãèñòåðñêèõ ýêçàìåíîâ è ïîäãîòîâêà äèññåð-
òàöèè. Îñòàâëåíèå ïðîâîäèëîñü îáû÷íî íà äâà ãîäà, è àáèòóðèåíò
ïîëó÷àë ñîîòâåòñòâóþùåå ñîäåðæàíèå � ñòèïåíäèþ. Îäíàêî òÿ-
æåëûå ãîäû âîéíû è ðàçðóõè ìàëî áëàãîïðèÿòñòâîâàëè èññëåäî-
âàòåëüñêîé ðàáîòå ÍÃ: îí äîëæåí áûë èñêàòü äîïîëíèòåëüíûé çà-
ðàáîòîê (ðàáîòàë ïðåïîäàâàòåëåì ìàòåìàòèêè â Ëåñíîé ãèìíàçèè
â Ïóùå Âîäèöå áëèç Êèåâà) è ñìîã òîëüêî ëèøü ïðèãîòîâèòüñÿ ê
ýêçàìåíàì � âïðî÷åì, ýêçàìåíàì Ä.À. Ãðàâå íå ïðèäàâàë áîëü-
øîãî çíà÷åíèÿ, ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàÿ, ÷òî ñóòü íå â ýêçàìåíàõ, à
â ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå. Êàê áû òî íè áûëî, 15 îêòÿáðÿ 1918
ãîäà ÍÃ âûäåðæàë ìàãèñòåðñêèå ýêçàìåíû è ïî ïðî÷òåíèè äâóõ
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ïðîáíûõ ëåêöèé, îäíà èç êîòîðûõ ïîñâÿùàëàñü îáîáùåíèþ êîì-
ïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à âòîðàÿ (íà òåìó,
ïðåäëîæåííóþ ôàêóëüòåòîì) � ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíå ïîâåðõ-
íîñòåé, áûë �ñäåëàí äîöåíòîì�, êàê íàïèñàë ÍÃ â öèòèðîâàííîé
âûøå àâòîáèîãðàôèè, ò. å. ïîëó÷èë çâàíèå ïðèâàò-äîöåíòà.

Ýêçàìåíû, � âñïîìèíàë ÍÃ, íà÷àëèñü �òîðæåñòâåííûì�
âîïðîñîì Ä.À. Ãðàâå: �Ñêàæèòå, ÍÃ, êîãäà ëèíåéíàÿ
ïîäñòàíîâêà îáðàòèìà?� Íà ÷òî ïîñëåäîâàë íå ìåíåå
òîðæåñòâåííûé îòâåò: �Ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà îáðàòèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü åå îòëè÷åí îò
íóëÿ!� Ïîñëåäîâàëî åùå íåñêîëüêî âîïðîñîâ è îòâåòîâ
òîãî æå ðîäà, íî âíóøèâøèõ íåìàëîå óâàæåíèå âòîðî-
ìó ÷ëåíó êîìèññèè � íåìàòåìàòèêó, à ïîòîì Ä.À. Ãðàâå
�ðàçîøåëñÿ� è íà÷àë ñïðàøèâàòü ÍÃ �ïî-íàñòîÿùåìó�.

Ïîñëå ýòîãî äî 1921 ãîäà ÍÃ æèë â Êèåâå è �äîâîëüíî ïðè-
ëè÷íî çàðàáàòûâàë, ãëàâíûì îáðàçîì, ÷àñòíûìè óðîêàìè�. Òî,
÷òî ðàçìåðû ñâîåãî çàðàáîòêà ÍÃ ñ÷èòàë äîâîëüíî ïðèëè÷íûìè,
îáúÿñíÿåòñÿ, êàê ÿ äóìàþ, ñêîðåå âñåãî âåñüìà íåçíà÷èòåëüíûìè
ïîòðåáíîñòÿìè (îíè òàêèìè è îñòàëèñü äî ïîñëåäíèõ äíåé), èáî
âåë îí, ïî ñóùåñòâó, ñòóäåí÷åñêèé îáðàç æèçíè � íåäàðîì äâîð-
íèê äîìà, ãäå îí æèë, ïðè ïðåäñòàâëåíèè ñâåäåíèé î æèëüöàõ â
ñîîòâåòñòâóþùèå èíñòàíöèè îá ÍÃ ïèñàë: çâàíèå � äîöåíò, çàíÿ-
òèå � ñòóäåíò. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ýòè ãîäû áûëè òÿæåëûìè
äëÿ âñåõ; ðîäèòåëè ÍÃ æèëè â ýòî âðåìÿ â Îäåññå. Ãðèãîðèé Íè-
êîëàåâè÷, áûâøèé ïðåäñåäàòåëü îêðóæíîãî ñóäà, â ïîñëåðåâîëþ-
öèîííîì þðèäè÷åñêîì ìèðå îêàçàëñÿ ÿâíî íåæåëàòåëüíîé ïåðñî-
íîé, ðàáîòàë íå ïî ñïåöèàëüíîñòè è èìåë íèùåíñêèé çàðàáîòîê
� êîðî÷å ãîâîðÿ, ðîäèòåëè ÍÃ ãîëîäàëè, è ïåðåä ÍÃ âñòàëà ïðî-
áëåìà îáúåäèíåíèÿ ñ íèìè; íî ïåðååçäû ñ èìóùåñòâîì, õîòÿ áû è
ìàëåíüêèì, ïðåäñòàâëÿëè â òî âðåìÿ ïî÷òè íåïðåîäîëèìûå òðóä-
íîñòè, à ó ñàìîãî ÍÃ èìóùåñòâà, êîíå÷íî, íå áûëî, è îí ðåøèë
ïåðååõàòü â Îäåññó ñàì; ïðàâäà, åãî ñìóùàë âîïðîñ î çàðàáîòêå,
íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîëüçó Îäåññû ïîâëèÿëà âñòðå÷à ñ Â.Ô.
Êàãàíîì, ðàáîòàâøèì òîãäà â Îäåññå.

�Îí îáåùàë ìíå âñÿ÷åñêîå ñîäåéñòâèå, íî íå ìîã ãàðàí-
òèðîâàòü çàðàáîòêà. Âìåñòå ñ òåì îí ïðåëüñòèë ìåíÿ
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ïåðñïåêòèâîé ïå÷àòàíèÿ â æóðíàëàõ, êîòîðûå â òî âðå-
ìÿ èçäàâàëèñü â Îäåññå; â Êèåâå æå æóðíàëû íå âûõî-
äèëè. ß âñïîìèíàþ ñâîþ ôðàçó: �Ïîäóìàéòå, ìíå åùå
íè ðàçó íå óäàëîñü íàïå÷àòàòüñÿ�, íà êîòîðóþ ìîé ñîáå-
ñåäíèê ìíîãîçíà÷èòåëüíî íå ïîäàë ðåïëèêè�, � ïèñàë
ÍÃ â ÌÀ.

Íî è ïîñëå ïåðååçäà ÍÃ â Îäåññó ìàòåðèàëüíîå ïîëîæåíèå ñå-
ìüè îñòàâàëîñü î÷åíü òÿæåëûì. Äîëæíîñòü ñâåðõøòàòíîãî ïðî-
ôåññîðà Èíñòèòóòà íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ, âèäèìî, íå äàâàëà çà-
ðàáîòêà, ÷àñòíûõ óðîêîâ ÍÃ ïîëó÷èòü íå ìîã, ê òîìó æå, êàê
îí ñàì ïèñàë, åãî ïðåïîäàâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü íå îòëè÷àëàñü
âûñîêèì êà÷åñòâîì: �Â 1923 ãîäó ñäåëàëñÿ ïðåïîäàâàòåëåì Ñîâ-
ïàðòøêîëû (!), íî íå èìåë óñïåõà�. Îäåññêèå ìàòåìàòèêè Ñ.Î.
Øàòóíîâñêèé, Â.Ô. Êàãàí, Þ.Ã. Ðàáèíîâè÷ âûõëîïîòàëè ÍÃ àêà-
äåìè÷åñêèé ïàåê, ñòàâøèé äëÿ íåãî áîëüøîé ïîääåðæêîé; ÷òî æå
êàñàåòñÿ íàó÷íîãî êîíòàêòà, òî åãî, êàê âñïîìèíàåò ÍÃ, ñ íèìè íå
óñòàíîâèëîñü: �Ìíå áûëî ÷óæäî èõ íàïðàâëåíèå, êîòîðîå ñâîäè-
ëîñü ê ñòðîãîìó îáîñíîâàíèþ íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí�.
Çàòî ñîáñòâåííàÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ÍÃ â ýòîò ïåðèîä õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ðàñöâåòîì: â 1921 ãîäó îí ïîëó÷èë íîâîå äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû Êðîíåêåðà�Âåáåðà, íî ñàìîå ãëàâíîå � ëåòîì
1922 ãîäà (êîãäà â Îäåññå ñâèðåïñòâîâàëà õîëåðà, óíåñøàÿ â ìî-
ãèëó åãî îòöà) ÍÃ çàâåðøèë ðàáîòó ïî ïëîòíîñòÿì ìíîæåñòâ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ïîäñòàíîâîê ãðóïïû Ãàëóà
çàäàííîãî íîðìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòó ðàáîòó îí �îá-
äóìûâàë, íîñÿ âîäó èç íèæíåé ÷àñòè ãîðîäà (Ïåðåñûïè â Îäåñ-
ñå) â âåðõíþþ, èëè íîñÿ âåäðà ñ êàïóñòîé íà áàçàð, ãäå ìîÿ ìàòü
ïðîäàâàëà åå è ýòèì ïðîêàðìëèâàëà âñþ ñåìüþ� (ïèñüìî ÍÃ ê
Ðîêîòîâñêîìó). Ðàáîòà ýòà ñûãðàëà áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè
òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Åå ïåðåâîä â 1925 ãîäó ïîÿâèëñÿ
â �Mathematische Annalen�, è �Tschebotare�sche Dichtigkeitssatz�5

ïðèíåñëè ìîëîäîìó ó÷åíîìó ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü.
À ìîëîäîé ó÷åíûé â ýòî âðåìÿ áûë òåì áîëåå ñåðüåçíî îçàáî÷åí

ñâîèì æèòåéñêèì óñòðîéñòâîì, ÷òî â 1924 ãîäó æåíèëñÿ. Áûëà
ïîïûòêà ïîñòóïèòü íà ðàáîòó â Ìîñêâó � îíà îêàçàëàñü íåóäà÷-
íîé, � ÍÃ ñíîâà âîçâðàòèëñÿ â Îäåññó, ãäå îñòàâàëàñü åãî ñåìüÿ,
è ñäåëàëñÿ ñåêðåòàðåì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé êàôåäðû ïðè
Îäåññêîì èíñòèòóòå íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ. Òðóäíî ïðåäñòàâèòü
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ñåáå, ÷òî ýòî áûëà çà äîëæíîñòü, íî î÷åâèäíî îäíî � çàðïëàòà
òàì áûëà ìèçåðíàÿ, à ìåæäó òåì â 1926 ãîäó ó ÍÃ ðîäèëñÿ ñûí, ïî
ñåìåéíîé òðàäèöèè íàçâàííûé Ãðèãîðèåì; íóæíî áûëî äóìàòü îá
îáåñïå÷åíèè ñåìüè, à òàê êàê â Îäåññå ýòî íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîç-
ìîæíûì, òî ïåðåä ÍÃ ñåðüåçíî âñòàë âîïðîñ î ïåðååçäå â äðóãîé
ãîðîä.
×òî æå êàñàåòñÿ íàó÷íîé æèçíè ÍÃ, òî îíà â ýòîò ïåðèîä óñòðà-

èâàëàñü íàèëó÷øèì îáðàçîì.
Âî-ïåðâûõ, ó ÍÃ ïîÿâèëñÿ ïåðâûé ó÷åíèê. ß öèòèðóþ çäåñü

ÌÀ: �Â 1924 ãîäó êî ìíå ïðèøåë 17-ëåòíèé ìîëîäîé ÷åëîâåê,
Ìàðê Ãðèãîðüåâè÷ Êðåéí. Îí ïðèåõàë èç Êèåâà, íå îêîí÷èâ äàæå
ñðåäíåé øêîëû, íî ïðèíåñ èíòåðåñíóþ ðàáîòó �Le syst�eme d�eriv�e
et les contours d�eriv�es� ñ î÷åíü ñâåæèì ñîäåðæàíèåì, êîòîðàÿ âñêî-
ðå áûëà íàïå÷àòàíà â îäåññêîì æóðíàëå. Åãî çíàíèÿ ïî ìàòåìàòè-
êå áûëè çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ó åãî ñâåðñòíèêîâ, è ìíå óäàëîñü
äîáèòüñÿ, ÷òîáû åãî ïðèíÿëè â àñïèðàíòóðó. Îí ñòàë ðàáîòàòü
ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì, ãëàâíûì îáðàçîì, ïî òåîðèè àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ó íåãî áûëî çàìå÷àòåëüíîå êà÷åñòâî � óìåíèå
óâëåêàòü ìàòåìàòèêîé ñâîèõ ñâåðñòíèêîâ, è áëàãîäàðÿ åìó ìíå
óäàëîñü îðãàíèçîâàòü â Îäåññå ñåìèíàð, íà êîòîðîì, êàê ÿ ïîì-
íþ, èçó÷àëèñü àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè, à òàêæå íåïðåðûâíûå
ãðóïïû. Åãî èíòåðåñû âñêîðå ïåðåêëþ÷èëèñü íà òåîðèþ ìàòðèö,
îò íèõ � íà ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïîñëå ìîåãî îòúåçäà èç Îäåñ-
ñû îí ôàêòè÷åñêè ñòàë ãëàâîé Îäåññêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êîë-
ëåêòèâà, ïðèîáðåë ãðîìàäíîå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ, ñîñòàâèâøèõ
øêîëó ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Ìíå î÷åíü ëåñòíî ñ÷èòàòü
åãî ñâîèì ïåðâûì ó÷åíèêîì�.
Âî-âòîðûõ, â 1925 ãîäó ÍÃ åçäèë â Ãåðìàíèþ, ãäå ïîçíàêîìèëñÿ

ñ ðÿäîì âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ. Îñíîâíîé öåëüþ åãî êîìàíäè-
ðîâêè áûëî ó÷àñòèå â ðàáîòå ñúåçäà Íåìåöêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
Îáúåäèíåíèÿ â Äàíöèãå; òàì ÍÃ ñäåëàë äîêëàä ïî ïîâåðõíîñòÿì
ïåðåíîñà, ïîçíàêîìèëñÿ ñ ðîäîíà÷àëüíèöåé ñîâðåìåííîé àëãåá-
ðû Ýììè Íåòåð, à òàêæå ñ Áëÿøêå, Ðåéäåìåéñòåðîì, Ãåíçåëåì,
åãî ó÷åíèêîì Ãàññå è íåêîòîðûìè äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè. Êðîìå
Äàíöèãà, ÍÃ åçäèë â Áåðëèí, ãäå ïîñåòèë Èñàéþ Øóðà è Øåô-
ôåðñà, è â Ãåòòèíãåí, ãäå ïîçíàêîìèëñÿ ñ Ð. Êóðàíòîì è áûâøèì
ó÷åíèêîì Ä.À. Ãðàâå � À.Ì. Îñòðîâñêèì (Ãðàâå îòïðàâèë åãî çà
ãðàíèöó, òàê êàê îí, êàê åâðåé, íå èìåë ïðàâà ó÷èòüñÿ â ðóññêèõ
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óíèâåðñèòåòàõ). Ïðè âñòðå÷å Îñòðîâñêèé ïðåäëîæèë ÍÃ çàäà÷ó î
íåîáðàùåíèè â íóëü ìèíîðîâ îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà, ñîñòàâ-
ëåííîãî èç êîðíåé p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû (p � ïðîñòîå ÷èñëî)
ÍÃ áûñòðî è îðèãèíàëüíî ðåøèë åå, ÷åì çàñëóæèë âîñòîðæåííûå
ïîõâàëû Îñòðîâñêîãî.
Íàêîíåö, â-òðåòüèõ, 26 ôåâðàëÿ 1927 ãîäà ÍÃ çàùèòèë äîêòîð-

ñêóþ äèññåðòàöèþ. Îñíîâîé åå áûëà óæå óïîìÿíóòàÿ ðàáîòà 1922
ãîäà. Äåëîíå áûë âîñõèùåí åþ è ïðåäëàãàë ÍÃ (â ïèñüìå îò 11
àâãóñòà 1922 ãîäà) çàùèùàòü åå â Ëåíèíãðàäå, �ãäå, � ïèñàë îí,
� âî ìíå Âû áóäåòå èìåòü íà ñåé ðàç ïðåäàííåéøåãî ïîêëîííèêà
è îïïîíåíòà, à â àêàäåìèêå Óñïåíñêîì, äîëæíî áûòü, òîæå âîñ-
õèùåííîãî Âàìè öåíèòåëÿ Âàøèõ ðàáîò�. Íî â òî âðåìÿ ó÷åíûå
ñòåïåíè è çàùèòû äèññåðòàöèé áûëè îòìåíåíû è â óíèâåðñèòå-
òàõ ÐÑÔÑÐ îñóùåñòâëÿëèñü òîëüêî �â ïîðÿäêå êîíòððåâîëþöèè�.
Óêðàèíöû îêàçàëèñü ðàçóìíåå ðóññêèõ, è â 1926 ãîäó íà Óêðà-
èíå áûëà ââåäåíà ó÷åíàÿ ñòåïåíü äîêòîðà íàóê, âñëåäñòâèå ÷åãî
ÍÃ è ïîñëàë ñâîþ ðàáîòó â Óêðàèíñêóþ Àêàäåìèþ íàóê. Äàëåå
ÿ ïðåäñòàâëÿþ ñëîâî ÍÃ: �26 ôåâðàëÿ 1927 ãîäà ñîñòîÿëñÿ äèñ-
ïóò. Ìîèìè îïïîíåíòàìè áûëè Ä.À. Ãðàâå, Ì.Ô. Êðàâ÷óê è Ã.Â.
Ïôåéôôåð. Ä.À. îòêàçàëñÿ îò âîçðàæåíèé, ÿêîáû áëàãîäàðÿ âû-
ñîêîìó êà÷åñòâó ìîåé ðàáîòû, íî ÿ ïîäîçðåâàþ, ÷òî îí ïðåäïî÷åë
ýòî ñäåëàòü, ÷òîáû íå òðàòèòü âðåìåíè íà èçó÷åíèå ðàáîòû, ÷òî
áûëî áåçîïàñíî ñäåëàòü, òàê êàê ðàáîòà áûëà ïðîâåðåíà çà ãðàíè-
öåé. Îí òîëüêî óïðåêíóë ìåíÿ, ÷òî ÿ íå çàíèìàþñü ïðèêëàäíûìè
âîïðîñàìè. ß îòâåòèë íà ýòî, ÷òî ÷óâñòâóþ âñþ âàæíîñòü ïîñëåä-
íèõ, íî íå ïðèó÷åí ê íèì ñî ñòóäåí÷åñêèõ âðåìåí (Ä.À. Ãðàâå íà
ëåêöèÿõ ïðîïîâåäîâàë íàì íå çàíèìàòüñÿ ïðèêëàäíûìè âîïðîñà-
ìè, ñîñòàâëÿþùèìè ìàòåìàòèêó âòîðîãî ñîðòà) è ñïðîñèë: �Ä.À.,
ïî÷åìó Âû íå ñêàçàëè ìíå ýòîãî 10 ëåò òîìó íàçàä?�. Îí ñõâà-
òèëñÿ ðóêàìè çà ãîëîâó è çàêðè÷àë: �Mea culpa, mea culpa!�6

Ì.Ô. Êðàâ÷óê îòìåòèë íåñêîëüêî íåäî÷åòîâ â äåòàëÿõ ðàáî-
òû è óêàçàë íà òÿæåëîâåñíîñòü èçëîæåíèÿ. Ã.Â. Ïôåéôôåð, êàê
íåñïåöèàëèñò, îãðàíè÷èëñÿ íåñêîëüêèìè îáùèìè çàìå÷àíèÿìè.
Íà äèñïóòå áûë ìîé ñòàðûé øêîëüíûé ó÷èòåëü Ï.À. Öûãàíêîâ,
êîòîðûé ãîðÿ÷î ïîçäðàâèë ìåíÿ, âûðàæàë ãîðäîñòü ìíîé ïåðåä
îïïîíåíòàìè, îäíèì ñëîâîì, ñîçäàâàë îáñòàíîâêó�.
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Íóæíî íàïîìíèòü, ÷òî â òî âðåìÿ ñîäåðæàíèå îòçûâîâ
îïïîíåíòîâ åùå íå ðåãëàìåíòèðîâàëîñü ñòðîãèìè èí-
ñòðóêöèÿìè ÂÀÊà, êàæäûé îïïîíåíò ïèñàë îòçûâ òàê,
êàê ñ÷èòàë íóæíûì: ýòî îáúÿñíÿåò ñëîâà ÍÃ: �Ä.À. îò-
êàçàëñÿ îò âîçðàæåíèé�.

Òåïåðü, âîçâðàùàÿñü íåñêîëüêî íàçàä, îòìå÷ó, ÷òî â Îäåññêèé
ïåðèîä æèçíè ÍÃ âêëèíèëñÿ íåáîëüøîé, íî ìíîãîçíà÷èòåëüíûé
äëÿ åãî äàëüíåéøåé æèçíè ýïèçîä. Â 1924 ãîäó îí áûë ïðèãëàøåí
íà äîëæíîñòü ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè â Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò
ãðàæäàíñêèõ èíæåíåðîâ è ïðîðàáîòàë òàì ñ ÿíâàðÿ ïî ñåíòÿáðü,
êîãäà Èíñòèòóò áûë çàêðûò, êàê ïèñàë ñàì ÍÃ, íî åñòü äàííûå,
÷òî ÍÃ óøåë èç Èíñòèòóòà íåçàäîëãî äî åãî çàêðûòèÿ: ïî÷óâ-
ñòâîâàâ íåñêîëüêî íàñòîðîæåííîå îòíîøåíèå ê ñåáå ìîñêîâñêèõ
ìàòåìàòèêîâ, îí âñêîðå âûÿñíèë, ÷òî ïîïàë íà ìåñòî Ä.Ô. Åãîðî-
âà, óâîëåííîãî èç Èíñòèòóòà �ïðè ïå÷àëüíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ�, è
íå ñ÷åë âîçìîæíûì ïðîäîëæàòü ðàáîòó â òàêèõ óñëîâèÿõ.

Íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ, â 1931 ãîäó, ÍÃ è Ä.Ô. Åãîðîâ �
òîãäà óæå ïî÷åòíûé ÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ � âñòðåòèëèñü â
Êàçàíè ïðè îáñòîÿòåëüñòâàõ, íå ìåíåå ïå÷àëüíûõ, Ä.Ô.
íàõîäèëñÿ ïåðåä ýòèì â çàêëþ÷åíèè, çäîðîâüå åãî ñèëü-
íî ïîøàòíóëîñü, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ãîñïèòàëèçà-
öèè, è îí áûë îòïðàâëåí â Êàçàíü è ïîìåùåí â êëèíè-
êó ÃÈÄÓÂà; ðîäîíà÷àëüíèêà Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé øêîëû íàâåùàëè Êàçàíñêèå ìàòåìàòèêè, â ïåðâóþ
î÷åðåäü ÍÃ. Âïðî÷åì, ëå÷åíèå áûëî óæå áåñïîëåçíûì,
Ä.Ô. âñêîðå ñêîí÷àëñÿ è áûë ïîõîðîíåí íà öåðêîâíîé
àëëåå Àðñêîãî êëàäáèùà, âáëèçè ïàìÿòíèêà Ëîáà÷åâ-
ñêîìó.

Çà ýòîò êîðîòêèé ïåðèîä ÍÃ ïîçíàêîìèëñÿ ñ ïðîôåññîðîì Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà Í.Í. Ïàðôåíòüåâûì, è ýòî áûëà ïåðâàÿ
íèòî÷êà, ñâÿçàâøàÿ ÍÃ ñ Êàçàíüþ; ñâÿçü ýòà óêðåïèëàñü ÷åðåç
�Èçâåñòèÿ Êàçàíñêîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà�, ãäå çà
ïåðèîä ñ 1924 ïî 1927 ãîä áûëè íàïå÷àòàíû 4 ñòàòüè ÍÃ, è çàâåð-
øèëàñü ïåðåõîäîì åãî â Êàçàíü â 1927 ãîäó.
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Êàçàíñêîå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî â ýòîò ïå-
ðèîä åùå ïîëüçîâàëîñü ìèðîâîé èçâåñòíîñòüþ: ðåãóëÿð-
íîå ïðèñóæäåíèå èì ìåæäóíàðîäíîé ïðåìèè èìåíè Ëî-
áà÷åâñêîãî7 çà ëó÷øèå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàáîòû ïðèâëå-
êàëî ê Êàçàíè âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ âñåãî ìèðà, à
èçäàíèå ñîáñòâåííîãî ïå÷àòíîãî îðãàíà ïîçâîëÿëî ïó-
òåì îáìåíà èçäàíèÿìè óñòàíîâèòü øèðîêèå ìåæäóíà-
ðîäíûå ñâÿçè. Â ïåðèîä ò. í. �êóëüòà ëè÷íîñòè� ñâÿçè
ýòè ïîñòåïåííî óòðà÷èâàëèñü, òåì áîëåå, ÷òî Îáùåñòâî
áûëî ëèøåíî ïðàâà èçäàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îðãàíà:
åãî �Èçâåñòèÿ� áûëè âëèòû â èçäàíèÿ Óíèâåðñèòåòà. Â
ïîñëåâîåííûå ãîäû îíè íåêîòîðîå âðåìÿ ñ áîëüøèìè
òðåíèÿìè è íåîõîòíî èçäàâàëèñü Óíèâåðñèòåòîì â âè-
äå îòäåëüíûõ âûïóñêîâ �Ó÷åíûõ çàïèñîê�, äîáèòüñÿ æå
ðàçðåøåíèÿ îáìåíà, îñîáåííî ñî ñòðàíàìè êàïèòàëèñòè-
÷åñêîãî ìèðà, áûëî ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî; íàêîíåö, ñ
1945 ãîäà èçäàíèå �Èçâåñòèé� ïîëíîñòüþ ïðåêðàòèëîñü.
Ïîñëåäíåå (âîñüìîå) ïðèñóæäåíèå ïðåìèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî ñîñòîÿëîñü â 1937 ãîäó. Â ïîñëåâîåííûå ãîäû âîçíèê
âîïðîñ î âîññòàíîâëåíèè ýòîãî ïðàâà, îäíàêî Êàçàíñêèé
óíèâåðñèòåò, â òå÷åíèå ðÿäà ëåò åå ïðèñóæäàâøèé, òå-
ïåðü áûë ñî÷òåí äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî êîìïåòåíòíûì,
è õîòÿ, êàê ñêàçàë ïîýò,

Íå÷ëåíêîðíî Ëîáà÷åâñêèé
Ïðîæèë çäåñü âî òüìå âåêîâ,8

ïðåìèÿ áûëà ó÷ðåæäåíà ïðè Àêàäåìèè íàóê. Òåïåðü,
êîãäà Îáùåñòâî ëèøèëîñü è ïðàâà ïðèñóæäåíèÿ ïðå-
ìèè, è ïðàâà èçäàíèÿ ïå÷àòíîãî îðãàíà, åãî ìåæäóíà-
ðîäíîå çíà÷åíèå ñîâåðøåííî óòðà÷åíî.

Äâå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëÿëèñü â ýòî âðåìÿ íîâîèñïå÷åííî-
ìó äîêòîðó � ëèáî ïåðåéòè â Ëåíèíãðàäñêèé óíèâåðñèòåò, êóäà
åãî çâàë ðàáîòàâøèé òàì Äåëîíå, ëèáî â óíèâåðñèòåò Êàçàíñêèé.
Íåêîòîðîå âðåìÿ ÍÃ êîëåáàëñÿ â âûáîðå, è íà åãî îêîí÷àòåëü-
íîå ðåøåíèå áîëåå âñåãî ïîâëèÿë Ï.À. Øèðîêîâ, ñ êîòîðûì ÍÃ
âñòðåòèëñÿ âïåðâûå íà Ìîñêîâñêîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåí-
öèàëüíîé ãåîìåòðèè â 1927 ãîäó, ïîñëå ÷åãî îáîèõ ó÷åíûõ ñâÿçàëà
äðóæáà, ïðåêðàòèâøàÿñÿ òîëüêî ñòàðàíèÿìè �ðàçðóøèòåëüíèöû
ñîáðàíèé�. �Âîäà è êàìåíü, ñòèõè è ïðîçà, ëåä è ïëàìåíü íå ñòîëü



24

ðàçëè÷íû ìåæ ñîáîé� � ýêñïàíñèâíûé, óâëåêàþùèéñÿ è òîðîïëè-
âûé ÍÃ íàõîäèë ñâîå äîïîëíåíèå â ðàññóäèòåëüíîì, âäóì÷èâîì è
ìåäëèòåëüíîì Ï.À. Ïî âîñïîìèíàíèÿì ñóïðóãè ÍÃ Ìàðèè Àëåê-
ñàíäðîâíû, äåëî ðåøèëî ïèñüìî Ï.À. ê ÍÃ, ãäå òîò ïèñàë, ÷òî
ÍÃ ñëåäóåò åõàòü èìåííî â Êàçàíü, èáî çäåñü îí äåéñòâèòåëüíî
íóæåí, à â Ëåíèíãðàäå òàêèõ, êàê îí, íàéäåòñÿ íåìàëî. Ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ïèñüìà ÍÃ íå ñïàë âñþ íî÷ü è ê óòðó îêîí÷à-
òåëüíî ðåøèë èçáðàòü Êàçàíü. Âïðî÷åì, âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà â
Ëåíèíãðàä ñîõðàíèëàñü è ïîçæå, íî ðåøåíèå ÍÃ íå èçìåíèëîñü.

Îòíîøåíèå Ãëàâïðîôîáðà îò 12 îêòÿáðÿ 1928 ãîäà êîí-
ñòàòèðóåò: �Í.Ã. ×åáîòàðåâ, óòâåðæäåííûé ÃÓÑîì â äîëæ-
íîñòè ïðîôåññîðà ïî êàôåäðå �ìàòåìàòèêà� Ëåíèíãðàä-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà, ñîîáùèë, ÷òî îí îñòàåòñÿ ïðîôåñ-
ñîðîì Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà�.

20 èþíÿ 1927 ãîäà íà çàñåäàíèè ó÷åíîãî ñîâåòà ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà ñîñòîÿëàñü áàë-
ëîòèðîâêà íà ñâîáîäíóþ êàôåäðó ÷èñòîé ìàòåìàòèêè; ñîèñêàòå-
ëåé áûëî äâîå � ÍÃ è áàêèíñêèé ïðîôåññîð À.Ñ. Êîâàíüêî. Îò-
çûâ î ñîèñêàòåëÿõ äàâàë Í.Í. Ïàðôåíòüåâ; ñ ïîõâàëîé îòîçâàâ-
øèñü î ðàáîòàõ òîãî è äðóãîãî, îí ðåêîìåíäîâàë ïðåäïî÷åñòü êàí-
äèäàòóðó ÍÃ; êîòîðûé è áûë èçáðàí 10 èçáèðàòåëüíûìè ãîëîñàìè
ïðîòèâ 2 íåèçáèðàòåëüíûõ; ÷òî êàñàåòñÿ âòîðîãî êàíäèäàòà, òî îí
ïîëó÷èë 3 èçáèðàòåëüíûõ è 9 íåèçáèðàòåëüíûõ ãîëîñîâ. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ çàÿâëåíèåì ÍÃ, ïðàâëåíèå óíèâåðñèòåòà çà÷èñëèëî åãî
â øòàò ñ 1 äåêàáðÿ 1927 ãîäà; ïðåäìåòíàÿ êîìèññèÿ ïîðó÷èëà åìó
÷òåíèå êóðñîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèè ôóíêöèé âåùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé è òåîðèè ÷èñåë. Âïðî÷åì, åñëè ÍÃ è ÷èòàë
âòîðîé èç íèõ, òî ÷åðåç ãîä èëè äâà ýòîò êóðñ ïåðåøåë íà äîë-
ãîå âðåìÿ â ëè÷íîå âëàäåíèå Á.Ì. Ãàãàåâà; òåîðèÿ ÷èñåë, êàê ìíå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îñòàâàëàñü ïîñòîÿííûì êóðñîì Å.È. Ãðèãîðüåâà
äî ñàìîãî ïåðåõîäà åãî â Àâèàöèîííûé èíñòèòóò, íî êóðñ âàðèà-
öèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÍÃ ÷èòàë íåñêîëüêî ëåò, è ðåçóëüòàòîì ýòèõ
ëåêöèé áûëî ïîÿâëåíèå â 1929 ãîäó â èçäàòåëüñòâå ñòóäåí÷åñêîãî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà åãî ñòåêëîãðàôèðîâàííîãî êóð-
ñà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ ïðèëîæåíèåì ñòàòüè Ëþñòåðíèêà
�Ïðÿìûå ìåòîäû â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè�. Âïðî÷åì, â ýòîì
ó÷åáíîì ãîäó ÍÃ ïðèåõàë â Êàçàíü íàëåãêå, áåç ñåìüè, ïðîðàáî-
òàë íåäîëãî è ñ 15 àïðåëÿ (õîòÿ â òî âðåìÿ, ê ñåðåäèíå àïðåëÿ,
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÷òåíèå áîëüøåé ÷àñòè êóðñîâ óæå çàêàí÷èâàëîñü) 1928 ãîäà âçÿë
äâóõìåñÿ÷íûé îòïóñê äëÿ ëèêâèäàöèè ñëóæåáíûõ äåë â Îäåññå,
à âåðíåå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåâåçòè â Êàçàíü ñåìüþ. Òàêèì îáðà-
çîì, îêîí÷àòåëüíî è ïðî÷íî ÍÃ ïîñåëèëñÿ â Êàçàíè ñ 1928 ãîäà.
Âûáîðîì ñâîèì îí áûë äîâîëåí, íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ îí ãîâîðèë
ìíå, ÷òî ëó÷øå âñåãî ðàáîòàòü â òèõîì ïðîâèíöèàëüíîì ãîðîäå,
âðîäå Êàçàíè, ãäå åñòü ñòàðûé Óíèâåðñèòåò ñ áîãàòîé áèáëèîòå-
êîé (à îáúåäèíåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé êíèæíûé ôîíä áèáëèîòåê
óíèâåðñèòåòñêîé, ãåîìåòðè÷åñêîãî êàáèíåòà è ôèçèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà â òî âðåìÿ áûë î÷åíü áîãàò è åñëè óñòóïàë, òî,
âåðîÿòíî, ëèøü ìîñêîâñêèì è ëåíèíãðàäñêèì ôîíäàì è òî íå òàê
óæ ñèëüíî).

Êàçàíñêèå âóçû â òî âðåìÿ áûëè íåìíîãî÷èñëåííû è íå
ïåðåíàñåëåíû: ïåðåñòðîéêà ðàáîòû âóçîâ, èõ ðàñøèðå-
íèå è ðàçìíîæåíèå íà÷àëèñü ñ 30-õ ãîäîâ. Óíèâåðñèòåò
ñ ìåäèöèíñêèì ôàêóëüòåòîì, ðàçìåùàâøèìñÿ â óíè-
âåðñèòåòñêîì êâàðòàëå, êëèíè÷åñêîì ãîðîäêå (âêëþ÷àÿ
çäàíèå íàïðîòèâ êîñòåëà) è ñòàðîé êëèíèêå, òðåòèé ýòàæ
êîòîðîé çàíèìàëî ãåîëîãè÷åñêîå îòäåëåíèå, Âîñòî÷íûé
ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò, çàíèìàâøèé çäàíèå áûâøå-
ãî Ðîäèîíîâñêîãî èíñòèòóòà äëÿ áëàãîðîäíûõ äåâèö,
âïîñëåäñòâèè õðàáðî îòâîåâàííîå ó íåãî âîåííûì âå-
äîìñòâîì. Èíñòèòóò ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà è ëåñîâîäñòâà,
ðàçìåùàâøèéñÿ â çäàíèè áûâøåãî Êîììåð÷åñêîãî ó÷è-
ëèùà, è âåòåðèíàðíûé èíñòèòóò, â 1941 ãîäó âûñåëåí-
íûé èç ñâîåãî çäàíèÿ íåêèì ïî÷òîâûì ÿùèêîì � âîò è
âåñü èõ ñïèñîê, êîòîðûé, ïîæàëóé, ñëåäóåò åùå äîïîë-
íèòü èíäóñòðèàëüíûì òåõíèêóìîì ïîâûøåííîãî òèïà,
âîçíèêøèì íà áàçå Ìåõàíèêî-òåõíè÷åñêîãî ó÷èëèùà (â
êîòîðîì ó÷èëñÿ â 1901�1904 ãîäàõ Ñ.Ì. Êîñòðèêîâ-Êè-
ðîâ), è çàíèìàâøèì åãî çäàíèå (âïîñëåäñòâèè ñòàðîå
çäàíèå Õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà). Âïîñëåä-
ñòâèè Èíñòèòóò ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà è ëåñîâîäñòâà ðàç-
äåëèëñÿ íà Ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûé è Ëåñîòåõíè÷åñêèé
èíñòèòóòû, ïîñëåäíèé ïðîñóùåñòâîâàë â Êàçàíè (â ïî-
ìåùåíèè áûâøåé ïåðâîé ãèìíàçèè) âñåãî äâà ãîäà è áûë
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ïåðåâåäåí â Éîøêàð-Îëó, óñòóïèâ ñâîå ìåñòî Àâèàöèîí-
íîìó èíñòèòóòó, îðãàíèçîâàííîìó â 1932 ãîäó îäíîâðå-
ìåííî ñî ñòðîèòåëüñòâîì â Êàçàíè àâèàöèîííîãî çàâî-
äà, âîçíèêøåãî ïîä ïñåâäîíèìîì �Ìàøèíñòðîÿ�. Óíè-
âåðñèòåò æå â 1930 ãîäó ïîðîäèë Ìåäèöèíñêèé èíñòè-
òóò; íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå åãî ôàêóëüòåòû ñîâåò-
ñêîãî ïðàâà è ýêîíîìè÷åñêèé âûäåëèëèñü â Èíñòèòóòû
þðèäè÷åñêèé è ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêèé; â çíà÷èòåëü-
íîé ìåðå íà áàçå ñïåöèàëüíîñòè ìåõàíèêè Óíèâåðñè-
òåòà âîçíèê Àâèàöèîííûé èíñòèòóò, à íà áàçå õèìè÷å-
ñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé Óíèâåðñèòåòà è ÊÈÒà � õèìèêî-
òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò. ÊÈÒ ïîðîäèë òàêæå Ñòðîè-
òåëüíûé è Ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóòû; ïîñëåäíèé âñêî-
ðå áûë ïåðåâåäåí â Èâàíîâî. Âñå ýòè ïåðòóðáàöèè ïðî-
èçîøëè, îäíàêî, ïîçæå, à â 1927 ãîäó â Êàçàíè áûëî
âñåãî 4 âóçà, ïðè÷åì ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (êîòîðûé ãîòîâèë ìàòåìà-
òèêîâ, ìåõàíèêîâ, ôèçèêîâ, àñòðîíîìîâ, ãåîäåçèñòîâ è
ìåòåîðîëîãîâ) îòíþäü íå ïîëüçîâàëîñü ïîïóëÿðíîñòüþ
� â 1927 ãîäó íà íåãî áûëî ïðèíÿòî îêîëî 25 ÷åëî-
âåê, è íåìàëî íàðîäó èç íèõ ñ÷èòàëî ñâîå ïðåáûâàíèå
â Óíèâåðñèòåòå âûíóæäåííûì è íåïðîäîëæèòåëüíûì,
âûçâàííûì ëèøü òåì, ÷òî îíè èìåëè íåñ÷àñòüå íå ïî-
ïàñòü â òåõíè÷åñêèå âóçû, ïðèâëåêàâøèå òîãäà îñîáîå
âíèìàíèå ìîëîäåæè.

Ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê áûë è êàçàíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé êîë-
ëåêòèâ. Íåáîëüøîé êóðñ ìàòåìàòèêè â Ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîì èí-
ñòèòóòå âåë Â.À. ßáëîêîâ, ïîñòîÿííî ñâÿçàííûé ñ Óíèâåðñèòå-
òîì; ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè â ÊÈÒå âîçãëàâëÿë Í.Ì. Ïàóò-
êèí, ïî îáðàçîâàíèþ èíæåíåð, ïåäàãîã-ýíòóçèàñò, çàíèìàâøèéñÿ
âîïðîñàìè êîíñòðóèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïðèìåíå-
íèåì ìàòåìàòèêè â ìåäèöèíå, îñòàëüíûå åãî ðàáîòíèêè ñîñðåäî-
òî÷èëèñü èñêëþ÷èòåëüíî íà ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. ×òî
êàñàåòñÿ Âîñòî÷íîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, òî òàì êàôåäðó
ìàòåìàòèêè âîçãëàâëÿë ïðîô. Þñóïîâ � ëèöî ìàëîêâàëèôèöè-
ðîâàííîå è äëÿ òàêîãî ïîñòà ñîâåðøåííî íåïîäõîäÿùåå (ñòóäåí-
òû ÂÎÏÈ æàëîâàëèñü ìíå, ÷òî ëåêöèè îí ÷èòàë èñêëþ÷èòåëü-
íî ïî òåòðàäêå, çàãëÿäûâàÿ â íåå äàæå òîãäà, êîãäà òðåáîâàëîñü
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íàïèñàòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë â ïðåäåëàõ ïåð-
âîãî äåñÿòêà), à äåêàíàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà �
åãî àññèñòåíò Íèãìàòóëëèí � ëèöî êâàëèôèêàöèè íå áîëåå âû-
ñîêîé, òàê ÷òî â 1933 ãîäó îäèí èç óíèâåðñèòåòñêèõ àñïèðàíòîâ,
íåìíîãî ðàáîòàâøèé â ÂÎÏÈ è ïîçíàêîìèâøèéñÿ ñ îáîèìè ýòèìè
ëèöàìè, çàÿâèë ìíå, ÷òî äëÿ îçäîðîâëåíèÿ êàçàíñêîé ìàòåìàòè-
êè íåîáõîäèìî â 24-÷àñîâîé ñðîê âûñëàòü èç Êàçàíè âñåõ ÂÎ-
ÏÈÉñêèõ ìàòåìàòèêîâ (ìåðîïðèÿòèå, íåîæèäàííî îñóùåñòâèâ-
øååñÿ â îòíîøåíèè äâóõ óïîìÿíóòûõ ëèö â ïå÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
êóëüòà ëè÷íîñòè) � ïðåäëîæåíèå, ìîæåò áûòü,÷åðåñ÷óð ñèëüíîå,
íî ïîäòâåðæäàâøåå âî âñÿêîì ñëó÷àå òîò ôàêò, ÷òî òâîð÷åñêèì
ìàòåìàòè÷åñêèì êîëëåêòèâîì â Êàçàíè òîãî âðåìåíè ìîã áûòü
ëèøü óíèâåðñèòåòñêèé êîëëåêòèâ. Ñòàðøåå ïîêîëåíèå ìàòåìàòè-
êîâ áûëî ïðåäñòàâëåíî â íåì Í.Í. Ïàðôåíòüåâûì (1877�1934),
Í.È. Ïîðôèðüåâûì (1863�1930), Å.È. Ãðèãîðüåâûì (1876�1950)
è Ä.Í. Çåéëèãåðîì (1864�1936).
Í.Í. Ïàðôåíòüåâ áûë ìàòåìàòèêîì âåñüìà øèðîêîãî äèàïàçîíà

ñ ðàçíîñòîðîííèìè èíòåðåñàìè; âñåãî çà äâà ó÷åáíûõ ãîäà (1926�
1930) ÿ ïðîñëóøàë ó íåãî êóðñû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, äèíàìèêè òî÷-
êè è ñèñòåìû, òåîðèè íåïðåðûâíûõ ãðóïï, íîìîãðàôèè, òåõíè-
êè íàó÷íûõ âû÷èñëåíèé; ìíîãèå êóðñû âïåðâûå áûëè ïðî÷èòàíû
â Êàçàíè èìåííî èì: îí áûë çäåñü ïðîâîäíèêîì íîâûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ èäåé; íàïèñàë íåìàëî ó÷åáíèêîâ, íî ñàìîñòîÿòåëüíîå
åãî íàó÷íîå òâîð÷åñòâî, ïî ñóùåñòâó, èñ÷åðïûâàëîñü äèññåðòà-
öèåé �Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ðîñòà ôóíêöèé�. Óâëåêñÿ ëè îí
âñåöåëî ïðîöåññîì ïðåïîäàâàíèÿ, ïîøëà ëè, êàê íåðåäêî áûâàåò,
øèðèíà â óùåðá ãëóáèíå èëè ñêàçàëàñü íåáëàãîïîëó÷íàÿ ñåìåé-
íàÿ æèçíü (ðîìàíòè÷åñêàÿ æåíèòüáà íà äî÷åðè êàçàíñêîãî ìèë-
ëèîíåðà, âñêîðå óåõàâøåé âî Ôðàíöèþ è îñòàâøåéñÿ òàì) � íå
áåðóñü ñóäèòü, îäíàêî âî âñÿêîì ñëó÷àå îí ìîã çàèíòåðåñîâàòü
ìîëîäåæü íàóêîé è óêàçàòü íàïðàâëåíèå ðàáîòû, à â òî âðåìÿ
ýòî, ïîæàëóé, áûëî ñàìîå âàæíîå.
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ïîðôèðüåâ áûë ýíòóçèàñòîì ìàòåìàòèêè,

ëþáèë êðàñîòó â íåé, ëþáèë åå ïðèëîæåíèÿ, îí åçäèë ñ Êîòåëü-
íèêîâûì â Íèæíèé Íîâãîðîä ñìîòðåòü, êàê êðåïÿò êèëüñîíû; íà
ñòàðøèõ êóðñàõ îí ÷èòàë êóðñ ìåòðîëîãèè ñ ýëåìåíòàìè íàó÷íîé
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ôîòîãðàôèè; îí âîäèë íàñ â ìåõàíè÷åñêóþ ìàñòåðñêóþ ãåîìåòðè-
÷åñêîãî êàáèíåòà, ñîäåðæàâøóþ öåííûå ñòàíêè è èíñòðóìåíòû,
âïîñëåäñòâèè êàíóâøèå â íåäðàõ ëàáîðàòîðèé ÊÀÈ; âîäèë íàñ
â ôîòîëàáîðàòîðèþ ñ îïóñêàþùèìèñÿ çàíàâåñÿìè, ïåðåäâèãàþ-
ùèìñÿ ïî ðåëüñàì ïàðàëëåëîãðàììîì ×åáûøåâà, è ñîäåðæàùóþ
ñòîëüêî òåõíèêè, ÷òî Ô.Ä. Ãàõîâ òóò æå ïîèíòåðåñîâàëñÿ, íå ïðî-
âàëèâàåòñÿ ëè â íåé ïîë. Í.È. Ïîðôèðüåâ ñïîñîáåí áûë ÷àñàìè
ñ óâëå÷åíèåì ãîâîðèòü íàì î ãåíèàëüíîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, î òîì,
÷òî Ãèëüáåðò ñâîè �îñíîâàíèÿ� ãåîìåòðèè ïîâòîðèë çà Ëîáà÷åâ-
ñêèì, êàê ìàëü÷èê; áûë îí íåïëîõèì ìóçûêàíòîì, íî íàó÷íîé
ðàáîòîé íå çàíèìàëñÿ.
Åâãåíèé Èâàíîâè÷ Ãðèãîðüåâ íà÷àë ÷èòàòü â Óíèâåðñèòåòå ïî-

ñëå íåñêîëüêèõ ëåò ðàáîòû â ãèìíàçèÿõ; äî êîíöà äíåé ñâîèõ îí
ñîõðàíèë ëþáîâü ê ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå è ìàñòåðñòâî â ñî-
çäàíèè îðèãèíàëüíûõ è èíòåðåñíûõ çàäà÷; êîãäà ÍÃ îðãàíèçîâàë
â Êàçàíè ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû, òî Åâãåíèé Èâàíîâè÷ îõîò-
íî âçÿë íà ñåáÿ èõ ðàáî÷óþ ÷àñòü � ïîäãîòîâêó çàäà÷ è àíàëèç
ðåøåíèé; áûë îí âåëèêîëåïíûì ëåêòîðîì, âðåìÿ îò âðåìåíè ïóá-
ëèêîâàë íåáîëüøèå èçÿùíûå ðàáîòêè ïî òåîðèè ÷èñåë è ïîñûëàë
ñâîè çàäà÷è â �Enseignement Mathematique�.
Äìèòðèé Íèêîëàåâè÷ Çåéëèãåð çàíèìàë êàôåäðó ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè, ò.å. ìåõàíèêè; îí çàíèìàëñÿ ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðè-
åé è â 1934 ãîäó âûïóñòèë ìîíîãðàôèþ ïî ýòîìó âîïðîñó (íà
ìîåé ïàìÿòè ýòî áûëà íàèáîëåå çíà÷èòåëüíàÿ ðàáîòà ìàòåìàòè-
êîâ ñòàðøåãî ïîêîëåíèÿ, ðàáîòàâøèõ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå),
âïðî÷åì, ê Êàçàíè îíà óæå íå îòíîñèëàñü, òàê êàê Ä.Í. â 1929
ãîäó ïîêèíóë Êàçàíü.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàñàåòñÿ ïðîöâåòàíèÿ íàóêè, òî, î÷åâèäíî,

íåëüçÿ áûëî âîçëàãàòü áîëüøèå íàäåæäû íà ñòàðøåå ïîêîëåíèå.
Íàó÷íàÿ àêòèâíîñòü ìîëîäîãî ïîêîëåíèÿ áûëà çíà÷èòåëüíî áîëü-
øå � ÿ íàçîâó çäåñü ÷åòûðåõ ÷åëîâåê, îêàçàâøèõ çíà÷èòåëüíîå
âëèÿíèå íà ðàçâèòèå íàóêè â Êàçàíè, è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, óæå
óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå Ïåòðà Àëåêñååâè÷à Øèðîêîâà. Îí îòëè-
÷àëñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé äîáðîñîâåñòíîñòüþ è òðóäîëþáèåì; âåðî-
ÿòíî, îí ñòàë áû êðóïíåéøèì ýíòîìîëîãîì Ñîþçà, íî çàíÿâøèñü
ìàòåìàòèêîé ïîä âëèÿíèåì, êàê îí ñêàçàë ìíå, ïðåçðèòåëüíîãî
îòçûâà øêîëüíîãî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè, çàÿâèâøåãî, ÷òî èç íåãî
íèêîãäà íå ïîëó÷èòñÿ ìàòåìàòèêà, îí ñòàë îäíèì èç êðóïíåéøèõ
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è íàèáîëåå ýðóäèðîâàííûõ íàøèõ ãåîìåòðîâ. Âðÿä ëè ñóùåñòâî-
âàëà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàáîòà, óêðûâøàÿñÿ îò åãî âíèìàíèÿ (�À íå
ñëó÷àåòñÿ ñ âàìè òàê, � ãîâîðèë îí Í.Í. Ìåéìàíó,� ÷òî ëÿæåøü
íà äèâàí è äóìàåøü, ÷òî âñå çíàåøü. È âäðóã êàêîé-íèáóäü âåíãð
èëè ÷åõ íàïèñàë ðàáîòó è íàäî åå, âèäèòå ëè, ÷èòàòü!�). Ðàáîòû
ñâîè îí ïå÷àòàë èñêëþ÷èòåëüíî â �Èçâåñòèÿõ ÊÔÌÎ�, ñåêðåòà-
ðåì ðåäàêöèè êîòîðûõ áûë; ýòîò åãî ïàòðèîòèçì è íåëþáîâü ê
ïîåçäêàì â äðóãèå ãîðîäà ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî åãî êðóïíåéøèå
íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ îñòàëèñü ìàëîèçâåñòíûìè çà ïðåäåëàìè Êà-
çàíè è, ñëó÷àëîñü, âîñïðîèçâîäèëèñü äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.
Âïðî÷åì, îí íèêîãäà íå ñòðåìèëñÿ ê ñëàâå è ïðåäïî÷èòàë ñïîêîé-
íî ðàáîòàòü, îñòàâàÿñü â òåíè. Ñòðàäàÿ çàèêàíèåì, îí íàñòîëüêî
êîíòðîëèðîâàë ñâîþ ðå÷ü, ÷òî íåäîñòàòîê ýòîò ñòàíîâèëñÿ ïî÷òè
íåçàìåòíûì. Ëåêöèè åãî, âñåãäà òùàòåëüíî îáäóìàííûå, áûëè âå-
ëèêîëåïíû; ñòóäåíòû îòíîñèëèñü ê íåìó ñ áëàãîãîâåéíûì óâà-
æåíèåì è óòâåðæäàëè, ÷òî íà ýêçàìåíàõ îí äàåò òàêèå çàäà÷è,
ðåøàòü êîòîðûå ìîæåò òîëüêî îäèí îí.
Âòîðîé áûë Áîðèñ Ìèõàéëîâè÷ Ãàãàåâ, îí çàíèìàëñÿ àíàëèçîì;

íå êàñàÿñü åãî äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ, óïîìÿíó ëèøü, ÷òî îí
ïîäãîòîâèë îãðîìíîå ÷èñëî ó÷åíèêîâ.
Òðåòèé, íàèáîëåå ìîëîäîé èç âñåõ ÷åòâåðûõ, áûë Êîíñòàíòèí

Ïåòðîâè÷ Ïåðñèäñêèé; ïåðâîíà÷àëüíî åãî èíòåðåñû ëåæàëè â îá-
ëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âïîñëåäñòâèè, ïîä âëèÿíèåì Í.Ã. ×å-
òàåâà, îí çàíÿëñÿ òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè; áûë îí ïðåêðàñíûì ìà-
òåìàòèêîì, íî â 1940 ãîäó ïåðååõàë â Àëìà-Àòó, è íà äàëüíåéøåé
ðàáîòå êàçàíè÷åé åãî äåÿòåëüíîñòü ñëåäà íå îñòàâèëà.
×åòâåðòûé, êîãî ÿ õîòåë áû óïîìÿíóòü, � íå ìàòåìàòèê, íî

äåÿòåëüíîñòüþ ñâîåé îêàçàâøèé ñèëüíîå âëèÿíèå íà êàçàíñêóþ
íàóêó, � áûë Íèêîëàé Ãóðüåâè÷ ×åòàåâ, ó÷åíèê Ä.Í. Çåéëèãåðà,
ïîñëåäíèé àñïèðàíò-ìåõàíèê, ïîëó÷èâøèé çàãðàíè÷íóþ êîìàí-
äèðîâêó, èç êîòîðîé îí âåðíóëñÿ â 1929 ãîäó, ïîëíûé ýíåðãèè
è êèïÿùèé èäåÿìè, è âîâëåê â êðóã ñâîèõ èíòåðåñîâ � òåîðèþ
óñòîé÷èâîñòè � ìíîãèõ ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ, â òîì
÷èñëå Ïåðñèäñêîãî è Ìàëêèíà.
Â ýòîò êîëëåêòèâ è âîøåë ÍÃ. Ìíå æèâî ïîìíèòñÿ åãî ïîÿâëå-

íèå â Óíèâåðñèòåòå. Íà îäíîé èç ñâîèõ ëåêöèé ïðîô. Ïîðôèðüåâ
ñîîáùèë íàì ñòóäåíòàì, êàæåòñÿ, âòîðîãî êóðñà, ÷òî â Êàçàíü
ïðèãëàøåí ïðîô. ×åáîòàðåâ, âûäàþùèéñÿ àëãåáðàèñò. Ïîñëåäíèå
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ñëîâà ó ìåíÿ, äà, íàâåðíîå, íå ó îäíîãî ìåíÿ, âûçâàëè íåäîóìå-
íèå, èáî äëÿ ìåíÿ àëãåáðà â òî âðåìÿ èñ÷åðïûâàëàñü âîïðîñàìè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, è ÿ íå ìîã ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òîáû â òàêîé
îáëàñòè ìîãëî ñóùåñòâîâàòü âûäàþùååñÿ ëèöî. Âñå æå òàêàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà çàèíòðèãîâàëà íàñ, è ìû ñ èíòåðåñîì æäàëè ïîÿâ-
ëåíèÿ íîâîãî ïðîôåññîðà; ìíå ïî÷åìó-òî êàçàëîñü, ÷òî îí äîëæåí
áûòü ñòåïåííûì è ìåäëèòåëüíûì, � âìåñòî ýòîãî ÿ óâèäåë ÷åëî-
âåêà ìîëîäîãî, î÷åíü ïîäâèæíîãî è êàêîãî-òî öåëèêîì �ñâîåãî�.

Âî âðåìåíà ñòóäåí÷åñòâà ìíå òðóäíî áûëî ïðåäñòàâèòü
ñåáå, ÷òî ñ Í.Í. Ïàðôåíòüåâûì èëè ñ Ï.À. Øèðîêî-
âûì ìîæíî ãîâîðèòü èíà÷å, ÷åì êàê ñ ó÷èòåëåì; â òî
æå âðåìÿ òðóäíåå áûëî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ñ ÍÃ ìîæíî
ðàçãîâàðèâàòü èíà÷å, ÷åì êàê ñ òîâàðèùåì, íåñêîëüêî
áîëåå ñòàðøèì, ñ êîòîðûì ìîæíî è ïîãîâîðèòü ïî äó-
øàì, à â ñëó÷àå è ïîñïîðèòü. Âåäü ÍÃ íå ïðèçíàâàë
�÷èíîâ è îðäåíîâ�, ÷åëîâåê áûë äëÿ íåãî ïðåæäå âñåãî
÷åëîâåêîì, è îí áåñåäîâàë, êàê ðàâíûé, è ñ àêàäåìèêîì,
è ñî ñòóäåíòîì, è ñ ñàäîâíèêîì Ëÿäñêîãî ñàäà, êóäà îí
âîäèë íà ïðîãóëêè ñûíà ñâîåãî Ãðèøó.

Êàæåòñÿ, ïåðâàÿ ìîÿ âñòðå÷à ñ ÍÃ ïðîèçîøëà íà ëåêöèè ïðîô.
Ïîðôèðüåâà, êóäà ÍÃ ÿâèëñÿ, ÷òîáû ñîîáùèòü íàì, ñòóäåíòàì, î
ñâîåì íàìåðåíèè äîëîæèòü îá îäíîé ñâîåé ðàáîòå è ïðèãëàñèòü
æåëàþùèõ ïîñåòèòü åãî äîêëàä. Íàðîäó ñîáðàëîñü íåìíîãî, èç
ïðîôåññóðû ÿâèëñÿ òîëüêî Í.È. Ïîðôèðüåâ, äà è òî, êàê ìíå êà-
æåòñÿ, áîëåå èç ó÷òèâîñòè; òåìîé äîêëàäà áûë îäèí èç ðàííèõ
âàðèàíòîâ ðàáîòû ÍÃ ïî ðåçîëüâåíòàì � ÷òî-òî, ñâÿçàííîå ñ èòå-
ðàöèÿìè ôóíêöèé, � òîëêîì ÿ, êîíå÷íî, íè÷åãî íå ïîíÿë, äà,
âåðîÿòíî, è äðóãèå òîæå; âîïðîñîâ íå áûëî, òîëüêî ïðîô. Ïîð-
ôèðüåâ ñêàçàë ÷òî-òî î íåîáõîäèìîñòè âûðàáîòêè òåðìèíîëîãèè
â ýòîé îáëàñòè. Îäíàêî õàðàêòåðåí áûë ñàì ôàêò; ÍÃ íå ñìîã áû,
�ñëîæèâ ñòèõè, èõ íà ãîä ñïðÿòàòü â ñòîë�, � êîãäà çàðîäèâøàÿñÿ
â íåì èäåÿ ëèøü ñëåãêà íà÷èíàëà îáëåêàòüñÿ ïëîòüþ âûêëàäîê,
îí ñïåøèë åå, ïóñòü íåçàâåðøåííóþ, íåçàêîí÷åííóþ, ìîæåò áûòü,
áåçîáðàçíóþ, êàê íîâîðîæäåííûé êîòåíîê, íåìåäëåííî ïîêàçàòü
îêðóæàþùèì, ïîäåëèòüñÿ åþ; êîãäà æå îíà ÷óòü ïîäðàñòàëà, îí
ïóáëèêîâàë ñòàòüþ, íàïèñàííóþ, âîçìîæíî, in statu nascendi9, êî-
ãäà, êàê ïèñàë îí ñàì, åìó ñàìîìó åùå íå âñå áûëî ÿñíî.
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Â íà÷àëå 1929 ãîäà ìíå ïðèøëîñü ñëóøàòü ó ÍÃ ïåðâûå êóð-
ñû ëåêöèé ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
ôóíêöèÿì êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ñîáðàâøèñü íà ïåðâóþ ëåê-
öèþ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ìû ñèäåëè â îæèäàíèè:
ÍÃ åùå íå áûëî. Çàòåì ìû óñëûøàëè åãî (êîãäà îí ïîÿâëÿëñÿ
ãäå-ëèáî, åãî ãîëîñ áûë ñëûøåí âñåì îêðóæàþùèì), ìû ñëûøà-
ëè, êàê îí ïðîøåë â ïðîôåññîðñêóþ, ðàçãîâàðèâàë òàì, è ïîòîì
íàïðàâèëñÿ ê âûõîäó, ÿâíî íàìåðåâàÿñü ïîêèíóòü êàáèíåò. Òóò ÿ
íå âûäåðæàë è, âûñêî÷èâ â êîðèäîð, ñêàçàë ÍÃ, ÷òî ìû æäåì åãî
íà ëåêöèþ. Îí áûë óäèâëåí: âèäèìî, îí îá ýòîé ëåêöèè çàáûë, íî
áåñïðåêîñëîâíî âåðíóëñÿ, âñêîðå ïîÿâèëñÿ â àóäèòîðèè è ðàññêà-
çàë íàì ñâîè ëþáèìûå çàäà÷è î ëèíèè ïîãîíè è ãèïñîìåòðè÷åñêîé
ôîðìóëå.
Ïðîãðàììû êóðñîâ â òî âðåìÿ íå äèêòîâàëèñü èç öåíòðà, è â

âûáîðå ñîäåðæàíèÿ èõ öàðèë áîëüøîé äåìîêðàòèçì. ÍÃ îáû÷íî
äîâîëüíî áûñòðî èçëàãàë îáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë è ñïåøèë îáðà-
òèòüñÿ ê ñïåöèàëüíûì âîïðîñàì, ëåæàâøèì â êðóãå åãî ëè÷íûõ
èíòåðåñîâ. Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêèì âîïðî-
ñîì áûëî ðàçëîæåíèå èíòåãðàëîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ðÿäû
(òåîðèÿ Ôóêñà).
Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òîáû ÍÃ òùàòåëüíî ãîòîâèëñÿ ê ëåêöèÿì: íà

ýòî ó íåãî íå õâàòàëî íè òåðïåíèÿ, íè âðåìåíè; íå ðàç â âûêëàä-
êè íà äîñêå âêðàäûâàëàñü îøèáêà, è ðåçóëüòàò ïîëó÷àëñÿ, îáðàò-
íûé æåëàåìîìó. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ó ÍÃ ðåäêî õâàòàëî òåðïåíèÿ
ïîâòîðèòü âûêëàäêó, ÷àùå îí ëèáî çàÿâëÿë: �Õîòÿ ìû äîêàçà-
ëè îáðàòíîå òðåáóåìîìó, íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äîêàçàëè òî, ÷òî
íàäî, è ïîéäåìòå äàëüøå�, ëèáî, êàê ýòî áûâàëî íà ëåêöèÿõ ïî
âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, óâèäåâ ó êîãî-ëèáî èç ñëóøàòåëåé
ýêçåìïëÿð ñâîåãî êóðñà, ÍÃ âîñêëèöàë: �À íó, ïîñìîòðèòå, êàê
òàì, â êíèæêå, íàïèñàíî!� Ïîïûòîê êàê-ëèáî âûêðóòèòüñÿ, èç
ïîëîæåíèÿ, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñâîå ðåíîìå, îí íèêîãäà íå äåëàë.
À.Ç. Ïåòðîâ âñïîìèíàë, êàê ÍÃ ÷èòàë èõ êóðñó òåîðèþ ìàòðèö:
îí ïðî÷åë âñå, ÷òî íóæíî, áóêâàëüíî â íåñêîëüêî ëåêöèé, ïîñëå
÷åãî îáðàòèëñÿ ê ñòóäåíòàì: �Ïîíÿëè?� � �Íåò� � îòâåòèëè òå.
�Íó, äàâàéòå íà÷íåì ñíà÷àëà�, � çàÿâèë ÍÃ è, ïîâòîðèâ êóðñ,
ñïðîñèë ñíîâà: �Ïîíÿëè?� � �Íåò� � �Íó, òîãäà ÷èòàéòå ñàìè!�, �
îáúÿâèë îí. Ïðàâäà, ýòè ôàêòû îòíîñÿòñÿ ê ïåðâûì ãîäàì æèçíè
ÍÃ â Êàçàíè.
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×èòàòü ëåêöèè äàæå ïî ñàìûì ýëåìåíòàðíûì êóðñàì
ÍÃ ëþáèë. Ïîçæå, âî âðåìÿ âîéíû, êîãäà ÿ áûë äåêà-
íîì ôèçìàòà ÊÃÓ, ñëó÷èëîñü, ÷òî çàáîëåë ïðåïîäàâà-
òåëü, ÷èòàâøèé ëåêöèè íà õèìè÷åñêîì ôàêóëüòåòå, è
äåêàí õèìôàêà Á.À. Àðáóçîâ îáðàòèëñÿ êî ìíå ïî ïî-
âîäó çàìåíû (ðå÷ü øëà î ëåêöèÿõ ïî àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè). Îêàçàâøèéñÿ ñâèäåòåëåì íàøåãî ðàçãîâî-
ðà ÍÃ òîò÷àñ æå ïðåäëîæèë: �Äàâàéòå ÿ ïðî÷èòàþ!�,
õîòÿ ëåêöèè ýòè ÿâíî íèêàêîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿ-
ëè. Â ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îí íå ÷óæäàëñÿ è
ïîïûòîê äîâîëüíî ðèñêîâàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ; òàê, â
íà÷àëå âîéíû, êîãäà ÍÃ ñàìîìó ïðèøëîñü ÷èòàòü êóðñ
âûñøåé àëãåáðû ïåðâîìó êóðñó ôèçìàòà, îí õîòåë ïî-
ïûòàòüñÿ èçëàãàòü òåîðèþ îïðåäåëèòåëåé ñ ïîìîùüþ
àëãåáð Ãðàññìàíà; ÿ îòãîâîðèë åãî îò ýòîé èäåè.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ÍÃ è, ïîæàëóé, Í.Ã. ×åòàåâ ïåðâûìè ââå-
ëè (èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, øèðîêî ðàçâèëè) ó íàñ ñòóäåí÷åñêèå è
íàó÷íûå ñåìèíàðû. Â ÷àñòíîñòè, â 1929�1930 ãã. ÍÃ ïðîâîäèë ñòó-
äåí÷åñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé,
â íåì ó÷àñòâîâàëè ÿ, È.À. Ùåðáàêîâ, Ô.Ä. Ãàõîâ è ñòàðøåêóðñ-
íèêè Ã.Ô. Ëàïòåâ, Ï.Ã. Êîíòîðîâè÷ è Õ.À. Áèòíåð. Ëèòåðàòóðà,
êîòîðîé ïðèõîäèëîñü ïîëüçîâàòüñÿ, áûëà ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî
íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ � è ýòî çàñòàâëÿëî íàñ âîëåé-íåâîëåé
èõ èçó÷àòü. ÍÃ, êàê ÿ óæå îòìå÷àë, ïðåêðàñíî çíàë íåìåöêèé
ÿçûê, ÷èòàë îí òàêæå è íà àíãëèéñêîì è íà ôðàíöóçñêîì. Àí-
ãëèéñêîå ïðîèçíîøåíèå ïðèâîäèëî åãî â íåãîäîâàíèå, è îäíàæäû
îí çàÿâèë: �Êîãäà â Àíãëèè áóäåò ñîöèàëèñòè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ,
òî èõ çàñòàâÿò ÷èòàòü òàê, êàê îíè ïèøóò!� Ïî ïîâîäó ôðàíöóç-
ñêîãî ïðîèçíîøåíèÿ îí äàâàë ìíå îäíàæäû òàêîé ñîâåò: �Êîãäà
Âû âèäèòå ñëîâî, òî Âû â íåì 50% áóêâ, êàêèå ïîíðàâÿòñÿ, ÷è-
òàéòå, à îñòàëüíûå íåò�. Ïîñëåäíèå ãîäû îí íåìàëî âîçìóùàëñÿ
ïîñòàíîâêîé ïðåïîäàâàíèÿ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ â âóçàõ è òåì,
÷òî ñòóäåíòû ïîñëå íåñêîëüêèõ ëåò èçó÷åíèÿ ÿçûêà îêàçûâàëèñü
ñîâåðøåííî áåñïîìîùíûìè, êîãäà ïåðåä íèìè ëåæàë ïðîñòîé ìà-
òåìàòè÷åñêèé òåêñò (âñïîìíèì, ÷òî îí ñàì èçó÷èë íåìåöêèé, ÷è-
òàÿ àëãåáðó Âåáåðà, è ñ÷èòàë, ÷òî îñíîâíîé öåëüþ èçó÷åíèÿ ÿçûêà
äîëæíî áûòü ÷òåíèå ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðû). Â 1944 ãîäó ïðè
ðàñïðåäåëåíèè íàãðóçîê îí ñîâåðøåííî ñåðüåçíî ïðåäëîæèë äàòü
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åìó îäíó ãðóïïó ïî íåìåöêîìó ÿçûêó; ïðåäëîæåíèå ýòî òîãäàø-
íÿÿ çàâ. êàôåäðîé èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ À.Ñ. Øêëÿåâà âñòðåòèëà
ñ íåäîâåðèåì è äèïëîìàòè÷åñêè îòêëîíèëà.
Ïîñåëèëñÿ ÍÃ â Êàçàíè ïåðâîíà÷àëüíî íà óë. Êîìëåâà, âñêîðå

ïåðååõàë â íåáîëüøóþ êâàðòèðêó â äîìå, íàçûâàâøåìñÿ äîìîì
ó÷åíûõ íà Ñòàðîãîðøå÷íîé (ñòàðàíèÿìè è óñèëèÿìè ãîðñîâåòà
ïåðåèìåíîâàííîé ïîçæå â óë. Ùàïîâà), è ëèøü â 1937 ãîäó ïîëó-
÷èë ðîñêîøíóþ ïî òåì (è íàøèì) âðåìåíàì êâàðòèðó ñî âñåìè
óäîáñòâàìè âî âíîâü ïîñòðîåííîì äîìå íà óë. Êàðëà Ìàðêñà, ãäå
îäíà äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòåëüíàÿ êîìíàòà áûëà îáðàùåíà â åãî
êàáèíåò: òàì ñòîÿëè ïîñòåëü åãî, ðàáî÷èé ñòîëèê, ñòåëëàæè åãî
áèáëèîòåêè, åãî áèáëèîòåêà îòòèñêîâ è, ïîçæå, ðîÿëü.

Ðàáî÷èì ìåñòîì ÍÃ îòíþäü íå áûë ñòîë � ìîæåò áûòü, òîëüêî
â ïîñëåâîåííîå âðåìÿ, êîãäà ñòàëî âîçìîæíûì ïðèîáðåòàòü ïè-
øóùèå ìàøèíêè, è â ÷èñëå ïðî÷èõ ïðèîáðåë òàêîâóþ è ÍÃ, îí
ïî íåîáõîäèìîñòè ñòàë ÷àùå ïîëüçîâàòüñÿ ñòîëîì � ðàáî÷èì ìå-
ñòîì åãî îáû÷íî áûëà ïîñòåëü: ïîëóëåæà â íåé, îí ïèñàë ñâîè
ñòàòüè è êíèãè ñàìîïèøóùåé ðó÷êîé â îáùèõ òåòðàäÿõ ñ ìÿã-
êîé îáëîæêîé. Ìû íàñòîëüêî ïðèâûêëè çàñòàâàòü åãî â òàêîì
ïîëîæåíèè, ÷òî Í.Í. Ìåéìàí, øóòÿ, çàìåòèë îäíàæäû, ÷òî íà
äâåðÿõ ýòîé êâàðòèðû ñëåäîâàëî áû ñäåëàòü íàäïèñü: �Çäåñü ëå-
æèò Í.Ã. ×åáîòàðåâ�. Ñïàë ÍÃ ìàëî, âñòàâàë ðàíî, íî îáëàäàë
èçóìèòåëüíûì ñâîéñòâîì îòêëþ÷àòüñÿ îò âíåøíèõ ðàçäðàæèòå-
ëåé, åñëè îíè íå îòíîñèëèñü ê æèâîèíòåðåñóþùåé åãî îáëàñòè, è
çàñûïàòü â ñàìûõ íåïîäõîäÿùèõ óñëîâèÿõ. Åùå â áûòíîñòü ìîþ
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ñòóäåíòîì íàñ, ó÷àñòíèêîâ åãî ñåìèíàðîâ, ñòðàøíî ñìóùàëî è
âûâîäèëî èç ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ìû îáíàðóæèâàëè, ÷òî ÍÃ ìèðíî
ïîñàïûâàë âî âðåìÿ íàøèõ äîêëàäîâ.

Îäíàæäû, êîãäà Í.È. Ïîðôèðüåâ ÷èòàë íàì êóðñ òåõ-
íèêè íàó÷íûõ èçìåðåíèé ñ ýëåìåíòàìè ôîòîãðàôèè è
ìíå áûë äîâåðåí íà íåñêîëüêî äíåé ôîòîàïïàðàò (êî-
òîðûå â òî âðåìÿ âîîáùå áûëè ðåäêîñòüþ è â ïðîäà-
æå îòñóòñòâîâàëè), ó ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ÍÃ âîçíèê
çëîäåéñêèé çàìûñåë ñôîòîãðàôèðîâàòü íàø ñåìèíàð ñ
äðåìëþùèì ÍÃ. Îäíàêî ýòà ïåðñïåêòèâà íàñòîëüêî âîç-
áóäèëà âñåõ ó÷àñòíèêîâ, ÷òî âûçâàëà îæèâëåííóþ äèñ-
êóññèþ, êîòîðàÿ íå äàëà ÍÃ çàäðåìàòü.

Ïîðàçèòåëüíûé ñëó÷àé òàêîãî ðîäà ïðîèçîøåë íà çàùèòå êàí-
äèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ô.Ä. Ãàõîâûì, êîãäà ÍÃ êàê ïðåäñåäà-
òåëü Ñîâåòà âçÿëñÿ ïðî÷åñòü îòçûâ àêàäåìèêà Ñìèðíîâà (â òî
âðåìÿ ïðèñóòñòâèå íà çàùèòå îïïîíåíòà áûëî íåîáÿçàòåëüíûì),�
ê ìîåìó óæàñó è âîñõèùåíèþ äâà èëè òðè ðàçà âî âðåìÿ ÷òåíèÿ
ðå÷ü ÍÃ ñòàíîâèëàñü âñå ìåíåå ñâÿçíîé, è âäðóã îí â ñëàäêèõ
ãðåçàõ ïîíèêàë ãîëîâîé íàä îòçûâîì. Ðàññêàçûâàëè, ÷òî êîãäà â
Êàçàíü ïðèåçæàëÞ.Á. Ðóìåð, îí áûë ïîòðÿñåí òåì, ÷òî âî âðåìÿ
åãî äîêëàäà ÍÃ âäðóã çàäðåìàë, íî êîãäà îí ïå÷àëüíî îòìåòèë
ýòî, ÍÃ âîçðàçèë: �Âàøå äåëî äîêëàäûâàòü, à äåëî àóäèòîðèè �
ðåàãèðîâàòü�. Âïðî÷åì, Þ.Á. Ðóìåð íå ìîã çíàòü, ÷òî äðåìîòà
ÍÃ íåðåäêî áûâàëà àêòèâíîé, è, âíåøíå äðåìëþùèé, îí òåì íå
ìåíåå ñëåäèë çà îêðóæàþùèì è áûë â êóðñå ïðîèñõîäÿùåãî. Â
1940 ãîäó ÍÃ, ÿ è È.Ä. Àäî ïðîâîäèëè íåáîëüøîé ñåìèíàð÷èê,
ïðîâîäèëè åãî â ìîåé êîìíàòå, èáî Óíèâåðñèòåò îòàïëèâàëñÿ òî-
ãäà î÷åíü ïëîõî, à â ãåîìåòðè÷åñêîì êàáèíåòå, ãäå åùå ñîõðàíÿ-
ëîñü ïå÷íîå îòîïëåíèå, ìîæíî áûëî çàìåðçíóòü (�Ñòóäåíòû ïðå-
áûâàþò â ñîñòîÿíèè îìåðçåíèÿ�, �ñòóäåíòû áîëüøèå çàìåðçàâöû�,
� øóòèë ÍÃ). Åñëè äîêëàäûâàë êòî-ëèáî äðóãîé, òî ÍÃ âñåãäà
èçáèðàë ñåáå ìåñòî íà ìîåì ëîæå è âñêîðå íà÷èíàë ìèðíî ïîñà-
ïûâàòü, íî åäâà òîëüêî ó íàñ âîçíèêàëî êàêîå-ëèáî ñîìíåíèå èëè
ñïîð ïî êàêîìó-ëèáî âîïðîñó, êàê ÍÃ òîò÷àñ âñòàâëÿë ñâîþ ðå-
ïëèêó, ïîêàçûâàâøóþ, ÷òî âñå, î ÷åì øëà ðå÷ü, ïîêà îí �ñïàë�, â
äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåëîìëÿëîñü â åãî ðàçóìå.
Â îäíîé èç áèîãðàôèé ×åáûøåâà ÿ ÷èòàë, ÷òî ðàç â íåäåëþ äâå-

ðè åãî êâàðòèðû áûëè îòêðûòû äëÿ âñåõ, êòî õîòåë áû áåñåäîâàòü
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ñ íèì ïî íàó÷íûì âîïðîñàì. Òàê áûëî ó ïðàäåäîâ; ó ïðàâíóêîâ
ñòàëî ãîðàçäî ïðîùå.

Ãäå-òî ÿ íàçâàë ×åáûøåâà äåäîì ÍÃ � ýòî íåâåðíî; íà-
ó÷íàÿ ðîäîñëîâíàÿ ÍÃ � ×åáûøåâ, Êîðêèí, Ãðàâå, ×å-
áîòàðåâ � ïîêàçûâàåò, ÷òî ×åáûøåâ � åãî íàó÷íûé ïðà-
äåä. Îäíàæäû âî âðåìÿ ëûæíîé ïðîãóëêè ìàëü÷èøêè
ñïðîñèëè ìåíÿ: �Äÿäåíüêà, òû Øìèäò?�10 � �Íåò, ÿ åãî
ïëåìÿííèê�, � îòâåòèë ÿ. Óçíàâ îá ýòîì, ÍÃ íå ïðåìè-
íóë ïðè âñòðå÷å ñêàçàòü Î.Þ. Øìèäòó: �À ó íàñ â Êà-
çàíè æèâåò Âàø ïëåìÿííèê�. �Íàâåðíîå, ýòî ïëåìÿííèê
ëåéòåíàíòà Øìèäòà�, � âîçðàçèë Îòòî Þëüåâè÷. Îä-
íàêî â ñìûñëå íàó÷íîãî ðîäñòâà ìîå óòâåðæäåíèå áûëî
âåðíî: Î.Þ. � íàó÷íûé áðàò ÍÃ.

Òàê, ó ïðàâíóêîâ ñòàëî ïðîùå òåì, ÷òî äâåðè êâàðòèðû ÍÃ â
ëþáîå âðåìÿ � ëèøü áû îí áûë äîìà � áûëè îòêðûòû äëÿ êàæ-
äîãî æåëàþùåãî ïîãîâîðèòü ñ íèì: ìåíÿ íåðåäêî ñìóùàëà òàêàÿ
ãîòîâíîñòü îòëîæèòü âñå ñâîè äåëà, ÷àñòî áîëåå âàæíûå, äëÿ ðàç-
ãîâîðà, ïîðîé íèê÷åìíîãî. Áûëà ó ÍÃ ïðåêðàñíàÿ áèáëèîòåêà,
ñîäåðæàâøàÿ íåìàëî ðåäêèõ â ÑÑÑÐ êíèã, áûëà áîëüøàÿ êîë-
ëåêöèÿ îòòèñêîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîò, íà÷àëî êîòîðîé áûëî ïî-
ëîæåíî ïðè ïîåçäêå â Ãåðìàíèþ â 1925 ãîäó; ýòîé êîëëåêöèåé
ÍÃ î÷åíü ãîðäèëñÿ, çàáîòèëñÿ î íåé � ïîìíþ, êàê îí ïîêóïàë
äëÿ ýòèõ îòòèñêîâ ñïåöèàëüíûå ïàïêè, è ïðèëàãàë óñèëèÿ ê åå
óìíîæåíèþ è ïðîöâåòàíèþ: â ðàçíûå ñòðàíû îí ðàññûëàë ñâîè
îòòèñêè è ïîëó÷àë â îáìåí îòòèñêè îòîâñþäó; áëàãîäàðÿ ýòîìó
ó íåãî èìåëèñü ðàáîòû, êîòîðûå íåëüçÿ áûëî ïðèîáðåñòè èíûìè
ïóòÿìè. È êíèãè ñâîè è ýòè îòòèñêè îí ãîòîâ áûë ïðåäîñòàâèòü
â ðàñïîðÿæåíèå êàæäîãî, ïðèòîì áåç âñÿêîãî ó÷åòà.

Âîò, íàïðèìåð, ñöåíêà â óíèâåðñèòåòñêîé áèáëèîòåêå â
1944 ãîäó: Ëàïàåâ, ñòóäåíò 1-ãî êóðñà, æåëàåò ïîëó÷èòü
êíèæêó Ïàëüøàó: êíèæêè ýòè, îêàçûâàåòñÿ, âñå ðàçî-
áðàíû, ñòóäåíò îãîð÷åí. Ðàçãîâîð åãî ñ áèáëèîòåêàðøåé
ñëûøèò ïðèñóòñòâóþùèé òàì ÍÃ, êîòîðûé â ýòî âðåìÿ
íà 1-ì êóðñå óæå íå ÷èòàë è ñòóäåíòà ýòîãî íå çíàåò; îí
òîò÷àñ îáðàùàåòñÿ ê íåìó: �Ïðèõîäèòå êî ìíå, ó ìåíÿ
Ïàëüøàó åñòü, ÿ Âàì åãî äàì�. Ãîòîâíîñòü ÍÃ îêàçàòü
óñëóãó ëþáîìó áûëà èçóìèòåëüíà. Â ïðåäâîåííûå ãîäû
òîâàðîâ â Êàçàíè áûëî î÷åíü ìàëî, ïîêóïàòü êàçàíè÷è
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òîãäà ðàçó÷èëèñü, ìîæíî áûëî ëèøü äîñòàâàòü, à äî-
ñòàâàòü áûëî òðóäíî áóêâàëüíî âñå: äàæå òàêóþ âåùü,
êàê ãîðîõ, ïðèõîäèëîñü âîçèòü èç Ìîñêâû. ÍÃ ÷àñòî
åçäèë â Ìîñêâó è âîò ïåðåä ïîåçäêîé îí îáõîäèë ñâîèõ
çíàêîìûõ: �×òî Âàì ïðèâåçòè èç Ìîñêâû?� è âûíèìàë
îáúåìèñòóþ çàïèñíóþ êíèæêó, äî êîíöà çàïîëíåííóþ
çàïèñÿìè êîìó, ÷òî è â êàêîì êîëè÷åñòâå íàäî ïðèâåç-
òè. Ýòîé åãî ãîòîâíîñòüþ íå ðàç ïîëüçîâàëñÿ è ÿ.

Ìíå äîâåëîñü ïîëüçîâàòüñÿ äîáðîñåðäå÷èåì ÍÃ è ïî
äðóãîìó ïîâîäó. Â ïðåäâîåííûå ãîäû ÿ ðàáîòàë â Êàçàí-
ñêîì èíñòèòóòå èíæåíåðîâ êîììóíàëüíîãî ñòðîèòåëü-
ñòâà (ÊÈÈÊÑ) è ÿ ïðèãëàñèë òóäà ÍÃ ïðî÷åñòü ëåê-
öèþ î æèçíè è ðàáîòå Ýâàðèñòà Ãàëóà � ïðåäëîæå-
íèå, êîòîðîå îí îõîòíî ïðèíÿë. Â Èíñòèòóòå àäìèíè-
ñòðàöèÿ îòíåñëàñü ê ýòîìó ñîáûòèþ ñ ýíòóçèàçìîì �
åùå áû, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò àêàäåìèè íàóê ÷èòàåò ëåê-
öèþ, ïðèêàçàíî áûëî ïîâåñèòü îáúÿâëåíèå î ëåêöèè;
ñîáðàëîñü íà íåå íàðîäó ìíîæåñòâî: ñòóäåíòû, ðàáîò-
íèêè êàíöåëÿðèè, ïðåïîäàâàòåëè (ÿ óâåðåí, ÷òî áîëü-
øàÿ ÷àñòü èç íèõ ïðèøëà ïðîñòî ïîèíòåðåñîâàòüñÿ òåì,
êàêèå áûâàþò æèâûå àêàäåìèêè, òåì áîëåå, ÷òî ÍÃ ê
òîìó âðåìåíè áûë äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðåí â âóçîâñêèõ
êðóãàõ). Òàêîé îãðîìíîé è ðàçíîøåðñòíîé àóäèòîðèè
ÍÃ íèêàê íå îæèäàë, êàê ìíå ïîêàçàëîñü, îí áûë äàæå
íåñêîëüêî íåäîâîëåí, íî áûñòðî îñâîèâøèñü ñ îáñòàíîâ-
êîé, íà÷àë ñâîé ðàññêàç íàñòîëüêî íåïðèíóæäåííî, ÷òî
îäèí ñòóäåíò, çàãëÿíóâ èç êîðèäîðà â àóäèòîðèþ, ðàçî-
÷àðîâàííî êîììåíòèðîâàë: �Äà îí íå ÷èòàåò, à ïðîñòî
ðàññêàçûâàåò!� Ëåêöèÿ áûëà äâóõ÷àñîâîé; â ñåðåäèíå
åå ÍÃ óñòðîèë ïåðåðûâ è âûøåë â êîðèäîð ïîêóðèòü,
è âçîðû åãî îáðàòèëèñü ê âèñÿùåìó íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ñòåíå îáúÿâëåíèþ. Îíî ãëàñèëî ïðèìåðíî ñëåäó-
þùåå: �Òîãäà-òî, òàì-òî, òàêîé-òî (ñ ïîëíîé �òèòóëà-
òóðîé�) ïðî÷òåò òàêóþ-òî ëåêöèþ� . . . è çàêàí÷èâàëîñü
ñëîâàìè: �òðåóãîëüíèêàì ãðóïï îáåñïå÷èòü ÿâêó� (!!).
ÍÃ ïðèøåë â âîñòîðã, îí óòâåðæäàë, ÷òî òðåóãîëüíèêè
îáåñïå÷èëè ñòîïðîöåíòíóþ ÿâêó, äî êîíöà äíåé ñâîèõ
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âðåìÿ îò âðåìåíè âñïîìèíàë ýòîò ñëó÷àé è ïèñàë î íåì
â ïåðâîì èç �Ïèñåì î ñåáå è ìàòåìàòèêå�.

Èòàê, âñå ìàòåìàòèêè, õîðîøî çíàëè åãî êâàðòèðó, åãî ëîæå, åãî
ðîÿëü, åãî áèáëèîòåêó è åãî ïðåâîñõîäíûé, ðàäóøíûé õàðàêòåð.
Ïðèõîäÿ ê íåìó çàïðîñòî, íåðåäêî ìîæíî áûëî çàñòàòü êàêîãî-
ëèáî êàçàíè÷à èëè ïðèåçæåãî, òàêæå çàïðîñòî çàøåäøåãî ê ÍÃ
è âåäóùåãî ðàçãîâîð íà íàó÷íóþ èëè äèññåðòàöèîííóþ òåìó. Â
ñëó÷àå æå áîëåå øèðîêîãî ñîáðàíèÿ ïîñåòèòåëåé ÍÃ, âñåãäà äå-
ÿòåëüíûé è ñòðåìèâøèéñÿ ÷åì-ëèáî çàíÿòüñÿ, îáû÷íî ïðîïàãàí-
äèðîâàë ñâîå ëþáèìîå ðàçâëå÷åíèå � øàðàäû.

Ýòà èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàãàäûâàåòñÿ íåêîå ñëîâî,
îíî ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè-ïîäñëîâà, è ñòàâèòñÿ ðÿä äðà-
ìàòè÷åñêèõ ñöåíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò
ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäñëîâî (åñëè òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà
íåâîçìîæíà, òî ïîäñëîâî ïðîñòî äîëæíî áûòü óïîìÿíó-
òî â íåé). Ïîñëåäíÿÿ ñöåíêà õàðàêòåðèçóåò ñàìî ñëîâî.
Çàäà÷à çðèòåëåé � ðàçãàäàòü ñëîâî.

Øàðàäû ÍÃ ïûòàëñÿ ïðèâèòü è íà ñòóäåí÷åñêèõ âå÷åðàõ, êîòî-
ðûå ïîñåùàë îõîòíî. Âî âðåìÿ âîéíû, êîãäà ñòóäåíòîâ ïî÷òè íå
áûëî è íåòðóäíî áûëî îðãàíèçîâàòü èõ âîåäèíî, ýòî óäàâàëîñü,
à â ïîñëåäóþùèå ãîäû � íåò. Íà âå÷åðàõ ýòèõ ÍÃ íèêîãäà íå
îòêàçûâàëñÿ âûñòóïèòü êàê ïèàíèñò. ×àùå âñåãî èãðàë îí âàëü-
ñû Øîïåíà; èãðàë îí äîâîëüíî ïëîõî: ó íåãî íèêîãäà íå õâàòàëî
òåðïåíèÿ ïî-íàñòîÿùåìó îòðàáàòûâàòü íå òîëüêî öåëûå âåùè, íî
õîòÿ áû íàèáîëåå òðóäíûå ïàññàæè.
Ðåäêî ñëó÷àëîñü, ÷òîáû ñåìüÿ ×åáîòàðåâûõ ëåòîì óåçæàëà äà-

ëåêî îò Êàçàíè, õîòÿ ê óñëóãàì ÍÃ áûëè âîçìîæíîñòè Àêàäåìèè
íàóê.

Ýòè âîçìîæíîñòè â 1945 ã. ÍÃ èñïîëüçîâàë, íî íå äëÿ
ñåáÿ: çàáîëåë òóáåðêóëåçîì îäèí èç ôèçìàòîâñêèõ ñòó-
äåíòîâ, è ïîíàäîáèëîñü êóðîðòíîå ëå÷åíèå. ÍÃ ãîðÿ÷î
âçÿëñÿ çà ýòî è âûõëîïîòàë ÷åðåç Àêàäåìèþ ïóòåâêó â
Áîðîâîå íà Àëòàå.

Îáû÷íî ëåòî ×åáîòàðåâû æèëè ïîä Êàçàíüþ, â Øåëàíãå, ãäå â
î÷åíü êðàñèâîì ìåñòå, íà êðóòîì áåðåãó Âîëãè, ñðåäè ÿáëîíåâûõ
ñàäîâ áûë îðãàíèçîâàí äîì îòäûõà � ïåðâîíà÷àëüíî ñïåöèàëüíî
äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ; òàì áûëî è îáùåæèòèå, à ñåìåéíûì
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íà âåñü ñðîê èõ îòïóñêà ïðåäîñòàâëÿëèñü îòäåëüíûå êâàðòèðêè â
ìàëåíüêèõ äîìèêàõ.

Ýòîò äîì îòäûõà íàõîäèëñÿ â âåäåíèè Êîìèññèè ñî-
äåéñòâèÿ ó÷åíûì (ÊÑÓ); êàêîé-òî îñòðîóìåö ñî÷èíèë
î æèçíè â Øåëàíãå ñòèõè, êîòîðûå ÍÃ íåðåäêî ïîâòî-
ðÿë:

Íàó÷íûå ðàáîòíè÷êè, âñå âû â Øåëàíãå
Ëîïàåòå ÊÑÓêèíó ïèùó è âîîáùå
Õîäèòå â ñòîëîâóþ òðè ðàçà íà äíþ,
È íå òîëüêî õîäèòå, à âîäèòå ðîäíþ!
Êàê æå ïîñëå ýòîãî ìíå âàì íå ñêàçàòü:
ÊÑÓêèíû âû äåòè è ÊÑÓ � âàøà ìàòü!

Ïîïàäàÿ â Øåëàíãó, ÍÃ ñíèìàë îáóâü, îáëà÷àëñÿ â ðóáàøêó
ñ êîðîòêèìè ðóêàâàìè è ñâîè çíàìåíèòûå �òèðîëüñêèå� êîðîò-
êèå øòàíû ñ ìàíæåòàìè ÷óòü ïîíèæå êîëåí è òàê, áîñîé, õîäèë
âñå ëåòî, ñâîèì âèäîì, òàê äàëåêèì îò êàíîíè÷åñêîãî ïðîôåñ-
ñîðñêîãî îáëèêà, âûçûâàÿ íåäîóìåíèå îêðóæàþùèõ. Âïðî÷åì, ê
ýòîìó ñêîðî ïðèâûêëè, èáî ëþäè âîîáùå ñêëîííû ñ÷èòàòü ìà-
òåìàòèêîâ, à òåì áîëåå ïðîôåññîðîâ ìàòåìàòèêè, ñóùåñòâàìè íå
îò ìèðà ñåãî, à óæ ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó Àêàäåìèè íàóê (êàê
øóòèë ÍÃ: �÷ëåíó-ñêîðîïàäåíòó�) ãîòîâû áûëè ïðîñòèòü ëþáóþ
ýêñòðàâàãàíòíîñòü. Êóïàíèå, ïðîãóëêè è ïîåçäêè íà ëîäêå ñ Ï.À.
Øèðîêîâûì ñîñòàâëÿëè ðàçâëå÷åíèÿ ÍÃ. Âîçâðàùàÿñü æå äîìîé,
îí óñòðàèâàëñÿ íà ñâîåì ëîæå è äîñòàâàë êíèãó è òåòðàäü, èáî
êíèãè è ïèñüìåííûå ïðèíàäëåæíîñòè ñîïóòñòâîâàëè åìó âñþäó:
è íà äà÷å, è â äîðîãå, è â áîëüíèöå, è ïîñëå â êîëõîçå, è â Øå-
ëàíãå îí ðàáîòàë ñ íå ìåíüøèì ýôôåêòîì, ÷åì â Êàçàíè. Òàì îí
ïèñàë ñâîþ �Òåîðèþ ãðóïï Ëè� è �Òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíê-
öèé�. Ðàáîòà áûëà äëÿ íåãî òàêîé íàñóùíîé ïîòðåáíîñòüþ, ÷òî
îòêëþ÷èòüñÿ îò íåå íà ñêîëüêî-íèáóäü ïðîäîëæèòåëüíûé ñðîê îí
íå ìîã. Òàê æå, êàê è â Êàçàíè, íåðåäêî â Øåëàíãó ïðèáûâàëè
ãîñòè, èáî ñ áîëüøèì ðàäóøèåì ïðèãëàøàë ÍÃ ê ñåáå çíàêîìûõ
(êàê âñåãäà â òàêèõ ñëó÷àÿõ, òðóäíîñòè è õëîïîòû âûïàäàëè íà
äîëþ ñóïðóãè). È ëþäè ïðèåçæàëè îõîòíî, èíîãäà ïî íåñêîëüêó
ñðàçó: òàê, ÿ ïîìíþ âðåìÿ, êîãäà ó ÍÃ æèëè ÿ, Àäî è Ìåéìàí îä-
íîâðåìåííî, çàíèìàÿ ïî íî÷àì íåìàëóþ ÷àñòü ïîëà åãî êîìíàòû,
ê ñ÷àñòüþ, äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòåëüíîé. Â ïðåäâîåííûå ãîäû, âîç-
âðàùàÿñü â ïîñëåäíåé äåêàäå àâãóñòà â Êàçàíü, ÿ âçÿë çà îáû÷àé
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íà äåíü-äðóãîé íàâåùàòü Øåëàíãó, è Ï.À. Øèðîêîâ ñ ÍÃ ïîñìå-
èâàëèñü: ðàç-äå ïîÿâèëñÿ Ìîðîçîâ � çíà÷èò, ïîðà ïåðåáèðàòüñÿ
â Êàçàíü.
Åñëè âñÿ Øåëàíãà çíàëà òèðîëüñêèå ïàíòàëîíû è áîñûå íîãè

ÍÃ, òî ïî êðàéíåé ìåðå âåñü óíèâåðñèòåò çíàë åãî ÷åìîäàí. Äåëî
â òîì, ÷òî îí íèêîãäà íå íîñèë ïîðòôåëåé è íå ïðèçíàâàë èõ,
âìåñòî ïîðòôåëÿ îáû÷íûì ñïóòíèêîì åãî áûë íåáîëüøîé ÷åìî-
äàí÷èê, õðàíèâøèé åãî êíèãè è áóìàãè. Êàê ñåé÷àñ, ïðåäñòàâëÿþ
ÿ ÍÃ øàãàþùèì ïî ãîðîäó çèìîé, ïî÷åìó-òî áåç ïåð÷àòîê; â îä-
íîé ðóêå îí íåñåò ÷åìîäàí è, äîíèìàåìûé óêóñàìè ìîðîçà, âðåìÿ
îò âðåìåíè ìåíÿåò ðóêó, à îñâîáîäèâøóþñÿ ïîäíîñèò êî ðòó è äó-
åò íà íåå.

Òåìïû äâèæåíèÿ åãî âðåìåíàìè ìåíÿëèñü � îí òî óñòðåì-
ëÿëñÿ âïåðåä, òî øåë ìåäëåííåå. Ãîâîðÿò, ÷òî îäíàæäû
åãî ñïðîñèëè î ïðè÷èíå òàêîé íåðîâíîé ïîõîäêè è îí
áóäòî áû îòâåòèë: �À ÿ èäó ïî õîäó ìûñëè � êîãäà ìûñ-
ëè ìîè èäóò áûñòðåå, áûñòðåå èäó è ÿ�.

Îáðàùàëà íà ñåáÿ âíèìàíèå îäíà îñîáåííîñòü åãî êîñòþìà � ýòî
ïðèâû÷íîå îòñóòñòâèå ãàëñòóêà, ïîä ïèäæàêîì îáû÷íî áûëà ðó-
áàøêà ñ îòëîæíûì âîðîòíèêîì.

Âî âðåìÿ ïðàçäíîâàíèÿ þáèëåÿ Àêàäåìèè íàóê ó÷åíûå
áûëè ïðèãëàøåíû íà ïðèåì â Êðåìëü. Ïîëó÷èë ïðèãëà-
øåíèå è ÍÃ, íî, êîãäà åìó ñîîáùèëè, ÷òî íà ïðèåì íóæ-
íî ÿâëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì êîñòþìå è îáÿçàòåëüíî
ïðè ãàëñòóêå, îí ïðåäïî÷åë îñòàòüñÿ äîìà, îòêàçàâøèñü
îò óäîâîëüñòâèÿ âñòðåòèòüñÿ ñ ðóêîâîäèòåëÿìè ïàðòèè
è ïðàâèòåëüñòâà.

È ïðîõîäèë îí ñâîé æèçíåííûé ïóòü, îæèâëåííûé, æèçíåðàäîñò-
íûé, âñåì èíòåðåñóþùèéñÿ. Íåñêîëüêî ðàç, âñòðå÷àÿ ìåíÿ â ìå-
ëàíõîëè÷åñêîì íàñòðîåíèè, îí ñïðàøèâàë: �À Âû ñóìíûé?� è öè-
òèðîâàë ÷üè-òî ñòèõè:

Îé, õîæó ÿ ïî-íàä ëèìàíîì,
Â îäíîé ðóêå ó ìåíÿ öóöêà, à â äðóãîé êèöêà,
À ÿ ñóìíûé.
Îé, çàäóøó ÿ îäíîé ðóêîé öóöêó,
Îé, áðîøó ÿ äðóãîé êèöêó â ìîðå,
È òîãäà ÿ áóâàþ âåñåëûé.



40

Ìèíóòû ìåëàíõîëèè íà íåãî ñàìîãî íàõîäèëè ðåäêî, è, êàê ìíå
êàæåòñÿ, áûâàëî ýòî íà äëèííûõ çàñåäàíèÿõ. Òîãäà, îáðàùàÿñü ê
ñîñåäó, îí çàäàâàë äâà âîïðîñà: �À âû ìåíÿ ëþáèòå?� è �À âû ìå-
íÿ ñ÷èòàåòå õîðîøèì ìàòåìàòèêîì?� è âûðàæåíèå åãî ëèöà áûëî
ïðè ýòîì âûðàæåíèåì îáèæåííîãî ðåáåíêà (Í.Í. Ìåéìàí ãîâî-
ðèë: �Êàê áóäòî îí õî÷åò ñïðîñèòü: �À âû ìåíÿ íå î÷åíü óøèáå-
òå?�).
Â õàðàêòåðå åãî ñîõðàíÿëîñü íå÷òî íåïîñðåäñòâåííîå, äåòñêîå,

ñïîñîáíîñòü îøàðàøèòü ñîñåäà èëè ñïóòíèêà ñîâåðøåííî íåîæè-
äàííûì âîïðîñîì, çàêëþ÷åíèåì èëè äåéñòâèåì.

Áûë ñëó÷àé â ïåðâûå ãîäû æèçíè ÍÃ â Êàçàíè, ÷òî
îäíà èç ôèçìàòîâñêèõ ñòóäåíòîê ïûòàëàñü ïîêîí÷èòü ñ
ñîáîé, áðîñèâøèñü â ïðîëåò ëåñòíèöû. Åå â òÿæåëîì ñî-
ñòîÿíèè óâåçëè â áîëüíèöó, à âñêîðå ÿâèëèñü ïîñåòèòü
åå ñòàðøåêóðñíèöû è ïðèâåëè ñ ñîáîé ÍÃ. Ê áîëüíîé
èõ íå ïóñòèëè, íî âñå æå îíè ïðîðâàëèñü â êîðèäîð, ãäå
íàòêíóëèñü íà äåæóðíîãî âðà÷à, è îí íà÷àë èõ ðàñïå-
êàòü. ÍÃ ñëóøàë âíèìàòåëüíî, ãëÿäÿ íà âðà÷à, è âäðóã
ñïðîñèë: �À ïî÷åìó â Âàñ ãëàç æåëòûé?� Òîò, óäèâëåí-
íûé âîïðîñîì, ïðåêðàòèë �ðàçíîñ� è îáúÿñíèë, ÷òî ãëàç
ó íåãî ñìàçàí éîäîì. Ïîìíþ ðàññêàç ÍÃ î òîì, êàê åìó
â 30-õ ãîäàõ ïðèøëîñü ïî êàêîìó-òî ïîâîäó ïîáûâàòü â
ñóêîííîé ñëîáîäå � à â èçðÿäíî ãðÿçíîé Êàçàíè òîé ïî-
ðû ýòà ÷àñòü ãîðîäà îòëè÷àëàñü ñâîåé ãðÿçüþ. Îí øåë, è
âäðóã åìó ïðåãðàäèëà äîðîãó ëóæà ÷åðåç âåñü òðîòóàð.
�ß ðåøèë, � ðàññêàçûâàë ÍÃ, � ÷òî ýòà ëóæà ðàññ÷è-
òàíà íà ñðåäíåãî ÷åëîâåêà, ò. å. ðàññ÷èòàíà íà òî, ÷òî
ñðåäíèé ÷åëîâåê åå ïåðåïðûãíåò�. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì
ïðåäïîëîæåíèè, îí ïðûãíóë è ïîïàë â ñåðåäèíó ëóæè.

Êàê-òî ðàç ñóïðóãè ×åáîòàðåâû îòïðàâèëèñü â êèíî,
è ñëó÷àéíî ÿ ïîïàë âìåñòå ñ íèìè. Êèíî â òó ïîðó åùå
íå ãîâîðèëî, è äåéñòâèå â ôèëüìå ñîïðîâîæäàëîñü ïî-
ÿñíèòåëüíûìè íàäïèñÿìè. ÍÃ ãðîìêî ÷èòàë èõ. Ñèäÿ-
ùèé âïåðåäè íàñ òîâàðèù, íå âûäåðæàâ, îáðàòèëñÿ ê
ÍÃ è ïîïðîñèë åãî ÷èòàòü ïðî ñåáÿ. �Íî âåäü ÿ äîëæåí
èì ïðî÷èòàòü!� � îáèæåííî âîçðàçèë ÍÃ, ïîêàçûâàÿ íà
ìåíÿ è Ìàðèþ Àëåêñàíäðîâíó.
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Áûë ñëó÷àé, ÷òî ÿ ïðèøåë íà Êàçàíñêèé âîêçàë ïðî-
âîäèòü ÍÃ èÌàðèþ Àëåêñàíäðîâíó, óåçæàâøèõ â Ìîñê-
âó íà ïðîäîëæèòåëüíûé ñðîê. ß ñòîÿë ó âàãîíà, Ìàðèÿ
Àëåêñàíäðîâíà óæå çàøëà â âàãîí, ÍÃ ðàçãîâàðèâàë ñ
êàêèì-òî çíàêîìûì íåïîäàëåêó. Óæå äàí áûë çâîíîê,
ïðîâîäíèêè ïðåäëîæèëè çàõîäèòü â âàãîíû, êðóãîì ïî-
øëè ïðîùàëüíûå îáúÿòèÿ è ïîöåëóè, è âäðóã ÿ âèæó,
÷òî ÍÃ íåñåòñÿ êî ìíå íà âñåõ ïàðàõ. �Âñå ïðîùàþòñÿ,
äàâàéòå è ìû ñ âàìè�, � è îí îáõâàòèë ìåíÿ è îáëîáû-
çàë ê âåëè÷àéøåìó ìîåìó èçóìëåíèþ è ñìóùåíèþ.

ÎäíàæäûÌàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà â ñîïðîâîæäåíèè ÍÃ
è îäíîé ñâîåé çíàêîìîé, èäÿ ïî ãîðîäó, çàøëè â ìàãà-
çèí ãîëîâíûõ óáîðîâ, ãäå Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà õîòåëà
êóïèòü ñåáå øëÿïêó. ÍÃ æèâî ïðèíÿë ó÷àñòèå â âûáî-
ðå è íàñòîé÷èâî ðåêîìåíäîâàë Ìàðèè Àëåêñàíäðîâíå
îäíó èç øëÿïîê, âåðîÿòíî, ìàëî ïîäõîäÿùóþ äëÿ íåå,
òàê êàê îíà óêëîíèëàñü îò ïîêóïêè. �Íó, êóïè, ÿ òåáÿ
óìîëÿþ!� � ñêàçàë ÍÃ è òóò æå ó ïðèëàâêà îïóñòèë-
ñÿ ïåðåä íåé íà îäíî êîëåíî. Êîíå÷íî, îáåèõ äàì êàê
âåòðîì âûìåëî èç ìàãàçèíà.

ÍÃ áûëà îðãàíè÷åñêè ïðèñóùà áëàãîæåëàòåëüíîñòü ê îêðóæà-
þùèì. Ïðîÿâëåíèÿ íåñïðàâåäëèâîñòè, îñîáåííî ó÷àñòèâøèåñÿ â
ïåðèîä êóëüòà ëè÷íîñòè ñ åãî òàêòèêîé ïåðåñòðàõîâêè, à òàêæå
ïðîÿâëåíèÿ áþðîêðàòèçìà, åãî ãëóáîêî âîçìóùàëè. Âîçìîæíî,
ïîýòîìó åìó òðóäíî áûëî æèòü â ìèðå ñ óíèâåðñèòåòñêèì íà-
÷àëüñòâîì.
Êèðèëë Ïðîêîôüåâè÷ Ñèòíèêîâ áûë ïðèñëàí èç Ìîñêâû â óíè-

âåðñèòåò â êà÷åñòâå ðåêòîðà â 1937 ãîäó. Êàêèå áûëè â íåì íàé-
äåíû êà÷åñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîé äîëæíîñòè, ìíå íåèçâåñò-
íî, íî îäíîãî â íåì âî âñÿêîì ñëó÷àå íåäîñòàâàëî � íàó÷íûì
ðàáîòíèêîì îí íå áûë. Âåðîÿòíî, ïîýòîìó ó íåãî íå âîçíèêëî
íóæíûõ êîíòàêòîâ ñ ó÷åíûìè Óíèâåðñèòåòà: âî âñÿêîì ñëó÷àå,
ìåæäó íèì, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ÍÃ è Í.Ã. ×åòàåâûì � ñ äðóãîé,
öàðèëà ñêðûòàÿ âðàæäåáíîñòü.
ß â ýòî âðåìÿ áûë î÷åíü íåïðî÷íî ñâÿçàí ñ Óíèâåðñèòåòîì, è

ñìåíà ðåêòîðà ñî âñåìè åå ñëåäñòâèÿìè ïðîøëà ìèìî ìåíÿ, òàê
÷òî âîçíèêíîâåíèå ýòîé âðàæäåáíîñòè ìíå íåÿñíî. Îùóòèë ÿ åå
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âïåðâûå â 1938 ãîäó, êîãäà èíôîðìèðîâàë ÍÃ î ðàçãîâîðå ñ Ñèò-
íèêîâûì ïî ïîâîäó ìîåé ïðåäïîëàãàâøåéñÿ çàùèòû äèññåðòàöèè.
Íå áóäó÷è çíàêîì ñ ïðîöåäóðîé, ïðåäøåñòâîâàâøåé çàùèòå, ÿ
ñ÷èòàë âñå, ñêàçàííîå ìíå, â ïîðÿäêå âåùåé, íî ÍÃ ñðàçó âñïûëèë,
çàÿâèë, ÷òî Ñèòíèêîâ ÷èíèò ìíå ïðåïÿòñòâèÿ è ÷òî ìíå ñëåäóåò
çàùèùàòü â Ìîñêâå. Â ïåðâóþ æå ïîñëå ýòîãî ðàçãîâîðà ïîåçäêó
â Ìîñêâó îí çàáðàë ìîè äîêóìåíòû, óâåç èõ è ñäàë â ÌÃÓ.
Äî îòêðûòîãî ñòîëêíîâåíèÿ äåëî äîøëî â ñâÿçè ñ Íàó÷íî-èñ-

ñëåäîâàòåëüñêèì èíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè (ÍÈÈÌÌ).
Ìûñëü î åãî ñîçäàíèè âîçíèêëà âñêîðå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ÍÃ â
Êàçàíè. Â 1934 ãîäó íà 1-ì Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå
îáñóæäàëñÿ âîïðîñ î ðàçâèòèè íàó÷íîé ðàáîòû ïî ìàòåìàòèêå â
ÑÑÑÐ è â ðåçîëþöèè îò 30 èþíÿ ãîâîðèòñÿ:

Ñúåçä óêàçûâàåò íà íàñòîÿòåëüíóþ íåîáõîäèìîñòü îð-
ãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà â Êàçàíè. Åùå
â 1931 ãîäó êîíôåðåíöèÿ ïî ïëàíèðîâàíèþ â Ìîñêâå
óêàçàëà íà íåîáõîäèìîñòü îðãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî èíñòèòóòà â Êàçàíè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Êàçàíè
èìååòñÿ êðóïíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà â íàïðàâëåíèè
àëãåáðû è ñïåöèàëüíûõ âîïðîñîâ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè è
ò.ä.). Ñúåçä ñ÷èòàåò íàñòîÿòåëüíî íåîáõîäèìîé îðãàíè-
çàöèþ èíñòèòóòà ñ 1 ÿíâàðÿ 1935 ãîäà.

Ýòî âûñòóïëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè îêàçàëî äåé-
ñòâèå, è öåíòðàëüíûå îðãàíû ïðèíÿëè ðåøåíèå îá îðãàíèçàöèè
èíñòèòóòà. Ïðàâäà, ýòî áûë ýìáðèîí ñîâðåìåííûõ èíñòèòóòîâ ñ
ðàáîòíèêàìè �÷èñëîì ïîáîëåå, öåíîþ ïîäåøåâëå�, òàê ÷òî âûïëà-
÷èâàåìûå ñòàâêè íå ìîãëè îáåñïå÷èòü åãî ðàáîòíèêîâ, äà â òî
âðåìÿ è ïðåïîäàâàòåëüñêèå ñòàâêè áûëè íåçíà÷èòåëüíû è âûíóæ-
äàëè íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ èñêàòü ñîâìåñòèòåëüñòâ. Ôàêòè÷åñêè
èíñòèòóò îêàçàëñÿ îòäåëîì íàó÷íîé ðàáîòû ïðè ôàêóëüòåòå, îáú-
åäèíèâ åäâà ëè íå âñåõ åãî ðàáîòíèêîâ è îáåñïå÷èâ èõ íåáîëüøîé
äîòàöèåé. 26 ñåíòÿáðÿ 1935 ãîäà ÍÃ áûë îôèöèàëüíî íàçíà÷åí
äèðåêòîðîì èíñòèòóòà.
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Îäíàêî êðåäèòû èíñòèòóòó ïåðåâîäèëèñü ÷åðåç Óíèâåðñèòåò.
Ýòî äàâàëî âîçìîæíîñòü ðåêòîðó ðàñïîðÿæàòüñÿ èìè â çíà÷è-
òåëüíîé ìåðå ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ è ïðîèçâîäèòü íåêîòîðûå ìà-
íèïóëÿöèè, íàïðèìåð, ñ òåõíè÷åñêèìè êàäðàìè èíñòèòóòà. Âîç-
ìóùåíèå ÍÃ âûëèëîñü â åãî ïèñüìå îò 20 àâãóñòà 1939 ãîäà:

�Íàðêîìó ïðîñâåùåíèÿ ÐÑÔÑÐ, êîïèÿ äèðåêòîðó ÊÃÓ.
Ïðîøó îñâîáîäèòü ìåíÿ îò çàíèìàåìîé äîëæíîñòè äè-
ðåêòîðà ÍÈÈÌÌ ïðè ÊÃÓ. Â ñèëó ñòàòüè 46 Êîäåêñà
çàêîíîâ î òðóäå, ÷åðåç ìåñÿö, ò. å. ñ 20.9 ñ.ã. áóäó ñ÷è-
òàòü ñåáÿ ñâîáîäíûì îò ýòîé äîëæíîñòè, íåçàâèñèìî îò
òîãî, ïîäûùåòå Âû ìíå çàìåñòèòåëÿ èëè íåò�.

Ïî-âèäèìîìó, ÍÃ äàëè íåêîòîðûå óñïîêîèòåëüíûå çàâåðåíèÿ,
êîòîðûå, îäíàêî, âûïîëíåíû íå áûëè, òàê ÷òî â ìàå 1940 ãîäà
ïîñëåäîâàëî íîâîå çàÿâëåíèå ÍÃ íà èìÿ Ñèòíèêîâà:

�Ââèäó òîãî, ÷òî íåñìîòðÿ íà çàâåðåíèÿ êîìèòåòà ïî äå-
ëàì âûñøåé øêîëû Íàðêîìïðîñ ïðîäîëæàåò âûñûëàòü
Èíñòèòóòó àññèãíîâàíèÿ íà Âàøå èìÿ, ÿ òåëåãðàôíî
ïîòðåáîâàë îò ÊÂØ íàçíà÷èòü íîâîãî äèðåêòîðà èí-
ñòèòóòà. Ïðîøó íåìåäëåííî ïîäûñêàòü êàíäèäàòà äëÿ
ýòîé äîëæíîñòè è ïðåäñòàâèòü åãî íà óòâåðæäåíèå â
Íàðêîìïðîñ�.

Ïîñëå ýòîãî âîññòàíèÿ èíñòèòóò ïðîñóùåñòâîâàë íåìíîãèì áî-
ëåå ãîäà: â íà÷àëå âîéíû îí áûë çàêðûò è âíîâü âîçíèê ëèøü â
1944 ãîäó â çíà÷èòåëüíî áîëåå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ è ñ îò-
äåëüíûì ëèöåâûì ñ÷åòîì â áàíêå.
Ïîìîùíèê Ñèòíèêîâà Èâàí Àëåêñàíäðîâè÷ Äþêîâ áûë ïðî-

ðåêòîðîì ñíà÷àëà ïî ó÷åáíîé, à çàòåì ïî íàó÷íîé ðàáîòå. Áûë
îí â ñâîåé àäìèíèñòðàòèâíîé ðàáîòå áîëüøèì ôîðìàëèñòîì è,
âåðîÿòíî, ÷óâñòâîâàë áû ñåáÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì, åñëè áû èìå-
ëàñü èíñòðóêöèÿ, ïðåäóñìàòðèâàâøàÿ âñå âîçìîæíûå æèçíåííûå
è ñëóæåáíûå ñèòóàöèè. Â îäíîì èç çàñåäàíèé ñîâåòà, ïîñâÿùåí-
íîì ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíàöèîííîé ñåññèè, Äþêîâ ãîâîðèë î áîðü-
áå ñ ëèáåðàëèçìîì â îöåíêàõ è î òîì, ÷òî íåêîòîðûå ïðåïîäàâà-
òåëè ñòàâÿò ñëèøêîì ìíîãî îòëè÷íûõ îöåíîê. Íèêòî, êðîìå ÍÃ,
íå ñïîñîáåí áûë ñïðîñèòü ñîâåðøåííî îòêðûòî è ÷èñòîñåðäå÷íî:
�×òî çíà÷èò ñëèøêîì ìíîãî, è ñêîëüêî ìîæíî ñòàâèòü îòëè÷íûõ
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îöåíîê?� È, âåðîÿòíî, íèêòî, êðîìå Äþêîâà, íå ñìîã áû îòâå-
òèòü: �Íó, ñòîëüêî-òî ïðîöåíòîâ�, � âåðîÿòíî, íå ñëèøêîì ìíî-
ãî, òàê êàê ðå÷ü øëà î áîðüáå ñ ëèáåðàëèçìîì, íî, êîíå÷íî, è
íå ñëèøêîì ìàëî, òàê êàê âñå-òàêè óñïåâàåìîñòè ñëåäîâàëî áûòü
äîñòàòî÷íî âûñîêîé. À ñäàâàòü ýêçàìåíû ó ÍÃ, êàê ìíå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ, áûëî íåòðóäíî, òàê êàê â ñâîåì îòíîøåíèè ê íèì îí èñõî-
äèë èç íå âñåãäà âåðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîâåðøåííîé äîáðîñî-
âåñòíîñòè ñòóäåíòîâ è â îòíîøåíèè âðåìåíè, ìåñòà è ò.ä. âñåãäà
ãîòîâ áûë èäòè èì íàâñòðå÷ó (Í.Í. Ìåéìàí ñäàâàë ýêçàìåí ïî
òåîðèè Ãàëóà íà âîêçàëå, ïîêà ÍÃ îæèäàë ïîåçäà; îêðóæàþùèå
èõ ïàññàæèðû, íàâåðíîå, áûëè èçóìëåíû çâó÷íîé òåðìèíîëîãèåé:
òðàíçèòèâíîñòü, èìïðèìèòèâíîñòü è ò. ä.). È âîò íà áëèæàéøåì
ýêçàìåíå ÍÃ, ñïðàøèâàÿ îäíîãî ñòóäåíòà, õîòåë ïîñòàâèòü åìó
îòëè÷íóþ îöåíêó, êàê âäðóã ïîñëå ïîäñ÷åòà îáíàðóæèë, ÷òî íîð-
ìà ïî îòëè÷íûì îöåíêàì óæå âûïîëíåíà. Òîãäà îí îáðàòèëñÿ ê
ñòóäåíòó: �ß ñ óäîâîëüñòâèåì ïîñòàâèë áû Âàì îòëè÷íî, íî óæå
èçðàñõîäîâàë âñå ñâîè îòëè÷íûå îöåíêè. Âû ñõîäèòå ê Äþêîâó,
åñëè ðàçðåøèò, ÿ Âàì ïîñòàâëþ îòëè÷íî�. Òðàäèöèÿ íå ïåðåäàåò
îêîí÷àíèÿ ýòîãî ïðîèñøåñòâèÿ.
Ñ ïðîðåêòîðîì ïî íàó÷íîé ðàáîòå ó ÍÃ âðÿä ëè ìîãëè áûòü

êàêèå-ëèáî òðåíèÿ. Ïðàâäà, âîçìîæíî, ÷òî ïëàí åãî ðàáîòû âû-
ïîëíÿëñÿ óñëîâíî, ò. å. âìåñòî íàìå÷åííîé ïî ïëàíó òåìû âûïîë-
íÿëàñü äðóãàÿ, íî âåäü åñëè ïîñëåäíÿÿ áûëà âûïîëíåíà óñïåøíî,
òî �ïîáåäèòåëåé íå ñóäÿò�.

Ê ïëàíèðîâàíèþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, îñî-
áåííî íà äîëãèé ñðîê, ÍÃ îòíîñèëñÿ ñ èðîíèåé. �Êàê ÿ
ìîãó çíàòü íàïåðåä, êàêàÿ òåìà ó ìåíÿ ïîéäåò â ýòîì ãî-
äó?� � ñïðàøèâàë îí è, áóäó÷è äèðåêòîðîì èíñòèòóòà,
ïðè ñîñòàâëåíèè ïëàíîâ íå ðàç èðîíèçèðîâàë, ÷òî ñîáè-
ðàåòñÿ âçÿòü íà äîëæíîñòü ïëàíîâèêà �öûãàíêó Ìàðó-
ñþ� (ò. å. ëèöî, óìåþùåå ïðåäñêàçûâàòü áóäóùåå).

Çàêîí÷èâ ñ ýòèìè îòñòóïëåíèÿìè, óïîìÿíó, ÷òî Êàçàíü îáÿçàíà
ÍÃ äâóìÿ óñòàíîâëåíèÿìè. Ïåðâîå � ýòî òîò èíñòèòóò, î êîòî-
ðîì øëà ðå÷ü âûøå è êîòîðûé âðÿä ëè áûë áû îðãàíèçîâàí, åñëè
áû ÍÃ íå æèë â Êàçàíè. Âòîðîå � îðãàíèçàöèÿ øêîëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä. Èäåÿ èõ îðãàíèçàöèè âîçíèêëà, âèäèìî, â
òîì æå 1934 ãîäó, âåðîÿòíî, ïîä âëèÿíèåì äîêëàäà Á.Í. Äåëîíå
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(íà ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå) î øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ â Ëåíèí-
ãðàäå. Ðàáî÷óþ ÷àñòü èõ � ïîäãîòîâêó çàäà÷ è àíàëèç ðåøåíèÿ,
êàê ÿ óæå óïîìÿíóë, âçÿë íà ñåáÿ ìàñòåð ýòîãî äåëà Å.È. Ãðè-
ãîðüåâ. Îëèìïèàäû ïîëüçîâàëèñü áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ, õîòÿ
ïðîâîäèëèñü îíè áåç çíà÷èòåëüíîé ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè.
Â ïåðâûå ãîäû âîéíû îíè ïðåêðàòèëèñü; åñëè íå îøèáàþñü, òî ÍÃ
âíîâü îðãàíèçîâàë èõ â 1945 ãîäó. Õîòÿ ñòîëü øèðîêîãî îõâàòà,
êàê ðàíåå, îíè íå èìåëè, òåì íå ìåíåå ñïîñîáñòâîâàëè ïðèâëå-
÷åíèþ â Óíèâåðñèòåò òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè. Â ïîñëåäóþùåì èõ
ïðîâåäåíèå âîøëî â îáû÷àè ôàêóëüòåòà è ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî
îáùåñòâà.
Íàó÷íàÿ è ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ÍÃ ðàçâåðíóëàñü â Êà-

çàíè øèðîêî è ïëîäîòâîðíî � îäíèì èç ôîðìàëüíûõ ïîêàçà-
òåëåé ýòîãî áûëî èçáðàíèå åãî â ôåâðàëå 1929 ãîäà â ÷ëåíû-
êîððåñïîíäåíòû ÀÍ ÑÑÑÐ.
Ïðåæäå âñåãî ÍÃ âîøåë â ñîñòàâ ðåäàêöèè �Èçâåñòèé ÊÔÌÎ�

è ñòàë îäíèì èç àêòèâíûõ ñîòðóäíèêîâ ýòîãî æóðíàëà.

Ðàáîòàë â òî âðåìÿ â òèïîãðàôèè îäèí ñòàðèê-íàáîðùèê,
áîëüøîé ëþáèòåëü è ìàñòåð ñâîåãî äåëà; îí íàáèðàë
âûïóñêè �Èçâåñòèé�. ÍÃ âñïîìèíàë, ÷òî íàáîðùèê ýòîò
ïèòàë ê íåìó áîëüøîå óâàæåíèå, òàê êàê ñòàòüè ÍÃ
èçîáèëîâàëè äëèííûìè è ïðåäñòàâëÿâøèìè çíà÷èòåëü-
íûå òðóäíîñòè äëÿ íàáîðà ôîðìóëàìè. Â òî æå âðå-
ìÿ, íàïðèìåð, ê Á.Ì. Ãàãàåâó ýòîò íàáîðùèê îòíîñèë-
ñÿ ñ íåêîòîðûì ïðåíåáðåæåíèåì, èáî â åãî ñòàòüÿõ áû-
ëî ìíîãî òåêñòà, à ôîðìóëû êîðîòêè è íåñëîæíû. �×òî
ñëîâà? . . . �

Íåìàëî çàáîòû è ðà÷åíèÿ ïðîÿâèë îí ïðè ïîäãîòîâêå èçäàíèÿ
äâóõòîìíèêà �Ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé� Çîëîòàðåâà, ãäå áûë ðåäàêòî-
ðîì è ñîñòàâèòåëåì ðÿäà ïðèìå÷àíèé. Â 1936 ãîäó ïî èíèöèàòèâå
ÍÃ áûëè èçäàíû �Ñî÷èíåíèÿ� Ýâàðèñòà Ãàëóà, ïåðåâîä êîòîðûõ,
à òàêæå áèîãðàôè÷åñêîé ñòàòüè Äþïþè áûë îñóùåñòâëåí Í.Í.
Ìåéìàíîì.

Ê Ãàëóà ÍÃ ïèòàë ãëóáîêîå óâàæåíèå � ÿ ïîìíþ, ÷òî
â åãî êàáèíåòå âèñåë òîëüêî îäèí ïîðòðåò � Ýâàðèñòà
Ãàëóà.
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Îãðîìíóþ ðàáîòó ïðîâîäèë îí ïî ðåôåðèðîâàíèþ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ðàáîò äëÿ �Zentralblatt f�ur Mathematik�. Ïî äàííûì áèáëèî-
òåêè ÊÃÓ: â 1933 ã. � 7 ðåôåðàòîâ, â 1934 ã. � 12, â 1935 ã. � 35,
â 1936 ã. � 41, â 1937 ã. � 24 è â 1938 ã. � 3 ðåôåðàòà. ÍÃ ñ òåì
áîëüøèì óäîâîëüñòâèåì áðàëñÿ çà ýòó ðàáîòó, ÷òî ïðèñûëàåìûå
äëÿ ðåôåðèðîâàíèÿ ñòàòüè íå òðåáîâàëîñü ïîñûëàòü îáðàòíî (íå
â ïðèìåð íàøåìó ÐÆÌ, ãäå ïðîöåäóðà ãîðàçäî ñëîæíåå), òàê ÷òî
îíè îáîãàùàëè åãî ëþáèìóþ êîëëåêöèþ îòòèñêîâ.
Îäíîé èç ïîñëåäíèõ åãî ðàáîò áûëà ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå �Ñî-

áðàíèÿ ñî÷èíåíèé� Ëîáà÷åâñêîãî.

Äðåâíèå ñêàçàëè áû, âåðîÿòíî, ÷òî íàä èçäàíèåì ýòèì
òÿãîòååò íåêèé çëîé ðîê. Ïåðâûé òîì èç ïðåäïîëîæåí-
íûõ øåñòè âûøåë â ñâåò â 1946 ãîäó; ïåðâîíà÷àëüíàÿ
ðåäàêöèÿ ñîñòîÿëà èç Êàãàíà, Êîòåëüíèêîâà, Ñòåïàíî-
âà, ×åáîòàðåâà è Øèðîêîâà, è óæå íà òèòóëüíîì ëèñòå
ïåðâîãî òîìà òðàóðíàÿ ðàìêà îêàéìëÿëà ïîñëåäíþþ
ôàìèëèþ. Ñëåäóþùèé âûøåë â 1948 ãîäó: ÷åòâåðòûé
òîì, ñîäåðæàâøèé àëãåáðàè÷åñêèå ðàáîòû, â ïîäãîòîâêå
è ðåäàêòèðîâàíèè êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå
ïðèíÿë ÍÃ � çäåñü òðàóðíàÿ ðàìêà îõâàòèëà åãî ôà-
ìèëèþ è ôàìèëèþ Êîòåëüíèêîâà. Äàëüøå ïîñëåäîâàë
â 1949 ãîäó âòîðîé òîì, ïîÿâèâøèéñÿ áåç ïðîèñøåñòâèé,
è â 1951 ãîäó � òðåòèé òîì, íî â íåì òîëüêî êàêèì-
òî íåäîñìîòðîì ìîæíî îáúÿñíèòü îòñóòñòâèå òðàóðíîé
ðàìêè âîêðóã ôàìèëèè Ñòåïàíîâà. Ïÿòûé òîì ïîÿâèë-
ñÿ â òîì æå 1951 ãîäó, è â íåì ñîñòàâ ðåäàêöèè óêàçàí
â íîâîé ôîðìå: Êàãàí, Êîëìîãîðîâ, Íîðäåí, Ïåòðîâ-
ñêèé, Ñòåïàíîâ (â òðàóðíîé ðàìêå). Øåñòîé òîì òàê è
íå ïîÿâèëñÿ, âåðîÿòíî, íå ïîòîìó, ÷òî ñêîí÷àëñÿ À.Ä.
Äóáÿãî, íà êîòîðîãî áûëà âîçëîæåíà ïîäãîòîâêà ÷àñòè
ìàòåðèàëà, à ñêîðåå ïîòîìó, ÷òî èç ñîñòàâà èçäàòåëü-
ñòâà âûáûë È.Í. Áðîíøòåéí, ýíòóçèàñò ýòîãî èçäàíèÿ,
÷üÿ íåèñòîùèìàÿ ýíåðãèÿ áóäèðîâàëà îñòàëüíûõ. Îäíà-
êî ñî âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ ïÿòîãî òîìà ñêîí÷àëñÿ è Â.Ô.
Êàãàí, òàê ÷òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ ðåäàêöèÿ ïîëíîñòüþ ïå-
ðåñåëèëàñü â ïîòóñòîðîííèé ìèð.
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Îãðîìíàÿ ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ÍÃ ïî íàïèñàíèþ ó÷åáíèêîâ è
ìîíîãðàôèé. Ïîñëå óïîìÿíóòîãî âûøå êóðñà âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ ñòóäåí÷åñêèé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê ÊÃÓ èç-
äàë äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ïî àëãåáðå (1929 ã.) è ïåðâûé â ÑÑÑÐ
êóðñ òîïîëîãèè (1932 ã.), êîòîðûé â 1934 ãîäó áûë ïåðåâåäåí íà
óêðàèíñêèé ÿçûê è èçäàí â Õàðüêîâå. Â 1934 ã. óæå â èçäàíèè
ÎÍÒÈ âûøëà åãî êíèãà �Îñíîâû òåîðèè Ãàëóà, ÷.1� � ïåðâûé
îðèãèíàëüíûé ó÷åáíèê òåîðèè Ãàëóà â Ðîññèè ñî âðåìåíè ïîÿâ-
ëåíèÿ êíèã Ãðàâå (1914 ã.) è Øàòóíîâñêîãî (1917 ã.). Ñ òîé ïîðû
ó íàñ âûøëà òîëüêî êíèæêà Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà, ïîñâÿùåííàÿ òîìó
æå âîïðîñó (1960ã.). Çàòåì â 1936 ã. â �÷åðíîé� ñåðèè �Ìàòåìàòèêà
â ìîíîãðàôèÿõ� âûøëà êíèãà ÍÃ �Òåîðèÿ Ãàëóà� � ìîíîãðàôèÿ,
îáíèìàþùàÿ âîïðîñû êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà, ïðîáëåìó ïî-
ñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ñ çàäàííîé ãðóïïîé, ïðîáëåìó ðåçîëüâåíò è
îáîáùåíèÿ òåîðèè Ãàëóà, à ÷åðåç ãîä â òîé æå ñåðèè � âòîðàÿ
÷àñòü �Îñíîâ òåîðèè Ãàëóà�, ñîäåðæàùàÿ èçëîæåíèå òåîðèè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïî-âèäèìîìó, ÍÃ óâëåêàëè áîëåå øèðîêèå
ïëàíû ñîçäàíèÿ ìîíîãðàôèè ïî òåîðèè àáåëåâûõ ïîëåé, íî äðó-
ãèå íåîòëîæíûå âîïðîñû îòâëåêàëè åãî: îí çàíÿëñÿ ãðóïïàìè Ëè,
è ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà âòîðîé ÷àñòè �Îñíîâ òåîðèè Ãà-
ëóà�, â 1940 ãîäó, ïîÿâëÿåòñÿ åãî �Òåîðèÿ ãðóïï Ëè� � äîíûíå11

åäèíñòâåííàÿ ðóññêàÿ êíèãà, ïîñâÿùåííàÿ ýòîé òåîðèè (èáî âû-
øåäøàÿ ïî÷òè îäíîâðåìåííî êíèãà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà �Íåïðåðûâ-
íûå ãðóïïû� òðàêòîâàëà èíîé êðóã âîïðîñîâ). Â ÷àñòíîñòè, â
íåé âïåðâûå áûëà èçëîæåíà òåîðèÿ Êàðòàíà-Âåéëÿ î ñòðóêòóðå
è ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Â òî âðåìÿ, êîãäà �Òåîðèÿ
ãðóïï Ëè� âûøëà â ñâåò, â òåòðàäÿõ ÍÃ óæå ïîÿâèëèñü ïåðâûå
ãëàâû �Òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé�, êîòîðóþ â íàïå÷àòàí-
íîì âèäå ÍÃ óæå íå óâèäåë.
Íîâûå çâó÷àíèÿ ñëûøàòñÿ â òåìàòèêå èññëåäîâàíèé ÍÃ. Â 1931

ãîäó â �Mathematische Annalen� ïóáëèêóþòñÿ äâå åãî ñòàòüè �Îá
îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà� � ýòî òà ñàìàÿ ðà-
áîòà, î êîòîðîé ÍÃ ïèñàë â ïèñüìå Ðîêîòîâñêîìó: �à ðàáîòó ïî
ïðîáëåìå ðåçîëüâåíò ÿ íàïèñàë, èìåÿ 6-÷àñîâóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ
íàãðóçêó â äåíü áåç äíåé îòäûõà (òîãäà â âóçàõ áûëà íåïðåðûâ-
íàÿ íåäåëÿ)�, è êîòîðóþ òàì æå îí îöåíèâàåò êàê îäíó èç ëó÷øèõ
ðàáîò ïåðâîãî ïåðèîäà (íàãðóçêà ýòà, êîíå÷íî, óæàñíà è õàðàê-
òåðèçóåò óñëîâèÿ ðàáîòû òîãî ïåðèîäà îòíþäü íå áëàãîïðèÿòíî).
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Ýòî áûëà ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ÍÃ ïî ðåçîëüâåíòàì, è åå ïîÿâëå-
íèå áûëî îäíîé èç ïðè÷èí ïîðó÷åíèÿ ÍÃ îáçîðíîãî äîêëàäà ïî
òåîðèè Ãàëóà íà Öþðèõîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå 1932
ãîäà � åùå îäíî, óæå ìåæäóíàðîäíîãî õàðàêòåðà ïðèçíàíèå åãî
çàñëóã.
Ê ïðîáëåìå ðåçîëüâåíò ÍÃ âîçâðàùàåòñÿ â ñòàòüå 1932 ãîäà, íà-

÷èíàÿ åå ñëîâàìè î òîì, ÷òî êîãäà ïèñàëèñü ïåðâûå ñòàòüè, àâòîðó
ñàìîìó áûëî åùå íå âñå ÿñíî � ïðèçíàíèå, îò êîòîðîãî áîëüøèí-
ñòâî àâòîðîâ, âåðîÿòíî, óêëîíèëîñü áû. Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòà-
òû ÍÃ ïîêàçàëè ìàëóþ ïåðñïåêòèâíîñòü òîé ïîñòàíîâêè, â êî-
òîðîé çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü: ïî ñóòè, ðå÷ü øëà î òîì, ÷òîáû
ñâåñòè ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòî-
ðîãî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, ê ðåøåíèþ íåêîòîðîãî èíîãî óðàâíå-
íèÿ, çàâèñÿùåãî îò âîçìîæíî ìåíüøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, è âîò
îêàçàëîñü, ÷òî ñíèæåíèå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü òîëüêî
íåçíà÷èòåëüíûì (à äëÿ èññëåäîâàòåëÿ, êîíå÷íî, âûãîäíåå, ÷òîáû
îíî áûëî âîçìîæíî áîëüøèì). Â 1943 ãîäó ÍÃ âåðíóëñÿ ê ïðî-
áëåìå ðåçîëüâåíò ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Íî ðàáîòà ïî ïðîáëåìå
ðåçîëüâåíò, êàê ãîâîðÿò ìàòåìàòèêè, èíäóöèðîâàëà äðóãèå ðàáî-
òû, à èìåííî: ðåøåíèå âîïðîñîâ òåîðèè ðåçîëüâåíò ñóùåñòâåííî
îïèðàëîñü íà íåêîòîðûå äîêàçàííûå èëè íåäîêàçàííûå ðåçóëüòà-
òû òåîðèè ãðóïï Ëè � îòñþäà ó ÍÃ âîçíèê èíòåðåñ ê ãðóïïàì
Ëè, ïîâëåêøèé ñîçäàíèå óïîìÿíóòîé âûøå ìîíîãðàôèè.
Ìåæäó òåì íà÷àëàñü ðàáîòà ÍÃ íàä ïåðâîé ÷àñòüþ �Îñíîâ òåî-

ðèè Ãàëóà�. ÍÃ õîòåëîñü èëëþñòðèðîâàòü õîðîøèì ïðèìåðîì òåî-
ðèþ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ, òî åñòü
òåîðèþ ïîñòðîåíèé ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Òàêîé ïðè-
ìåð îí íàøåë â çíàìåíèòîé 2000-ëåòíåé äàâíîñòè çàäà÷å Ãèïïî-
êðàòà î êâàäðèðóåìûõ ëóíî÷êàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî äî íàøåãî âðå-
ìåíè íå áûëî äàíî ïîëíîãî åå ðåøåíèÿ. ÍÃ ïîïðîáîâàë òàêîå
ðåøåíèå äàòü � ðåçóëüòàòîì áûëî ïîÿâëåíèå åãî ðàáîòû î êâàä-
ðèðóåìûõ ëóíî÷êàõ (1934 ã.). Ïðàâäà, ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
ÍÃ äàòü íå óäàëîñü; îíî áûëî ïîëó÷åíî åãî ó÷åíèêîì À.Â. Äî-
ðîäíîâûì íåçàäîëãî äî ñìåðòè ÍÃ, òàê ÷òî â ýòîé îáëàñòè ÍÃ
äîâåëîñü óâèäåòü áëåñòÿùåå çàâåðøåíèå ñâîèõ èññëåäîâàíèé.
Â òîì æå 1934 ãîäó ïîÿâèëàñü ðàáîòà ÍÃ �Çàìåòêè ïî àëãåá-

ðå è òåîðèè ÷èñåë�. Îäíèì èç ñîäåðæàùèõñÿ â íåé ðåçóëüòàòîâ
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áûëî íàõîæäåíèå (íåòî÷íîé) íèæíåé ãðàíèöû ìîäóëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ôîðì íà öåëî÷èñëåííîé ñåòêå, ò.å.
äîêàçàòåëüñòâî òàê íàçûâàåìîé íåîäíîðîäíîé òåîðåìû Ìèíêîâ-
ñêîãî. Ðàáîòà ýòà, ïîìåùåííàÿ â �Ó÷åíûõ çàïèñêàõ ÊÃÓ�, � èçäà-
íèè, ìàëî ðàñïðîñòðàíåííîì, � îñòàëàñü íåçàìå÷åííîé. Ïîçæå,
â 1936 ãîäó, Çèãåëü íàøåë áîëåå ñëîæíûìè ìåòîäàìè ãðàíèöó,
çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðóáóþ, ÷åì ÍÃ, è ïîñëåäíèé äîëæåí áûë âîñ-
ñòàíîâèòü ñâîé ïðèîðèòåò ïóòåì âòîðè÷íîé ïóáëèêàöèè, íà ýòîò
ðàç â øâåéöàðñêîì æóðíàëå.

Ýëè Êàðòàí (Ôðàíöèÿ), Ï.À.Øèðîêîâ è Í.Ã.×åáîòàðåâ
íà I Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåíçîðíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ìîñêâà, 1934 ã.

Ñ 1936 ãîäà íà÷èíàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ ðÿäà ðàáîò ÍÃ è åãî ó÷å-
íèêîâ ïî ïðîäîëæàåìûì ïîëèíîìàì. Ïðîáëåìà ïðîäîëæàåìîñòè
âîçíèêëà êàê ïîïûòêà âûðàáîòàòü íåêèå îáùèå ìåòîäû â ïðî-
áëåìå êîýôôèöèåíòîâ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. ÍÃ íà-
çâàë M -ïðîäîëæàåìûì ïîëèíîì, äîïóñêàþùèé òàêîå äîïèñûâà-
íèå ñòàðøèõ ÷ëåíîâ, ÷òîáû ó ïîëó÷åííîãî ïîñëå äîïèñûâàíèÿ
ïîëèíîìà âñå êîðíè ëåæàëè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå M . Ðåçóëü-
òàò îêàçàëñÿ î÷åíü ïðîñòûì, åñëè çà M âçÿòü îêðóæíîñòü K ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò: ó÷åíèê ÍÃ Ë.È. Ãàâðèëîâ ïîêàçàë,
÷òî âñÿêèé ïîëèíîì K-ïðîäîëæàåì. ÍÃ îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò,
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âçÿâ çà M ïðîèçâîëüíûé çâåçäîîáðàçíûé çàìêíóòûé êîíòóð, ñî-
äåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò (âîçìîæíû è äðóãèå
îáîáùåíèÿ). Íàèáîëåå òðóäíîé èç ðåøåííûõ ïðîáëåì ýòîãî òèïà
ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ïðîáëåìà ïðîäîëæàåìîñòè íà âåùåñòâåííóþ
îñü (R-ïðîäîëæàåìîñòü). Èññëåäîâàíèÿ Í.Í. Ìåéìàíà ïîêàçà-
ëè, ÷òî óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà êîýôôèöèåíòû ïðîäîëæàåìîãî
ïîëèíîìà, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû îí áûë
R-ïðîäîëæàåìûì, íå âûðàæàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåðàâåíñòâ,
ïî÷åìó ïðîáëåìà ýòà è ïðåäñòàâëÿåò îñîáóþ òðóäíîñòü.

Ïåðâûì Êàçàíñêèì ó÷åíèêîì ÍÃ áûë Èãîðü Äìèòðè-
åâè÷ Àäî. Ôàìèëèÿ åãî äàâàëà ïîâîäû ê ìíîãèì íåäî-
ðàçóìåíèÿì è øóòêàì. Ì.Ô. Áîêøòåéí, óçíàâ îò ìåíÿ
â 1940 ãîäó, ÷òî â Êàçàíè ðàáîòàåò È.Ä., óäèâèëñÿ: �À
ÿ äóìàë, ÷òî Àäî � èíîñòðàííûé ìàòåìàòèê!� Ñàì ÍÃ
íå ðàç øóòèë: �Ìíîãî Àäî èç íè÷åãî�. (Much ado from
nothing; ñëåäîâàëî áû about nothing12.)

×åáîòàðåâ ñ ó÷åíèêàìè (ñëåâà íàïðàâî):
Â.Â.Ìîðîçîâ, È.Ä.Àäî, Í.Í.Íåéìàí

Îí ïîêèíóë ïîäâàëû óíèâåðñèòåòñêîé îáñåðâàòîðèè, ãäå êà÷àë
ìàÿòíèêè, ãîòîâÿñü ê äåÿòåëüíîñòè ãåîäåçèñòà, è îáðàòèëñÿ ê àë-
ãåáðå: â 1931 ãîäó îí ñòàë ïåðâûì êàçàíñêèì àñïèðàíòîì ÍÃ. Ê
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òîìó âðåìåíè, íàõîäÿñü íà ïîðîãå ñâîèõ ðàáîò ïî ðåçîëüâåíòàì,
ÍÃ óæå çàèíòåðåñîâàëñÿ òåîðèåé ãðóïï è ïðåäëîæèë åìó ðàçðà-
áîòàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð
Ëè (â òî âðåìÿ ãîâîðèëè î ãðóïïàõ Ëè, íî ïîíèìàëè èõ ëîêàëü-
íî). Êàê âûÿñíèë ÍÃ â Öþðèõå â ðàçãîâîðå ñ Êàðòàíîì, âîïðîñ
ýòîò íå áûë ðàçðàáîòàí. Ðåçóëüòàò Àäî âûçâàë îòêëèêè â ðàçíûõ
ñòðàíàõ ìèðà (ÿ ðàçóìåþ ñòàòüè Êàðòàíà è Áèðêãîôà) è âîøåë
âî âñå ìîíîãðàôèè ïî àëãåáðàì Ëè ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Àäî.
Ó÷åíûå ñòåïåíè è çàùèòû äèññåðòàöèé ê òîìó âðåìåíè óæå áûëè
âîññòàíîâëåíû, è, âñëåäñòâèå îñîáîé âàæíîñòè ýòîãî ðåçóëüòàòà,
È.Ä. ñðàçó áûëà ïðèñóæäåíà ñòåïåíü äîêòîðà.
Ëþáèìûì ó÷åíèêîì ÍÃ áûë, íåñîìíåííî, Í.Í. Ìåéìàí: áûëî

÷òî-òî ñáëèæàþùåå åãî ñ ÍÃ � òàêàÿ æå æèâîñòü õàðàêòåðà, ïî-
ðûâèñòîñòü è áûñòðàÿ ðåàêöèÿ íà îêðóæàþùåå. Â ñóäüáå æå åãî
áûëî íå÷òî, íàïîìèíàþùåå ñóäüáó Êðåéíà: ïðèåõàâ â Êàçàíü, îí
çàêîí÷èë ÊÃÓ ýêñòåðíîì è ïîñòóïèë ê ÍÃ â àñïèðàíòóðó. Åìó
ÍÃ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó R-ïðîäîëæàåìîñòè ïîëè-
íîìîâ. Ïðîáëåìà îêàçàëàñü î÷åíü òðóäíîé äëÿ ðåøåíèÿ â îáùåì
âèäå, è Í.Í. ðàáîòàë íàä íåé åùå îêîëî ãîäà ïîñëå îêîí÷àíèÿ
àñïèðàíòóðû. Ââèäó ïîëó÷åííûõ Í.Í. ïðåêðàñíûõ ðåçóëüòàòîâ
åìó òàêæå áûëà ïðèñóæäåíà ñðàçó ñòåïåíü äîêòîðà. Èç êàçàí-
ñêèõ ó÷åíèêîâ ÍÃ Íàóì Íàòàíîâè÷ � íàèáîëåå ïëîäîòâîðíî ðà-
áîòàþùèé è åäèíñòâåííûé ëàóðåàò Ñòàëèíñêîé ïðåìèè, ïðàâäà,
çà ðàáîòû íå àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
Àâòîð ýòèõ ñòðîê òàêæå êîí÷àë àñïèðàíòóðó êàê ó÷åíèê ÍÃ;

òåñíàÿ äðóæáà âîçíèêëà òîãäà ìåæäó ìíîé è äâóìÿ óïîìÿíóòû-
ìè âûøå ó÷åíèêàìè ÍÃ.

Âïðî÷åì, ÿ çàùèùàë îáû÷íóþ êàíäèäàòñêóþ äèññåðòà-
öèþ. Ïî ýòîìó ïîâîäó è ïî ïîâîäó íàøåé äðóæáû ÍÃ
ðàññêàçàë íàì àíåêäîò î Ïóøêèíå. Îäíàæäû â þíûå
ãîäû À.Ñ. è îäèí åãî äðóã åõàëè â Ïåòåðáóðã, à äëÿ
íàáëþäåíèÿ çà èõ ïîâåäåíèåì ïîñëàí áûë ñ íèìè íà-
ñòàâíèê Ïóøêèíà ìîñüå Òðèêî, ïðèñóòñòâèå êîòîðîãî,
åñòåñòâåííî, áûëî äëÿ ìîëîäûõ ëþäåé äîêóêîé. ×òîáû
ïîëó÷èòü õîòÿ áû íà íåêîòîðîå âðåìÿ ñâîáîäó, ìîëî-
äûå ëþäè ñîñòàâèëè íåêèé çàãîâîð, è äàëüíåéøåå òå÷å-
íèå ñîáûòèé áûëî òàêîâî. Âå÷åð, Ïåòåðáóðãñêàÿ çàñòà-
âà, è ñîëäàò íà íåé. Ì÷èòñÿ òðîéêà ñ Ïóøêèíûì (ïî
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óñëîâèþ àíåêäîòà âñå òðîå åäóò ïîðîçíü). �Êòî åäåò?�
� �Àëåêñàíäð Îäíàêî!� Ïîäèâèëñÿ ñîëäàò íà çàñòàâå,
êàêèå áûâàþò ïðîçâèùà, íî ïðîïóñòèë Ïóøêèíà. Âîò
âòîðàÿ òðîéêà. Â íåé äðóã Ïóøêèíà, íàçîâåì åãî, Ãàâ-
ðèèëîì. �Êòî åäåò?� � �Ãàâðèèë Äâàêî!� Åùå áîëüøå
óäèâèëñÿ ñîëäàò, íî ïðîïóñòèë ïóòíèêà. Âîò åäåò è òðå-
òüÿ òðîéêà: �Êòî åäåò?� � �Ìîñüå Òðèêî!� � �Àí, íåò, �
ðàçúÿðèëñÿ ñîëäàò, � ìû áûâàëûå, ýòèì íàñ íå ïðîâå-
äåøü!� È çàäåðæàë ìîñüå. Ïîêà ñóä äà äåëî, íî÷ü ïðî-
øëà, è íà íåå äðóçüÿ áûëè ñâîáîäíû îò íàäçîðà.

ß óïîìÿíóë óæå ó÷åíèêîâ ÍÃ: À.Â. Äîðîäíîâà, ðåøèâøåãî çà-
äà÷ó î ëóíî÷êàõ, è Ë.È. Ãàâðèëîâà, ñïåöèàëèçèðîâàâøåãîñÿ íà
K-ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíîìîâ è åå îáîáùåíèÿõ. Âîîáùå æå ó÷å-
íèêîâ, êàê àñïèðàíòîâ, òàê è ñòóäåíòîâ ó ÍÃ áûëî íåìíîãî. Äàæå
âî âðåìåíà íàèáîëüøåãî ðàñöâåòà ôèçìàòà ÊÃÓ ñïåöèàëüíîñòü
àëãåáðû áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ â ÊÃÓ íèêîãäà íå ïîëüçîâà-
ëàñü (íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàâøåå ìíåíèå î çàñèëèè â Êàçàíè
àëãåáðû). Ëþáîïûòíî òàêæå, ÷òî â îáëàñòè, êîòîðóþ ÍÃ ñ÷èòàë
äëÿ ñåáÿ êîðîííîé,� òåîðèÿ Ãàëóà � ó÷åíèêîâ ó ÍÃ ïî÷òè íå áû-
ëî; áîëüøèíñòâî èõ îòîøëî äàëåêî îò êîðåííûõ èíòåðåñîâ ñâîåãî
ó÷èòåëÿ.
Íàñòàëè äíè âîéíû. Íà ìèòèíãå â àêòîâîì çàëå ÊÃÓ ÍÃ, îáú-

ÿòûé âîëíîé ãíåâíîãî ïàòðèîòèçìà, çàÿâëÿåò î ñâîåì æåëàíèè
îòïðàâèòüñÿ íà ôðîíò äîáðîâîëüöåì. Îí ñîøåë ñ òðèáóíû, äðî-
æà îò âîçáóæäåíèÿ, è, êîíå÷íî, áûë èñêðåíåí, íî â òî âðåìÿ â
Êàçàíñêîì âîåíêîìàòå (íåçàäîëãî äî ýòîãî ïûòàâøåìñÿ �çàáðèòü
ëîá� àêàäåìèêó Êàïèöå) âñå-òàêè ïîíÿëè, ÷òî îò ïðîôåññîðà ×å-
áîòàðåâà áóäåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïîëüçû, åñëè îí îñòàíåòñÿ â
òûëó, ÷åì åñëè åãî ïîøëþò íà ôðîíò.

Â ýòè âîåííûå ãîäû âîåííûå êàôåäðû âóçîâ îáðàùàëè
ìíîãî âíèìàíèÿ íà ïðåïîäàâàòåëåé, â ÷àñòíîñòè, ïðè-
âëåêàëè íàñ ê ñòðåëêîâûì óïðàæíåíèÿì è ñîðåâíîâàíè-
ÿì, è ÍÃ ñ óâëå÷åíèåì ó÷àñòâîâàë â íèõ. Ñîõðàíèëñÿ
îäèí äîêóìåíò � çà îòëè÷íóþ óñïåâàåìîñòü è äèñöè-
ïëèíó ïðè èçó÷åíèè àâòîìàòè÷åñêîãî îðóæèÿ Êðàñíîé
Àðìèè ïðèêàçîì ïî Óíèâåðñèòåòó îò 23 ôåâðàëÿ 1943



53

ãîäà ÍÃ áûëà îáúÿâëåíà áëàãîäàðíîñòü. Ñàì ÍÃ ñ þìî-
ðîì ðàññêàçûâàë î ñâîèõ óñïåõàõ: �Êó÷íîñòü ó ìåíÿ óäè-
âèòåëüíàÿ, à ìåòêîñòè íèêàêîé, òàê ÷òî åñëè Âû ñòàíå-
òå âîò çäåñü, à ÿ áóäó ñòðåëÿòü òóäà (òóò îí ïîêàçûâàë
â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè), òî ÿ íåïðåìåííî â
Âàñ ïîïàäó�.

Â Óíèâåðñèòåòå æå äåðæàëèñü íåñêîëüêî èíîãî ìíåíèÿ î ïðî-
ôåññîðàõ, íåæåëè â âîåíêîìàòå, è â ïåðâóþ æå ìîáèëèçàöèþ ñòó-
äåíòîâ íà óáîðî÷íûå ðàáîòû â êîëõîçàõ â ñåíòÿáðå 1941 ãîäà îò-
ïðàâèëè ñ íèìè è ÍÃ. Â òî âðåìÿ ÿ áûë óæå ïðèêðåïëåí ê Óíè-
âåðñèòåòó è îòïðàâèëñÿ âìåñòå ñ ÍÃ. Ýòî áûëà óæå âòîðàÿ ïàðòèÿ
íàïðàâëÿåìûõ íà ðàáîòû, è ÍÃ õîòåë èäòè â Ëþòêèíî, ãäå ðàáî-
òàëè 10�15 ñòóäåíòîâ ôèçìàòà. Âûéäÿ èç Êàçàíè óòðîì è ïðîéäÿ
âåñü ïóòü ïåøêîì (èáî â òî âðåìÿ áîëåå áûñòðûõ ñðåäñòâ ñîîáùå-
íèÿ íå áûëî), ìû òîëüêî ïîçäíî âå÷åðîì, â òåìíîòå, äîáðàëèñü
äî öåëè, ãäå áûëè ðàäîñòíî âñòðå÷åíû ôèçìàòîâñêîé áðèãàäîé.
Äåâóøêè òàì êðþ÷èëè ãîðîõ, þíîøè è ìû äîëæíû áûëè êîñèòü
ñíà÷àëà âèêó, çàòåì êëåâåð è, íàêîíåö, ïîäñîëíå÷íèê. Â êà÷åñòâå
èíñòðóêòîðà áûë ê íàì ïðèñòàâëåí êîëõîçíèê ëåò 45. Âïðî÷åì,
åãî ïåäàãîãè÷åñêîå ìàñòåðñòâî ñâîäèëîñü ê òîìó, ÷òî, íàáëþäàÿ
çà ðàáîòîé êîãî-ëèáî èç íàñ, îí ïðåçðèòåëüíî êîììåíòèðîâàë:
�À ïëîõî êîñèò� (óïîòðåáëåííîå èì âûðàæåíèå ïîäâåðãíóòî ìíîé
çíà÷èòåëüíîé ëèòåðàòóðíîé îáðàáîòêå). Ñêëîíåí îí áûë òàêæå ê
ïåðåêóðàì (�ïåðåêóðàì ñ äðåìîòîé�, ïî îïðåäåëåíèþ ÍÃ). Âî âðå-
ìÿ îäíîãî èç íèõ îí ðàññêàçàë íàì, ÷òî äî ïîÿâëåíèÿ êîëõîçîâ,
âçÿâøèñü êîñèòü, äåëàëè ïåðåêóð, ëèøü ïðîéäÿ �äâà âîò òàêèõ
ãîíà�, è ïîêàçûâàë ïîëîñó, êîíåö êîòîðîé ÿâíî òåðÿëñÿ â áåñêî-
íå÷íîñòè � â îáùåì, ïî ìåðå ñèë ñâîèõ ïðîâîäèë âîñïèòàòåëüíóþ
ðàáîòó. Õîòÿ ÍÃ è ñòàðàëñÿ, íî ñ êîñüáîé ó íåãî íå ëàäèëîñü, è
äîëãîå âðåìÿ ïðèøëîñü áû åìó òàì ìó÷èòüñÿ, åñëè áû íå ïðè-
øëî èçâåñòèå î çàêðûòèè èíñòèòóòà è â ñâÿçè ñ ýòèì ýêñòðåííûé
âûçîâ ÍÃ â Êàçàíü äëÿ ëèêâèäàöèè èíñòèòóòñêèõ äåë.
Íåñîìíåííî, ÷òî ïîñëåäóþùàÿ áîëåå äëèòåëüíàÿ ìîáèëèçàöèÿ

â íîÿáðå�äåêàáðå 1941 ãîäà íà ñòðîèòåëüñòâî îáîðîíèòåëüíûõ ðó-
áåæåé â Òàòàðèè íå ïðîøëà áû ìèìî ÍÃ, åñëè áû â ðåøàþùèé
ìîìåíò íå âìåøàëñÿ Î.Þ. Øìèäò, è ÍÃ îñòàëñÿ â Êàçàíè.
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Ïîÿâëåíèå â Êàçàíè â òðåòüåé äåêàäå èþëÿ Î.Þ. Øìèäòà,
áûâøåãî òîãäà âèöå-ïðåçèäåíòîì Àêàäåìèè íàóê, íî ôàêòè÷å-
ñêè êîíöåíòðèðîâàâøåãî â ñâîèõ ðóêàõ âñå ïðåçèäåíòñêèå ôóíê-
öèè, ïîëüçîâàâøåãîñÿ áîëüøèì àâòîðèòåòîì â ïðàâèòåëüñòâåí-
íûõ êðóãàõ è ïðèåõàâøåãî ñ íåîãðàíè÷åííûìè ïîëíîìî÷èÿìè,
÷òîáû ïîäãîòîâèòü ïåðååçä â Êàçàíü ýâàêóèðóåìûõ èíñòèòóòîâ
Àêàäåìèè, áûëî î÷åíü ñâîåâðåìåííûì äëÿ Óíèâåðñèòåòà, ïåðåä
êîòîðûì, êàê ãîâîðèëè, óæå âñòàâàëà òðàãè÷åñêàÿ ïåðñïåêòèâà
ýâàêóàöèè èç ñîáñòâåííîãî çäàíèÿ â èíòåðåñàõ íåêîåãî çàâîäà îáî-
ðîííîãî çíà÷åíèÿ. Ñ ïðèåçäîì Øìèäòà äåëî ñâåëîñü ê ñèëüíåé-
øåìó óïëîòíåíèþ è ñèìáèîçó ñ Àêàäåìèåé. Â ÷àñòíîñòè, ãåîìåò-
ðè÷åñêèé êàáèíåò Óíèâåðñèòåòà áûë çàíÿò Èíñòèòóòîì èì. Ñòåê-
ëîâà, ê êîòîðîìó íåñêîëüêèìè ìåñÿöàìè ïîçæå ïðèñîåäèíèëîñü
åãî Ëåíèíãðàäñêîå îòäåëåíèå.

Ëåíèíãðàäöû, óæå ïåðåæèâ ïåðâûå óæàñû áëîêàäû, ÿâè-
ëèñü â Êàçàíü êàê â íåêóþ îáåòîâàííóþ çåìëþ è, êàê
ìíå êàæåòñÿ, ó íèõ îñòàëèñü î Êàçàíè ñàìûå õîðîøèå
âîñïîìèíàíèÿ. Íàïðîòèâ, ìîñêâè÷è ÿâèëèñü èç äîñòà-
òî÷íî õîðîøèõ óñëîâèé, è, ìîæåò áûòü íåêîòîðûõ èç
íèõ òðåâîæèëî òîëüêî �Äîñòàòî÷íî ëè äàëåêî ìû óåõà-
ëè?�, êàê ñïðîñèë ìåíÿ ïðè ïåðâîé âñòðå÷å â ïðèåìíîé
ðåêòîðà Á.Í. Äåëîíå. Îïàñåíèÿ åãî áûëè íåîñíîâàòåëü-
íû, òàê êàê õîòÿ â Êàçàíè çàòåìíåíèå ñòðîãî ñîáëþäà-
ëîñü äàæå òîãäà, êîãäà â íåì íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè
íå îñòàëîñü � âïëîòü äî 1946 ãîäà � íî âîçäóøíûì
íàëåòàì Êàçàíü íå ïîäâåðãàëàñü. Ðÿä èíñòèòóòîâ Àêà-
äåìèè è îòäåëüíûå åå ðàáîòíèêè âåëè ñåáÿ â Óíèâåð-
ñèòåòå êàê çàâîåâàòåëè è ïðè îáðàòíîé ýâàêóàöèè óâåç-
ëè íåìàëî óíèâåðñèòåòñêîãî èìóùåñòâà. Íî ó ìàòåìà-
òèêîâ ñ ïåðâûõ æå äíåé ñîçäàëîñü õîðîøåå ñîäðóæå-
ñòâî, è åñëè àòìîñôåðà ãåîìåòðè÷åñêîãî êàáèíåòà ôè-
çè÷åñêè áûëà ïðîõëàäíîé, åñëè íå ñêàçàòü áîëüøåãî,
òî ýòî íå ìåøàëî òåïëûì îòíîøåíèÿì è ïëîäîòâîð-
íîé ðàáîòå. Çäåñü È.Ì. Ãåëüôàíä ðàçðàáàòûâàë ñâîþ
òåîðèþ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, À.È. Ìàëü-
öåâ íàïèñàë ðàáîòó î ïîäàëãåáðàõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð



55

Ëè, À.Ä. Àëåêñàíäðîâ â äîìå ó Ôóêñîâñêîãî ñàäà ïè-
ñàë ñâîþ êíèãó î âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòÿõ, Ï.Ñ. Àëåê-
ñàíäðîâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó, êîòîðóþ îí ñàì öèòèðó-
åò êàê �êàçàíñêóþ�, è ò.ä. Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îáùåñòâî ñîáèðàëîñü íà îáúåäèíåííûå çàñåäàíèÿ ñ êà-
çàíñêèì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì. 28 ÿíâàðÿ
1942 ãîäà ÍÃ áûë ââåäåí â ñîñòàâ ó÷åíîãî ñîâåòà Èíñòè-
òóòà èì.Ñòåêëîâà.

Âðåìÿ ýòî, îñîáåííî 1941 è 1942 ãîäû, êîãäà íå áûëî óðåãóëèðî-
âàíî ñíàáæåíèå íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, áûëî êðàéíå òÿæåëûì, æè-
ëèùíûå óñëîâèÿ áûëè ñòåñíåííûå (áîëüøàÿ ÷àñòü êàçàíñêèõ ìà-
òåìàòèêîâ ïóñòèëà â ñâîè êâàðòèðû çíàêîìûå ìîñêîâñêèå ñåìüè),
áûòîâûå óñëîâèÿ óæàñíû: îòñóòñòâèå äðîâ, àâàðèè â âîäîñíàá-
æåíèè è êàíàëèçàöèè è, êîíå÷íî, âûøåäøèå èç ñòðîÿ ñèñòåìû
öåíòðàëüíîãî îòîïëåíèÿ. Òàê ïðîèçîøëî è â äîìå, ãäå æèë ÍÃ,
òåìïåðàòóðà â êâàðòèðå äîõîäèëà äî −10, íî â ýòî âðåìÿ áûëè
îðãàíèçîâàíû äåæóðñòâà â ó÷ðåæäåíèÿõ íà ñëó÷àé âîçäóøíîãî
íàëåòà èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ïðîèñøåñòâèé, è ÍÃ îõîòíî áðàëñÿ
çà âûïîëíåíèå îáÿçàííîñòåé äåæóðíîãî. �ß íåäóðíî ïîðàáîòàë,
íî÷óÿ åæåäíåâíî â äåæóðíîé êîìíàòå â Óíèâåðñèòåòå�, � âñïî-
ìèíàë îí â ïèñüìå ê Ðîêîòîâñêîìó. Ãîðüêèì ñàðêàçìîì çâó÷àò
îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó âðåìåíè ñòèõè Ë.À. Ëþñòåðíèêà (ïàðîäèÿ
íà Ñåâåðÿíèíà):

Ãäå çåðêàëüíî ñðåáðîñòðóèò
Ñðåäíå-Âîëæñêèé âîäîåì,
Â ôåøåíåáåëüíîé Êàçàíè
Êîìôîðòàáåëüíî æèâåì!

Íî â ýòè òÿæåëûå ãîäû ïðîäóêòèâíîñòü ÍÃ âîçðîñëà: ÷èñëî åãî
îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò â 1942 è 1943 ãîäàõ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
� ïî 7 ðàáîò â ãîä. Çäåñü ñêàçûâàåòñÿ è îáùåå îæèâëåíèå, âíå-
ñåííîå â ìàòåìàòè÷åñêóþ æèçíü Êàçàíè ïðèñóòñòâèåì ìîùíîãî
êîëëåêòèâà ìîñêâè÷åé è ëåíèíãðàäöåâ, íî íåñîìíåííî òî, ÷òî îä-
íèì èç ñòèìóëîâ ðàáîòû áûë ïàòðèîòèçì ÍÃ, çàñòàâèâøèé åãî
ðàíåå îáúÿâèòü î ñâîåì íàìåðåíèè èäòè íà ôðîíò, è òåïåðü, êî-
ãäà ýòî íàìåðåíèå íå îñóùåñòâèëîñü, ïîáóæäàâøèé åãî èñêàòü â
ñâîåé ïîâñåäíåâíîé ðàáîòå ïóòåé ïîìîùè ðîäèíå â òÿæåëûé äëÿ
íåå ÷àñ. Òàêèå ïóòè íàøëèñü â çíàêîìîé ÍÃ òåìàòèêå � â âî-
ïðîñàõ ðàñïðåäåëåíèÿ êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ âàæíîå
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çíà÷åíèå â òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ, è ÍÃ ñ óâëå÷åíèåì îòäàëñÿ
ýòîé ðàáîòå, âîâëåêàÿ â ýòîò êðóã èäåé è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ:
Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Ä.Ê. Ôàääååâà, Í.Í. Ìåéìàíà. Ðàáîòà ýòà ïðî-
äîëæàëàñü è â ïîñëåâîåííûå ãîäû, êîãäà ÍÃ áûë çàâåäóþùèì
ñåêòîðîì ìàòåìàòèêè â Êàçàíñêîì ôèëèàëå ÀÍ ÑÑÑÐ, è ðåçþìè-
ðîâàíà â ñîâìåñòíîé ìîíîãðàôèè ÍÃ è Í.Í. Ìåéìàíà �Ïðîáëåìà
Ðàóñà�Ãóðâèöà äëÿ ïîëèíîìîâ è öåëûõ ôóíêöèé�, âûøåäøåé â
ñâåò óæå ïîñëå êîí÷èíû ÍÃ.
Ïî ñóùåñòâó, ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè âîçâðàùåíèåì ê êàçàíñêîé

òåìàòèêå ïåðâûõ ëåò. Èíòåðåñíî, ÷òî â ýòî æå âðåìÿ ÍÃ âîçâðà-
ùàåòñÿ åùå ê îäíîé èç ïåðâûõ êàçàíñêèõ òåì � ïðîáëåìå ðå-
çîëüâåíò � è â 1943 ãîäó ïóáëèêóåò áîëüøóþ ðàáîòó ïî ýòîìó
âîïðîñó, ãäå ïîäõîäèò ê çàäà÷å ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ è ïîëó÷àåò
èíòåðåñíûå è îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû. Ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì
îí ðàáîòàåò íàä ñâîåé ìîíîãðàôèåé ïî òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ôóíêöèé.
Äâàæäû çà ýòîò ïåðèîä ó÷åíûé ñîâåò óíèâåðñèòåòà âûäâèãàë

ÍÃ êàíäèäàòîì íà ñîèñêàíèå ïðåìèè èì. Ñòàëèíà. Ïåðâûé ðàç
ýòî áûëî 6 ôåâðàëÿ 1942 ãîäà; îòçûâû î ðàáîòàõ ÍÃ äàâàëè Á.Í.
Äåëîíå è È.Ä. Àäî. Ïî ïîâîäó åãî ðàáîòû î ïëîòíîñòÿõ Á.Í. Äå-
ëîíå ïèñàë:

�Â ëè÷íûõ ðàçãîâîðàõ ñî ìíîé Ãåêêå î÷åíü íàñòàèâàë
íà òîì, ÷òî áåç çàìå÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ×åáîòàðåâà
Àðòèí íå ïîëó÷èë áû ñâîåé çíàìåíèòîé òåîðåìû�.

Ïî ïîâîäó ðàáîòû î ðåçîëüâåíòàõ 1931 ãîäà îí ïèñàë:

�Ýòó òåîðåìó âåñüìà âûñîêî îöåíèë Ãèëüáåðò, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî íà Âñåìèðíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â
Öþðèõå â 1932 ãîäó Íèêîëàþ Ãðèãîðüåâè÷ó, êàê îäíîìó
èç êðóïíåéøèõ ìèðîâûõ àëãåáðàèñòîâ, áûëî ïîðó÷åíî
ïðî÷èòàòü íà ïëåíàðíîì çàñåäàíèè êîíãðåññà îáçîðíûé
äîêëàä, ïîñâÿùåííûé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ñìåðòè Ãàëóà�.

Âòîðàÿ ïîïûòêà âûäâèæåíèÿ ÍÃ íà ñîèñêàíèå òîé æå ïðåìèè çà
ìíîãîëåòíþþ ïëîäîòâîðíóþ ðàáîòó áûëà ñäåëàíà 11 ÿíâàðÿ 1944
ãîäà; îòçûâ î ðàáîòàõ ÍÃ äàâàë Ä.Ê. Ôàääååâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
êàíäèäàòóðà ÍÃ áûëà îòêëîíåíà, è ïðåìèÿ óâåí÷àëà åãî ëèøü
ïîñìåðòíî.
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Äâàæäû ó÷åíûé ñîâåò âûäâèãàë ÍÃ êàíäèäàòîì â äåéñòâèòåëü-
íûå ÷ëåíû Àêàäåìèè íàóê � íà âûáîðàõ 1943 è 1946 ãîäîâ. Ñîïåð-
íèêîì ÍÃ îáà ðàçà îêàçûâàëñÿ Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ, è íå ïðîõîäèëè
íè òà, íè äðóãàÿ êàíäèäàòóðà.
Äåëî äåëàåòñÿ íå ñêîðî, íî ñêîðî ñêàçûâàåòñÿ ñêàçêà. Òåì âðå-

ìåíåì âîéíà øëà ñâîèì ÷åðåäîì è êëîíèëàñü ê ïîáåäîíîñíîìó
çàâåðøåíèþ. Ìîñêâè÷è âîçâðàòèëèñü â Ìîñêâó, æèòü ñòàëî ïðî-
ñòîðíåå è ëåã÷å. Âîçâðàùàëñÿ ê íîðìàëüíîé æèçíè è Óíèâåðñè-
òåò, õîòÿ è íå áåç ïå÷àëüíûõ ïîòåðü: íå âûäåðæàâ òðóäíîñòåé
âîåííîãî âðåìåíè, ñêîí÷àëñÿ Í.Í. Ïàðôåíòüåâ (1943 ã.), ïîñëå
ñìåðòè êîòîðîãî ÍÃ ñòàë áåññìåííûì ïðåäñåäàòåëåì Êàçàíñêîãî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Ñêîí÷àëñÿ òàêæå è ïåðâûé
êàçàíñêèé äðóã ÍÃ � Ï.À. Øèðîêîâ (1944 ã.).

Â ñâÿçè ñ áîëåçíüþ Ïåòðà Àëåêñååâè÷à ÿ áûë íàçíà-
÷åí äåêàíîì ôèçìàòà, íî âñêîðå ïîñëå ýòîãî ïî ñåìåé-
íûì îáñòîÿòåëüñòâàì ìíå ñðî÷íî ïðèøëîñü íåíàäîë-
ãî óåõàòü. Ñî ñâîéñòâåííîé åìó ãîòîâíîñòüþ îêàçûâàòü
ëþäÿì âñÿ÷åñêóþ ïîìîùü ÍÃ âûçâàëñÿ âðåìåííî çàìå-
ùàòü ìåíÿ íà ýòîì ïîñòó, î êîòîðîì ÿ è ñàì ïî÷òè íå
èìåë ïðåäñòàâëåíèÿ, èáî ïðèøåë íà ñîâåðøåííî ÷èñòîå
ìåñòî è äåêàíàò ñîñòîÿë ëèøü èç ìåíÿ äà âàêàíòíîé
äîëæíîñòè ñåêðåòàðÿ. Áûëî ýòî â ïåðèîä ñåññèè, è, âåð-
íóâøèñü, ÿ óçíàë, ÷òî ÍÃ ñ ãîòîâíîñòüþ äàâàë ðàçðåøå-
íèå íà îòñðî÷êó ýêçàìåíîâ ëþáîé ñòóäåíòêå (ñòóäåíòîâ
òîãäà ïî÷òè íå áûëî � ëèøü áîëüíûå è íåìîùíûå), ïðè-
òîì â óñòíîé ôîðìå, òàê ÷òî äîëãî åùå ïîñëå ïðèåçäà
ìíå ïðèõîäèëîñü ðàçáèðàòüñÿ, êòî íå ñäàâàë ýêçàìåíû
íà çàêîííûõ ïðàâàõ, à êòî � ïî ñîáñòâåííîìó æåëàíèþ.

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ óêðåïëåíèÿ âîåííîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî
ïîëîæåíèÿ áûëî òî, ÷òî Óíèâåðñèòåòó íàìåêíóëè íà ñâîåâðåìåí-
íîñòü õîäàòàéñòâà î âîññòàíîâëåíèè ïðè ÊÃÓ Ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà. Îðãàíèçàöèîííàÿ ðàáîòà ëåãëà, êîíå÷íî, íà ÍÃ, íî
îòêðûòèå èíñòèòóòà çàòÿíóëîñü ïî îïèñàííîé âûøå íåîáû÷àéíîé
ïðè÷èíå.
Â 1944 ãîäó ÍÃ èñïîëíèëîñü 50 ëåò. Åñòåñòâåííî, âîçíèê âî-

ïðîñ î ïðàçäíîâàíèè åãî þáèëåÿ. ß êàê ðàç áûë äåêàíîì, è ìû
ïðåäâàðèòåëüíî îáñóäèëè ýòîò âîïðîñ ñ ðåêòîðîì Ñèòíèêîâûì.
Íå çíàþ, êàêèì ïóòåì óçíàë îá ýòîì ÍÃ, íî îí ÿâèëñÿ êî ìíå íà
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êâàðòèðó è óñòðîèë ìíå òàêóþ �ñåìåéíóþ ñöåíó�, ÷òî ÿ îòêàçàëñÿ
îò ìûñëè î ïðîâåäåíèè êàêèõ-ëèáî �ìåðîïðèÿòèé�.

Âïðî÷åì, åñëè íå áûëî ñîáðàíèÿ, ñëàâîñëîâèé, àäðåñîâ
è ïðî÷åé ìèøóðû, êîòîðóþ íå ëþáèë ÍÃ, òî íåêîòî-
ðûå ìåðîïðèÿòèÿ, êîòîðûå ìîæíî áûëî ïðîâåñòè áåç
ñîãëàñîâàíèÿ ñ ÍÃ, îñóùåñòâèëèñü. Ïðåæäå âñåãî îí
áûë ïðåäñòàâëåí ê íàãðàæäåíèþ è íàãðàæäåí îðäåíîì
Òðóäîâîãî Êðàñíîãî Çíàìåíè è çàòåì åìó áûëî ïðèñâî-
åíî çâàíèå Çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè Òàòàðñêîé Àâ-
òîíîìíîé ÑÑÐ (Çàñëóæåííûì äåÿòåëåì íàóêè ÐÑÔÑÐ
îí ñòàë åùå ðàíüøå). Â òîì æå ãîäó â ñâÿçè ñ øèðîêî
ïðàçäíîâàâøèìñÿ, õîòÿ è íå êàíîíè÷åñêèì, 220-ëåòíèì
þáèëååì ÀÍ ÑÑÑÐ, îí áûë íàãðàæäåí âòîðûì îðäå-
íîì � Îðäåíîì Ëåíèíà. Íàêîíåö, â ñëåäóþùåì ãîäó îí
áûë íàãðàæäåí åùå îäíèì îðäåíîì Òðóäîâîãî Êðàñíîãî
Çíàìåíè. Îðäåí Ëåíèíà âðó÷àë åìó ïðåäñåäàòåëü ïðå-
çèäèóìà Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÒÀÑÑÐ Äèíìóõàìåòîâ â
àêòîâîì çàëå Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íàãðàæäàëîñü
íåñêîëüêî ÷åëîâåê; Äèíìóõàìåòîâ ñòîÿë íà ýñòðàäå áî-
êîì ê çðèòåëÿì, èáî íàãðàæäàåìûå äîëæíû áûëè çàéòè
ñáîêó ýñòðàäû, ÷òîáû ïîäíÿòüñÿ íà íåå, è òîãäà êàê ðàç
îêàçûâàëèñü ê íåìó ëèöîì. Íî ÍÃ, ïî îáû÷àþ ïðåçðåâ
óñòàíîâëåííûå ïîëîæåíèÿ, ïðèáëèçèâøèñü ïî ïðîõîäó
ê ýñòðàäå, ñðàçó âñêî÷èë íà íåå, ìèíóÿ ëåñåíêó, è î÷ó-
òèëñÿ ó Äèíìóõàìåòîâà çà ñïèíîé. Íàðóøåíèå ðèòóà-
ëà âûçâàëî â çàëå îæèâëåíèå. Ïîòîì, âîçâðàòèâøèñü
íà ìåñòî, ÍÃ ïîêàçàë ìíå ëåæàâøèé íà ëàäîíè îðäåí,
ñêàçàâ: �Âîò ÿêà öàöêà!� Îí áûë ÿâíî äîâîëåí. Ïðè-
øåäøèå òàê áûñòðî îäèí çà äðóãèì òðè îðäåíà äàâàëè
ïîâîä ÍÃ â ïîñëåäóþùåì, ïðè èçâåñòèè î êàêèõ-ëèáî
íàãðàæäåíèÿõ, ãîâîðèòü ñ âèäîì îáèæåííîãî ðåáåíêà:
�À ìíå ñêó÷íî, ìåíÿ äàâíî íå íàãðàæäàëè . . . �. Âïðî-
÷åì, ÿ íå ïîìíþ, ÷òîáû ÍÃ êîãäà-ëèáî íàäåâàë ñâîè
îðäåíà.

È âîò íàñòàë 1945 ãîä. Êîíå÷íî, �â øåñòü ÷àñîâ âå÷åðà ïîñëå
âîéíû� íèêòî íå âñòðåòèëñÿ, íî ïîíåìíîãó ñòàëè âîçâðàùàòü-
ñÿ ñ ôðîíòà ñòóäåíòû, ìîáèëèçîâàííûå â ïåðâûå ãîäû âîéíû,
âîçâðàùàëèñü è ïðåïîäàâàòåëè, âîçðàñòàëà íàñåëåííîñòü âóçîâ.
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Óâåëè÷èâàëèñü è øòàòû, äðóãîé âèä ïðèíÿë õàðàêòåð íàó÷íîãî
îáùåíèÿ: åñëè äî òåõ ïîð íåáîëüøîé êàçàíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé
êîëëåêòèâ âîåííûõ ëåò îáúåäèíÿëî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îá-
ùåñòâî è ïî äîêëàäàì íà åãî ñîáðàíèÿõ ìû çíàëè, íàä ÷åì ðà-
áîòàåò ëþáîé êàçàíñêèé ìàòåìàòèê, òî òåïåðü óñèëèëèñü ñïåöè-
àëèçàöèÿ è ðàçîáùåííîñòü. Îñëàáåëà ñâÿçóþùàÿ ðîëü îáùåñòâà,
íî îòäåëüíûå ãðóïïû ìàòåìàòèêîâ îáúåäèíÿëèñü ðàçâèâàþùèìè-
ñÿ ñåìèíàðàìè ïðè êàôåäðàõ. Â ìèðíîå âðåìÿ îäíèì èç ïåðâûõ
äåÿíèé ÍÃ áûëà ïîåçäêà â Àðäàòîâ äëÿ íàáëþäåíèÿ ïîëíîãî ñîë-
íå÷íîãî çàòìåíèÿ. Âåðíóâøèñü, îí ïðèíÿë ó÷àñòèå åùå â îäíîì
óñòàíîâëåíèè, íåìàëî èçìåíèâøåì íàó÷íóþ æèçíü Êàçàíè, � îð-
ãàíèçàöèè Êàçàíñêîãî ôèëèàëà ÀÍ ÑÑÑÐ, ãäå â ïåðâîå âðåìÿ
âîçãëàâëÿë Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò. Âïðî÷åì, óæå â ÿíâà-
ðå 1946 ãîäà îí ïîêèíóë ýòîò ïîñò, äåëàâøèé åãî äâîéíûì àä-
ìèíèñòðàòèâíûì ñîâìåñòèòåëåì, è ïåðåäàë åãî Õ.Ì. Ìóøòàðè,
îñòàâøèñü òîëüêî ãëàâîé ñåêòîðà ìàòåìàòèêè ýòîãî èíñòèòóòà.
Çäåñü îí ñî ñâîèìè ñîòðóäíèêàìè � Áàðõèíûì, Õîâàíñêèì è äð.
� çàíèìàëñÿ ðàçðàáîòêîé ïðîáëåìû Ðàóñà�Ãóðâèöà.
Îäíèì èç ïîñëåäíèõ çàìûñëîâ ÍÃ áûëî ñîçäàíèå ýíöèêëîïå-

äèè ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè: áûë ñîñòàâëåí ïëàí èçäàíèÿ, íà-
ìå÷åíû àâòîðû è çàêëþ÷åí äîãîâîð ñ èçäàòåëüñòâîì. Ñìåðòü ÍÃ
îáîðâàëà ýòó ðàáîòó; íåñêîëüêî ïîçæå òàêîå èçäàíèå ïðîáîâàëè
îñóùåñòâèòü ïîä ðåäàêöèåé Àëåêñàíäðîâà, Ìàðêóøåâè÷à è Õèí-
÷èíà, áûëî èçäàíî òðè òîìà, íî âñå èçäàíèå îñòàëîñü íåçàêîí÷åí-
íûì13.
Åñëè â äåòñòâå ÍÃ áûë äîâîëüíî ñëàáûì è áîëåçíåííûì ðå-

áåíêîì, òî, âîçìóæàâ, íà çäîðîâüå íå æàëîâàëñÿ. Â Êàçàíñêèé
ïåðèîä îí îïåðèðîâàëñÿ ïî ïîâîäó ïàõîâîé ãðûæè (ïîñëå ÷åãî
ñ íåêîòîðîé ãîðäîñòüþ äåìîíñòðèðîâàë íàì îñòàâøèéñÿ ðóáåö).
Îäíàæäû ó íåãî áûë êàðáóíêóë íà íîãå, íî âñå ýòè çàáîëåâàíèÿ
áûëè ñëó÷àéíûå è ïðåõîäÿùèå. À âîò ñ íà÷àëà 1947 ãîäà ñîñòîÿ-
íèå çàìåòíî óõóäøèëîñü � íàñòîëüêî, ÷òî èíîãäà ñðåäè îæèâëåí-
íîãî ðàçãîâîðà îí îñòàíàâëèâàëñÿ, ñãèáàÿñü îò ïðèñòóïà áîëåé.
Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî íàëè÷èå îïóõîëè. Âèäèìî, ÍÃ çíàë îá
ýòîì, è õîòÿ íå ìîã òî÷íî çíàòü åå õàðàêòåðà, íî äîãàäûâàëñÿ î
íåì è, ïîäîáíî Ñ.Î. Øàòóíîâñêîìó, ïûòàëñÿ øóòèòü íàä ñîáîé:
êîãäà çàõîäèëà ðå÷ü î ÷üåì-ëèáî íåçäîðîâüå, ÍÃ âíåçàïíî âìå-
øèâàëñÿ: �À ó ìåíÿ � ðà÷îê, ìàëåíüêèé, íî âðåäíûé�. Îäíàêî
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àêòåðîì îí íèêîãäà íå áûë, âñå äâèæåíèÿ äóøè îòðàæàëèñü íà
ëèöå åãî è â ãîëîñå, è ÷óâñòâîâàëîñü, ÷òî øóòêà åãî ñåðüåçíî âîë-
íóåò. Ìîñêîâñêèå çíàêîìûå óãîâîðèëè åãî åõàòü íà èññëåäîâàíèå
è, åñëè íóæíî, íà îïåðàöèþ â Ìîñêâó, è ÍÃ âçÿë ñâîþ ïîñëåäíþþ
êîìàíäèðîâêó.
Åìó ïðèõîäèëîñü ïëîõî, íî îí ìíîãî è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàë.

Êîíå÷íî, ñ íèì áûëè è êíèãè è òåòðàäè; íåçàäîëãî äî îòúåçäà îí
áåñåäîâàë ñ À.Â. Äîðîäíîâûì î ïðîáëåìå ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ïîä-
ïîëåé ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé è ñêàçàë,
÷òî ó íåãî â ýòîì íàïðàâëåíèè ÷òî-òî êëþíóëî (âèäèìî, ýòî áûëè
ìûñëè, íå çàêðåïëåííûå íà áóìàãå, òàê êàê â àðõèâå åãî íè÷åãî
îá ýòîì íå ñîõðàíèëîñü). Äàæå 3 èþíÿ, çà äåíü äî ïîñòóïëåíèÿ
â áîëüíèöó (èíñòèòóò Ñêëèôîñîâñêîãî), îí ÷èòàë íà çàñåäàíèè
Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà äîêëàä �Î âûðàæåíèè
àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç ëîãàðèôìû�, äîêëàä ýòîò îòëè÷àëñÿ
áîëüøîé ÿñíîñòüþ, è î íåì âïîñëåäñòâèè ñ âîñòîðãîì îòçûâà-
ëèñü ñëóøàòåëè. Âñêîðå âûÿñíèëîñü, ÷òî îïåðàöèÿ íåîáõîäèìà
è ÷òî îíà áóäåò òÿæåëîé: òðåáîâàëîñü óäàëèòü æåëóäîê è ÷àñòü
ïèùåâîäà. Îïåðàöèÿ ñîñòîÿëàñü 21 èþíÿ è äëèëàñü òðè ñ ïîëîâè-
íîé ÷àñà; îïåðèðîâàë Ðîçàíîâ è îïåðàöèÿ ïðîøëà õîðîøî. Ïðè
áîëüíîì ïîñòîÿííî íàõîäèëèñü ëèáî åãî ñóïðóãà Ìàðèÿ Àëåêñàí-
äðîâíà, ëèáî ñûí Ãðèãîðèé, ëèáî îïûòíàÿ îïåðàöèîííàÿ ñåñòðà
Åêàòåðèíà Íèêîëàåâíà Ãóëåâè÷, ïðèåõàâøèå èç Êàçàíè.
ß ïîìíþ ðàçãîâîðû î òîì, ÷òî â òàêèõ îïåðàöèÿõ ðåøàþùè-

ìè äëÿ èñõîäà ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå îäèííàäöàòü ïîñëåîïåðàöèîííûõ
äíåé; íà ýòîò ðàç ðåøàþùèì îêàçàëñÿ äâåíàäöàòûé äåíü; íà÷àë-
ñÿ òðîìáîôëåáèò, âñëåäñòâèå íåãî âîçíèêëà ýìáîëèÿ ëåãêîãî è
â 7 ÷àñîâ óòðà 2 èþëÿ ÍÃ ñêîí÷àëñÿ. Â Êàçàíè âñåì áûëà ÿñ-
íà ñåðüåçíîñòü îïåðàöèè, íî ïîñòóïèâøèå áëàãîïðèÿòíûå ñâåäå-
íèÿ, êàçàëîñü, íå îñòàâëÿëè ñîìíåíèé â ïîñëåäóþùåì âûçäîðîâ-
ëåíèè. Òåëåãðàììà Ìàðèè Àëåêñàíäðîâíû óïàëà, êàê óäàð ãðîìà.
Â ñìÿòåíèè ìàòåìàòèêè ñîáðàëèñü â êàáèíåòå ðåêòîðà; ðåøåíî
áûëî ïîñëàòü ìåíÿ â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ ïðèñóòñòâèÿ
íà êðåìàöèè, íàìå÷åííîé íà 4 èþëÿ. Ñðåäñòâà ñîîáùåíèÿ â òå
ãîäû áûëè ìàëî ñîâåðøåííû; òîëüêî áëàãîäàðÿ ñîäåéñòâèþ Ã.Â.
Êàìåíêîâà � òîãäà äèðåêòîðà Àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà � ÿ ïî-
ïàë â ñàìîëåò è ñâîåâðåìåííî ïðèáûë â Ìîñêâó. Ãðàæäàíñêàÿ
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ïàíèõèäà ñîñòîÿëàñü â ñòàðîì ïîìåùåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èí-
ñòèòóòà (íà Áîëüøîé Êàëóæñêîé) â êàáèíåòå È.Ì. Âèíîãðàäîâà;
âûñòóïàëè Ñ.Í. Áåðíøòåéí, ÿ, Ë.À. Ëþñòåðíèê, Ï.Ñ. Àëåêñàí-
äðîâ, À.Ã. Êóðîø, Ô.Ð. Ãàíòìàõåð, Ëàíäñáåðã, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí,
è â ðå÷àõ âûñòóïàâøèõ çâó÷àëà íåïîääåëüíàÿ ãðóñòü: âîñòî÷íàÿ
ïîñëîâèöà ãîâîðèò: �Êîãäà óìèðàåò ó÷åíûé � óìèðàåò ìèð�. Â
êðåìàòîðèè ïåðåä ïîãðóæåíèåì ãðîáà â îãíåííîå ñåðäöå çäàíèÿ
ãîâîðèëè À.Î. Ãåëüôîíä è Í.Í. Ìåéìàí. Âñÿ ïðîöåäóðà áûëà îð-
ãàíèçîâàíà ÷åòêî è ðàçóìíî: äàæå ñóìåëè óñòðîèòü, ÷òîáû Ìàðèÿ
Àëåêñàíäðîâíà, Ãðèøà è Å.Í. Ãóëåâè÷ âòðîåì çàíÿëè ñïåöèàëü-
íîå êóïå, è êîìàíäèðîâàëè â Êàçàíü äëÿ ó÷àñòèÿ â ïîõîðîíàõ îò
Àêàäåìèè íàóê Í.Í. Ìåéìàíà è Ë.À. Ëþñòåðíèêà. Ñ ãðóñòíîé
èðîíèåé ñêàçàë ìíå Í.Í. Ìåéìàí, ÷òî êîãäà ðå÷ü èäåò î ïîõîðî-
íàõ, â Àêàäåìèè íè÷åãî íå æàëåþò. Êàê ðàç â ýòè äíè â Ìîñêâå
äîëæíî áûëî ñîñòîÿòüñÿ ó÷ðåäèòåëüíîå çàñåäàíèå Îáùåñòâà ïî
ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîëèòè÷åñêèõ è íàó÷íûõ çíàíèé, ïîýòîìó ìíî-
ãèå êàçàíè÷è îêàçàëèñü â Ìîñêâå, è 6-ãî èþëÿ ê îòõîäó ïîåçäà
íà ïåððîí Êàçàíñêîãî âîêçàëà îòäàòü ïîñëåäíèé ïîêëîí ïðàõó
ÍÃ ïðèøëè Ê.Ï. Ñèòíèêîâ, È.À. Äþêîâ, Ä.ß. Ìàðòûíîâ (òîãäà
äèðåêòîð Ýíãåëüãàðäòîâñêîé îáñåðâàòîðèè), À.Ï. Íîðäåí, À.Ä.
Äóáÿãî, Á.Ì. Êîçûðåâ. Äîëüøå âñåõ â âàãîíå ó óðíû çàäåðæàëñÿ
Å.Ê. Çàâîéñêèé, è, êîãäà îí âûøåë, ÿ âèäåë ñëåçû íà åãî ãëàçàõ.
Íåñìîòðÿ íà êàíèêóëÿðíîå âðåìÿ, âåëèêîå ìíîæåñòâî íàðîäó

ñîáðàëîñü ê ïðèõîäó ïîåçäà íà âîêçàëå â Êàçàíè. Ïîåçä âñòàë
íà âòîðîé ïóòü, è äîðîãà ê âîêçàëó áûëà ïåðåãîðîæåíà êàêèì-òî
ñîñòàâîì, îäíàêî, óçíàâ î ïðè÷èíå ñêîïëåíèÿ íàðîäà, íà÷àëüíèê
ñòàíöèè Êîïûëîâ äàë ïðèêàç ðàçäâèíóòü ñîñòàâ òàê, ÷òîáû îò-
êðûòü äîñòóï ê íàøåìó âàãîíó � â ýòî âðåìÿ ìû ñèäåëè â âàãîíå
íå âûõîäÿ. Êîãäà ê âàãîíó îòêðûëñÿ äîñòóï, Ãðèãîðèé ×åáîòà-
ðåâ âûíåñ óðíó. Ïî ðàñïîðÿæåíèþ Êàìåíêîâà áûëè ïðèãîòîâëåíû
ñïåöèàëüíûå íîñèëêè äëÿ óðíû, óðíó ïîñòàâèëè íà íèõ, è ïðî-
öåññèÿ äâèíóëàñü â Óíèâåðñèòåò, ãäå â àêòîâîì çàëå ñîñòîÿëàñü
âòîðàÿ ãðàæäàíñêàÿ ïàíèõèäà. Ñ êðàòêèìè ðå÷àìè âûñòóïèëè
ïðîô. Å.È. Ãðèãîðüåâ, Ë.À. Ëþñòåðíèê, Â.À. ßáëîêîâ, îò ïðàâè-
òåëüñòâà Òàòàðèè Áàòûåâ, ñòóäåíòêà Òàëàíòîâà, Í.Í. Ìåéìàí è
Á.Ë. Ëàïòåâ. Çàòåì åùå áîëåå ðàçðîñøàÿñÿ ïðîöåññèÿ äâèíóëàñü
íà Àðñêîå êëàäáèùå, ãäå âáëèçè ìîãèëû Ëîáà÷åâñêîãî áûëî ïðè-
ãîòîâëåíî ìåñòî ïîãðåáåíèÿ � ìîãèëà è íà äíå åå ìèíèàòþðíûé
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ñêëåï. Íàä ìîãèëîé ãîâîðèëè ïðîô. Âîðîáüåâ, ïðîô. Ãàãàåâ è ÿ.
Çàòåì óðíó îïóñòèëè âíèç, Ã. ×åáîòàðåâ óñòàíîâèë åå â ñêëåïå,
ðàáî÷èé çàìóðîâàë ñêëåï è ìîãèëó çàñûïàëè.
Îäíàæäû, áóäó÷è íà êëàäáèùå, ÍÃ òèõî ñêàçàë: �Êîãäà ÿ óìðó,

ìíå õîòåëîñü áû, ÷òîáû íà ìîåé ìîãèëå ñòîÿë ìàëåíüêèé êðå-
ñòèê�. È âïîñëåäñòâèè íà ìîãèëå ÍÃ áûë ïîñòàâëåí ÷åðíûé ìðà-
ìîðíûé ïàìÿòíèê ñ êðåñòîì. Îðòîäîêñàì íå÷åãî óæàñàòüñÿ: ðå-
ëèãèÿ � óñòàíîâëåíèå, ñîâåðøåííî ÷óæäîå ÍÃ, è êðåñò íà åãî
ïàìÿòíèêå � íå ðåëèãèîçíûé ñèìâîë, à ñèìâîë óïîêîåíèÿ. Íàä-
ïèñü íà ïàìÿòíèêå ãëàñèò:

Ìàòåìàòèê
Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ

1894 � 1947
Ïðîôåññîð Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà
×ëåí-êîððåñïîíäåíò Àêàäåìèè íàóê

Áîëüøîé ó÷åíûé íèêîãäà íå óìèðàåò ñîâñåì, òâîð÷åñêè îí áåñ-
ñìåðòåí. Â 1932 ãîäó â Öþðèõå ÍÃ î÷åíü çàèíòåðåñîâàë íåêîòî-
ðûõ èíîñòðàíöåâ ñâîåé òåîðèåé ðàÿ, òî÷íåå � òîãî ñâåòà. Ïî÷åìó-
òî çàøåë ðàçãîâîð î çàãðîáíîì ìèðå, è ÍÃ ñêàçàë, ÷òî, ïî åãî
ìíåíèþ, çàãðîáíûé ìèð � ýòî áîëüøîé, áåñêîíå÷íî äëèííûé êî-
ðèäîð, ïî îáåèì ñòîðîíàì êîòîðîãî ñòîÿò øêàôû, ñîäåðæàùèå
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëèòåðàòóðó � æóðíàëû è êíèãè âñåõ âðåìåí è
íàðîäîâ ïðîøåäøåãî, íàñòîÿùåãî è áóäóùåãî. Ïîïàâøèé íà òîò
ñâåò èäåò ïî ýòîìó êîðèäîðó è ïðîñìàòðèâàåò ëèòåðàòóðó â øêà-
ôàõ: êîãäà îí íàõîäèò óïîìèíàíèå î ñåáå, îí èñïûòûâàåò áëàæåí-
ñòâî (è, âèäèìî, åñëè íå íàõîäèò óïîìèíàíèÿ, � òî ìóêè).
Ïîñìåðòíî ÍÃ áûëà ïðèñóæäåíà Ñòàëèíñêàÿ ïðåìèÿ, êîòîðàÿ

äâàæäû ìèíîâàëà åãî ïðè æèçíè, íî ýòî íå òàê âàæíî � ïî-
ñëå ñìåðòè ÍÃ âûøëè åãî êíèãè �Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíê-
öèé�, ñîâìåñòíàÿ ñ Í.Í. Ìåéìàíîì ìîíîãðàôèÿ î ïðîáëåìå Ðàóñà-
Ãóðâèöà, è ïîäãîòîâëåííàÿ ê ïå÷àòè ïî çàïèñêàì ÍÃ êíèæå÷êà
�Ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáð�. Íåò ñîìíåíèÿ, ÷òî èìÿ ÍÃ åùå äîëãî
áóäóò öèòèðîâàòü àëãåáðàèñòû.
Ïðåçèäåíòó ÀÍ ÑÑÑÐ Ñ.È. Âàâèëîâó, õîðîøî çíàâøåìó è öå-

íèâøåìó ÍÃ, ìû îáÿçàíû èçäàíèåì ñïåöèàëüíîãî ïîñòàíîâëåíèÿ
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ïðàâèòåëüñòâà îá óâåêîâå÷åíèè ïàìÿòè ïîêîéíîãî. Â ÷èñëå ïðî-
÷èõ ïóíêòîâ îíî ñîäåðæàëî ïóíêòû îá óñòàíîâëåíèè â Êàçàíñêîì
óíèâåðñèòåòå òðåõ ñòóäåí÷åñêèõ ñòèïåíäèé èìåíè ÍÃ, óñòàíîâëå-
íèå ïðåìèè ïîêîéíîãî, ïðèñóæäàåìîé ðàç â òðè ãîäà çà ëó÷øèå
ðàáîòû ïî ìàòåìàòèêå, èçäàíèè åãî òðóäîâ è ïðèñâîåíèè Èíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ïðè ÊÃÓ èìåíè ×åáîòàðåâà. Ìíîãîå
èçìåíèëîñü ñ òåõ ïîð, ñòèïåíäèè îòìåíåíû, ïðåìèÿ òîæå (ïðè-
ñóæäåíèå åå ñîñòîÿëîñü ëèøü îäèí ðàç14), íî òðè òîìà òðóäîâ ÍÃ,
ñîäåðæàùèå åãî íàó÷íûå ñòàòüè, óêðàøàþò áèáëèîòåêè àëãåáðàè-
ñòîâ, Èíñòèòóò èìåíè ×åáîòàðåâà âõîäèò â ñîñòàâ Óíèâåðñèòåòà.

Â.Â.Ìîðîçîâ

Ìíå õî÷åòñÿ çàêëþ÷èòü ñëåäóþùèìè ñëîâàìè: ìåíÿ ìîãóò óïðåê-
íóòü â òîì, ÷òî ÿ ñëèøêîì ìíîãî âíèìàíèÿ îòäàë ëè÷íîñòè ÍÃ,
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îñòàíàâëèâàÿñü, ìîæåò áûòü, íà ìàëîâàæíûõ ôàêòàõ, à íå êîñ-
íóëñÿ áîëåå ïîäðîáíî åãî ðàáîò è âëèÿíèÿ èõ íà ñîâðåìåííóþ
àëãåáðó. Íî ðàáîòû ÍÃ âñåãäà ñ íàìè, îáðàç æå åãî êàê ÷åëîâåêà
ìîæåò ñ ãîäàìè ïîìåðêíóòü � ìíå õîòåëîñü ñîõðàíèòü åãî, è åñ-
ëè ýòî ìíå õîòü â êàêîé-òî ìåðå óäàëîñü, òî ìîé òðóä íå ïðîïàë
äàðîì.

Ñåíòÿáðü-îêòÿáðü 1963 ã.

Ïðèìå÷àíèÿ
∗

1. Â àðõèâå Â.Â. Ìîðîçîâà èìååòñÿ îòòèñê î÷åðêà �Íèêîëàé Ãðè-
ãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ� ñ øàïêîé �Àëãåáðà è ëîãèêà, 6, � 5 (1967),
35-82. Ê 20-ëåòèþ ñî äíÿ ñìåðòè Í.Ã. ×åáîòàðåâà (1894�1947)�, â
êîòîðóþ âíåñåíî èñïðàâëåíèå îò ðóêè: �8, � 4 (1972)� è ñîîòâåò-
ñòâåííî �Ê 25-ëåòèþ�. Âèäèìî, æóðíàë äåëàë äâàæäû ïîïûòêó
íàïå÷àòàòü âîñïîìèíàíèÿ åùå ïðè æèçíè àâòîðà. Îòòèñê ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòðåäàêòèðîâàííóþ êîïèþ ðóêîïèñè Â.Â. Ìî-
ðîçîâà. Çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïðàâîê ìû èñïîëüçîâàëè â äàííîì
èçäàíèè.
2. Îôèöèàëüíîå íàçâàíèå ãîðîäà Êàìåíåö-Ïîäîëüñêèé.
3. Ñåìüÿ ×åáîòàðåâûõ ïðîæèâàëà íåêîòîðîå âðåìÿ â Óìàíè.
4. 1927�28 � èìååòñÿ â âèäó ó÷åáíûé ãîä.
5. Tschebotare�sche Dichtigkeitssatz (íåì.) � Òåîðåìà ïëîòíîñòè

×åáîòàðåâà.
6. mea culpa (ëàò.) � ïî ìîåé âèíå.
7. Ëàóðåàòû ïðåìèè èìåíè Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî (500 ð.):

1) S. Lie çà ðàáîòó �Theorie der Transformationsgruppen� (1898).
2) W. Killing çà ðàáîòó �Einf�urung in die Grundlagen der

Geometrie� (1900).
3) D. Hilbert çà ðàáîòó �Grundlagen der Geometrie� (1904).
4) Â 1906 ãîäó íà ÷åòâåðòîì ïðèñóæäåíèè ïðåìèè íå ïîëó-

÷èë íèêòî.
5) Ïÿòîå ïðèñóæäåíèå íå ñîñòîÿëîñü.
6) L. Schlesinger çà ðàáîòó � �Uber eine Klasse von Di�erential-

systemen beliebiger Ordnung mit festen kritischen Punkten�. (Ñì.
ÓÌÍ, òîì Ï, âûï. 2 (18), 1947. �Êàçàíñêîå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå
îáùåñòâî�.)

∗Ïðèíàäëåæàò ðåäàêòîðó Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ (1994) Þ.Á.Åðìîëàåâó
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Ïî äðóãîìó èñòî÷íèêó ïÿòîå è øåñòîå ïðèñóæäåíèÿ ïðîèñõî-
äèëè îäíîâðåìåííî â 1912 ãîäó, ïðåìèè ïîëó÷èëè F. Schur è L.
Schlesinger (Â.Ì. Ãåðàñèìîâà, Óêàçàòåëü ëèòåðàòóðû ïî ãåîìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî è ðàçâèòèþ åå èäåé. Ãîñòåõèçäàò. Ì. 1952).
8. Ñòèõè Ë.À. Ëþñòåðíèêà (ñì. òàêæå ñòð. 53).
9. in statu nascendi (ëàò.) � â ñòàäèè çàðîæäåíèÿ, â ìîìåíò

îáðàçîâàíèÿ.
10. Â.Â. Ìîðîçîâ, òàêæå êàê è Î.Þ. Øìèäò, íîñèë áîðîäó, ÷òî

â òå âðåìåíà áûëî ðåäêîñòüþ.
11. Íàïîìíèì, ÷òî âîñïîìèíàíèÿ ïèñàëèñü â 1963 ãîäó.
12. Much ado about nothing (àíãë.) � ìíîãî ñóåòû âîêðóã íè÷åãî

(ado � ñóåòà, õëîïîòû) � âàðèàíò àíãëèéñêîé ïîãîâîðêè.
13. Â 1963 è 1966 ãîäàõ âûøëè 4-é è 5-é òîìà.
14. Â 1952 ãîäó ïðåçèäèóì ÀÍ ÑÑÑÐ ïðèñóäèë Î.À. Îëåéíèê

ïðåìèþ èì. Í.Ã.×åáîòàðåâà çà èññëåäîâàíèÿ ïî ýëëèïòè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.



ÈÇ ÂÎÑÏÎÌÈÍÀÍÈÉ ÎÁ ÎÒÖÅ
∗

Ã.Í.×åáîòàðåâ

Ìîé äåä ñ îòöîâñêîé ñòîðîíû, Ãðèãîðèé Íèêîëàåâè÷ ×åáîòàðåâ
(1864�1922), ñûí çàæèòî÷íîãî êðåñòüÿíèíà îäíîé èç þæíûõ ãó-
áåðíèé Ðîññèè, çàêîí÷èë þðèäè÷åñêèé ôàêóëüòåò Õàðüêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà è äàëåå çàíèìàë â ðàçíûõ ãîðîäàõ ñóäåáíûå äîëæ-
íîñòè, äîñëóæèâøèñü äî ïðåäñåäàòåëÿ îêðóæíîãî ñóäà, ñ ÷èíîì
äåéñòâèòåëüíîãî ñòàòñêîãî ñîâåòíèêà. Â 1894 ã. â ã. Êàìåíåö-
Ïîäîëüñêå â ñåìüå ðîäèëñÿ ñòàðøèé ñûí Íèêîëàé (ìîé áóäóùèé
îòåö), à ÷åðåç ÷åòûðå ãîäà åãî ìëàäøèé áðàò Ãðèãîðèé. Ãðè-
ãîðèÿ Íèêîëàåâè÷à ïåðåâîäèëè ïî ñëóæáå â ðàçíûå ãîðîäà �
Îäåññà, Óìàíü, Åëèñàâåòãðàä, Êèåâ. Â Åëèñàâåòãðàäå ïàïà ìîé
ó÷èëñÿ â îäíîì êëàññå ãèìíàçèè ñ Èãîðåì Òàììîì � âïîñëåä-
ñòâèè êðóïíûì ôèçèêîì, è Ôàâñòîì Íèêèòèíûì, êîòîðûé ñòàë
ñåëåêöèîíåðîì-êðîëèêîâîäîì è îòûñêàë ïàïó â 1945 ãîäó, êîãäà
ñòàë ðàáîòàòü â Áèðþëèíñêîì çâåðîñîâõîçå ïîä Êàçàíüþ.
Â 1912 ãîäó, îêîí÷èâ ãèìíàçèþ, ïàïà ïîñòóïèë íà ôèçèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ãäå åãî ðóêîâî-
äèòåëåì áûë ïðîôåññîð Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Ãðàâå, à ñòàð-
øèìè òîâàðèùàìè � Î.Þ. Øìèäò è Á.Í. Äåëîíå. Ïî îêîí÷àíèè
óíèâåðñèòåòà â 1916 ãîäó îí áûë îñòàâëåí Ä.À. Ãðàâå �äëÿ ïðè-
ãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ�, ñäàë ìàãèñòåðñêèå ýêçà-
ìåíû è áûë èçáðàí íà äîëæíîñòü ïðèâàò-äîöåíòà, ïîäðàáàòûâàÿ
îäíîâðåìåííî ïðåïîäàâàíèåì â ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ.
Â 1920 ãîäó îí îêàçûâàåòñÿ ëåêòîðîì â ×àïàåâñêîé äèâèçèè, áî-

ëååò ñûïíÿêîì è, âûçäîðîâåâ, âîçâðàùàåòñÿ íå â Êèåâ, à â Îäåññó.
Ïî ñåìåéíîé ëåãåíäå, âî âðåìÿ ñûïíîãî òèôà ó íåãî ïðîïàëà êíè-
ãà, âçÿòàÿ â áèáëèîòåêå Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïîñëå ÷åãî îí íå
ïîñìåë òóäà âåðíóòüñÿ; äðóãîå îáúÿñíåíèå � íåîáõîäèìîñòü ïî-
ìîãàòü ðîäèòåëÿì, ãîëîäàâøèì â Îäåññå. Òàê èëè èíà÷å, â 1921
ãîäó îí ïåðååçæàåò â Îäåññó, ãäå â 1922 ãîäó âî âðåìÿ õîëåðû

∗Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ/ïîä ðåä. Þ.Á.Åðìîëàåâà. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñê. óí-òà, 1994.
� Ñ. 54�85.
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óìèðàåò åãî îòåö. Ìëàäøèé áðàò, îêàçàâøèéñÿ â áåëîé àðìèè, ê
ýòîìó âðåìåíè áûë óæå â Þãîñëàâèè.
Ïàïà ñ áàáóøêîé ÷óòü íå ãîëîäàëè. Ïàïà íå èìåë ïîñòîÿííîé

ðàáîòû; îí èìåë ðåïóòàöèþ íåâàæíîãî ïðåïîäàâàòåëÿ � âèäèìî,
ïåðåîöåíèâàë âîçìîæíîñòè ñâîèõ ó÷åíèêîâ è áûë ñëèøêîì ïîãðó-
æåí â ñâîè ìûñëè. Áàáóøêà ñîëèëà êàïóñòó è ïðîäàâàëà íà áàçà-
ðå, ñïóñêàëà ïîñëåäíèå âåùè. Èíîãäà îíà ïðèõîäèëà ê äðóçüÿì,
â ñåìüþ õóäîæíèêà Äåïàëüäî, è æàëîâàëàñü åãî æåíå íà æèçíü,
íà ñûíà. Äåïàëüäî ÷òî-òî ðèñîâàë â ýòî âðåìÿ � à çàòåì ïîäàðèë
áàáóøêå òðàãèêîìåäèþ ñâîåãî ñî÷èíåíèÿ �Êîâåð-ñàìîëåò�, ãëàâ-
íûé ãåðîé êîòîðîé �Íèêîëàé ×åáîòàðåâ � ìîëîäîé ïðîôåññîð 28
ëåò, ôàíàòè÷íî ïðåäàí ìàòåìàòèêå è îáîæàåò ÿ÷-êàøó; íåðàâíî-
äóøåí ê ìóçûêå è ïåíèþ, íå÷óæä ïîýçèè; ïî ðàññåÿííîñòè áû-
âàåò ÷óòîê. Ñòðàøíî êîíôóçëèâ è êðàñíååò ïðè ñëîâå �øàïêà�.
(Íåçàäîëãî ó ïàïû óêðàëè â î÷åðåäè øàïêó, è áàáóøêà ïîñòîÿí-
íî åãî åþ óïðåêàëà.) Ìó÷èòåëüíî íå òåðïèò âûëîùåííûõ ìóæ÷èí
è áåçäàðíûõ ïðè÷åñîê. Õîäÿò ñëóõè, ÷òî îáóâü è îäåæäà îáúÿâè-
ëè åãî âðàãîì ìàíóôàêòóðû.� Ïüåñà â ñòèõàõ, î÷åíü íåïëîõàÿ
äëÿ àâòîðà-ëþáèòåëÿ, èìååò ñòåðæíåì íàäåæäó ñåìüè ïðîäàòü
õîðîøèé êîâåð è ñäåëàòü íåîáõîäèìûå çàïàñû ïðîäóêòîâ, èëè,
ñîîòâåòñòâåííî, ñúåçäèòü â Ïåòðîãðàäñêèé óíèâåðñèòåò, íàäåæ-
äû, êîòîðûì íå ñóæäåíî îñóùåñòâèòüñÿ.
Ïàïà â ýòó ýïîõó õîäèë â ïàëüòî, ïîäïîÿñàííîì áåëüåâîé âåðåâ-

êîé, è ñîâåðøåííî íå ñìóùàëñÿ ýòèì. Íî â òâîð÷åñêîì îòíîøåíèè
ýòîò ïåðèîä áûë âåñüìà ïðîäóêòèâåí. Îí âñïîìèíàë ïîòîì, ÷òî
îñíîâíàÿ èäåÿ áóäóùåé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ïðèøëà åìó â
ãîëîâó, êîãäà îí íåñ íà áàçàð çà áàáóøêîé âåäðà ñ êàïóñòîé.
Â 1923 ãîäó ïàïà ïîçíàêîìèëñÿ â Äîìå Îòäûõà ñ Ìàðèåé Àëåê-

ñàíäðîâíîé Ñìèðíèòñêîé, ìîåé áóäóùåé ìàòåðüþ. Êîðîòêèé ðî-
ìàí çàâåðøèëñÿ áðàêîì. Áàáóøêà ïðèíÿëà íåâåñòêó íåëàñêîâî;
ïî åå òðåáîâàíèþ ìîëîäûì ïðèøëîñü îáâåí÷àòüñÿ, õîòÿ îáà áû-
ëè íåâåðóþùèìè � ãðàæäàíñêîãî áðàêà áàáóøêà íå ïðèçíàâàëà.
Ê ñîæàëåíèþ, îòíîøåíèÿ ìàìû ñ ïàïîé è áàáóøêè îñòàâàëèñü
ïðîõëàäíûìè äî ñàìîé áàáóøêèíîé ñìåðòè â 1939 ãîäó.
Ìàìà èìåëà õîðîøóþ ðàáîòó, îíà áûëà ó÷åíèöåé è àññèñòåíòîì

ïðèåõàâøåãî â Îäåññó èç Ïåòðîãðàäà êðóïíîãî ôèçèîëîãà, ó÷åíè-
êà È.Ï.Ïàâëîâà � Áîðèñà Ïåòðîâè÷à Áàáêèíà. Ïðàâäà, êàê ðàç
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â îïèñûâàåìîå âðåìÿ Áîðèñ Ïåòðîâè÷ ñ ñåìüåé áûë âûñëàí âëà-
ñòÿìè çà ãðàíèöó �çà ñâÿçü ñ ÀÐÀ� � àìåðèêàíñêîé îðãàíèçàöèåé,
îêàçûâàâøåé Ðîññèè ãóìàíèòàðíóþ, êàê òåïåðü ãîâîðÿò, ïîìîùü.
Òåì íå ìåíåå, èìåííî ìàìà áûëà îñíîâíûì �êîðìèëüöåì� ñåìüè.
Ïàïà èñêàë ðàáîòó, è îäíàæäû â ãàçåòå ïðî÷åë, ÷òî ìîñêîâñêèé

Èíñòèòóò Ãðàæäàíñêèõ Èíæåíåðîâ èìååò âàêàíòíîå ìåñòî. Ïà-
ïà ïîäàë äîêóìåíòû è áûë ïðèíÿò. Îí ïîåõàë â Ìîñêâó, íà÷àë
ðàáîòàòü è áûë íåïðèÿòíî óäèâëåí òåì, ÷òî êîëëåãè êàê-òî íåäîá-
ðîæåëàòåëüíî ê íåìó îòíîñÿòñÿ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îí óçíàë,
÷òî âçÿò íà ìåñòî Ä.Ô.Åãîðîâà, óâîëåííîãî, êàê ïàïà ïèøåò, �ïðè
âåñüìà ïå÷àëüíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ�. Ïàïà â óæàñå áåæàë îáðàòíî
â Îäåññó.
Ñóäüáà Äìèòðèÿ Ôåäîðîâè÷à Åãîðîâà â äàëüíåéøåì áûëà òðà-

ãè÷íà. Ïðèçíàííûé ãëàâà ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, ïî-
÷åòíûé ÷ëåí Ðîññèéñêîé ÀÍ, ãëóáîêî ðåëèãèîçíûé, ñóðîâîãî íðà-
âà ñòàðèê íå ìîã ïðèìèðèòüñÿ ñ íîâûìè ïîðÿäêàìè, ïîäâåðãàëñÿ
òðàâëå, è áûë, íàêîíåö, àðåñòîâàí �êàê ñåêòàíò�. Â òþðüìå îí
îáúÿâèë ãîëîäîâêó, áûë âûñëàí â Êàçàíü è ïîìåùåí â òÿæåëîì
ñîñòîÿíèè, ñî ñëèïøèìèñÿ ñòåíêàìè æåëóäêà, â îõðàíÿåìóþ ÷à-
ñîâûìè ïàëàòó áîëüíèöû (ÃÈÄÓÂ). Ìû â ýòî âðåìÿ óæå æèëè â
Êàçàíè, è ìîÿ ìàìà, êàê âðà÷, â áåëîì õàëàòå ïðîõîäèëà è óõàæè-
âàëà çà íèì. Îí óìåð íà ìàìèíûõ ðóêàõ â 1931 ãîäó, è ïîõîðîíåí
íà Àðñêîì êëàäáèùå, ÷óòü íàèñêîñü ïðîòèâ ìîãèëû Ëîáà÷åâñêî-
ãî. Ïîñëå âîéíû Â.Â. Ìîðîçîâ ïîñòàâèë íà åãî ìîãèëå ñêðîìíûé
ïàìÿòíèê.
Â Ìîñêâå ïàïà ïîçíàêîìèëñÿ ñ êàçàíñêèì ïðîôåññîðîì Í.Í.

Ïàðôåíòüåâûì è Ï.À. Øèðîêîâûì, êîòîðûå çâàëè åãî ïåðååç-
æàòü ðàáîòàòü â Êàçàíü, ãäå áûëà õîðîøàÿ áèáëèîòåêà è èçäà-
âàëñÿ æóðíàë. Â 1927 ãîäó â êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå ïîÿâèëàñü
âàêàíñèÿ íà êàôåäðå ìàòåìàòèêè, ïàïà ïîäàë íà êîíêóðñ è áûë
èçáðàí. Îäíîâðåìåííî îí áûë ïðèãëàøåí â Ëåíèíãðàäñêèé óíè-
âåðñèòåò, íî ïðåäïî÷åë Êàçàíü.
Ïåðâûé ãîä ïàïà æèë è ðàáîòàë â Êàçàíè îäèí, îñòàâèâ ïîêà

ñåìüþ â Îäåññå � â êîíöå 1926 ãîäà ðîäèëñÿ ÿ, è óñòðàèâàòüñÿ íà
íîâîì ìåñòå ñ ãðóäíûì ðåáåíêîì áûëî ñëîæíî. Â ñëåäóþùåì, 28-
îì ãîäó ïàïà ïåðåâåç ìåíÿ ñ ìàìîé â Êàçàíü, áàáóøêà ïåðååõàëà
æèòü ê ñâîèì ñåñòðàì â Êðàñíîäàð.



69

Ïðÿìî ñ âîêçàëà ìû ïîåõàëè ê Øèðîêîâûì. Íàì áûëà óæå
ñíÿòà êîìíàòà â ÷àñòíîì äîìå, íåäàëåêî îò íèõ, ãäå ìû è ïðî-
æèëè íåñêîëüêî ïåðâûõ ìåñÿöåâ. Çàòåì ïàïå äàëè êâàðòèðêó ñ
íèçåíüêèìè êîìíàòàìè â ìåçîíèíå òîãäàøíåãî Äîìà Ó÷åíûõ (íà
óë. Êîìëåâà, ïðîòèâ Ëÿäñêîãî ñàäà). È åùå ÷åðåç íåêîòîðîå âðå-
ìÿ (ìíå òîãäà óæå áûëî 3 ãîäà) ìû ïåðååõàëè â òðè áîëüøèå êîì-
íàòû ðîñêîøíîé êîììóíàëüíîé êâàðòèðû íà Ñòàðî-Ãîðøå÷íîé
(íûíå óë. Ùàïîâà). Èìåííî â ýòîé êâàðòèðå ïðîøëî ìîå äåòñòâî.
Â 1935 ãîäó ìû ïîëó÷èëè èçîëèðîâàííóþ 4-õ êîìíàòíóþ êâàðòè-
ðó â �äîìå ñïåöèàëèñòîâ� íà óë. Ê.Ìàðêñà, ãäå ïàïà ïðîæèë äî
ñâîåé ñìåðòè â 1947 ãîäó, ãäå ÿ æèâó ñåé÷àñ.
Ñ êâàðòèðû íà óë. Ùàïîâà íà÷èíàþòñÿ ìîè ñâÿçíûå âîñïîìèíà-

íèÿ. Òî, ÷òî ÿ íàïèñàë äî ñèõ ïîð, ÿ ïèñàë ïî ðàññêàçàì äðóãèõ,
ïî ñåìåéíûì ïðåäàíèÿì.
Ïàïà âñòàâàë î÷åíü ðàíî � â 4 èëè 5 ÷àñîâ, ïðîñûïàëñÿ ìãíî-

âåííî, ÷àñòî ñî âñêðèêîì � è âêëþ÷àëñÿ â ðàáîòó, ïðîäîëæàÿ
õîä ìûñëåé, ñ êîòîðûìè íàêàíóíå çàñíóë. Â âèäå êîìïåíñàöèè
îí ñïàë ÷àñ-ïîëòîðà äíåì, è, êðîìå òîãî, ëåãêî çàäðåìûâàë íà
íåñêîëüêî ìèíóò â ëþáîé ñèòóàöèè, ãäå íå òðåáîâàëîñü åãî àê-
òèâíîãî ó÷àñòèÿ � íà Ó÷åíîì ñîâåòå, íà ÷óæîì äîêëàäå è ò.ï.
Ëîæèëñÿ îáû÷íî íå ïîçäíî � ÷àñîâ â 11�12.
ß íå íàçâàë áû ïàïó ðàññåÿííûì ÷åëîâåêîì, ñêîðåå îí áûë

î÷åíü ñîñðåäîòî÷åí íà ñâîèõ ìûñëÿõ, è, ñâåðõ òîãî, áûë ñïîñî-
áåí ê ìãíîâåííîìó ïåðåêëþ÷åíèþ. Îí íå òðåáîâàë äëÿ ðàáîòû
ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé � òèøèíû, óåäèíåíèÿ. Äâåðè åãî êàáèíåòà
áûëè ïîñòîÿííî ïîëóîòêðûòû, è ÿ èëè ìàìà âñåãäà ìîãëè ê íåìó
îáðàòèòüñÿ. Áîëåå òîãî, ó íàñ â ñåìüå áûëà ñêâåðíàÿ ìàíåðà ðàç-
ãîâàðèâàòü äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç âñþ êâàðòèðó, êàæäûé èç ñâîé
êîìíàòû. Ïàïå ýòî, âèäèìî, íå î÷åíü ìåøàëî, è, îòðåàãèðîâàâ
íà âîïðîñ, îí áåç òðóäà ïåðåêëþ÷àëñÿ âíîâü íà ðàáîòó. Èíîãäà,
÷òîáû ïîìî÷ü ñåáå ñîñðåäîòî÷èòüñÿ, îí ãîâîðèë âñëóõ: �ß õî÷ó
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó . . . �, èëè �ß ñåé÷àñ äîêàæó ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó . . . �.
Ïàïà ïèñàë ëåæà, òî÷íåå, ïîëóñèäÿ íà êðîâàòè (êðîâàòü ó íåãî

áûëà æåëåçíàÿ ñ äîñêàìè è âîëîñÿíûì ìàòðàöåì) èëè ñòîÿ, çà
êîíòîðêîé èëè íà êðûøêå ðîÿëÿ, íî íèêîãäà íå ñèäÿ çà ïèñüìåí-
íûì ñòîëîì. Ó íåãî áûëà óäèâèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü � îí ïèñàë
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ñâîè ñòàòüè ïðÿìî íàáåëî, ïî÷òè íå ïðèáåãàÿ ê ÷åðíîâèêàì. Ïè-
ñàë ãëàâíûì îáðàçîì â òåòðàäÿõ � øêîëüíûõ èëè îáùèõ, âå÷íûì
ïåðîì, êîòîðîå ïîÿâèëîñü ó íåãî î÷åíü ðàíî (ïåðâîå, âèäèìî, ïðè-
âåç èç-çà ãðàíèöû). Ñ áóìàãîé áûâàëî òóãî, è îí åå î÷åíü áåðåã;
åñëè ìíå ïðèõîäèëîñü ïðîñèòü ó íåãî áóìàãè èëè òåòðàäü, îí äà-
âàë èõ ìíå ñ òåàòðàëüíûì âîñêëèöàíèåì: �Íà, ïåé ìîþ êðîâü!�
Âðåìÿ îò âðåìåíè ïàïà âûõîäèë íà ïîðîã ñâîåé êîìíàòû ïîêó-
ðèòü (îí êóðèë ìàëåíüêèå ñàìîêðóòêè èç ìàõîðêè ñ ìóíäøòó-
êîì; ïåïåëüíèöåé ñëóæèëà ñòàðàÿ êîíñåðâíàÿ áàíêà, ñòîÿùàÿ íà
øêàôèêå ó äâåðåé, ÿ åå ñîõðàíÿþ). Â ýòî âðåìÿ îí ïðîäîëæàë
îáäóìûâàòü òî, ÷òî ïèøåò.
Êîãäà îí óñòàâàë îò ðàáîòû, òî ðàñêëàäûâàë ïàñüÿíñ èëè èãðàë

íà ðîÿëå. Ïàïà ó÷èëñÿ ìóçûêå òðè ãîäà â äåòñòâå è äàëåå ñîâåð-
øåíñòâîâàëñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Ó íåãî áûë àáñîëþòíûé ñëóõ. Îí
èãðàë ìíîãèå ñîíàòû Áåòõîâåíà, â òîì ÷èñëå è îõîòíåå âñåãî �
8-þ, 14-þ è 23-þ, è âñå âàëüñû Øîïåíà. Îí ëþáèë âûñòóïàòü
íà ôàêóëüòåòñêèõ âå÷åðàõ. Äîïóñêàþ, ÷òî åãî èñïîëíåíèå íå áû-
ëî èçûñêàííûì (îäèí íàø äðóã ãîâîðèë, ÷òî ó íåãî ïîëó÷àåòñÿ
�êàçàöêèé� Øîïåí), íî ýòî åãî íå ñìóùàëî; ìíå æå ýòè âåùè íðà-
âÿòñÿ èìåííî â ïàïèíîé èíòåðïðåòàöèè.
Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ó ïàïû íå áûëî ïîñòîÿííûõ ñèëüíûõ óâëå-

÷åíèé âíå ìàòåìàòèêè, òîãî, ÷òî òåïåðü íàçûâàþò õîááè. Ñêà-
æåì, Ï.À.Øèðîêîâ ñ þíûõ ëåò óâëåêàëñÿ ýíòîìîëîãèåé, êîòîðóþ
ìîæíî ñ÷èòàòü åãî âòîðîé ïðîôåññèåé. Êîíå÷íî, ïàïà î÷åíü ëþ-
áèë ìóçûêó è ëèòåðàòóðó (ñêàæåì, î÷åíü ëþáèë ïüåñû Á.Øîó).
Íî ÿ ïî÷òè íå âèäåë åãî ÷èòàþùèì èëè ãîðÿ÷î îáñóæäàþùèì
êàêóþ-íèáóäü êíèãó. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå ïðèïîìíþ, õîòÿ â èòî-
ãå îêàçûâàëîñü, ÷òî îí âñå èíòåðåñíîå ÷èòàë, çíàåò è èìååò î
ïðî÷èòàííîì ñâîå ñóæäåíèå.
Ãëàâíûì æå óâëå÷åíèåì ïàïû áûëè ëþäè. Îí ãëóáîêî èíòåðå-

ñîâàëñÿ ëþäüìè ñàìîãî ðàçëè÷íîãî ñêëàäà è ïîëîæåíèÿ. Îí ëåã-
êî âñòóïàë â êîíòàêò ñ ñàìûìè ðàçëè÷íûìè ëþäüìè, îò ó÷åíûõ,
ñïåöèàëèñòîâ â ñàìûõ äàëåêèõ îò ìàòåìàòèêè îáëàñòÿõ íàóêè, ñ
ëþäüìè èñêóññòâà, äî äâîðíèêîâ è èçâîç÷èêîâ. Ïàïà êàê-òî óìåë
è ëþáèë ñòàíîâèòüñÿ íà èõ òî÷êó çðåíèÿ, ñêîëüêî áû îòëè÷íîé
îò åãî òî÷êè çðåíèÿ îíà íè áûëà. Áûâàëî, îí ïîäíèìàë íà óëèöå
ïüÿíîãî è îòâîäèë åãî äîìîé. Îò ìàìû è çíàêîìûõ ÿ ñëûøàë,
÷òî ïàïà ÷àñòî ïîìîãàåò äåíüãàìè íóæäàþùèìñÿ.
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Â ðàññêàçå ×åõîâà �Ñêó÷íàÿ èñòîðèÿ� ãëàâíûé ãåðîé ãîâîðèò î
ñåáå: � . . . ñàìîå ñâÿòîå ïðàâî êîðîëåé � ýòî ïðàâî ïîìèëîâàíèÿ.
È ÿ âñåãäà ÷óâñòâîâàë ñåáÿ êîðîëåì, òàê êàê áåçãðàíè÷íî ïîëü-
çîâàëñÿ ýòèì ïðàâîì. ß íèêîãäà íå ñóäèë, áûë ñíèñõîäèòåëåí,
îõîòíî ïðîùàë âñåõ . . . �. Âîò ïàïà, ìíå êàæåòñÿ, òîæå ÷óâñòâî-
âàë ñåáÿ êîðîëåì. Ìåëêèå ÷åëîâå÷åñêèå ÷óâñòâà, çàâèñòü, çëîáà,
îñóæäåíèå ÷óæèõ ïîñòóïêîâ, îáèäû êàê áóäòî íå êàñàëèñü åãî.
Åñëè îí ïëîõî îòíîñèëñÿ ê êîìó-íèáóäü, òî íå �çà ñåáÿ�, à òîëüêî
çà äðóãèõ. Òàêèå ñëó÷àè ÿ ïîìíþ, îáû÷íî äåëî êàñàëîñü �íà÷àëü-
ñòâà�, ïàïà ÷àñòî öèòèðîâàë:

Ìèíóé íàñ, ïóùå âñåõ ïå÷àëåé,
È áàðñêèé ãíåâ, è áàðñêàÿ ëþáîâü!

Íåñìîòðÿ íà îòðèöàíèå �áóðæóàçíûõ ïðåäðàññóäêîâ�, â îáðàùå-
íèè ñ ëþäüìè ïàïà áûë î÷åíü äåëèêàòåí. Îí íå íàçûâàë íà �òû�
íèêîãî, êðîìå ìàëåíüêèõ äåòåé. Åãî áëèçêèå ó÷åíèêè, Âëàäèìèð
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Âëàäèìèðîâè÷ Ìîðîçîâ, Èãîðü Äìèòðèåâè÷ Àäî, Íàóì Íàòàíî-
âè÷ Ìåéìàí, êîòîðûõ îí çíàë ñ þíûõ ëåò, èìåíîâàëèñü ó íàñ â
äîìå òîëüêî ïî èìåíè è îò÷åñòâó è íà �Âû�. Òóò ìíå âñïîìèíàåò-
ñÿ çàáàâíàÿ èñòîðèÿ. Ïàïèíûì ëþáèìûì ó÷åíèêîì â êàçàíñêèé
ïåðèîä áûë Í.Í. Ìåéìàí. Ñûí íýïìàíà, îí ïðèåõàë ê ïàïå â Êà-
çàíü ïî ðåêîìåíäàöèè êîãî-òî èç çíàêîìûõ ìàòåìàòèêîâ, èáî ó
ñåáÿ â Êèåâå íå ìîã ïîñòóïèòü â óíèâåðñèòåò ïî ñîöïðîèñõîæ-
äåíèþ. Åìó áûëî òîãäà 18�19 ëåò. Ïðîôåññîð Áàðàíîâ, áûâøèé
òîãäà äåêàíîì ôàêóëüòåòà, ïðåäóïðåäèë åãî, ÷òîáû îí ïîñïåøèë
îêîí÷èòü óíèâåðñèòåò, òàê êàê ìîæåò áûòü â ëþáîé ìîìåíò îò-
÷èñëåí ïî òîé æå ïðè÷èíå. Í.Í. îêîí÷èë, ñäàâ çà îäèí ãîä 40
ýêçàìåíîâ, óíèâåðñèòåò è áûë âçÿò ïàïîé â àñïèðàíòóðó. Í.Í.
÷àñòî ïîäêàðìëèâàëñÿ ó íàñ, æèë ñ íàìè ëåòîì â äîìå îòäûõà,
ñëîâîì, áûë ñâîèì ÷åëîâåêîì â ñåìüå. Ìíå áûëî 4�5 ëåò, êîãäà,
ïî ðàññêàçó Í.Í. (ÿ ýòîãî ñàì íå ïîìíþ), ÿ ïîòðåáîâàë, ÷òîáû è
îí íàçûâàë ìåíÿ ïî èìåíè è îò÷åñòâó è íà �Âû�. Íàóì Íàòàíî-
âè÷ ñ÷åë ýòî íåóäîáíûì � ìîãëè ñêàçàòü, ÷òî îí ïîäëèçûâàåòñÿ ê
ñâîåìó ïðîôåññîðó. ß çàÿâèë òîãäà, ÷òî èíà÷å áóäó íàçûâàòü åãî
íà �òû� è Íàóìêîé! Íàóì Íàòàíîâè÷ ïîæàëîâàëñÿ ïàïå. Ïàïà çà-
ÿâèë, ÷òî ñ÷èòàåò ìåíÿ íåïðàâûì, îäíàêî íå ñ÷èòàåò âîçìîæíûì
ïðèìåíèòü ðîäèòåëüñêóþ âëàñòü, òàê êàê ÿ çàùèùàþ, êàê òåïåðü
ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ñâîè ïðàâà ÷åëîâåêà, Íàóì Íàòàíîâè÷ ìàõíóë
ðóêîé: �� Çîâè êàê õî÷åøü!�. Ðàçóìååòñÿ, ÷åðåç ïàðó ÷àñîâ âñå
âåðíóëîñü íà êðóãè ñâîÿ.
ß âîîáùå íå ïîìíþ íè îäíîãî ñëó÷àÿ, ÷òîáû ïàïà ñ êåì-íèáóäü

ãîâîðèë íåóâàæèòåëüíî, òàê ñêàçàòü, �ðóãàëñÿ� (êðîìå îäíîãî ñëó-
÷àÿ, íî î íåì ïîçæå). Â ñåìüå, ãîâîðÿ ñ ìàìîé èëè ñî ìíîé, ïàïà
íèêîãäà íå ïîâûøàë ãîëîñà, � äðóãîå äåëî, ÷òî ìû ÷àñòî ðàçãî-
âàðèâàëè ãðîìêî. Íèêîãäà íå áûëî íè îäíîé ññîðû; íèêîãäà íå
áûëî ðàçíîãëàñèé îòíîñèòåëüíî ìîåãî âîñïèòàíèÿ. Åñëè ó ìàìû
ñ ïàïîé áûëè òóò êàêèå-íèáóäü ðàçíî÷òåíèÿ, òî îíè ðåøàëèñü â
ìîå îòñóòñòâèå. Ìíîãîå òóò ñëåäóåò, âåðîÿòíî, îòíåñòè íà ñ÷åò
áîëüøîãî òàêòà îáîèõ, è îñîáåííî ìîåé ìàìû. È âåäü ýòî ïðè ïà-
ïèíîì âçðûâ÷àòîì õàðàêòåðå! Åñëè ïàïà áûâàë ÷åì-íèáóäü âîç-
ìóùåí, îí áûë ñïîñîáåí áóêâàëüíî âçîðâàòüñÿ ãíåâîì, è ãíåâ åãî
áûë êîðîëåâñêèé, èñïåïåëÿþùèé! Âïðî÷åì, åñëè îí íà÷èíàë ãíå-
âàòüñÿ íà ìåíÿ, ñòîèëî ìíå óñëûøàòü: �Ãðèãîðèé, áóäü òàê äîáð!!
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. . . � è ÿ ìãíîâåííî ñäàâàëñÿ, òàê êàê ÷óâñòâîâàë, ÷òî äàëüøå ìî-
æåò áûòü ÷òî-òî óæàñíîå. È âåäü ïðè ýòîì íè ïàïà, íè ìàìà
ìåíÿ â æèçíè ïàëüöåì íå òðîíóëè. Ïðàâäà, ïàïà ïîðîë ìåíÿ äâà-
æäû � îäèí ðàç, êîãäà ÿ çàñâåòèë ôîòîãðàôè÷åñêèå êàðòèíêè,
âòîðîé � òî÷íî íå ïîìíþ, ïîðîë êëàññè÷åñêè, ñíÿâ øòàíû è ïî-
ëîæèâ ïîïåðåê êîëåíà. Ìíå áûëî òîãäà 3�4 ãîäà, ïîìíþ òîëüêî,
÷òî áîëè íå áûëî, íî áûëî î÷åíü ñòûäíî. Ìàìà æå â êðàéíèõ
ñëó÷àÿõ ïåðåñòàâàëà íà âðåìÿ ñî ìíîé ðàçãîâàðèâàòü � ýòî áûëî
î÷åíü òÿæåëîå íàêàçàíèå. Ñëó÷àé æå, êîòîðûé ÿ óïîìÿíóë âûøå,
òàêîâ. Âî âðåìÿ âîéíû íàñ, øêîëüíèêîâ, ïîñëàëè ïî÷òè íà òðè
ìåñÿöà â ñîâõîç, â ðàéîí Íàáåðåæíûõ ×åëíîâ, è ïàïà îäíàæäû
òóäà ñìîã íàâåäàòüñÿ. Ñëó÷èëîñü, ÷òî ëîøàäü ðàçáèëà êîïûòîì
ãóáó îäíîìó èç ìîèõ òîâàðèùåé, åãî ñïåøíî íàäî áûëî âåçòè çà
12 êèëîìåòðîâ íà ãëàâíóþ ôåðìó, ãäå áûë âðà÷. Íî êîíþõ íå äà-
âàë ïîäâîäó è êðåïêî âûìàòåðèëñÿ. Ïðè ïàïå! Ïàïà âçîðâàëñÿ,
îí çàêðè÷àë: �� Äà êàê Âû ñìååòå!� � òàêèì ñòðàøíûì ãîëî-
ñîì, ÷òî êîíþõ çàäðîæàë îò ñòðàõà, è òóò æå âûïîëíèë âñå, ÷òî
òðåáîâàëîñü.
Ïàïà áûë áðåçãëèâ. Îí íå åë èç îäíîé òàðåëêè ñ äðóãèìè, íå

ïèë èç îäíîãî ñòàêàíà, íå âûíîñèë ïåíîê, æèëîê â ìÿñå è ò.ï.
Îäíàæäû, ñîâñåì ìàëåíüêèì, ÿ âçÿë â ðîò êîíôåòó, îáñîñàííóþ
ìîèì òîâàðèùåì. Ïàïà, óâèäåâ, òàê íà ìåíÿ çàêðè÷àë . . . , ÷òî ÿ
áîëüøå íèêîãäà òàê íå äåëàë.
Îí áûë ñòûäëèâ. Ïðè âñåé âîëüíîñòè â îäåæäå, îí íèêîãäà íå

ïîêàçûâàëñÿ íà ëþäÿõ â ïîäòÿæêàõ, â íèæíåì áåëüå. Îí ëþáèë
êóïàòüñÿ áåç òðóñîâ (ïëàâêè áûëè òîãäà íå ðàñïðîñòðàíåíû, äà
âðÿä ëè îí èìè ïîëüçîâàëñÿ áû), è ïîòîìó, êóïàÿñü, óõîäèë îò
âñåõ ÷óòü ëè íå íà êèëîìåòð.
Íåêîòîðûå çíàêîìûå íàçûâàëè ïàïó ïàðàäîêñàëèñòîì, ÷åëîâå-

êîì ïàðàäîêñàëüíîãî óìà, ïàðàäîêñàëüíîãî ïîâåäåíèÿ; íåêîòî-
ðûå � ÷óäàêîì. Âîò ÷òî ïèñàë îí â îäíîì èç ïèñåì ñàì î ñåáå: ��
ß ñ÷èòàþ ñåáÿ âïîëíå ñîâðåìåííûì ÷åëîâåêîì. ß äàâíî �îòðÿõ-
íóë îò ñâîèõ íîã ïðàõ ñòàðîãî ìèðà�, òî åñòü ñåòü ïðåäðàññóäêîâ,
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îñíîâó îáûâàòåëüñêè-ìåùàíñêîãî ìèðîâîç-
çðåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî ëþäåé, ñ êîòîðûìè ÿ ïîâñå-
äíåâíî ñòàëêèâàþñü, â áîëüøîé ìåðå èìè ïðîïèòàíî. ß ïîñòàâèë
ñåáå äåâèçîì � íå ïðèäåðæèâàòüñÿ òåõ ìíåíèé, êîòîðûå ÿ íå ìîãó
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ëîãè÷åñêè îáîñíîâàòü. Íà ýòîé ïî÷âå ó ìåíÿ ñ ìîèìè ñîñëóæèâöà-
ìè ÷àñòî âîçíèêàþò ñïîðû. Îíè íè ê ÷åìó íå ïðèâîäÿò, òàê êàê
ìîè ñîáåñåäíèêè â êîíå÷íîì èòîãå îïèðàþòñÿ íà äîâîäû: �òàê
ïðèíÿòî äóìàòü�, èëè ÷òî-íèáóäü â ýòîì ðîäå, è òîãäà ÿ áåññèëåí
ñäâèíóòü èõ ñ ìåðòâîé òî÷êè�.
Íåñêîëüêî ìàëåíüêèõ ïðèìåðîâ. Êîãäà ÿ â øåñòîì êëàññå ãî-

òîâèëñÿ ê ýêçàìåíó ïî ãåîãðàôèè è íûë, ÷òî íå ñìîãó åãî ñäàòü,
ïàïà ñêàçàë: �Õîðîøî. Åñëè òû ïîëó÷èøü îòëè÷íî, ÿ äàì òåáå
êîïåéêó, åñëè õîðîøî � 10 êîïååê, óäîâëåòâîðèòåëüíî � ðóáëü,
íåóäîâëåòâîðèòåëüíî � 10 ðóáëåé, à åñëè î÷åíü ïëîõî � 100 ðóá-
ëåé.� Òàê ñêàçàòü, êîìïåíñàöèÿ çà ìîðàëüíûé óùåðá. ß ïîëó÷èë
îòëè÷íî, è ìíå áûë âðó÷åí ëèñò áóìàãè ñ êîïåéêîé, îáâåäåííîé
êàðàíäàøîì.
Äðóãîé ïðèìåð. Êàêîé-òî ñòóäåíò ÿâèëñÿ ê ïàïå äîìîé è ïðîñèë

ïîñòàâèòü åìó îòìåòêó áåç ýêçàìåíà, ññûëàÿñü íà êàêèå-òî îáñòî-
ÿòåëüñòâà, è îáåùàÿ îñåíüþ ñäàòü ýêçàìåí íà îòëè÷íî. Ïàïà âçÿë
ó ìîåé ìàìû èãëó Ôðàíêà, óêîëîë ñòóäåíòó ïàëåö è çàñòàâèë äàòü
ñâîåé êðîâüþ ïèñüìåííîå îáÿçàòåëüñòâî.
Ëåòîì, â äîìå îòäûõà, ïàïà íîñèë ðóáàøêè ñ îòêðûòûì âîðî-

òîì, ñïåöèàëüíî ñøèòûå õîëùåâûå áðþêè òèïà áðèäæåé, ñ ìàí-
æåòîì íèæå êîëåí, ñàíäàëèè íà áîñó íîãó, èëè äàæå õîäèë áîñè-
êîì. Íåêîòîðûõ äàì ýòî øîêèðîâàëî.
Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ýòî ïàðàäîêñàëüíûì ïîâåäåíèåì? Ïî òåì

âðåìåíàì â òîé ñðåäå òàêàÿ îäåæäà ñ÷èòàëàñü ýêñòðàâàãàíòíîé.
Åñëè òóò è áûëî æåëàíèå ôðàïïèðîâàòü îáùåñòâåííîå ìíåíèå, â
ýòîì æåëàíèè ïàïà áûë áåçóñëîâíî èñêðåíåí. Íà çàìå÷àíèÿ, ÷òî
òàê íèêòî íå äåëàåò, îí îáû÷íî îòâå÷àë, ÷òî äîëæåí æå êòî-òî
áûòü ïåðâûì! Äëÿ ïàïû âîîáùå áûëî õàðàêòåðíî ïðèâíåñåíèå â
æèçíåííûå ñèòóàöèè ýëåìåíòà èãðû. Íåäàðîì â ìàòåìàòèêå ïà-
ïà âûñîêî ñòàâèë ñïîðòèâíûé èíòåðåñ, ñîâåòîâàë ìîëîäåæè îò-
íîñèòüñÿ ê ìàòåìàòèêå êàê ê ñïîðòó. Ïðèêëàäíàÿ ñòîðîíà ìàòå-
ìàòèêè, õîòÿ îí íå ìîã íå öåíèòü åå, íå áûëà åãî îáëàñòüþ. Îí
ïîä÷åðêèâàë, ÷òî åñëè áû ëþäè íå ìîãëè çàíèìàòüñÿ ÷èñòîé, �áåñ-
ïîëåçíîé� ìàòåìàòèêîé, òî î÷åíü ñêîðî ïðèêëàäíèêè, èíæåíåðû
ðàçó÷èëèñü áû ïðîèçâîäèòü ñâîè ïðîñòåéøèå ðàñ÷åòû âñëåäñòâèå
ïàäåíèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû íàðîäà.
Òðóäíî îòðèöàòü íåêîòîðóþ ïàðàäîêñàëüíîñòü èëè, ñêàæåì, íå-

òðèâèàëüíîñòü, íåîáû÷íîñòü åãî æèçíåííûõ óñòàíîâîê; íåäàðîì
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ñðåäè åãî ëþáèìûõ ïèñàòåëåé � Áåðíàðä Øîó. Íî ýòî íèêàê íå
ñâîäèëîñü ê íàìåðåííîìó îðèãèíàëüíè÷àíüþ.
ß óæå îòìå÷àë, ÷òî ó ïàïû íå áûëî ñåðüåçíûõ õîááè, óâëå÷åíèé

âíå ìàòåìàòèêè. Êàê æå îí ðàçâëåêàëñÿ?
Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòèêè ëþáÿò èãðàòü â øàõìàòû (è ìíîãèå

äåéñòâèòåëüíî ëþáÿò). Ïàïà ê øàõìàòàì áûë ñîâåðøåííî ðàâ-
íîäóøåí. Áûë êàê-òî ñëó÷àé: ïðèåõàâøèé ãðîññìåéñòåð äàâàë â
óíèâåðñèòåòå ñåàíñ îäíîâðåìåííîé èãðû. Ïàïó óãîâîðèëè è óñà-
äèëè çà îäíó èç ïåðâûõ äîñîê. Îí âûñêî÷èë îäíèì èç ïåðâûõ,
ñ ãîðäîñòüþ âîñêëèöàÿ: �À ÿ óæå ïðîèãðàë!� Âîîáùå ïàïà íå çà-
íèìàëñÿ è íå èíòåðåñîâàëñÿ ñïîðòîì, õîòÿ ïëàâàë î÷åíü õîðîøî.
Â ìîëîäîñòè, â Îäåññå, îí âûïëûâàë íà âíåøíèé ðåéä (îêîëî
ïÿòè êèëîìåòðîâ). Îäíàæäû âî âðåìÿ òàêîãî çàïëûâà ó íåãî ñâå-
ëî ñóäîðîãîé ðóêó è íîãó, è åìó ñ òðóäîì óäàëîñü âûïëûòü. Íî
ïðè ìíå, â Êàçàíè, îí Âîëãó íå ïåðåïëûâàë, âåðîÿòíî, íå æåëàÿ
îãîð÷àòü ìîþ ìàìó, êîòîðàÿ áûëà áîëüøîé òðóñèõîé è âî âðå-
ìÿ ïàïèíîãî êóïàíèÿ êðè÷àëà: �Íèêîëà, íå çàïëûâàé äàëåêî!�.
Âïðî÷åì, ïàïà âõîäèë â óíèâåðñèòåòñêóþ ñòðåëêîâóþ êîìàíäó è
áûë �âîðîøèëîâñêèì ñòðåëêîì�. Ëåòîì ïàïà ñ Ï.À. Øèðîêîâûì
÷óòü íå åæåäíåâíî èãðàë â äîìèíî, ïðè÷åì îíè ðàçûãðûâàëè ñ
áîëüøèì óâëå÷åíèåì êàêèå-òî ñåðüåçíûå ïàðòèè. Îí ñ óäîâîëü-
ñòâèåì èãðàë â êðîêåò. Ýòà èãðà òåïåðü âûøëà èç ìîäû, è íå
óäèâèòåëüíî. Âåäü ïîêà îäèí èç èãðîêîâ ãîíÿåò ñâîé øàð ïî ïëî-
ùàäêå, îñòàëüíûå íàáëþäàþò çà íèì, áåñåäóÿ ìåæäó ñîáîþ, è â
ýòîé áåñåäå ÷óòü ëè íå âåñü ñìûñë èãðû. Â äîìå æå îòäûõà ïîñëå
óæèíà ñîñòàâëÿëèñü ïàðòèè â øàðàäû, â ÷åì ïàïà ïðèíèìàë ãî-
ðÿ÷åå ó÷àñòèå. Îí ñ ïðîôåññîðîì À.À.Àãàôîíîâûì (èçâåñòíûé â
Êàçàíè äåòñêèé âðà÷) îáû÷íî ðóêîâîäèëè ñîïåðíè÷àþùèìè ïàð-
òèÿìè. Èçðåäêà ñîáèðàëàñü ïàðòèÿ â ïðåôåðàíñ, íî ýòî äîñòàòî÷-
íî ðåäêî.
ß óæå ãîâîðèë, ÷òî ïàïà ëþáèë ëþäåé è ëåãêî âñòóïàë ñ íèìè â

êîíòàêò. Ó íåãî áûëî ìíîãî õîðîøèõ çíàêîìûõ � ýòî è åãî êàçàí-
ñêèå ó÷åíèêè: Ìîðîçîâ, Àäî, Ìåéìàí, Äîðîäíîâ, è Á.Ë. Ëàïòåâ,
è, ïîçæå, À.Ï. Íîðäåí, è ìíîãèå äðóãèå. Íî áëèçêèõ äðóçåé áûëî
íåìíîãî. Â ìîëîäîñòè áûëè, êîíå÷íî, äðóçüÿ â Îäåññå, â Êèåâå,
â Ìîñêâå (íàïðèìåð, Â.Â. Ñòåïàíîâ). Â êàçàíñêèé ïåðèîä ÿ ìîãó
íàçâàòü òîëüêî Ï.À. Øèðîêîâà è À.Â. Áèðèëåâà.
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Ñ Ïåòðîì Àëåêñååâè÷åìØèðîêîâûì ïàïà ïîçíàêîìèëñÿ â Ìîñ-
êâå â ñåðåäèíå 20-õ ãîäîâ; èìåííî Ï.À. âìåñòå ñ Í.Í. Ïàðôåíòüå-
âûì óáåäèëè ïàïó ñìåíèòü Îäåññó íà Êàçàíü. Çäåñü, â Êàçàíè,
Øèðîêîâû áûëè, ïîæàëóé, åäèíñòâåííûìè, ñ êåì ìû âñòðå÷à-
ëèñü ñåìüÿìè; ÷àùå ìû ïðèõîäèëè ê íèì, òàê êàê ó íèõ áûë
ñîáñòâåííûé äîì (÷àñòü äîìà) ñ ñàäîì, íà êðàþ ãîðîäà.
Ïàïà è Ïåòð Àëåêñååâè÷ áûëè î÷åíü ðàçëè÷íûìè ïî ñêëàäó õà-

ðàêòåðà, ïî òåìïåðàìåíòó. Ïåòð Àëåêñååâè÷ áûë ÷åëîâåêîì ñèñòå-
ìû è ÷åëîâåêîì äîëãà. Îí ñåðüåçíî îòíîñèëñÿ ê æèçíè. Âíåøíå
áûë çàìêíóò, ñäåðæàí, ñòðîã ïî îòíîøåíèþ ê ñåáå è ê äðóãèì.
Êàê-òî ìû ñ Ñàøåé (ñûíîì Ïåòðà Àëåêñååâè÷à, Àëåêñàíäðîì
Ïåòðîâè÷åì Øèðîêîâûì, ìîèì äðóãîì ñ äåòñòâà), íà÷èòàâøèñü
�Ñïàðòàêà� Äæîâàíèîëè, çàòåÿëè íà äà÷å ñëîæíóþ èãðó. Óâèäåâ
ýòî, Ïåòð Àëåêñååâè÷ íåîäîáðèòåëüíî ñêàçàë: �Îïÿòü âû â Ñóëëó
èãðàåòå! Ïîøëè áû ëó÷øå â äåðåâíþ, ïîèñêàëè ìàñëà!� Îäíàæäû
ìû ñ Øèðîêîâûìè åõàëè â Øåëàíãó ïî Âîëãå íà ðå÷íîì òðàì-
âàé÷èêå è ïîïàëè â áóðþ. Ìû ñ Ñàøåé çàòåÿëè êàòàíüå íà òðþì-
íûõ ïåðèëàõ, Ï.À. ïðèêðèêíóë íà íàñ: �Êàê âû ìîæåòå èãðàòü â
òàêîé ìîìåíò!� Ïàïà âîçðàçèë: �Ïóñòü äåòè ïîñëåäíþþ ìèíóòó
æèçíè ïðîâåäóò âåñåëî!� Ïàïà âíîñèë âî âñå, ê ÷åìó ïðèêàñàë-
ñÿ, ìîìåíò èãðû. Åãî æèçíåííàÿ ôèëîñîôèÿ ñîäåðæàëà ýëåìåíò
ðèñêà. Ïîîùðÿÿ ìåíÿ íà ðèñêîâàííûå ðåøåíèÿ (÷åìó ÿ îáû÷íî
ñîïðîòèâëÿëñÿ), îí ãîâîðèë: �Ïóñòü ëó÷øå îäèí èç òûñÿ÷è äåòåé
ñîðâåòñÿ ñ êðûøè è óáüåòñÿ, çàòî îñòàëüíûå âûðàñòóò ëîâêèìè
è ñ÷àñòëèâûìè�. Ïåòð Àëåêñååâè÷, ÷åëîâåê îñòîðîæíûé è îòâåò-
ñòâåííûé, òàê ó÷èë Ñàøó ãðåñòè: ñàæàë åãî â ÿëèêå íà âåñëà,
ñàì ñàäèëñÿ çà ðóëü, è îíè åçäèëè â íåñêîëüêèõ ìåòðàõ îò áåðåãà
ââåðõ è âíèç ïî òå÷åíèþ.
Íî ïðè âñåì ðàçëè÷èè õàðàêòåðîâ è äàæå âêóñîâ (Ï.À. ëþáèë

×àéêîâñêîãî, ×åõîâà, Äîñòîåâñêîãî, ïàïà � Áåòõîâåíà è Øîïåíà,
Øîó) îíè áûëè äîëãèå ãîäû, äî êîí÷èíû â 1944 ã. Ïåòðà Àëåêñåå-
âè÷à ñàìûìè áëèçêèìè äðóçüÿìè è ãëóáîêî óâàæàëè äðóã äðóãà,
ïðè ýòîì Ï.À. ìÿãêî ïîäñìåèâàëñÿ íàä íåêîòîðûìè ïàïèíûìè
ýêñòðàâàãàíòíîñòÿìè. Íàïðèìåð, ëþáèë ðàññêàçûâàòü, êàê ïàïà,
ïðîâàëèâ îäíàæäû ñòóäåíòà íà ýêçàìåíå, cìóòèëñÿ, áåãàë ïî âñå-
ìó óíèâåðñèòåòó, ðàçûñêèâàÿ åãî, è ñêàçàë: �Çíàåòå, ÿ ïîäóìàë è
ðåøèë, ÷òî Âàì ìîæíî ïîñòàâèòü òðîéêó!�
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Îäíàæäû, ýòî áûëî â 1937 èëè 38 ãîäó, ó íàñ â êâàðòèðå ðàç-
äàëñÿ çâîíîê, è ñîâåðøåííî íåçíàêîìûé ñòàðèê, ñëåïîé, ñïðîñèë
Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à. Îêàçàëîñü, ýòî áûâøèé àäâîêàò Àëåê-
ñàíäð Âàñèëüåâè÷ Áèðèëåâ, ñëûøàâøèé ìíîãî õîðîøåãî î ïàïå
è ïðèøåäøèé, áåç öåðåìîíèé, ñ íèì ïîçíàêîìèòüñÿ. Ñ òåõ ïîð äî
ñàìîé ïàïèíîé ñìåðòè îíè áûëè áëèçêèìè äðóçüÿìè. Àëåêñàíäð
Âàñèëüåâè÷ ñàì áûë î÷åíü èíòåðåñíûì ÷åëîâåêîì. Îí îñëåï ëåò
ïÿòè ïîñëå ïåðåíåñåííîé êîðè, è áûë ïåðâûì â Ðîññèè ñëåïûì,
îêîí÷èâøèì óíèâåðñèòåò. Êðóã åãî èíòåðåñîâ áûë ÷ðåçâû÷àéíî
øèðîê, è áûëà óäèâèòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü òâîð÷åñêè ïåðåðàáàòû-
âàòü âñå, ÷òî îí óçíàâàë. Ïî âîçðàñòó Àëåêñàíäð Âàñèëüåâè÷ ãî-
äèëñÿ ìíå â äåäû, è äåéñòâèòåëüíî, åãî âíó÷êà ó÷èëàñü íà ãîä
ìîëîæå ìåíÿ. Îí èìåë äâóõ äî÷åðåé, ñòàðøàÿ, Åâãåíèÿ Àëåêñàí-
äðîâíà, òîæå àäâîêàò è âîîáùå î÷åíü èíòåðåñíûé ÷åëîâåê, òàê-
æå áûëà äðóãîì íàøåé ñåìüè. Æåíà Àëåêñàíäðà Âàñèëüåâè÷à
� â ìîëîäîñòè îäíà èç ïåðâûõ êðàñàâèö ãîðîäà, âûøëà â ñâîå
âðåìÿ çàìóæ çà ñëåïîãî è, íàäî ñêàçàòü, íå ñëèøêîì êðàñèâîãî
÷åëîâåêà, ê óæàñó ñâîåé ñåìüè. Îíè ïðîæèëè âìåñòå äîëãóþ è
ñ÷àñòëèâóþ æèçíü. ß çàòðóäíþñü ñêàçàòü, î ÷åì áåñåäîâàëè ïàïà
ñ Àëåêñàíäðîì Âàñèëüåâè÷åì � òåìû áûëè ñàìûìè ðàçíîîáðàç-
íûìè.
À.Â. îõîòíî îáùàëñÿ è ñî ìíîþ. Ëåòîì 1939 ã. è ìû, è îíè ñíè-

ìàëè äà÷ó â Çàéìèùå ïîä Êàçàíüþ. À.Â. ðåøàë ñî ìíîþ çàäà÷è
ïî ãåîìåòðèè èç çàäà÷íèêà Ðûáêèíà, ñêëàäûâàÿ ëèñòî÷åê áóìà-
ãè â êà÷åñòâå ÷åðòåæà. Ïîçæå îí ðàññêàçàë ìíå, ÷åì çàíèìàåò-
ñÿ ôèëîñîôèÿ, à åùå ïîçæå ÷èòàë ñî ìíîþ (÷èòàë, ïîíÿòíî ÿ, à
îí êîììåíòèðîâàë) �Ãðàììàòèêó íàóêè� Ïèðñîíà. Êñòàòè çàìå÷ó,
÷òî ïàïà, íå î÷åíü óâëåêàÿñü ôèëîñîôèåé, ïðèäåðæèâàëñÿ â íåé
ïîçèòèâèñòñêèõ âçãëÿäîâ è ïåðåäàâàë ñóæäåíèå èçâåñòíîãî ôè-
çèêà àêàä. Ìàíäåëüøòàìà, ÷òî ôèçèê èëè ìàòåìàòèê íå ìîæåò
íå áûòü ìàõèñòîì.

Âîéíà çàñòàëà ìåíÿ â äîìå îòäûõà, òàê ÷òî ýïèçîä ñ ïîïûò-
êîé ïàïû çàïèñàòüñÿ äîáðîâîëüöåì íà ôðîíò ÿ çíàþ òîëüêî ïî
ðàññêàçó ìîëîäûõ óíèâåðñèòåòñêèõ àñïèðàíòîâ, ïðèçûâàâøèõñÿ
â àðìèþ è ãîâîðèâøèõ îá ýòîì ñëó÷àå íåñêîëüêî ñêåïòè÷åñêè.
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Âñêîðå íà÷àëàñü ìàññîâàÿ ýâàêóàöèÿ ñ çàïàäà íà âîñòîê. Ìíî-
ãèå ìàòåìàòèêè, ïðîåçæàâøèå ÷åðåç Êàçàíü, ïîëó÷àëè îò îáùèõ
çíàêîìûõ íàø àäðåñ è îñòàíàâëèâàëèñü ó íàñ, òàê ÷òî èíîãäà â
êâàðòèðå íî÷åâàëî îäíîâðåìåííî áîëåå 20-òè ÷åëîâåê; ñïàëè íà
ðîÿëå è ïîä ðîÿëåì è íà ïîëó íà ìàòðàñàõ.
Ê îñåíè ìû íà÷àëè ãîëîäàòü. Íà áàçàðå, êîòîðûì æèëà Êàçàíü,

öåíû ïîëåòåëè ââåðõ. Èæäèâåí÷åñêèõ 400 ã õëåáà íå õâàòàëî. Íà-
øà ñåìüÿ âûðîñëà � ïðèåõàëè èç Ìîñêâû äâà ìîèõ äâîþðîäíûõ
áðàòà è äâîþðîäíàÿ ñåñòðà ñî ñâîåé ìàìîé. Îäíó êîìíàòó â êâàð-
òèðå çàíèìàëà ñåìüÿ Ëàíäñáåðãîâ (èçâåñòíûé ôèçèê). Âñÿ Êà-
çàíü áûëà ïåðåïîëíåíà ýâàêóèðîâàííûìè. Àêòîâûé çàë óíèâåð-
ñèòåòà, çàë âî Äâîðöå Òðóäà áûëè ñïëîøü óñòàâëåíû êðîâàòÿìè.
Â Êàçàíü, êðîìå çàâîäîâ, ýâàêóèðîâàëàñü ÷àñòü ìîñêîâñêèõ è ëå-
íèíãðàäñêèõ àêàäåìè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ.
Çèìà áûëà ëþòàÿ, áåç åäèíîé îòòåïåëè, òåìïåðàòóðà ïàäàëà äî
−42◦Ñ. Âñå ãîëîäàëè è ìåðçëè. Â íàøåì äîìå ëîïíóëî öåíòðàëü-
íîå îòîïëåíèå, òåìïåðàòóðà â êîìíàòàõ äîõîäèëà äî −15◦Ñ. Â
òå÷åíèå ìåñÿöà íàì ïðèøëîñü ðàçúåõàòüñÿ ïî çíàêîìûì. Ïàïà
åæåíîùíî äåæóðèë â óíèâåðñèòåòå è ñïàë íà äèâàíå â ïðåäðåê-
òîðñêîé, ìàìà � â ãîñïèòàëå, ãäå îíà ðàáîòàëà.
Íà ïðîäóêòèâíîñòè ïàïèíîé ðàáîòû òÿæåëûå óñëîâèÿ îòðàæà-

ëèñü ìàëî. Îí, êàê è âñå, ðàáîòàë ñ ïîëíîé îòäà÷åé. Êàê è ìíîãèå
ó÷åíûå, ïàïà âçÿë îáîðîííóþ òåìó � î âèáðàöèè ñòâîëîâ ìîð-
ñêèõ îðóäèé ïðè âûñòðåëå, èçó÷èë íåîáõîäèìûå ðàçäåëû ìåõàíè-
êè, òåîðèè óïðóãîñòè è ñäåëàë íóæíûå ðàñ÷åòû.
Ñ ëåòà 1942 ãîäà ÀÍ êàê-òî íàëàäèëà ïèòàíèå ñâîèõ ñîòðóäíè-

êîâ, ðàçäàëè ïî äâå ñîòêè ïîä êàðòîøêó, è ïîñëåäóþùèå âîåííûå
ãîäû íå èìåëè äëÿ íàñ òîãî àïîêàëèïòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êàê
çèìà 1941�42 ãîäà.

Ìíå íåëåãêî ðàññêàçûâàòü î ïàïèíûõ ïîëèòè÷åñêèõ âçãëÿäàõ
ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî ó íàñ â äîìå îáû÷íî íå âåëîñü ðàçãîâî-
ðîâ íà ïîëèòè÷åñêèå òåìû. Êàêîå-òî ïðåäñòàâëåíèå î íèõ ÿ ìîãó
ñîñòàâèòü ëèøü àíàëèçèðóÿ ðåäêèå âûñêàçûâàíèÿ ðîäèòåëåé.
ß ïîëàãàþ, ÷òî äî ðåâîëþöèè ïàïà ïðèäåðæèâàëñÿ ëåâûõ âçãëÿ-

äîâ, ìîæåò áûòü, ñïðîâîöèðîâàííûõ êîíñåðâàòèâíûìè ñèìïàòè-
ÿìè ñâîåé ìàòåðè. Âñïîìèíàÿ 1916 ãîä, îí áðîñàåò ôðàçó: �Ìåíÿ
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ãîðàçäî áîëüøå çàíèìàëà ìûñëü îá ýêñïëóàòàöèè òðóäÿùèõñÿ�.
Â 20-îì ãîäó ïàïà îêàçûâàåòñÿ ëåêòîðîì â ×àïàåâñêîé äèâèçèè
(ñëó÷àéíî? äîáðîâîëüíî?), è òîëüêî ñûïíÿê ïîìåøàë åìó ïðî-
äåëàòü ñ íåé ïîëüñêóþ êàìïàíèþ. Äóìàþ, ÷òî îí ðàçäåëÿë ðàñ-
ïðîñòðàíåííîå òîãäà ñðåäè èíòåëëèãåíöèè ÷óâñòâî äîëãà ïåðåä
íàðîäîì è îòâðàùåíèå ê �áóðæóàçíî-ìåùàíñêîìó� îáðàçó æèç-
íè. Âî âðåìÿ ðåâîëþöèè è ïîçæå îí íå ìîã íå âèäåòü íåëåïî-
ñòåé, äåëàâøèõñÿ áîëüøåâèêàìè, íî îòíîñèëñÿ ê íèì ñ äîâîëüíî
äîáðîäóøíîé èðîíèåé, òåì áîëåå ÷òî ñàì áûë ïîãðóæåí â ìà-
òåìàòèêó, à ëèøåíèÿ ïåðåíîñèë ëåãêî êàê ïî ìîëîäîñòè, òàê è
ïî óáåæäåíèþ. Êàê-òî ðàç îí ñêàçàë ìíå, ÷òî ïî ïîëèòè÷åñêèì
óáåæäåíèÿì îí àíàðõî-ñèíäèêàëèñò. Îòâðàùåíèå ê ìåùàíñêîìó
áëàãîïîëó÷èþ áûëî â íåì ñèëüíî äî êîíöà åãî äíåé.
Åùå ìàëåíüêèì (ìíå áûëî ãîäà ÷åòûðå) ÿ ïîìíþ òàêîé ñëó÷àé.

Ìû æèëè íà óë. Ùàïîâà, â áîëüøîé êîììóíàëüíîé êâàðòèðå. Ó
êîãî-òî èç ñîñåäåé îêàçàëèñü ñòàðûå, öàðñêèå äåíüãè, îíè ïîïàëè
ê ðåáÿòàì. Ðåáÿòà çàòåÿëè èãðàòü â ÃÏÓ � îáûñê, ðåêâèçèöèÿ.
Êîãäà ïàïà óçíàë, ÷òî ÿ èãðàë â ýòó �èãðó�, îí ïðèøåë â íåèñòîâ-
ñòâî. Çàêðè÷àë, ÷òî åñëè òàê, òî ÿ åìó íå ñûí, ÷òî îí íåìåäëåííî
îòäàñò ìåíÿ â äåòñêèé äîì. ß ñòðàøíî ðåâåë, òåì íå ìåíåå ìàìà
ìåíÿ ìîë÷à îäåëà (áûëà çèìà). Íå ïîìíþ, êàê äåëî óëàäèëîñü,
íî ñëó÷àé ýòîò çàïîìíèë íà âñþ æèçíü, è ñ òåõ ïîð íè â ÃÏÓ, íè
ñ ÃÏÓ íå èãðàþ.
Ñòðàøíûå 37�38 ãîäû. . . . Êàê ýòî íè ñòðàííî, â íàøåì äîìå

íå ÷óâñòâîâàëàñü òà àòìîñôåðà óæàñà, î êîòîðîé ðàññêàçûâàþò
â âîñïîìèíàíèÿõ î òåõ ãîäàõ. Ê íàì ïðèõîäèëè ðîäñòâåííèêè
ðåïðåññèðîâàííûõ, ðàññêàçûâàëè î ñâîåì ãîðå, ðîäèòåëè èõ ñî-
÷óâñòâåííî âûñëóøèâàëè. Èíîãäà ïàïà äåëàë ïîïûòêè ïîìî÷ü,
ïîíèìàÿ, ÷òî íå ìîæåò ñäåëàòü ìíîãî. Íàïðèìåð, â èíæåíåðíî-
ñòðîèòåëüíîì èíñòèòóòå ðàáîòàë ïðîô. Ï.Ä. Êóøíèêîâ (çÿòü èç-
âåñòíîãî êàçàíñêîãî ôèçèêà Ãîëüäãàììåðà), îí ïðî÷åë ïî ïðîñüáå
ñòóäåíòîâ íåñêîëüêî ëåêöèé ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïàðò-
áþðî ïðèäðàëîñü ê ýòîìó (âñå îòíîñèòåëüíî? è ñïðàâåäëèâîñòü
ìàðêñèçìà-ëåíèíèçìà?), è íà÷àëàñü îòêðûòàÿ òðàâëÿ Êóøíèêî-
âà. Ïàïà íàïèñàë â ïðåçèäèóì ÀÍ ïðîñüáó ðàçîáðàòüñÿ, Êóø-
íèêîâ åçäèë â Ìîñêâó, îòêóäà äàë òåëåãðàììó: �Ðåàáèëèòèðî-
âàí ïîëíîñòüþ�. Êîíå÷íî, ÷åðåç íåñêîëüêî ìåñÿöåâ åãî ïîñàäèëè.
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Ñõîäíóþ èñòîðèþ, ãäå ïàïà òîæå ïðèíèìàë ó÷àñòèå, ðàññêàçûâà-
åò Å.Ê. Çàâîéñêèé â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ. Ïîìíþ åùå, ÷òî êîãäà
àðåñòîâàëè áûâøåãî ðåêòîðà íàøåãî óíèâåðñèòåòà Í.Ç. Âåêñëè-
íà, ñ äî÷êîé êîòîðîãî ÿ ó÷èëñÿ â îäíîì (òðåòüåì) êëàññå, ðîäè-
òåëè âçÿëè ìåíÿ è ïîøëè ê åãî æåíå âûðàçèòü ñâîå ñî÷óâñòâèå.
Â íà÷àëå 38-ãî ãîäà â Ìîñêâå àðåñòîâàëè ìàìèíîãî áðàòà, ïà-
ïà ïðèåõàë â Ìîñêâó è ïðèøåë ê íèì êàê ðàç â ìîìåíò àðåñòà.
ÍÊÂÄ çâîíèëî â Êàçàíü è íàâîäèëî ñïðàâêè î ïàïå. Âåðíóëñÿ
ïàïà â Êàçàíü, è îíè ñ ìàìîé ñåé÷àñ æå óåõàëè â Ìîñêâó, ÷òîáû
êàê-òî ïîääåðæàòü òåòþ Ìåðè, æåíó àðåñòîâàííîãî, è ïðîáûëè
òàì ìåñÿö, õîäÿ ïî òþðåìíûì î÷åðåäÿì è ò. ï. Ìåíÿ æå, áîëüíîãî
(ñ âîñïàëåíèåì ñðåäíåãî óõà) îñòàâèëè îäíîãî íà äîìðàáîòíèöó,
íè÷åãî ìíå, ðàçóìååòñÿ, íå îáúÿñíèâ. Îáúÿñíåíèé íå áûëî è ïî-
òîì (ÿ ëèøü ñëó÷àéíî óçíàë ÷åðåç ãîä îá àðåñòå äÿäè Øóðû),
íî, âåðíóâøèñü, îíè ïðèâåçëè ìíå ðîñêîøíûå ïîäàðêè, êàêèìè
ìåíÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â äåòñòâå íå áàëîâàëè.
Òåì íå ìåíåå ó íàñ äîìà è â ýòî âðåìÿ íå áûëî àòìîñôåðû

ïîñòîÿííîãî ñòðàõà, îæèäàíèÿ àðåñòà (ïàïà äîâîëüíî íàèâíî ãî-
âîðèë, ÷òî òþðåìíîå çàêëþ÷åíèå åìó íå ñòðàøíî, òàê êàê ó íåãî
âñåãäà åñòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû, íàä êîòîðûìè îí ìîæåò
ðàçìûøëÿòü). Íî îòíîøåíèå ê ÍÊÂÄ áûëî, êàê òåïåðü ãîâîðÿò,
îäíîçíà÷íûì: îòâðàùåíèå è íåíàâèñòü. Óñëûøàâ îá î÷åðåäíîì
àðåñòå, ïàïà ïðèíèìàëñÿ áûñòðî õîäèòü èëè áåãàòü ïî êâàðòèðå
ñ èñêàæåííûì îò ãíåâà ëèöîì, ÷òî-òî áîðìî÷à ñêâîçü çóáû; ìà-
ìà òùåòíî ïûòàëàñü åãî óñïîêîèòü, âèäèìî, áîÿñü, ÷òîáû îí íå
âûäàë ñåáÿ îòêðûòûì è áåñïîëåçíûì ïîñòóïêîì. Ïîíÿòíî, ÷òî
òàêîå îòíîøåíèå äàæå áåç ñëîâ ïåðåäàâàëîñü ìíå.

Òåïåðü ÿ õî÷ó ðàññêàçàòü î ïàïå êàê î ïðåïîäàâàòåëå è ëåêòî-
ðå. ß óæå óïîìèíàë, ÷òî â ìîëîäîñòè îí èìåë íåâàæíóþ ðåïó-
òàöèþ êàê ïðåïîäàâàòåëü. Âîò ÷òî âñïîìèíàë î íåì ïðîô. Ï.À.
Êóçüìèí, áûâøèé ìíîãî ëåò çàâ. êàôåäðîé ìåõàíèêè â êàçàí-
ñêîì àâèàèíñòèòóòå: �� Â 1929 ãîäó àëãåáðó ÷èòàë ó íàñ Í.Ã.
×åáîòàðåâ. Îí íà÷àë êóðñ ñ òåîðèè îïðåäåëèòåëåé. Âðÿä ëè Í.Ã.
ãîòîâèëñÿ ê ëåêöèÿì � íå ïî íåäîñòàòêó äîáðîñîâåñòíîñòè, íî
ïî ñêëîííîñòè ê ýêñïðîìòàì. ×èòàë ñ âäîõíîâåíèåì, äåðæàëñÿ
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ðàñêîâàííî: ñàäèëñÿ âåðõîì íà ñòóë, ïîäêèäûâàë â ðóêàõ ïåðî-
÷èííûé íîæèê íà öåïî÷êå. Ìîã íåîæèäàííî îòáåæàòü ê îêíó, çà-
òåì ñ òèïè÷íûì âîçãëàñîì: �À-î-î!� ïîäáåæàòü ê äîñêå, çàâåðøàÿ
äîêàçàòåëüñòâî. Ñèëüíî ïåðåìàçûâàëñÿ ìåëîì.� ß ñëóøàë äâà ïà-
ïèíûõ êóðñà, áóäó÷è ñòóäåíòîì: òåîðèþ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî è òåîðèþ Ãàëóà. Ïåðâûé èç íèõ áûë, íà ìîé âçãëÿä,
ïðî÷èòàí õîðîøî, à âòîðîé � îòëè÷íî. Íî, ïîíÿòíî, ìîå çíàêîì-
ñòâî ñ ïàïèíûì ïðåïîäàâàíèåì íà÷àëîñü íàìíîãî ðàíüøå.
Ïàïà íå òîðîïèëñÿ îáó÷àòü ìåíÿ ìàòåìàòèêå ðàíüøå âðåìåíè.

ß ñëûøàë ìíîãî òåðìèíîâ è èíîãäà ñïðàøèâàë, íàïðèìåð, ÷òî
òàêîå ïðåäåë? Ïàïà ãîâîðèë: �� Âîò òû áåæèøü, à ÿ òåáå � ïðå-
äåë!�, è îí îñòàíàâëèâàë ìîé áåã ðóêîé. Ïîçæå ïàïà ðàññêàçû-
âàë ìíå, ÷òî ó îäíîãî ìàòåìàòèêà áûë ìàëåíüêèé ñûí. Îäíàæäû
ê íèì äîìîé ïðèøåë ýêçàìåíîâàòüñÿ ñòóäåíò, ïîëó÷èë çàäàíèå
. . . . Âäðóã âõîäèò ìàëü÷èê ëåò ïÿòè, ñìîòðèò íà ëèñòîê ñòóäåíòà
è ñïðàøèâàåò: ÷òî, íå ïîëó÷àåòñÿ? � Íåò. � À Âû ïîïðîáóéòå
âçÿòü ïî ÷àñòÿì! � Ñòóäåíò ïîïðîáîâàë � èíòåãðàë âçÿëñÿ. Ìîÿ
ìàìà ïîòîì ñêàçàëà, ÷òî ýòî âñå ïðîèñõîäèëî ó íàñ.
Êîãäà ÿ ó÷èëñÿ â 4�5 êëàññàõ, ïàïà èíîãäà ïðèãëàøàë ê íàì â

âûõîäíîé íåñêîëüêèõ ìîèõ îäíîêëàññíèêîâ è ðåøàë ñ íàìè çàäà-
÷è, ðàññêàçûâàë òåîðåìó Ïèôàãîðà, îá èçâëå÷åíèè êâàäðàòíîãî
êîðíÿ, íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ. Ïåðåéäÿ â 6-îé êëàññ, ÿ çà-
èíòåðåñîâàëñÿ ìàòåìàòèêîé, çà äâà ãîäà âûó÷èë øêîëüíûé êóðñ,
ðåøàë ìíîãî çàäà÷, à ïîñëå 7-ãî êëàññà, â ëåòî ïåðåä âîéíîé è â
íà÷àëå âîéíû, âûó÷èë àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ è îñíîâû àíà-
ëèçà ïî ó÷åáíèêó Âëàñîâà äëÿ ïåäèíñòèòóòîâ. Ïîñëå 8-ãî êëàññà
íàñ ïîñëàëè â ñîâõîç è ïàïà ìåíÿ íàâåñòèë � ÿ îá ýòîì ïèñàë âû-
øå. Íåäåëþ ÿ ïðîâàëÿëñÿ ñ àíãèíîé â ñàðàå, ãäå ìû æèëè, è ïàïà
ðàññêàçàë ìíå âïîëíå ïîíÿòíî òåîðåìó Äèðèõëå î ðàâíîìåðíîì
ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë ïî àðèôìåòè÷åñêèì ïðîãðåññèÿì.
Êàê îí ñóìåë ýòî ñäåëàòü, ÿ íå ìîã ïîíÿòü ïîçæå, êîãäà â àñ-
ïèðàíòóðå ó÷èë òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è òåîðèþ ïîëåé
êëàññîâ!
Ïàïà ëþáèë ó÷èòü ìàòåìàòèêå, îí ïðåäëàãàë ñâîþ ïîìîùü áóê-

âàëüíî âñåì, êòî â íåé íóæäàëñÿ. Ìíå æå, êîãäà ÿ çàèíòåðåñî-
âàëñÿ ìàòåìàòèêîé è îñâîèë íà÷àëà âûñøåé ìàòåìàòèêè, ò. å. â
1942 ã. è ïîçæå, ïàïà ÷èòàë �ëåêöèè íà õîäó�. Íàì ñ íèì ïðèõîäè-
ëîñü ðàáîòàòü íà îãîðîäå; ïî äîðîãå íà îãîðîä, äà è âîîáùå êîãäà
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ìû õîäèëè ïî óëèöàì, îí ðàññêàçûâàë î ìàòåìàòèêå, ðàññêàçûâàë
íå ïîíèæàÿ ãîëîñà, òàê ÷òî ïðîõîæèå íà íàñ îãëÿäûâàëèñü. Â íà-
÷àëå ÿ ñòåñíÿëñÿ, ïîòîì ïðèâûê; ïîçæå ÿ ïîíÿë, ÷òî ýòî îäåññêèé
îáû÷àé � ãðîìêî ðàçãîâàðèâàòü ñðåäè òîëïû. Òàêèì îáðàçîì, ÿ
�ñ ãîëîñà� âûó÷èë îñíîâû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî è ìíîãèå âåùè èç òåîðèè ÷èñåë. Êîíå÷íî, äîìà ÿ ÷èòàë
ïî ýòèì ïðåäìåòàì è êíèãè, íî îñíîâû áûëè çàëîæåíû ïàïèíûìè
�ëåêöèÿìè�.
Â ñåðåäèíå 30-ûõ ãîäîâ ïàïà çàäóìàë íàïèñàòü ó÷åáíèê äëÿ

øêîëû ïî ãåîìåòðèè â äóõå ðåôîðì Ô.Êëåéíà. Îí ïðåäëîæèë
ó÷àñòèå ß.Ïåðåëüìàíó, èçâåñòíîìó ïîïóëÿðèçàòîðó, àâòîðó çíà-
ìåíèòûõ êíèæåê �Çàíèìàòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ�, �Çíàåòå ëè âû ôè-
çèêó� è ò.ï., íî òîò îòêàçàëñÿ. Ïàïà ïîñòîÿííî âîçâðàùàëñÿ ê
ðàáîòå íàä ýòèì ó÷åáíèêîì, è â÷åðíå çàêîí÷èë åãî â áîëüíèöå
Ñêëèôîñîâñêîãî, îòêóäà âûéòè ïàïå áûëî íå ñóæäåíî. Ó÷åáíèê
ïîëó÷èë âûñîêóþ îöåíêó ñïåöèàëèñòîâ, íî èçäàí íå áûë, òàê êàê
òðåáîâàë äîðàáîòêè.

Ï.À.Øèðîêîâ îñíîâàë êàçàíñêóþ øêîëó ãåîìåòðîâ. Ïàïà, áó-
äó÷è ñàì ìàòåìàòèêîì øèðîêîãî äèàïàçîíà, ïîëó÷èâøèì â ðàç-
íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû, èìåâøèé ñèëü-
íûõ ó÷åíèêîâ â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà
(Óêðàèíà, Ãðóçèÿ, Ìîñêâà, Êàçàõñòàí, ×óâàøèÿ, êîíå÷íî, Êà-
çàíü � ñïèñîê äàëåêî íå ïîëîí), íå îñòàâèë ïîñëå ñåáÿ ñèëüíîé
øêîëû1, â ÷àñòíîñòè, íèêîãî, êòî ïðîäîëæàë áû ïðîäóêòèâíî ðà-
áîòàòü â îáëàñòè, êîòîðóþ îí ñàì ñ÷èòàë äëÿ ñåáÿ îñíîâíîé: òåî-
ðèÿ Ãàëóà è òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
È ïàïà, è Ïåòð Àëåêñååâè÷ ñóìåëè ïîääåðæàòü íàø ôàêóëü-

òåò íà âûñîêîì íàó÷íîì è ìîðàëüíîì óðîâíå â ñàìûå äëÿ íåãî
òÿæåëûå òðèäöàòûå � ñîðîêîâûå ãîäû. È åñëè ïàïèíû ó÷åíèêè,
îêðåïíóâ, âûáðàëè ñâîè ïóòè â íàóêå � ýòî âîâñå íå ïëîõî. È îíè
ïîìíèëè ïàïó è êàê ñâîåãî ó÷èòåëÿ, è êàê íðàâñòâåííûé îáðàçåö.

1Ìû íå õîòèì âñòóïàòü â ñïîð ñ àâòîðîì, íî ïî ïîâîäó îòìå÷åííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïîçâîëèì ñåáå ïðîöè-
òèðîâàòü Àíàòîëèÿ Èâàíîâè÷à Ìàëüöåâà: �. . . Í.Ã. ×åáîòàðåâ â 1928 ã. îêîí÷àòåëüíî ïåðåõîäèò íà ðàáîòó
â Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò, ãäå åìó óäàåòñÿ íå òîëüêî âûïîëíèòü ðÿä áëåñòÿùèõ ðàáîò, íî è ñîçäàòü îäíó
èç ãëàâíûõ ñîâåòñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ øêîë. Â 30�40-å ãîäû Ìîñêâà è Êàçàíü áûëè ãëàâíûìè íàøèìè
öåíòðàìè, ãäå âåëèñü îñíîâíûå ðàáîòû ïî òåîðèè ãðóïï Ëè�. (À.È. Ìàëüöåâ. Èçáðàííûå òðóäû. Òîì I.
Êëàññè÷åñêèå àëãåáðû. �Ê èñòîðèè àëãåáðû â ÑÑÑÐ çà ïåðâûå 25 ëåò� Íàóêà. Ìîñêâà. 1976 ã. ñòð. 476.)
(Ïðèì. Þ.Á.Åðìîëàåâà.)
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Âîò ïðèìåð ýòîãî. Â äåíü ñâîåãî 80-ëåòèÿ ïåðâûé ïî âðåìåíè
ïàïèí ó÷åíèê, êðóïíåéøèé ìàòåìàòèê ñ ìèðîâûì èìåíåì, Ìàðê
Ãðèãîðüåâè÷ Êðåéí â èíòåðâüþ ãàçåòå �Âå÷åðíÿÿ Îäåññà�, ãîâî-
ðèò:
�Åùå âîïðîñ, ñòàë áû ÿ äàëüøå çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé, åñëè

áû íå Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ? Ýòî íå òîëüêî çàìå÷à-
òåëüíûé ó÷åíûé, íî è íåîáûêíîâåííîé äóøè ÷åëîâåê. Îí çàèí-
òåðåñîâàëñÿ ìîåé ðàáîòîé, âçÿë ê ñåáå, ïîìîã ïîäãîòîâèòüñÿ è
ïîñòóïèòü â àñïèðàíòóðó�.
� Íà ñòåíå, îòìå÷àåò êîððåñïîíäåíò ãàçåòû, âèñèò ïîðòðåò Í.Ã.

×åáîòàðåâà, è, ðàññêàçûâàÿ î ñâîåé æèçíè, Ìàðê Ãðèãîðüåâè÷
íåò-íåò äà è îáåðíåòñÿ ê íåìó, êàê áû ïðèçûâàÿ â ñâèäåòåëè ñâî-
åãî áûâøåãî ó÷èòåëÿ, ñâîåãî ëó÷øåãî äðóãà.
� Áëàãîäàðÿ Íèêîëàþ Ãðèãîðüåâè÷ó ÿ óñïåøíî çàêîí÷èë àñïè-

ðàíòóðó, ïîëþáèë àëãåáðàè÷åñêóþ òåõíèêó, ìåõàíèêó, íàó÷èëñÿ
ñâÿçûâàòü ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñ ìåõàíè÷åñêèìè ñî-
îáðàæåíèÿìè�.

Íîÿáðü-äåêàáðü 1993



ÏÈÑÜÌÀ È ÂÎÑÏÎÌÈÍÀÍÈß
∗

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ôðàãìåíòû èç ðóêîïèñåé è ïèñåì Íèêîëàÿ
Ãðèãîðüåâè÷à ×åáîòàðåâà, à òàêæå èç âîñïîìèíàíèé ëþäåé, çíàâ-
øèõ åãî. Îíè ñîäåðæàòñÿ â àðõèâàõ Í.Ã. ×åáîòàðåâà è Â.Â. Ìîðî-
çîâà. Ìû âûðàæàåì íàøó áëàãîäàðíîñòü Ã.Í. ×åáîòàðåâó è Í.Ï.
Çàáîòèíîé çà âîçìîæíîñòü èìè âîñïîëüçîâàòüñÿ. Òî÷íûå äàòû
ïèñåì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ê ñîæàëåíèþ, íå èçâåñòíû. Ïî ñëî-
âàì Ãðèãîðèÿ Íèêîëàåâè÷à, ïèñüìà åãî îòöà îòíîñÿòñÿ ê êîíöó
òðèäöàòûõ � íà÷àëó ñîðîêîâûõ ãîäîâ. Ìû ïîñòàðàëèñü ðàñïî-
ëîæèòü çàïèñè ïî �òåìàì�, íî òåì íå ìåíåå îíè íîñÿò íåñêîëüêî
ðàçðîçíåííûé õàðàêòåð. Îäíàêî, íàì îíè êàæóòñÿ èíòåðåñíûìè
(äàæå åñëè îíè ñïîðíû) è ìû ïðèâîäèì èõ â êà÷åñòâå äîïîëíå-
íèÿ ê î÷åðêó Â.Â. Ìîðîçîâà î Íèêîëàå Ãðèãîðüåâè÷å è ñ òîé æå
öåëüþ, êîòîðóþ îáîçíà÷èë â ýòîì î÷åðêå Â.Â. : ñîõðàíèòü, íà-
ñêîëüêî âîçìîæíî, æèâûì îáëèê ýòîãî âåñüìà çàìå÷àòåëüíîãî
÷åëîâåêà.

Èç àðõèâà Â.Â.Ìîðîçîâà: �Çàìåòêè ê áèîãð. ÍÃ×�

Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà: êîãäà ÍÃ óåçæàë çà ãðàíèöó, äëÿ íåãî
ñîáèðàëè âñå äåíüãè, êàêèå áûëè, ÿ æå îñòàâàëàñü ñîâñåì áåç äå-
íåã. Òåïåðü ÿ íå ìîãó ïîíÿòü, íà ÷òî æå ÿ, ñîáñòâåííî, æèëà òîãäà.
Ìû ñîâñåì íå èìåëè ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî ìîæíî çàíèìàòü
äåíüãè è æèòü â äîëã. . .
Íà Öþðèõñêèé ñúåçä ÍÃ ïîïàë íåîæèäàííî. Òóäà áûëà ñîñòàâ-

ëåíà äåëåãàöèÿ � Àëåêñàíäðîâ è Êîëüìàí.

Êîëüìàí â òî âðåìÿ äåëàë êàðüåðó íà äèàëåêòèêå â ìà-
òåìàòèêå; êàê ðàññêàçûâàë ÍÃ, îí íà ñúåçäå ïðèâåë çà-
ïàäíûõ ìàòåìàòèêîâ â èçóìëåíèå, ñîîáùèâ èì, ÷òî ó
íèõ â ìàòåìàòèêå � êðèçèñ, î ÷åì îíè ñàìè, âèäèìî,
äîãàäàòüñÿ íå ìîãëè. Åãî áûñòðîå âîñõîæäåíèå îáîðâà-
ëîñü ïîñëå âûïóñêà èì �çíàìåíèòîé� êíèãè �Ïðåäìåò
è ìåòîä ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè�, ñëàâíîé áîëåå âñåãî

∗Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ/ïîä ðåä. Þ.Á.Åðìîëàåâà. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñê. óí-òà, 1994.
� Ñ. 69�85.
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òåì, ÷òî íà÷àëüíûå áóêâû ãëàâ åå ñîñòàâëÿþò ïîñâÿùå-
íèå �ìîåé Êàòèíêå�.

Íî â ïîñëåäíèé ìîìåíò ïðèøëî òðåáîâàíèå, äàáû ÍÃ íåìåäëåííî
ÿâèëñÿ â Ìîñêâó. Â ÊÃÓ äåíåã íà êîìàíäèðîâêó íå áûëî è ÍÃ
âûäàëè ÷åê íà áàíê, ïðåäîñòàâèâ ïîëó÷àòü äåíüãè, êàê çíàåò. Ïî-
ñëå íåóäà÷íîé ïîïûòêè ÍÃ âåðíóëñÿ ê Ì.À.: �Ïîéäåì âìåñòå, áåç
òåáÿ íè÷åãî íå âûéäåò, òîëüêî íóæíî øèêàðíåå îäåòüñÿ!� (Òîëüêî
ÍÃ ñìîã áû ñêàçàòü òàê � êîìó? � Ì.À.!). Ì.À. íàäåëà êàêóþ
òî ñòàðèííóþ øëÿïêó è, ïðèíÿâ, òàêèì îáðàçîì, øèêàðíûé âèä,
îòïðàâèëàñü ñ ÍÃ â áàíê (ÍÃ, êàê âñåãäà, êîãäà åìó ïðèõîäè-
ëîñü õëîïîòàòü î ñåáå, ïîíèê âåñü è ñëîæèë ðóêè � ïîñëåäíåå
â áóêâàëüíîì ñìûñëå). Ïîñëå ðàçãîâîðîâ òàì è òóò îíè ïîïàëè
ê óïðàâëÿþùåìó; ãîâîðèëà Ì.À., à ÍÃ ïðèñóòñòâîâàë; íàêîíåö
óïðàâëÿþùèé ñêàçàë ÍÃ: �À ó âàñ àäâîêàò õîðîøèé� è äàë ñâîþ
âèçó.

Ýòîò èíòåðåñíûé ïðèåì è ÿ èñïûòàë íà ñåáå: êîãäà ÷åëî-
âåêó íåîáõîäèìî íóæíî áûëî âûäàòü äåíüãè, à â êàññå
èõ íå áûëî, âûäàâàëè ÷åê íà áàíê. Ëåãêîâåðíûé ãðàæ-
äàíèí ðàñïèñûâàëñÿ â ïîëó÷åíèè ÷åêà è ì÷àëñÿ â áàíê,
äóìàÿ, ÷òî ÷åê � òå æå äåíüãè (èëëþçèÿ, âîçíèêàþùàÿ
ïðè ÷òåíèè çàïàäíûõ ðîìàíîâ), à â áàíêå åìó îòâå÷àëè,
÷òî äåíåã íåò. Åñëè áåäíÿãà íà÷èíàë óæ î÷åíü ñèëüíî
êó÷èòüñÿ, åãî íàïðàâëÿëè ê óïðàâëÿþùåìó. Òàê áûëî
è ñî ìíîé � íî íà ìîå ñ÷àñòüå óïðàâëÿþùèé îêàçàëñÿ
îòöîì îäíîãî íåçàäà÷ëèâîãî (ïî ìàòåìàòèêå) ñòóäåíòà
ÊÈÈÊÑ, îí çíàë ìîþ ôàìèëèþ è áåç ðàçãîâîðîâ äàë
âèçó.

Èç ðóêîïèñåé Í.Ã.

. . . È êîãäà íàñòàëî âðåìÿ íàøåìó ïîåçäó êîñíóòüñÿ ñâîèìè êî-
ëåñàìè ïî÷âû áëàãîäàòíîé Øâåéöàðèè, íàñòóïèëà òüìà, è ïðî-
äîëæàëîñü òàê ðîâíî äâå ìèíóòû è äåâÿòíàäöàòü ñåêóíä. Èáî
ìû ïðîåçæàëè òóííåëü. È êîãäà ïîêàçàëñÿ ñâåò, äî íàñ äîíåñ-
ëèñü çâóêè äèâíîé ìóçûêè. È ñïðîñèëè äðóã äðóãà ìîè ñîñåäè:
÷òî îçíà÷àåò ýòà ìóçûêà? Íå åäåò ëè ñ íàìè òîò, êîìó ìû íå äî-
ñòîéíû ðàçâÿçàòü øíóðêè îò áîòèíîê? È òîãäà ÿ îòêðûëñÿ èì.
È îíè óæàñíóëèñü ìíå è ñïðîñèëè: íåóæåëè Âû è åñòü òîò ñî-
âåòñêèé ìàòåìàòèê ×åáîòàðåâ, êîòîðûé ïðîèçâåë â ìàòåìàòèêå
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ðåâîëþöèþ, ïîäîáíóþ òîé, êîòîðóþ Âàø âîæäü Ëåíèí ïðîèçâåë
â ïîëèòè÷åñêîé æèçíè Âàøåé ñòðàíû? Çíàéòå, ÷òî â ÷åñòü Âà-
øåãî ïðèåçäà êàæäûé êàíòîí ïðèñëàë ñâîé íàèëó÷øèé îðêåñòð
ê ãðàíèöå Øâåéöàðèè. Íî ÿ ïðèêàçàë èì ìîë÷àòü, äîêîëå ìû íå
âñòóïèì â ïðåäåëû Öþðèõà, çàâåòíîé öåëè ìîåãî ïóòåøåñòâèÿ.
È êîãäà íàø ïîåçä îñòàíîâèëñÿ íà òâåðäîì ãðóíòå Öþðèõñêîãî
âîêçàëà, ìû óâèäåëè áîëüøîå ñòå÷åíèå íàðîäà. È áûë âïåðåäè
òîëïû íåêèé ÷åëîâåê íà áåëîì êîíå, â äðàãîöåííîì îäåÿíèè. Èáî
ñàì ìýð ãîðîäà Öþðèõà âûåõàë ïðèâåòñòâîâàòü ìåíÿ. È òîãäà ÿ
îáðàòèëñÿ ê ìýðó è ñêàçàë åìó:
� Çíàéòå, ÷òî íàñòóïèëà ïîðà, è âîò ïðèåõàë íà Âàø ñúåçä â

Öþðèõ ÿ, çíàìåíèòûé ìàòåìàòèê Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà Íè-
êîëàé ×åáîòàðåâ. Çíàéòå òàêæå, ÷òî ÿ ïðèçâàí ëèêâèäèðîâàòü
èäåàëèçì êàê êëàññ íà áàçå âíåäðåíèÿ â ìàòåìàòèêó îñíîâ äèà-
ëåêòè÷åñêîãî ìàòåðèàëèçìà. Çíàéòå, íàêîíåö, ÷òî âî ãëàâå íà-
øåãî Óíèâåðñèòåòà ñòîèò Íîñèáåð Âåêñëèí, ñàìûé çíàìåíèòûé
èç âñåõ äèðåêòîðîâ âñåõ ñóùåñòâóþùèõ íà ñâåòå óíèâåðñèòåòîâ,
êîòîðîìó ïðåäñòîèò ó÷àñòâîâàòü â ïðåçèäèóìå Ìåíäåëååâñêîãî
ñúåçäà.
È ìýð óæàñíóëñÿ ìíå, è âñå áûâøèå ñ íèì óæàñíóëèñü ìíå. È

âîò âçÿëè ìåíÿ íà àâòîìîáèëü, ëó÷øèé àâòîìîáèëü ãîðîäà Öþðè-
õà, è ïðèâåçëè ìåíÿ òóäà, ãäå ïðîèñõîäèë ñúåçä. È ñïðîñèë ìåíÿ
ïðåäñåäàòåëü ñúåçäà: íå Âû ëè òîò ñàìûé êîòîðûé? È ÿ îòâåòèë
åìó: ÿ è åñòü òîò ñàìûé êîòîðûé.
È ñîäðîãíóëèñü â äóøå ñâîåé áûâøèå íà ñúåçäå èäåàëèñòû, êî-

òîðûå ïðèìåøèâàëè ê ìàòåìàòèêå ïîïîâñêèé äóðìàí, è ïðèñòó-
ïèëè êî ìíå, è ñïðîñèëè ìåíÿ: íåóæåëè èñïîëíèëàñü ìåðà äíåé
íàøèõ, è âîò âîçìåçäüå æäåò íàñ çà äåëà íàøè? È ÿ îòâåòèë èì:
åùå íå ïðèøëî âðåìÿ ìîå. Ïîêà íå ïîçäíî, ïîêàéòåñü è îòðåêè-
òåñü îò äåë Âàøèõ. Íî ñêîðî íàñòóïèò âðåìÿ, êîãäà âçâåøåíû
áóäóò äåëà Âàøè, è âîçäàíî áóäåò Âàì ïî äåëàì Âàøèì. È Âû
áóäåòå âû÷èùåíû èç âóçîâ áåç ïðàâà ïîñòóïëåíèÿ â âóçû. È íèêà-
êîé ïîùàäû íå áóäåò äàíî Âàì, èáî âåëèê âðåä, ñîäåÿííûé Âàìè.
È âîçëèêîâàëè áûâøèå íà ñúåçäå ìàòåðèàëèñòû, è ïðèñòóïèëè

êî ìíå, è ïðåáûëè ñî ìíîé äî êîíöà ñúåçäà.

Èç ïèñüìà Í.Ã. (3.7.1945)

Ìíîãîóâàæàåìûé Ìèõàèë Èëüè÷!



87

Ïî-âèäèìîìó, âûñêàçûâàíèÿ, êîòîðûå Âû õîòèòå ïðèïèñàòü ìíå,
ñîñòàâëÿþò òåçèñû Âàøåé äèññåðòàöèè. Ñëûøàòü èõ, êàê ïðè-
íàäëåæàùèå ìíå, Âû íå ìîãëè, òàê êàê êàæäûé, êòî õîòü íåìíî-
ãî ìåíÿ çíàåò, íèêàê íå ñìîæåò ïðåäñòàâèòü ìåíÿ âûñêàçûâàþ-
ùèì òàêîãî ðîäà ìûëè. Ýòè òåçèñû îáðèñîâûâàþò �îáùåïðèíÿ-
òîå� ìíåíèå îá îáðàçå ó÷åíîãî; áîþñü, ÷òî òàêîãî ðîäà ó÷åíûå
â äåéñòâèòåëüíîñòè èëè íå ñóùåñòâóþò, èëè âî âñÿêîì ñëó÷àå,
êðàéíå ðåäêè. Åñëè âû õîòèòå ïðîâåñòè ýòè òåçèñû âî ÷òî áû òî
íè ñòàëî, òî ïîèùèòå äëÿ íèõ áîëåå ïîäõîäÿùèå îáúåêòû; íî êà-
êóþ íàó÷íóþ öåííîñòü áóäóò ïðåäñòàâëÿòü òåçèñû, äëÿ êîòîðûõ
íàäî ïîäûñêèâàòü îáúåêòû?
Îñíîâíàÿ Âàøà îøèáêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî Âû ïûòàåòåñü äëÿ

îáðàçà æèçíè è ìûñëåé ó÷åíîãî íàéòè òðàôàðåò. Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè æå òèïîâ ó÷åíûõ òàê æå ìíîãî, êàê ïîðîä ðàñòåíèé. Âû
îïèñûâàåòå íåæíóþ ðîçó, êîòîðàÿ äëÿ ñâîåãî ïðîèçðàñòàíèÿ òðå-
áóåò ïîäïîðîê, óäîáðåííîé ïî÷âû, ïîëèâêè è ò.ï. Íàøà æå ñó-
ðîâàÿ äåéñòâèòåëüíîñòü âîñïèòàëà ñêîðåå ÷åðòîïîëîõè, äàþùèå
ãðóáîâàòûå, íî êðàñèâûå öâåòû ïðè âñÿêèõ óñëîâèÿõ. ×òî áû áû-
ëî ñ íàøåé íàóêîé, åñëè áû íàøè ó÷åíûå ìîãëè ðàáîòàòü òîëü-
êî ïðè óñëîâèè òèøèíû èëè �íå ãðîìêîé, íî õîðîøåé ìóçûêè�
â ñâîèõ êàáèíåòàõ? ß ïðèíàäëåæó ê ñòàðøåìó ïîêîëåíèþ ñîâåò-
ñêèõ ó÷åíûõ, ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â óñëîâèÿõ ãðàæäàíñêîé âîéíû.
Ñâîþ ëó÷øóþ ðàáîòó ÿ îáäóìûâàë, íîñÿ âîäó èç íèæíåé ÷àñòè
ãîðîäà (Ïåðåñûïè â Îäåññå) â âåðõíþþ, èëè íîñÿ âåäðà ñ êàïó-
ñòîé íà áàçàð, ãäå ìîÿ ìàòü åå ïðîäàâàëà è òåì ïðîêàðìëèâàëà
âñþ ñåìüþ. Ìîÿ ðàáîòà ïî ïîâåðõíîñòÿì ïåðåíîñà áûëà íàïèñàíà
â Ìîñêâå â 1924 ãîäó, êîãäà ÿ æèë â 2 êîìíàòàõ ñ áîëüøîé ñåìüåé
ðîäñòâåííèêîâ èëè â îáùåæèòèè, ãäå â êîìíàòå æèëî 4 ÷åëîâåêà.
À ðàáîòó ïî ïðîáëåìå ðåçîëüâåíò (1930�31 ãîäû) ÿ íàïèñàë, èìåÿ
6-òè ÷àñîâóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ íàãðóçêó â äåíü áåç îòäûõà (òîãäà
â âóçàõ áûëà �íåïðåðûâíàÿ íåäåëÿ�). Ýòî áûëè ìîè ëó÷øèå ðàáî-
òû ïåðâîãî ïåðèîäà, è ÿ óæå ïðèîáðåë äîñòàòî÷íóþ èçâåñòíîñòü,
ïîñêîëüêó â ñëåäóþùåì, 1932 ãîäó, ìåíÿ ïðèãëàñèëè íà ìåæäó-
íàðîäíûé ñúåçä ïðî÷åñòü îáçîðíûé äîêëàä. Â âîåííîå âðåìÿ ÿ
òîæå íåäóðíî ïîðàáîòàë, íî÷óÿ åæåäíåâíî â äåæóðíîé êîìíàòå â
óíèâåðñèòåòå, ïîñêîëüêó â íàøåé êâàðòèðå ëîïíóëà îòîïèòåëüíàÿ
ñèñòåìà, è òåìïåðàòóðà áûëà −10.
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Óñëîâèÿ ðàáîòû ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé áûëè åùå òÿæåëåå. Îá-
ùåæèòèÿ íèêàê íå äàâàëè óåäèíåíèÿ è òèøèíû. À ñòîÿíèå â î÷å-
ðåäè çà îáåäîì? À ìåæäó òåì íå êòî èíûå êàê âñå ýòè ïîêîëåíèÿ
ñîñòàâèëè ñëàâó ñîâåòñêîé íàóêå. Îíè ðàáîòàëè ãîðàçäî ëó÷øå,
÷åì èõ äîðåâîëþöèîííûå ïðåäêè è ïðèòîì â íåñðàâíåííî áîëåå
òÿæåëûõ óñëîâèÿõ. Íå çíàþ, ÷òî áûëî áû, åñëè áû íàñ ñ ñàìîãî
íà÷àëà ïîìåñòèòü â óñëîâèÿ âàøèõ �òèõèõ êàáèíåòîâ�. Ýòî Âàøå
äåëî � èññëåäîâàòü ýòîò âîïðîñ. Äóìàþ, ÷òî, ïîñëå ïðîæèòîé â
áèâóà÷íûõ óñëîâèÿõ æèçíè, ÿ áû íå ìîã âûíåñòè îïèñûâàåìîé
Âàìè ðåãóëÿðíîé æèçíè.

Èç àðõèâà Â.Â.Ìîðîçîâà: �Çàìåòêè ê áèîãð. ÍÃ×�

ß íå ðåøèëñÿ ïðèâåñòè îäíî âûñêàçûâàíèå ÍÃ: �Ìàòåìàòèêà �
÷òîáû èçáðàííûì ðàçâëåêàòüñÿ, à îñòàëüíûõ âîäèòü çà íîñ�.
�Ãåîìåòðèÿ�, � ãîâîðèë ÍÃ, � �ýòî àëãåáðà, â êîòîðîé íå ïèøóò

çíàêà ñóììû�.

Èç ðóêîïèñåé Í.Ã. (èç ïèñüìà)

Êîãäà ìíå ãîâîðÿò, ÷òî êóëüòóðà ñòðàíû îïðåäåëÿåòñÿ åå ýêîíî-
ìèêîé, ìíå õî÷åòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü íàîáîðîò: òåì, ÷òî îñòàåòñÿ
îò ýêîíîìèêè, çàïàñîì äîñóãà ó íàñåëåíèÿ, åãî òÿãîòåíèåì ê òî-
ìó, ÷òî íå íàäîåëî, êàê ïðåäìåò ïîâñåäíåâíîãî îáèõîäà. Òî÷íî
òàê æå è ñ îòäåëüíûìè ëþäüìè: åãî âêóñû è ýñòåòè÷åñêèå ïî-
òðåáíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òåì, ÷åãî îí íå âèäèò êàæäûé äåíü ïðè
ñâîèõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàíÿòèÿõ, õîòÿ áû ýòè çàíÿòèÿ ñîñòàâ-
ëÿëè îñíîâíîå ïðèçâàíèå â æèçíè.
ß õî÷ó ïîãîâîðèòü î ñâîåì îòíîøåíèè ê êðàñîòå è ïîòîìó ïðåæ-

äå âñåãî ðàññêàæó î ñâîåé ïðîôåññèè è î ñâîåì îòíîøåíèè ê íåé.
Â ìàòåìàòèêå êðàñîòà èãðàåò ãðîìàäíóþ ðîëü. Íå ìàòåìàòèê ìî-
æåò óáåäèòüñÿ â ýòîì âíåøíèì îáðàçîì, ïåðåëèñòûâàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèå ðàáîòû è âèäÿ íà êàæäîì øàãó âûðàæåíèÿ �èçÿùíûé
âûâîä�, �ýëåãàíòíàÿ òåîðåìà� è ò.ï. Ïðè ýòîì ñïîðîâ îá èçÿùå-
ñòâå íå áûâàåò, òàê ÷òî, ïî-âèäèìîìó, âêóñû ìàòåìàòèêîâ áîëåå
èëè ìåíåå ñîâïàäàþò. Êðàñîòà â ìàòåìàòèêå èäåò ðóêà îá ðó-
êó ñ öåëåñîîáðàçíîñòüþ è ýêîíîìèåé ìûñëè: ìû ðåäêî íàçûâàåì
èçÿùíûìè ðàññóæäåíèÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê çàêîí÷åííîé öåëè èëè
áîëåå äëèííûå, ÷åì ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
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ß ïðåäñòàâëÿþ ñîáîé òèïè÷íîãî ýñòåòà, ñêîðåå ñòðîãèõ ôîðì,
÷åì èìïðåññèîíèñòà, è ñêîðåå äèëåòàíòà, ÷åì ãëóáîêîãî èññëåäî-
âàòåëÿ. Ó ìåíÿ íåò èññëåäîâàíèé, êîòîðûå áû ïðîëàãàëè â ìà-
òåìàòèêå íîâûå ïóòè è îòêðûâàëè áû íîâûå îáëàñòè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, íåò òàêîé îáëàñòè, â êîòîðîé ÿ áû ÷óâñòâîâàë ñåáÿ áîëü-
øèì ñïåöèàëèñòîì: ìîè çíàíèÿ êàñàþòñÿ äîâîëüíî ìíîãèõ îá-
ëàñòåé, íî îíè íå èñ÷åðïûâàþùèå, à ñâîäÿòñÿ òîëüêî ê îáùåìó
çíàêîìñòâó ñ ïðåäìåòîì è ìåòîäîì è ê ñõâàòûâàíèþ ãëàâíîãî.
Ìîè ðàáîòû ðåäêî âîçâðàùàþòñÿ ê ñòàðûì òåìàì, è èõ òåìàòè-
êà âåñüìà ïåñòðà. Ìîÿ æå öåííîñòü â ìàòåìàòèêå ñîñòîèò â òîì,
÷òî ÿ áåðóñü çà ïðîáëåìû, êîòîðûå áåçóñïåøíî ïûòàëèñü ðåøàòü
äðóãèå, è ðåøàþ èõ, ïîëüçóÿñü äëÿ ýòîãî ÷àñòî íåîæèäàííûìè
ïðèåìàìè, çàèìñòâîâàííûìè ÷àñòî èç äðóãèõ îòäåëîâ ìàòåìàòè-
êè. Òàêèì îáðàçîì, ÿ ÷àùå ïðèâîæó â çàêîí÷åííûé âèä îòäåëû
ìàòåìàòèêè, ÷åì íà÷èíàþ èõ.
Ïåðâûì ïî âðåìåíè è, ïîæàëóé, ïðîèçâåäøèì íàèáîëüøèå èç-

ìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå îòäåëîâ ìàòåìàòèêè (â äàííîì ñëó÷àå òåî-
ðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë) áûë ìîé ðåçóëüòàò ïî íàõîæäåíèþ
ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê çàäàí-
íîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê (1922). Ýòîò ðåçóëüòàò íå óäàëîñü ïî-
ëó÷èòü Ôðîáåíèóñó, êîòîðûé â 1896 ãîäó ðàçâèë âñþ òåîðèþ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññàì ïîäñòàíîâîê, íî íå ìîã
ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, õîòÿ ýíåðãè÷íî äîáèâàë-
ñÿ åãî è â ïîïûòêàõ ñîçäàë âåñüìà âàæíóþ òåîðèþ ãðóïïîâûõ
õàðàêòåðîâ. ß äîáèëñÿ ýòîãî áîëåå ïðîñòûì ïóòåì: ïðèñîåäè-
íèë ê ïîëþ áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîðíåé èç åäèíèöû. Ìîé ìå-
òîä, êîòîðûé íåìöû íàçâàëè Kreisk�orpererweiterung, äàë âîçìîæ-
íîñòü Àðòèíó (íåì. ìàò.) äîêàçàòü ñâîé îáùèé çàêîí âçàèìíî-
ñòè, êîòîðûé êîðåííûì îáðàçîì ïåðåñòðîèë òåîðèþ ïîëåé êëàñ-
ñîâ (Klassenk�orper). Ïî ïîâîäó ýòîãî ìåòîäà ñî ìíîé çà ãðàíèöåé
ïðîèçîøåë òàêîé êóðüåçíûé ñëó÷àé. Ïðè ìíå íåìöû çàãîâîðèëè
î êàêîì-òî Kreisk�orpererweiterung. ß ñïðîñèë ó íèõ, ÷òî ýòî òàêîå,
ñêàçàâ, ÷òî íèêîãäà íå ñëûõàë îá ýòîì. Íåìöû ñäåëàëè óäèâëåí-
íûå ëèöà è ñêàçàëè, ÷òî âåäü ÿ ñàì ïðèäóìàë ýòîò ìåòîä. Îí â
èõ ðóêàõ òàê èçìåíèë ñâîþ ôîðìó è òåðìèíîëîãèþ, ÷òî ÿ åãî íå
óçíàë.
Âòîðîé ñëó÷àé, ñâÿçàííûé ñ âåñüìà íåáîëüøèì ðåçóëüòàòîì, íî

î÷åíü õàðàêòåðíûé äëÿ ìîåãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìàì, ïðîèçîøåë
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ñî ìíîé â 1925 ãîäó çà ãðàíèöåé. Â Ãåòòèíãåíå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ
ñ íåêèì Îñòðîâñêèì, áûâøèì êèåâëÿíèíîì è ó÷åíèêîì Ãðàâå,
êîòîðûé, êàê åâðåé, äîëæåí áûë ó÷èòüñÿ çà ãðàíèöåé. Òåïåðü îí
ïðîôåññîð Áàçåëüñêîãî Óí-òà. Ýòî áûë î÷åíü ìðà÷íûé, óãðþìûé
÷åëîâåê, êîòîðûé äåðæàë ìåíÿ íà ïîëîæåíèè áåäíîãî ðîäñòâåí-
íèêà. Êîãäà ÿ ãîâîðèë åìó ïî ìàòåìàòèêå ãëóïîñòè (ÿ ÷àñòî âû-
ñêàçûâàþ ïðåäïîëîæåíèÿ, õîðîøåíüêî íå îáäóìàâ: ÿ íàçûâàþ ýòî
�ìûñëèòü ïðèáëèæåííî�), îí øîêèðîâàëñÿ è äàâàë ìíå ïîíÿòü,
÷òî ðàçãîâîð îñòàíåòñÿ ìåæäó íàìè òàéíîé. Âîîáùå ïîä÷åðêè-
âàë, ÷òî ÿ ��äåðåâíÿ�. Åìó ïîíàäîáèëîñü äëÿ åãî èññëåäîâàíèé
ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (îòäåë, âåñüìà äàëåêèé îò àë-
ãåáðû è òåîðèè ÷èñåë) ïîêàçàòü, ÷òî âñå ìèíîðû Âàíäåðìîíäîâà
îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç êîðíåé åäèíèöû, íå ðàâíû íóëþ.
Òðóäíîñòü âîïðîñà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî ýòè ìèíîðû ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè ÷èñëàìè, à ïîòîìó ïðî íèõ íåëüçÿ áûëî óòâåðæäàòü,
÷òî îíè ïîëîæèòåëüíû èëè îòðèöàòåëüíû. Ñàìîìó Îñòðîâñêî-
ìó óäàëîñü äîêàçàòü ñâîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìèíîðîâ òðåõ íèçøèõ
è òðåõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. ß æå â Ãåòòèíãåíå êàê ðàç âîçèëñÿ ñ
îïðåäåëèòåëÿìè ïîäîáíîãî âèäà. Ïîýòîìó ñïîñîáû èõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñòîÿëè ó ìåíÿ ïåðåä ãëàçàìè. Íî âìåñòî óñòàíîâëåíèÿ
íåðàâåíñòâ ìíå ïðèøëî â ãîëîâó ïðèìåíèòü ÷èñòî àðèôìåòè÷å-
ñêèé ïðèåì � óçíàòü, íà êàêóþ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà äåëèòñÿ
êàæäûé ìèíîð. Ýòà ìûñëü äîâîëüíî áûñòðî ïðèâåëà ìåíÿ ê öå-
ëè. Îñòðîâñêèé ãîâîðèë îá ýòîì ðåøåíèè çàäà÷è, ÷òî îí íå çàíè-
ìàëñÿ íèêîãäà òåîðåé ÷èñåë è ÷òî åìó áû íèêîãäà íå ïðèøëî â
ãîëîâó óïîòðåáèòü ïðèåì, ñòîëü ÷óæäûé åãî îñíîâíîé òåìå. Ïî-
ìåùàÿ ýòî ðåøåíèå â ñâîþ ñòàòüþ, îí íåñêîëüêî ðàç ïîâòîðÿåò
ïî åãî àäðåñó êîìïëèìåíòû. È â ñàìîì äåëå îíî óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ýñòåòèêè.
Çàìå÷ó êñòàòè, ÷òî ìíå íèêîãäà íå ïðèõîäèëîñü ñòàëêèâàòüñÿ ñ

íåäîáðîñîâåñòíîñòüþ ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, à íàîáîðîò, ìåíÿ âñåãäà
ïîðàæàëè èõ èñêëþ÷èòåëüíàÿ ùåïåòèëüíîñòü è äîáðîæåëàòåëü-
íîå îòíîøåíèå.
Ê òàêîãî ðîäà ïðîáëåìàì îòíîñèòñÿ çàäà÷à ïî êâàäðèðóåìûì

ëóíî÷êàì. Ýòà çàäà÷à � èç òåîðèè Ãàëóà, ò.å. ïî ìîåé îôèöèàëü-
íîé ñïåöèàëüíîñòè. Åå ïîñòàâèë â 1847 ãîäó Êëàóçåí, â 1903 ãîäó
ïðîäâèíóë êðóïíûé ìàòåìàòèê Ëàíäàó, à â ïîñëåäíåå âðåìÿ â íåé
êîïàëñÿ íåçíà÷èòåëüíûé áîëãàðñêèé ìàòåìàòèê ×àêàëîâ. Ñàìà
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ïî ñåáå îíà íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, íî ìíå ïðè ñîñòàâëåíèè
êíèãè ïîíàäîáèëñÿ ïðèìåð, è ÿ ñòàë ñìîòðåòü, êàê áû óïðîñòèòü
èññëåäîâàíèÿ ×àêàëîâà. È ðåøèë ïîëîâèíó âñåé ïðîáëåìû. Ïðè
ýòîì äàæå íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ÿ ïîëüçîâàëñÿ ÷åì-íèáóäü ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷íûì îò ìåòîäà Ëàíäàó è ×àêàëîâà. Òîëüêî íåñðàâ-
íåííî ãëóáæå êîïíóë.
Â ÿíâàðå�ôåâðàëå 1938 ãîäà ÿ îêîí÷àòåëüíî äîäåëàë òåîðèþ

ïðåäñòàâëåíèé ïðîñòûõ ãðóïï Ëè, äîêàçàâ, ÷òî â ïîëóïðîñòûõ
ãðóïïàõ ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà äîëæíû áûòü ðåãó-
ëÿðíû. Çäåñü ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ñàìûì ïðîñòûì, ïî÷òè äåò-
ñêèì ñïîñîáîì, è ïðÿìî íåïîíÿòíî, êàê îí íå ïðèøåë â ãîëîâó
Êàðòàíó, êîòîðûé íàìåòèë âñþ ïðîáëåìó â 1894 ãîäó. Íî ÿ èìåþ
îò Êàðòàíà ïèñüìî, ãäå îí ïðèçíàåò, ÷òî ÿ �âåñüìà ïðîñòûì îá-
ðàçîì çàïîëíèë ïðîáåë â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé�. Ïðàâäà, ÷òîáû
âûäóìàòü ýòîò ïðîñòîé âûâîä, ÿ áèëñÿ îêîëî äâóõ ìåñÿöåâ.
Íàêîíåö, óïîìÿíó åùå î �íåîäíîðîäíîé òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî�,

äëÿ êîòîðîé ÿ ïîëó÷èë â 1934 ãîäó ãðóáûé ðåçóëüòàò 2−n/2. Íåäàâ-
íî îêàçàëîñü, ÷òî â çàï. Åâðîïå â 1937 ãîäó �âïåðâûå� ïîëó÷åí
íåñðàâíåííî áîëåå ãðóáûé ðåçóëüòàò, õîòÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íûìè è �ó÷åíûìè� ñðåäñòâàìè. Ýòî î÷åíü ÿðêèé ïðèìåð òîðæå-
ñòâà äèëåòàíòèçìà íàä óãëóáëåííûì íàó÷íûì èçó÷åíèåì âîïðîñà
(ÿ â ýòîé îáëàñòè íèêîãäà íå ðàáîòàë è ïîýòîìó èìåþ ïðàâî ñ÷è-
òàòü ñåáÿ äèëåòàíòîì). Âîîáùå äèëåòàíòû äàþò äëÿ íàóêè ãîðàç-
äî áîëüøå, ÷åì ìû ýòî ñåáå ïðåäñòàâëÿåì. ß óâåðåí, ÷òî åñëè áû
íàóêà (êàêàÿ óãîäíî) íå ïðèíèìàëà îñîáûõ ìåð äëÿ ñâîåé íåäî-
ñòóïíîñòè (íàó÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ñî÷èíåíèÿì
òðàäèöèîííûå òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî öèòàò è ò.ï.), à íàîáî-
ðîò, ñòðåìèëàñü áû ïóòåì ïîïóëÿðíûõ ñî÷èíåíèé ñòàòü áëèæå ê
øèðîêèì ñëîÿì íàñåëåíèÿ, òî îíà ïðîäâèãàëàñü áû íåñðàâíåííî
áûñòðåå. Ìû, ìàòåìàòèêè, â ýòîì äåëå ãðåøèì ìåíüøå äðóãèõ.
ß ïðèâåäó âûäåðæêó èç ñî÷èíåíèÿ ìîëîäîãî íåìåöêîãî ïðîôåñ-
ñîðà Êðóëëÿ �Ýñòåòè÷åñêèé ñïîñîá ðàññìîòðåíèÿ â ìàòåìàòèêå�:
�Äà, êàê âèäèòå, ìû îïÿòü ïîïàäàåì â òî÷êó, ãäå ìû ìàòåìà-
òèêè áîëåçíåííî ÷óâñòâóåì íàøó èçîëèðîâàííîñòü. ×åì áîëüøå
ìû ñàìè âäîõíîâëÿåìñÿ êðàñîòàìè ìàòåìàòèêè, òåì ñèëüíåå ìû
ñîæàëååì, ÷òî ìû ìîæåì äàòü ïðèíÿòü ó÷àñòèå â ýòîì íàñëà-
æäåíèè ñòîëü íåìíîãèì. Îäíàêî óòåøåíèå ìû èìååì êàê ðàç îò
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øêîëû àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè: ÷åì ÿñíåå è ïðîçðà÷íåå ìû âå-
äåì íàøå èçëîæåíèå, òåì ìû äåëàåì åãî ïî íåîáõîäèìîñòè áîëåå
ïîíÿòíûì, è ïîäóìàéòå, ÷òî 400 ëåò òîìó íàçàä àðèôìåòè÷åñêèå
äåéñòâèÿ áûëè òðóäíûì èñêóññòâîì! Ìåëàíõòîí íèêîãäà íå äî-
âåðÿë ñðåäíåìó ñòóäåíòó äåéñòâèòåëüíîå ïðîíèêíîâåíèå â òàéíû
âû÷èñëåíèé ñ äðîáÿìè. Òåïåðü æå ýòèìè âåùàìè äîëæåí îâëà-
äåâàòü øêîëüíèê. Ìîæåò áûòü, êîãäà-íèáóäü, ðàíî èëè ïîçäíî,
ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî, íàïðèìåð, êðàñîòû âûñøåé àðèôìåòè-
êè, î êîòîðûõ ÿ Âàì â òå÷åíèè ìîåé ðå÷è äàâàë íåêîòîðûå íà-
ìåêè, ñäåëàþòñÿ äîñòóïíûìè âñÿêîìó îáðàçîâàííîìó ÷åëîâåêó.
Ýòà ìûñëü ìîæåò ïîêàçàòüñÿ Âàì óòîïèåé, äàæå, ìîæåò áûòü,
òàêîâà îíà è åñòü. Ìíå æå îíà äàåò óòåøåíèå âñÿêèé ðàç, êîãäà
ÿ ñ áîëåçíåííûì ñîæàëåíèåì êîíñòàòèðóþ, ÷òî ÿ íå ìîãó äàòü
ñâîèì ëó÷øèì äðóçüÿì òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðèðîäå î÷àðî-
âàíèÿ, â ñèëó êîòîðîãî ÿ âñåé äóøîé ïðåäàí ìàòåìàòèêå�. È ýòî
äëÿ íàñ, êàæäûé èç êîòîðûõ èñïûòûâàë â òîé èëè èíîé ñòåïå-
íè íå÷òî ïîäîáíîå,� íå ãîëàÿ ôðàçà. Ìû ñòàðàåìñÿ âòÿíóòü â
ìàòåìàòè÷åñêóþ æèçíü øêîëüíèêîâ, îðãàíèçóÿ îëèìïèàäû. Ìû
ñòàðàåìñÿ ïðîäâèíóòü ñïîñîáíóþ ìîëîäåæü, äàæå (áåç ñðåäíåãî
îáðàçîâàíèÿ) åñëè îíà íå èìååò íàäëåæàùåãî îáðàçîâàòåëüíîãî
öåíçà (ÿ ïðîâåë â àñïèðàíòóðó äâóõ ìàòåìàòèêîâ äàæå áåç ñðåä-
íåãî îáðàçîâàíèÿ, è òåïåðü îäèí èç íèõ � ëó÷øèé ïðîôåññîð íà
Óêðàèíå, à äðóãîé óæå çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. À ìîé
ó÷èòåëü Ãðàâå. Êàê îí óïîðíî è ñàìîîòâåðæåííî áîðîëñÿ ñ àêà-
äåìè÷åñêèì ñðåäíåâåêîâüåì!
Èíòåðåñíî, ÷òî ñïåöèàëèñòû â ìîåé îáëàñòè ñ÷èòàþò ìåíÿ ÷óòü

ëè íå ñàìîó÷êîé è âî âñÿêîì ñëó÷àå íå ýðóäèðîâàííûì ó÷åíûì.
Â òî æå âðåìÿ áîëåå øèðîêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóãè ÷óòü ëè íå
âûñòàâëÿþò ìåíÿ ïðèìåðîì àêàäåìè÷åñêîãî õîðîøåãî òîíà. Áûë
òàêîé ñëó÷àé. ß êàê-òî ïîñëàë ðåøåíèå çàäà÷è, îïóáëèêîâàí-
íîé ìàòåìàòèêîì-ëþáèòåëåì Öåéöîì (äèðåêòîðîì áàíêà). Âñêîðå
Öåéö óìåð, è â åãî íåêðîëîãå íàïèñàëè, ÷òî õîòÿ îí è ëþáèòåëü,
íî âûñòàâëåííûå èì çàäà÷è ðåøàëèñü, íàïð., ×åáîòàðåâûì.
Ó ìåíÿ åñòü äâå ðàáîòû ñ ñàìîñòîÿòåëüíî âûáðàííûìè íàïðàâ-

ëåíèÿìè è ñ äîâîëüíî øèðîêèìè ïåðñïåêòèâàìè. Íî â îáåèõ ÿ
ïðîäâèíóëñÿ íåäàëåêî. ×òîáû çàêîí÷èòü èõ, íóæíî åùå íåñêîëü-
êî ñèëüíûõ óäàðîâ. ß äóìàþ, ÷òî ìíå íåäîñòàåò âíóòðåííåé óâå-
ðåííîñòè â ïðàâèëüíîñòè è âàæíîñòè èõ íàïðàâëåíèé. Êîãäà ÿ
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ðàáîòàþ ïî ÷óæîìó íàïðàâëåíèþ, òî ó ìåíÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñïîð-
òèâíîå æåëàíèå âçÿòü ðåêîðä. À çäåñü � íàäî áûòü ñëèøêîì óâå-
ðåííûì â ñåáå, ÷òîáû óáåäèòü äðóãèõ, ÷òî â èçáðàííîì íàïðàâ-
ëåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðåñíûå âåùè. Äâà ýòèõ íàïðàâëåíèÿ
� ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà è ïðîáëåìà ðåçîëüâåíò.
Òàêèì îáðàçîì, ýñòåòè÷åñêèå ýìîöèè äîñòàâëÿþòñÿ ìíå ìîåé

îñíîâíîé ïðîôåññèåé, òàê ÷òî äëÿ äðóãèõ âèäîâ êðàñîòû ó ìåíÿ
íåò ïîòðåáíîñòè. Êðîìå òîãî, êðàñîòà â ìàòåìàòèêå âñåãäà èìå-
åò êàêóþ-íèáóäü èäåþ, âíîñèò êàêóþ-íèáóäü ðàöèîíàëèçàöèþ. Â
ïîäàâëÿþùåì æå áîëüøèíñòâå äðóãèõ âèäîâ ýñòåòèêè ìû âèäèì
ñêîðåå îáðàòíîå, îñîáåííî â ýñòåòèêå áûòîâîãî ïîðÿäêà. Â óáðàí-
ñòâå êîìíàòû ÷àñòî âîïðîñû óäîáñòâà ðàñïîëîæåíèÿ âåùåé òîð-
ìîçÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿìè: à áóäåò ëè ýòî êðàñèâî? Èç-çà ýñòåòèêè
ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò ïîäâåøèâàíèÿ ê ñòåíàì óäîáíûõ ïî-
ëîê, ÿùèêîâ è ò. ï., òàê êàê îíè íåêðàñèâû. Îñîáåííàÿ ïîøëîñòü
ýòîãî ðîäà íàáëþäàåòñÿ â àðõèòåêòóðå, ãäå �òâîðöû� âûáèðàþò
ñòèëü çäàíèÿ, ðàáñêè êîïèðóÿ ñòàðèíó, è â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòè-
ëåì íàçíà÷àþò ÷èñëî è ðàñïîëîæåíèå îêîí, ëåñòíèöó è ò.ï., íè-
ñêîëüêî íå ñîîáðàçóÿñü ñ óäîáñòâàìè òåõ, êòî áóäåò æèòü â ýòîì
çäàíèè.
Îñîáåííîé îñòðîòû êîíôëèêò ìåæäó ýñòåòèêîé è ðàöèîíàëüíî-

ñòüþ ïðîèñõîäèò â âîïðîñå îá îäåæäå. . . .Ìíå ãîâîðèëè íàøè
ñòóäåíòêè, ÷òî ðåêòîð è äåêàíû ïðåñëåäóþò òåõ èç íèõ, êîòîðûå
õîäÿò íà çàíÿòèÿ â ñïîðòèâíûõ êîñòþìàõ, îñòàíàâëèâàþò â êî-
ðèäîðàõ è äåëàþò âíóøåíèÿ â ñàìîì îñêîðáèòåëüíîì òîíå.
. . . ÿ âñåãäà ÷óâñòâóþ áîëüøóþ íåëîâêîñòü, êîãäà â ìîþ áîëü-

øóþ êâàðòèðó ïðèõîäÿò ëþäè, ñàìè þòÿùèåñÿ â áîëüøîì ÷èñëå
â îäíîé êîìíàòå. Ýòà íåëîâêîñòü áû óäâîèëàñü, åñëè áû âäîáàâîê
íàøà êâàðòèðà áûëà ðîñêîøíî îáñòàâëåíà.
Îñòàþòñÿ îáëàñòè èñêóññòâà, â êîòîðûõ ýñòåòèêà èãðàåò îïðå-

äåëÿþùóþ ðîëü: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, ìóçûêà. Â íèõ, êðîìå
ìóçûêè, îòñóòñòâóåò (èëè ïî÷òè îòñóòñòâóåò) ýëåìåíò ïîäëèííîãî
òâîð÷åñòâà, ò. å. ñîçäàíèå ñóùåñòâåííî íîâûõ îáðàçîâ. Â áîëüøèí-
ñòâå ïðîèçâåäåíèÿ èñêóññòâà êîïèðóþò ïðèðîäó è ÷åëîâå÷åñêèå
îòíîøåíèÿ òàê, êàê îíè åñòü. Ïðîãðåññ â èñêóññòâå ñîñòîèò èëè â
íîâîì êîìáèíèðîâàíèè óæå èçâåñòíûõ ïåðåæèâàíèé, èëè â óëó÷-
øåíèè òåõíèêè âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðèðîäû. Íåáîëüøîé ýëåìåíò
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òâîð÷åñòâà ñîñòîèò èëè â ñòèëèçàöèè, ò. å. èñêàæåíèè âîñïðèÿ-
òèÿ è âïå÷àòëåíèÿ îò äàâíî çíàêîìûõ ïðåäìåòîâ (íàïð., ÿïîí-
ñêàÿ æèâîïèñü), èëè â ïîïûòêàõ ñîçäàòü òî, ÷åãî íåò (íàïð., êàð-
òèíû ×þðëåíèñà). Íî, ñîçäàâàÿ òî, ÷åãî íåò, íóæíî õîòü ñêîëüêî-
íèáóäü óáåäèòü, ÷òî îíî â ÷åì-íèáóäü ëó÷øå è èíòåðåñíåå òîãî,
÷òî åñòü. Ýòîãî æå íèêîãäà íå äåëàåòñÿ. Ïîñëåäíåå îòíîñèòñÿ è
ê ìóçûêå. Äëÿ ñî÷èíåíèÿ ìóçûêàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé ñóùåñòâó-
þò áîëåå èëè ìåíåå òâåðäûå ïðàâèëà. Íî ïî÷åìó íóæíî ñîáëþ-
äàòü èìåííî èõ, à íå ÷òî-íèáóäü äðóãîå, ýòîãî íèêòî èç ìóçû-
êàíòîâ íå çíàåò. Åñëè îíè ãîâîðÿò, ÷òî ïðàâèëà ñîçäàíû âåêàìè
è ïîðîäèëè âåëè÷àéøèå ïðîèçâåäåíèÿ ìóçûêàëüíûõ êëàññèêîâ,
òî òàêîé àðãóìåíò â èõ ïîëüçó, åñëè åãî ïðèíÿòü, îïàñåí òåì,
÷òî îñòàâëÿåò ìóçûêàëüíóþ êóëüòóðó íà êàêîé-òî òðàäèöèè, â
äàííîì ñëó÷àå íà ñòèëå åâðîïåéñêîé ìóçûêè. Íî ìóçûêà ìîãëà
áû èäòè ñîâñåì ïî äðóãîé äîðîãå, âïëîòü äî èçìåíåíèÿ ãàììû.
Íàø ìàòåìàòèê-ìóçûêàíò Â.Ë. Ãîí÷àðîâ ìàòåìàòè÷åñêè ñòàâèò
âîïðîñ î íàèëó÷øåé ãàììå, è ïðèõîäèò ê âûâîäó, ÷òî êðîìå åâ-
ðîïåéñêîé 12-òîííîé ãàììû, äîëæíû áûòü õîðîøè 31-, 41- è 53-
òîííàÿ ãàììû. Äëÿ èõ îñóùåñòâëåíèÿ äîëæåí áûòü ïîñòðîåí ñî-
âñåì äðóãîé ðîÿëü, è àêêîðäû òîãäà íå áóäóò èìåòü íè÷åãî îáùåãî
ñ íàøèìè àêêîðäàìè. Íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â ãàììå ïðåäñòàâëÿåò
âîñòî÷íàÿ ìóçûêà.
Â ëèòåðàòóðå àâòîðû èíîãäà íàðÿäó ñî ñâîèìè íàáëþäåíèÿìè

æèçíè íàâÿçûâàþò ÷èòàòåëÿì ñâîè ìûñëè îá óëó÷øåíèè ÷åëîâå-
÷åñêîé æèçíè. Ýòè ìûñëè áûâàþò â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
êðàéíå óáîãè. Âçÿòü õîòÿ áû êîëîññà â ëèòåðàòóðå Ë.Í. Òîëñòîãî.
×òî îí ïðåäëàãàåò? Îòêàç îò âñåõ óäîáñòâ, ñâÿçàííûõ ñ êóëüòó-
ðîé, ïðåâðàùåíèå æèçíè â òÿæåëîå è ñêó÷íîå äîáûâàíèå ñðåäñòâ,
ê ñóùåñòâîâàíèþ êóñòàðíûì ïóòåì, à â ñåìåéíîì áûòó � âîçâðà-
ùåíèå ê Äîìîñòðîþ è ïðåâðàùåíèå æåíùèí â ðîäèëüíûå ìàøèí-
êè. Êîìó ýòî íóæíî?
Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ñòèõàõ. Òîëüêî çäåñü ãëàâíûì ñîäåð-

æàíèåì ÿâëÿþòñÿ �ìûñëè�, âåñüìà îáðàçíûå, ëåãêî çàïîìèíàþ-
ùèåñÿ, íî, â ñóùíîñòè ñòîëü æå óáîãèå è ãëàâíîå áåñêðûëûå, íå
äàþùèå íè÷åãî äëÿ êîíêðåòíîãî äåéñòâèÿ.
Åñòü îäíàêî âèä ýñòåòèêè, êîòîðûé ïðîèçâîäèò íà ìåíÿ ïî-

òðÿñàþùåå âïå÷àòëåíèå. Ýòî ýñòåòèêà ÷åëîâå÷åñêèõ ïîñòóïêîâ.
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Çäåñü, êðîìå áåñêîðûñòíîñòè, êàê íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äëÿ ýñ-
òåòè÷åñêîé öåííîñòè ïîñòóïêà, ðåøàþùóþ ðîëü èãðàþò ñìåëîñòü
è áûñòðîòà íàõîä÷èâîñòè. ×òî ìîæåò âûðàáîòàòü ýòè ïîñëåäíèå
ñâîéñòâà? ßñíî, ÷òî óïðàæíåíèÿ â ñìåëîñòè è íàõîä÷èâîñòè.
Ê ñôåðå îòíîøåíèé ìåæäó ëþäüìè ñêàçàííîå ìíîþ ïðèìåíèìî

â åùå áîëüøåé ñòåïåíè. Çäåñü íóæíî âî âðåìÿ äàâàòü áûñòðûé
óäàð, îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàÿ âîçìîæíóþ ðåàêöèþ. Çäåñü íóæåí
áîëüøîé îïûò. Åñëè íóæíî � îäíîâðåìåííî ðåøèòåëüíîñòü è óâå-
ðåííîñòü â òîíå, ñîåäèíåííàÿ ñî ñïîêîéñòâèåì è îòñóòñòâèåì ðûâ-
êîâ.

Èç ïèñüìà Í.Ã.

Âîîáùå êîãäà ÿ äóìàþ, êàê ìíå ïîñòóïèòü, ÿ âñïîìèíàþ Êàí-
òîâñêîå ïðàâèëî: äåëàòü òàê, ÷òîáû ìîé ïîñòóïîê ìîã ñëóæèòü
îáùèì ïðàâèëîì. . . . Òåïåðü ÿ, âïðî÷åì, âåñüìà ÷àñòî îòñòóïàþ
îò ýòîãî ïðèíöèïà.

Èç âîñïîìèíàíèé î Í.Ã. (À.Â.Áèðèëåâ)

Íå áóäó èñêàòü ñèñòåìû äëÿ èçëîæåíèÿ ñâîèõ âîñïîìèíàíèé. Íå
ñìîãó äàòü èì è èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòû; ìîæåò áûòü, ÿ óïóùó
ìíîãî çíà÷èòåëüíîãî è îñòàíîâëþñü íà ìåëî÷àõ, íî ÿ õîòåë áû,
÷òîáû â ìîåì èçëîæåíèè, õîòÿ áû îò÷àñòè, ìíå óäàëîñü ñäåëàòü
æèâûì îáðàç óøåäøåãî îò íàñ è âñåìè ëþáèìîãî Íèêîëàÿ Ãðè-
ãîðüåâè÷à.
Âîò êàê åùå äî âòîðîãî èþëÿ 47 ãîäà â êâàðòèðå, ãäå óæå íå

áûëî óåõàâøåãî â Ìîñêâó õîçÿèíà, íå áûëî íè æåíû, íè ñûíà
Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à, ïîíèæåííûì òîíîì ðàññêàçûâàëà ìíå èõ
äîìàøíÿÿ ðàáîòíèöà Êàòÿ.
�Âåäü îí êàêîé, çíàåòå. Ïðèâåë îäíàæäû ñ óëèöû êàêîãî-òî

ãðÿçíîãî, îáîðâàííîãî ñòàðèêà. Ïàõíåò îò íåãî, áîòèíêè ðâàíûå,
ãðÿçíûå, ìîêðûå. È ïðÿìî ê ñåáå â êàáèíåò. Äîëãî ÷òî-òî ðàçãîâà-
ðèâàë, ïîòîì âûøåë êî ìíå è áóäòî ñòåñíÿÿñü ïðîñèò: ïðèíåñèòå,
Êàòÿ, êî ìíå â êàáèíåò åìó ÷òî-íèáóäü ïîåñòü è ÷àþ. ß ñêàçà-
ëà: áîëüíî îí ãðÿçíûé, Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷! Îí òîëüêî ðóêîé
ìàõíóë. Ïðèíåñ åìó ÷òî-òî èç ñâîåé îáóâè, îäåòüñÿ äàë, âåðíî óæ
è äåíåã òîæå. À ÿ ïîë â ïðèõîæåé ïîäòåðëà. Íàêîðìèë, íàïîèë
è îòïóñòèë. Îñåíü áûëà, ãðÿçü. Íó, êòî ýäàê âîçèòüñÿ ñòàíåò ñî
ñòàðèêîì ãðÿçíûì, íèùèì�.
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Ó÷èòåëü-ìàòåìàòèê Ì.Ï. Çèíèí ðàññêàçûâàë, êàê âñòðåòèë, èäÿ
ñ Íèêîëàåì Ãðèãîðüåâè÷åì, êàêóþ-òî äåâóøêó, ïîêëîíèâøóþñÿ
Í.Ã. Â ðóêàõ ó íåå áûëè äâà òÿæåëûõ ÷åìîäàíà. Îòâåòèâ íà ïî-
êëîí, Í.Ã. ñïðîñèë: �Êóäà ýòî Âû?� � �Íà âîêçàë, ïðîôåññîð.�
Íî Í.Ã. øåïíóë ìíå: �Íå çíàþ, êòî òàêàÿ, çíàþ òîëüêî, ÷òî áûëà
ìîåé ó÷åíèöåé.� È äîáàâèë: �Íó, Ìèõàèë Ïåòðîâè÷, âèäíî, ïðè-
äåòñÿ íàì ïðîñòèòüñÿ. Íåëüçÿ æå �ãðàæäàíêå� òàùèòü íà âîêçàë
ñàìîé ÷åìîäàíû�. Âçÿë ÷åìîäàíû è ïîøåë â äðóãóþ ñòîðîíó.
Îò ñàìîãî Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à ñëûøàë, ÷òî îí êàê-òî âñòðå-

òèë íåçíàêîìóþ ñòóäåíòêó ñ ïîíîøåííûìè êàëîøàìè â ðóêàõ. �ß
ñïðîñèë: ïî÷åìó æå ó Âàñ êàëîøè íå íà íîãàõ, è Âû èäåòå â òóô-
ëÿõ? � Ïðîäàâàòü íåñó, � îòâåòèëà ñòóäåíòêà. � À ñêîëüêî Âû
äóìàåòå çà íèõ âçÿòü? � Äà, ìîæåò áûòü, 300 ðóáëåé äàäóò. �
Íó, òàê ïðîäàéòå ìíå çà 300 ðóáëåé. � Äåâèöà ñêîíôóçèëàñü: �
Çà÷åì æå Âàì êàëîøè, æåíñêèå? � Òàê ìíå îíè ñîâñåì íå íóæ-
íû, Âû èõ ïîêà îñòàâüòå ó ñåáÿ, è íîñèòå. � À êàê æå äåíüãè?
� À êîãäà êîí÷èòå êóðñ, îòäàäèòå. � Íàñèëó óãîâîðèë.� Òàêèõ
ñëó÷àåâ ó Í.Ã. áûâàëî íåìàëî; îí î íèõ íå ðàññêàçûâàë, ðàçâå
ñëó÷àéíî. Øóòÿ, ÿ êàê-òî ñïðîñèë åãî: � Âñåãäà ëè îí óñïåâàåò
äîíåñòè äåíüãè äî äîìó?
Êòî èç òîâàðèùåé âñòðå÷àë ó íåãî îòêàç â ïîìîùè, è ñêîëüêî

ñòóäåíòîâ áûëè îáÿçàíû åìó â òðóäíóþ ìèíóòó?
. . . êîãäà áûëà çàïðåùåíà âûäà÷à èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû íà-

ó÷íûì ðàáîòíèêàì, Í.Ã., íå äîïóñêàÿ âîçìîæíîñòè òàêîãî îãðà-
íè÷åíèÿ . . . ïîäàë ìîòèâèðîâàííóþ äîêëàäíóþ çàïèñêó íà èìÿ
Ïðåçèäåíòà Àêàäåìèè è Ìèíèñòåðñòâà Íàðîäíîãî Îáðàçîâàíèÿ,
è çàÿâèë, ÷òî åñëè íàó÷íûå ðàáîòíèêè íå áóäóò èìåòü âîçìîæíî-
ñòè ïîëüçîâàòüñÿ èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðîé, îí íå áóäåò â ñîñòî-
ÿíèè ðóêîâîäèòü ðàáîòîé Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà, è ïðîñèò
îñâîáîäèòü åãî îò ýòîé äîëæíîñòè. Áûë ïîëó÷åí äèïëîìàòè÷å-
ñêèé îòâåò ñ èçâåùåíèåì, ÷òî ðåêòîðó ïî ýòîìó ïðåäìåòó ïîñëàíî
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçúÿñíåíèå.
Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ îòíþäü íå îáëàäàë ñâîéñòâàìè óìåëîãî,

äåëîâîãî àäìèíèñòðàòîðà. Åñëè îí ìíîãî ñäåëàë äëÿ Óíèâåðñè-
òåòà, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî Êàçàíñêîãî ãíåçäà è ñóìåë ñîáðàòü
âîêðóã ñåáÿ ïðåäàííûõ íàóêå ëþäåé, äàæå íå àëãåáðàèñòîâ, òî
ýòî ÿâèëîñü ðåçóëüòàòîì åãî ÷èñòîé ïðåäàííîñòè íàóêå, ëþáâè ê
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Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó è ñîâåðøåííî íåîòðàçèìîé îáàÿòåëü-
íîñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàïðîòèâ, èíîãäà áûëî ñòðàííî íà-
áëþäàòü, êàê íåóìåëî è äàæå êàê áóäòî ïî-äåòñêè îí âûñòóïàë â
íåêîòîðûõ ëè÷íûõ âîïðîñàõ.
Êàê ãëóáîêî çàõâàòûâàë Í.Ã. èíòåðåñ ê ëþäÿì, ìîæíî âèäåòü

èç òîãî îãðîìíîãî êðóãà áëèçêèõ è äàëåêèõ çíàêîìñòâ, êîòîðûå
èìåë Í.Ã. . . . Óçíàâ îò ìåíÿ, î ñëåïíóùåé ñòàðîé æåíùèíå, îäè-
íîêîé è ìàòåðèàëüíî íóæäàþùåéñÿ, è ÷òî åé ìîãóò ïîìî÷ü î÷êè,
êîòîðûõ â Êàçàíè äîñòàòü áûëî íåëüçÿ, îí ïîòðåáîâàë ðåöåïò è íà
çäåøíåì îïòè÷åñêîì çàâîäå, ãäå îí èìåë ìàòåìàòè÷åñêèå ñâÿçè,
ïîëó÷èë äëÿ íåå î÷êè, è ñòàðàÿ æåíùèíà ñâîáîäíî ñòàëà õîäèòü
ïî óëèöå, ÷åãî äåëàòü ðàíüøå íå ìîãëà. Ñìåÿñü, îí ãîâîðèë, ÷òî
îí õîðîøî óìååò ñòàâèòü áàíêè. Îêàçàëîñü, ÷òî îí ñèñòåìàòè÷å-
ñêè õîäèë ê êàêîé-òî ñòàðóõå äëÿ ýòîé öåëè.
Êàê ïðîñò áûë Í.Ã., ýòî ïîðàæàëî ìíîãèõ.

Èç âîñïîìèíàíèé î Í.Ã. (Ã.Ìàëüêîâñêèé, 12/Ï 1965 ã.)

Âî âðåìÿ âîéíû Í.Ã. ×åáîòàðåâ ñàì èç ïàòðèîòè÷åñêèõ ïîáóæ-
äåíèé (ïðèíåñòè õîòü êàêóþ-òî ïîëüçó â ýòè òÿæåëûå âðåìåíà)
ó÷àñòâîâàë ïî÷òè âî âñåõ ñóááîòíèêàõ, â òîì ÷èñëå è íà ðàçãðóç-
êå äðîâ. ß ëè÷íî äâà ðàçà ðàçãðóæàë áàðæó íà Âîëãå ñ äðîâàìè
âìåñòå ñ Í.Ã.×åáîòàðåâûì è ìîã âèäåòü, êàêèì îí áûë íåóãîìîí-
íûì. Êîãäà åìó ïðåäëàãàëè: �Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷, îòäîõíèòå�,
òî íà ýòî îí îòâå÷àë, ÷òî îí åùå íå âûïîëíèë íîðìó è ò.ä.
. . . Íàïðèìåð, ÿ ïîìíþ, êàê äîëãî îäèí ðàç íå îòêðûâàë Í.Ã. çà-

ñåäàíèå ôèçìàò-îáùåñòâà è êîãäà åìó áûë çàäàí âîïðîñ (êàæåòñÿ,
çàäàë åãî Êóçüìèí èç ÊÀÈ): �Ïî÷åìó Âû, Í.Ã., íå îòêðûâàåòå
çàñåäàíèå?� Íà ýòî Í.Ã. îòâåòèë: �À ÿ æäó ïðåäñòàâèòåëÿ ïèî-
íåðñêîé îðãàíèçàöèè�. Êîíå÷íî, ñðàçó ïîÿâèëñÿ õîõîò è òóò æå
âûÿñíèëîñü, ÷òî â òî âðåìÿ, îêàçûâàåòñÿ, áûëî ðåøåíî, ÷òî íà
çàñåäàíèè ôèçìàò-îáùåñòâà äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü ïðåäñòàâè-
òåëè îáùåñòâåííûõ îðãàíèçàöèé. Ïðèøåë íà çàñåäàíèå Êèì Ð.Ö.,
à Í.Ã. âñå çàñåäàíèå åùå íå îòêðûâàë, òàê êàê Êèì ïðåäñòàâëÿë
òîãäà òîëüêî ïàðòèéíóþ èëè êîìñîìîëüñêóþ îðãàíèçàöèþ.
ß î÷åíü õîðîøî ïîìíþ è òàêîé àíåêäîòè÷åñêèé ñëó÷àé. Áû-

ëî óêàçàíèå èç Ìèíèñòåðñòâà, ÷òîáû êàæäûé ó÷åíûé ñîòðóäíèê
âóçà óêàçàë ñâîå ðàáî÷åå ìåñòî. Òàê âîò, êîãäà ïî ïðîñüáå È.À.
Äþêîâà ëàáîðàíòêà ïîøëà íà êâàðòèðó ê Í.Ã. ×åáîòàðåâó, ÷òî-
áû óòî÷íèòü åãî ðàáî÷åå ìåñòî, òî Í.Ã. ×åáîòàðåâ òóò æå ïåðåä
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ëàáîðàíòêîé ïðîäåìîíñòðèðîâàë, êàê îí ðàáîòàåò è ãäå ðàáîòàåò.
Ëåã íà êðîâàòü, ïîâåðíóëñÿ, íîãó óäîáíî çàêðåïèë íà çàäíåé ÷à-
ñòè êðîâàòè è íà÷àë ïèñàòü. Òîãäà ëàáîðàíòêà óáåæàëà, ïðèøëà
ê È.À. Äþêîâó è äîëîæèëà, ÷òî Í.Ã. ×åáîòàðåâ íàä íåé èçäåâàåò-
ñÿ è âûñëóøàòü åå íå çàõîòåë. Ïîìíþ è ñåðüåçíûé ðàçãîâîð È.À.
Äþêîâà è Í.Ã. ×åáîòàðåâà íà ýòó òåìó â ðåêòîðàòå, ãäå Í.Ã. ×å-
áîòàðåâ äîêàçûâàë È.À. Äþêîâó, ÷òî áîëåå 50% íàó÷íûõ òðóäîâ
èì íàïèñàíî â òàêîé ïîçå è ÷òî îí 6 ÷àñîâ çà ñòîëîì â èíñòèòóòå
áåç ðàáîòû ñèäåòü íå áóäåò.

Èç ïèñüìà Í.Ã.

Êîãäà ðåëèãèîçíûé ÷åëîâåê ãîâîðèò ñ àòåèñòîì î íåîáõîäèìî-
ñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåëèãèè, îí îáûêíîâåííî ïðèâîäèò ïðèìåðû
òîãî, êàê ìàëî çíàåò ÷åëîâå÷åñòâî î ïðèðîäå, î òîì, ÷òî, êàçà-
ëîñü áû, ÷åëîâåêó íåîáõîäèìî çíàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü, è íà ÷òî
íàóêà äî ñèõ ïîð íå ìîæåò äàòü îòâåòà. Åñëè îáà ñîáåñåäíèêà áî-
ëåå èíòåëëèãåíòíû, òî ðåëèãèîçíûé îòìå÷àåò, ÷òî è òå íåáîëüøèå
çíàíèÿ, êîòîðûìè íàóêà ðàñïîëàãàåò, íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ íåçûá-
ëåìûìè: ñ òå÷åíèåì ëåò èëè âåêîâ òî÷êà çðåíèÿ ìåíÿåòñÿ, è òî,
÷òî ðàíüøå êàçàëîñü íåñîìíåííûì èëè äàæå äîêàçàííûì (êàê ìû
äîêàçûâàåì â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàóêàõ?), òåïåðü îêàçûâàåòñÿ
â êîðíå íåâåðíûì. Òàêèì îáðàçîì, íàóêà â ñìûñëå äîñòîâåðíîñòè
ñâîèõ çíàíèé êàê áóäòî íå èìååò ïåðåä ðåëèãèåé íèêàêèõ ïðåèìó-
ùåñòâ.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè íàóêà ñòîèò çíà÷èòåëüíî íèæå ðåëèãèè â

ñìûñëå êàòåãîðè÷íîñòè óòâåðæäàåìûõ åþ ôàêòîâ. Çäåñü íè÷å-
ãî íå ïîäåëàåøü: ÷åëîâåêó äàíû ñëèøêîì ìàëûå ïîçíàâàòåëüíûå
ñðåäñòâà. Îí ìîæåò òîëüêî íàáëþäàòü ÿâëåíèÿ íà ÷àñòíûõ ïðè-
ìåðàõ, è îòñþäà óæå äîëæåí ðàñïðîñòðàíÿòü ñâîè âûâîäû íà âñå
ÿâëåíèÿ æèçíè. Òàêîé ïåðåíîñ ÷àñòíûõ íàáëþäåíèé íà âñå ÿâëå-
íèÿ â ìèðå íîñèò íàçâàíèå èíäóêöèè (íàâåäåíèÿ � ïåðåõîäà îò
÷àñòíîãî ê îáùåìó). Ðàçóìååòñÿ, ëîãè÷åñêè îí íå âïîëíå áåçóïðå-
÷åí (ìû, ìàòåìàòèêè, íèêîãäà íå ñ÷èòàåì ôàêò äîêàçàííûì, åñëè
îí òîëüêî ïðîâåðåí íà ïðèìåðàõ, êàê áû ìíîãî ýòèõ ïðèìåðîâ íè
áûëî ïðîäåëàíî); íî äëÿ èçó÷åíèÿ ïðèðîäû äðóãîãî ìåòîäà íåò,
è ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ òàêèì èíäóêòèâíûì ìåòîäîì, êî-
òîðûé ïëîõ íå òîëüêî ëîãè÷åñêè, à ÷àñòî è íà ñàìîì äåëå ïîä-
âîäèò íàñ. Äàæå â òàêèõ íàèáîëåå �òî÷íûõ� íàóêàõ, êàê ôèçèêà
è õèìèÿ, íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò çàêîíîâ, êîòîðûå
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âåêàìè ñ÷èòàëèñü áåññïîðíûìè, à ïîòîì, ñ óñîâåðøåíñòâîâàíè-
åì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðèáîðîâ, îêàçûâàëèñü íåñîñòîÿòåëüíûìè
(áóäåì ëó÷øå ãîâîðèòü îñòîðîæíåå � íåòî÷íûìè). Íàïðèìåð, çà-
êîí Ëàâóàçüå î ñîõðàíåíèè ìàññû (= âåñà) âåùåñòâà ïîòåðÿë ñâîþ
òî÷íîñòü ïðè ñîâðåìåííîì âçãëÿäå íà àòîìû âåùåñòâà, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åì-òî âðîäå ñîëíå÷íûõ ñèñòåì: â öåíòðå àòîìà
íàõîäèòñÿ çàðÿæåííîå ïîëîæèòåëüíûì ýëåêòðè÷åñòâîì ÿäðî, âî-
êðóã êîòîðîãî âðàùàþòñÿ îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå ýëåêòðîíû,
êîòîðûå ìîãóò ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ óñëîâèé ìåíÿòü îðáèòó
(ò. å. ïåðåñêàêèâàòü íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå îò ÿäðà) è äàæå ñî-
âñåì ïîêèäàòü ÿäðî. Â ñâÿçè ñ ýòèì îêàçàëîñü, ÷òî ìàññà (âåñ)
àòîìà íàõîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ÷èñ-
ëà ýëåêòðîíîâ âîêðóã ÿäðà è ðàçìåðîâ îðáèò. Áûëè îòêðûòû òàê
íàçûâàåìûå èçîòîïû, ò. å. âåùåñòâà îäèíàêîâîé ïðèðîäû, íî ñ
íåîäèíàêîâûìè, õîòÿ è áëèçêèìè àòîìíûìè âåñàìè. Íàïðèìåð,
èçîòîïû õëîðà, à òàêæå òÿæåëàÿ âîäà, ò. å. âîäà íåñêîëüêî áîëåå
òÿæåëîãî âåñà, ïðèñóòñòâèþ êîòîðîé â íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå â
îáûêíîâåííîé âîäå ïðèïèñûâàåòñÿ ïðè÷èíà óìèðàíèÿ òêàíåé è
îðãàíèçìîâ: ïîïàâ â òêàíåâóþ êëåòêó, ìîëåêóëà òÿæåëîé âîäû
íå ìîæåò èç íåå âûéòè; êëåòêà ïîñòåïåííî íàïîëíÿåòñÿ òÿæåëîé
âîäîé, äåëàåòñÿ íåàêòèâíîé è óìèðàåò. Ãîâîðÿò, ÷òî â Àìåðèêå
âûïóñêàþò áóòûëêè ñ �ëåãêîé âîäîé�, ò. å. âîäîé, ëèøåííîé òÿæå-
ëîé âîäû, óïîòðåáëåíèå êîòîðîé äàåò äîëãóþ æèçíü è ïðåäîõðà-
íÿåò ïðîòèâ ñòàðîñòè. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ïîñòîÿíñòâà ìàññû
îêàçàëñÿ ïîêîëåáëåííûì. Òî÷íî òàê æå îêàçàëñÿ ïîêîëåáëåííûì
çàêîí íåèçìåííîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (ðàäèîàêòèâíûå ýëå-
ìåíòû; â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäàëîñü ðàçëîæèòü êèñëîðîä íà àçîò è
âîäîðîä).
Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà õàðàêòåð ïîëó÷àåìûõ â íàóêå ðå-

çóëüòàòîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ðåäêî ïðåòåíäóþò íà âñêðûòèå ïðè-
÷èí ÿâëåíèé èëè íàõîæäåíèå èõ �èñòèííîé ñóùíîñòè�, êàê ýòîãî
áû õîòåëîñü íåïîñâÿùåííûì. Îíè òîëüêî óêàçûâàþò, ÷òî äîëæ-
íî ïðîèçîéòè ïðè òàêèõ òî è òàêèõ òî óñëîâèÿõ, è äàþò, òàêèì
îáðàçîì, âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçûâàòü ñîáûòèÿ. Â ëó÷øåì ñëó÷àå
îíè äàþò ñõåìó (�ìîäåëü�), êîòîðàÿ, áóäó÷è ïîëîæåíà â îñíîâó
îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèé, îáúÿñíÿåò â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïå-
íè ñîâåðøåííî íàáëþäàåìûå ôàêòû; ÷àñòî ïðè ýòîì òàêèå ñõåìû
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äàþò âîçìîæíîñòü îáúÿñíèòü ðàçíîðîäíûå ÿâëåíèÿ ñ îäíîé îá-
ùåé òî÷êè çðåíèÿ. Ê ÷èñëó òàêèõ ñõåì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, îïè-
ñàííîå âûøå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ âîêðóã ÿäðà, êîòîðîãî íèêòî,
êîíå÷íî, íå íàáëþäàåò. Ñþäà æå îòíîñèòñÿ òåîðèÿ �áîêîâûõ öå-
ïåé� Ýðëèõà. Íàêîíåö, ñþäà æå ìîæíî ïðè÷èñëèòü áîëåå ñòàðîå
îòêðûòèå âñåìèðíîãî ïðèòÿæåíèÿ, ñäåëàííîå Íüþòîíîì (êîíåö
17-ãî âåêà). . . .
Íî Íüþòîíîâñêèé çàêîí òÿãîòåíèÿ íå ìîã îáúÿñíèòü âñåõ âîç-

ìóùåíèé. Â ÷àñòíîñòè, áëèæàéøàÿ ê ñîëíöó ïëàíåòà �Ìåðêóðèé
� â òå÷åíèå 100-ëåòèÿ îòêëîíèëàñü íà 43′′ îò ñâîåãî òåîðåòè÷å-
ñêè âû÷èñëåííîãî ïóòè. Ýòî îòêëîíåíèå óäàëîñü îáúÿñíèòü Ýéí-
øòåéíó ïðè ïîìîùè ñâîåãî �îáùåãî ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè�,
ñîãëàñíî êîòîðîìó çàêîí òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà åñòü òîëüêî ïðè-
áëèæåíèå (õîòÿ è î÷åíü áëèçêî ñîâïàäàþùåå) ê äåéñòâèòåëüíîìó
ïîëîæåíèþ âåùåé.
Âîîáùå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî õîòÿ íàóêà è ÷àñòî îòêàçûâàåòñÿ îò

ñâîèõ äîñòèæåíèé, íî äàæå òî, îò ÷åãî îíà îòêàçûâàåòñÿ, îáúÿñ-
íÿåò è ïðåäñêàçûâàåò ìíîãî ÿâëåíèé, è äîâîëüíî òî÷íî, è ëèøü
ïîâûøàþùååñÿ òðåáîâàíèå ê òî÷íîñòè çàñòàâëÿåò îò íèõ îòêàçû-
âàòüñÿ. Â áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèÿõ äåëî, êîíå÷íî,
îáñòîèò õóæå, íî è òàì ñóùåñòâóåò íåìàëî îáúÿñíåííûõ è ïðåä-
ñêàçàííûõ ÿâëåíèé.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü íàóêå, ðåëèãèÿ âïîëíå êàòåãîðè÷åñêè è

íåçûáëåìî äåëàåò ñâîè óòâåðæäåíèÿ.
Ïðè ýòîì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàñòàâèòü ëþäåé âåðèòü â íèõ, ïðèìå-

íÿþòñÿ óãðîçû âå÷íûìè ìóêàìè íà òîì ñâåòå, à ÷àñòî è ðåàëüíû-
ìè íàêàçàíèÿìè ïðè æèçíè. Ïî ïîâîäó òàêîãî ñïîñîáà óáåæäåíèÿ
ïðåêðàñíî ñêàçàë àêàäåìèê Ìàðêîâ (ìàòåìàòèê) â ñâîåì �Èñ÷èñ-
ëåíèè âåðîÿòíîñòåé�:
�. . . ÿñíî, ÷òî ê ðàññêàçàì î íåâåðîÿòíûõ ñîáûòèÿõ, áóäòî áû

ïðîèñøåäøèõ â äàâíî ìèíóâøåå âðåìÿ, ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ñ êðàé-
íèì ñîìíåíèåì.�
È ìû íå ìîæåì ñîãëàñèòüñÿ ñ Áóíÿêîâñêèì, ÷òî íåîáõîäèìî

âûäåëèòü èçâåñòíûé êëàññ ðàññêàçîâ, ñîìíåâàòüñÿ â êîòîðûõ îí
ñ÷èòàåò ïðåäîñóäèòåëüíûì.
Â äàííîì ñëó÷àå ìîå ðàçíîãëàñèå ñ Áóíÿêîâñêèì âûõîäèò óæå

èç îáëàñòè ìàòåìàòèêè è êàñàåòñÿ øàòêîé îáëàñòè æåëàíèé è
ëè÷íûõ èíòåðåñîâ ëþäåé. Íå âäàâàÿñü â ýòó îáëàñòü, ïðèâåäåì
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çäåñü çàìå÷àíèå Ëàïëàñà, ïî ïîâîäó îäíîãî ïàðàäîêñà Ïàñêàëÿ,
êîòîðîå ìîæíî íàéòè â ñòàòüå �De la probabilit�e des t�emoignages�,
ïîìåùåííîé âî ââåäåíèè ê åãî êëàññè÷åñêîìó òðóäó �Th�eorie analy-
tique des probabilit�es�. Òîò, êòî îáåùàåò çà äîâåðèå ê ñâîèì óòâåð-
æäåíèÿì íàãðàäó, à çà íåäîâåðèå íàêàçàíèå, íå óâåëè÷èâàåò òà-
êèì îáåùàíèåì, à óìåíüøàåò ñòåïåíü äîâåðèÿ ê ñåáå; åñëè æå
ðàçìåð îáåùàíèé ñòàíîâèòñÿ áåçãðàíè÷íûì, òî ñòåïåíü äîâåðèÿ,
êàêîãî îíè çàñëóæèâàþò, ïàäàåò äî íóëÿ�.
Ê ýòîìó æå êðóãó âîïðîñîâ íóæíî îòíåñòè âîïðîñ îá óïðàâëå-

íèè ìèðîì, â ÷àñòíîñòè, î òàê íàçûâàåìîì �ïðîìûñëå Áîæüåì�.
Íàáëþäàåìûå íàìè ÿâëåíèÿ íèêàê íå ïîäòâåðæäàþò ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ñîâåðøàþùèåñÿ ñ ëþäüìè íåñ÷àñòüÿ íå íàõîäÿòñÿ íè
â êàêîé ñâÿçè ñ èõ ìîðàëüíûìè êà÷åñòâàìè; â áîðüáå îáûêíî-
âåííî ïîáåæäàþò áîëåå ëîâêèå è áîëåå áåññòûäíûå ëþäè. Îä-
íèì ñëîâîì, Ïîëîæåíèå ñ ïðîìûñëîì âïîëíå îïðàâäûâàåò ñëîâà
Ñ.Ïðþäîíà: �Åäèíñòâåííûì îïðàâäàíèåì äëÿ Áîãà ñëóæèò òî,
÷òî åãî íåò�.
. . . êàêîé íðàâñòâåííûé îáëèê ñòðåìèòñÿ âûðàáîòàòü ðåëèãèÿ â

÷åëîâåêå? Îñíîâíîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå ê ÷åëîâåêó � ýòî
âåðà â Áîãà. Ýòà âåðà äîëæíà áûòü ëèøåíà âñÿêîãî êðèòè÷åñêîãî
ïîäõîäà: íåäàðîì àïîñòîë Ïàâåë ðåêîìåíäîâàë: �â âîïðîñàõ âåðû
áûòü ïðîñòûì, êàê ãîëóáè, à â âîïðîñàõ íåâåðèÿ � ìóäðûìè, êàê
çìåè�, à îäèí èç äðåâíèõ îòöîâ öåðêâè, Òåðòóëëèàí ãîâîðèò:
�Credo, quia absurdum� (âåðþ, ïîòîìó ÷òî íåëåïî). Òàêàÿ áåç-

ãðàíè÷íàÿ ïðåäàííîñòü äîãìàòó ñîîòâåòñòâåííûì îáðàçîì âîñïè-
òûâàåòñÿ. . . . Öåííûõ æå ëþäåé: èçîáðåòàòåëåé, èññëåäîâàòåëåé,
êîòîðûå áû òàê èëè èíà÷å äâèãàëè ÷åëîâå÷åñòâî âïåðåä, òàêàÿ
ñèñòåìà âîñïèòàòü íå ìîæåò (ñðåäíèå âåêà), òàê êàê îíà èçãîíÿåò
êðèòè÷åñêèé äóõ è ïðèâèâàåò âêóñ ê øàáëîíó (ýòîìó ñïîñîáñòâó-
þò åùå îáðÿäû).
Ïî÷åìó ÿ òàê ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàþñü íà öåííîñòè ýòè÷åñêèõ

íîðì ðåëèãèé è îñîáåííî õðèñòèàíñòâà? Ïîòîìó, ÷òî âåñüìà ðàñ-
ïðîñòðàíåí âçãëÿä íà ìèôîëîãèþ â ðåëèãèè, êàê íà ñêàçêó, êîòî-
ðàÿ èìååò öåëüþ â �ñèìâîëè÷åñêîé� ïîïóëÿðíîé ôîðìå ñîîáùèòü
ëþäÿì, êàê îíè äîëæíû æèòü è ïîñòóïàòü: òàê ÷òî âåðà â òî, ÷òî
â ýòîé ñêàçêå âñå ïðàâäà, íåîáÿçàòåëüíà äëÿ âåðóþùèõ ëþäåé.
Òàê âîò ÿ èìåë öåëüþ ïîêàçàòü, ÷òî è ìîðàëü ýòîé ñêàçêè âåñüìà
íåñîâåðøåííà.
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Â äåòñòâå ÿ áûë î÷åíü ðåëèãèîçíûì. Â ìîëîäîñòè ÿ âïîëíå îñî-
çíàë íåïðàâäîïîäîáèå òîãî, ÷åìó ó÷èò ðåëèãèÿ, íî äåðæàëñÿ çà
íåå èç ýòè÷åñêèõ ïîáóæäåíèé. Óæå áóäó÷è ñòóäåíòîì, ÿ ïðî÷åë
ðàññêàç Êîðîëåíêî �Ñîêðàò�, êîòîðûé ïîìîã ìîåìó ïîëíîìó ðàñ-
êðåïîùåíèþ. ß ðàññóäèë, ÷òî íèêàê íåëüçÿ âìåíÿòü ñåáå â çàñëó-
ãó ëåãêîâåðíîå îòíîøåíèå ê íåïðàâäîïîäîáíûì ðàññêàçàì, è åñëè
ìåíÿ çà íåäîâåðèå ê íèì ïîñàäÿò â àä, òî ýòî íåñïðàâåäëèâàÿ ðå-
ëèãèÿ, è ñòûäíî äàæå åå ïðèäåðæèâàòüñÿ. Ñî ñòîðîíû Áîãà áûëî
áû ïðîñòî èçäåâàòåëüñòâîì � îáñòàâèòü ëþäåé òàê, ÷òîáû èñòèíà
è ñïîñîá åå óçíàâàíèÿ áûëè êàê ìîæíî áîëåå íåïðàâäîïîäîáíû-
ìè, à ïîòîì íàêàçûâàòü ëþäåé çà òî, ÷òî îíè íå ïîâåðèëè!

Èç ïèñüìà Í.Ã.

. . . â îñíîâó âñÿêîãî ìíåíèÿ èëè óáåæäåíèÿ â îáùåñòâåííî-ïîëè-
òè÷åñêèõ âîïðîñàõ, êðîìå íàêîïëåííîãî îïûòà, êëàäåòñÿ òà èëè
èíàÿ öåëü, ê êîòîðîé ëþäè, ðàçäåëÿþùèå ýòî óáåæäåíèå, ñòðå-
ìÿòñÿ.
. . . Ê ñëîâó î áóäóùåì. Ìíå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü ñëîâî

�ñîâðåìåííûé� â èðîíè÷åñêîì ñìûñëå. Ñîâðåìåííîñòü � ýòî âñÿ
æèçíü, ýòî ìîñò ê áóäóùåìó. Íàäî æèòü ñîâðåìåííûì, âîñïðè-
íèìàòü åãî ëó÷øåå è áîðîòüñÿ ñ åãî çëîì. Íî õàÿòü è îòðèöàòü
ñîâðåìåííîå â öåëîì � çíà÷èò çàêðûâàòü ñåáå äîðîãó ê áóäóùåìó.
È òàêîå óïîòðåáëåíèå ñëîâà �ñîâðåìåííûé� â êàâû÷êàõ âñòðå÷à-
ëîñü â êàæäóþ ýïîõó. Ýòî âî âñå âðåìåíà äåëàëà ðåàêöèîííàÿ
ïðîñëîéêà, îñóæäàåìàÿ íà îòñóòñòâèå ïåðñïåêòèâ è âûìèðàíèå.
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ê ñòàòüå �Èç âîñïîìèíàíèé îá îòöå� Ã.Í.×åáîòàðåâà

Êîãäà ýòà êíèãà áûëà óæå â íàáîðå, ÿ ïîëó÷èë1 èç àðõèâà ÀÍ
ÑÑÑÐ (ô.411, î.4à, No 49, ë.6.) îáíàðóæåííûé Í.Å. Çàâîéñêîé
äîêóìåíò:

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ

×ÅÁÎÒÀÐÅÂ Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷, ïðîôåññîð ìàòåìàòè-
êè Êàçàíñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, äîêòîð ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê è ÷ëåí êîððåñïîíäåíò Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ; ãîä
ðîæäåíèÿ 1894, ðóññêèé, á/ï, ïî ñîöèàëüíîìó ïðîèñõîæåíèþ ñûí
ïðåäñåäàòåëÿ îêðóæíîãî ñóäà, / îòåö áûë ïî÷åòíûì ãðàæäàíèíîì�
êîëëåæñêèé ñåêðåòàðü/, èìååò çà ãðàíèöåé áðàòà.
Â Êàçàíñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå ïðîô. ×åáîòàðåâ

Í.Ã. ðàáîòàåò ñ äåêàáðÿ 1927 ãîäà; çà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ÊÃÓ
íåîäíîêðàòíî ïðîòèâîïîñòàâëÿë ñåáÿ îáùåñòâåííûì îðãàíèçàöè-
ÿì Óíèâåðñèòåòà â ïîäáîðå êàäðîâ, ïðîòàñêèâàë â àñïèðàíòóðó
÷óæäûõ è îòâîäèìûõ ïàðòîãðàíèçàöèåé ëþäåé /Ìåéìàíà � ñûíà
êðóïíîãî ëåñîïðîìûøëåííèêà è äð./, ÷òî è ïðîÿâëÿåòñÿ ó íåãî
è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Ïðåïîäàâàòåëüñêóþ ðàáîòó ïðîô. ×å-
áîòàðåâ âûïîëíÿåò äîáðîñîâåñòíî, ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå
â ïðîâåäåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä äëÿ ó÷åíèêîâ ñòàðøèõ
êëàññîâ ñðåäíèõ øêîë ãîð. Êàçàíè.
Â êðóæêàõ ïî èçó÷åíèþ Ìàðêñèçìà�Ëåíèíèçìà, îðãàíèçîâàí-

íûõ ïàðòêîìîì äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, íå ïðèíèìàë è íå ïðè-
íèìàåò íèêàêîãî ó÷àñòèÿ.
Ïî ñâîåé èäåîëîãèè ïðîô. ×åáîòàðåâ îòíîñèòñÿ ê ðåàêöèîííîé

÷àñòè ïðîôåññóðû. Âñëåäñòâèå ÷åãî, âûäâèæåíèå ïðîô. ×åáîòà-
ðåâà â äåéñòâèòåëüíûå ÷ëåíû Àêàäåìèè Íàóê � íå æåëàòåëüíî.
Ïàðòèéíàÿ îðãàíèçàöèÿ Êàçàíñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåð-

ñèòåòà íå ðåêîìåíäóåò ïðîô. ×åáîòàðåâà Í.Ã. â äåéñòâèòåëüíûå
÷ëåíû Àêàäåìèè Íàóê Ñ.Ñ.Ñ.Ð.

Äèðåêòîð ÊÃÓ ïðîô. /ÑÈÒÍÈÊÎÂ/

Ñåêðåòàðü ïàðòêîìà ÊÃÓ /Ïîòàïîâ/

∗Ñá. Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ/ïîä ðåä. Þ.Á.Åðìîëàåâà. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1994.
� Ñ. 91�92.

1ò. å. Þ.Á.Åðìîëàåâ.
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Çàìå÷àíèå ðåäàêòîðà1:
Ýòîò äîêóìåíò îòíîñèòñÿ ê 1938 ãîäó è, êàê ãîâîðèòñÿ, êîììåí-

òàðèåâ íå òðåáóåò. Îäíàêî, íàì î÷åíü íå õîòåëîñü áû, ÷òîáû îí
âîñïðèíèìàëñÿ êàê ïîïûòêà êîãî-ëèáî ðàçîáëà÷èòü èëè îïîðî-
÷èòü. Ìû ñëèøêîì ìàëî çíàåì. Íàïðèìåð, êàê òîãäà îôîðìëÿ-
ëèñü õàðàêòåðèñòèêè (ïî ïðèíöèïó ôàêóëüòåò çàòåì óíèâåðñèòåò
èëè íåïîñðåäñòâåííî ðåêòîðàò-ïàðòêîì)? È, åñëè �ïàðòèéíàÿ îð-
ãàíèçàöèÿ óíèâåðñèòåòà� áûëà ïðîòèâ, òî êòî âûäâèãàë Íèêîëàÿ
Ãðèãîðüåâè÷à êàíäèäàòîì â àêàäåìèêè? ßñíî îäíî, ÷òî âíóòðåí-
íèé êîíôëèêò, î êîòîðîì ïèøåò Â.Â. Ìîðîçîâ (ñì. ñòð. 35) äåé-
ñòâèòåëüíî ñóùåñòâîâàë è áûë äîñòàòî÷íî ñåðüåçåí.

1Þ.Á.Åðìîëàåâà.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀÂÒÎÁÈÎÃÐÀÔÈß
∗

Í.Ã.×åáîòàðåâ

�1. Øêîëüíûå ãîäû

ß îïðåäåëèë ñâîþ áóäóùóþ ïðîôåññèþ � ìàòåìàòèêó � äî-
âîëüíî ðàíî, åùå íàõîäÿñü â ìëàäøèõ êëàññàõ ãèìíàçèè. Ïîì-
íþ, êàê åùå â Åëèñàâåòãðàäå (ÿ ïåðååõàë èç Åëèñàâåòãðàäà â
Êàìåíåö-Ïîäîëüñê â 1907 ã., ïåðåéäÿ â ÷åòâåðòûé êëàññ) ñåñòðà
ìîåé áàáóøêè, òåòÿ Ìàøà, ñ óáåæäåíèåì ãîâîðèëà, ÷òî èç ìå-
íÿ âûéäåò ìàòåìàòèê. Ìîæåò áûòü, ýòè åå ñëîâà ñûãðàëè ðîëü
âíóøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî ê çàíÿòèÿì
ìàòåìàòèêîé ìåíÿ òîëêàëè îáúåêòèâíûå îáñòîÿòåëüñòâà. Äåëî â
òîì, ÷òî ñîãëàñíî òâåðäûì âîñïèòàòåëüíûì ïðèíöèïàì ìîèõ ðî-
äèòåëåé âñå íàøè äåéñòâèÿ, è â òîì ÷èñëå ðàçâëå÷åíèÿ, ñòðîãî ðå-
ãëàìåíòèðîâàëèñü. Ìàòåìàòèêà áûëà åäèíñòâåííûì óáåæèùåì,
êóäà íå ìîã ïðîíèêíóòü êîíòðîëü ñòàðøèõ è ãäå ÿ áûë ñåáå ïîë-
íûì õîçÿèíîì. Âñÿêàÿ äðóãàÿ íàóêà ïîòðåáîâàëà áû ðàñõîäîâ íà
îáîðóäîâàíèå, à ó ìåíÿ êàðìàííûõ äåíåã íå áûëî.
Â ÷åòâåðòîì êëàññå ÿ ïðîøåë ïî÷òè âåñü ó÷åáíèê ãåîìåòðèè

Êèñåëåâà è ðåøàë áîëüøèíñòâî çàäà÷ èç ñìåøàííîãî îòäåëà çà-
äà÷íèêà Ðûáêèíà. Â ïÿòîì êëàññå â ìîèõ çàíÿòèÿõ ñóùåñòâåí-
íîãî ïðîãðåññà íå áûëî. Ëåòîì 1909 ã., ïåðåéäÿ â øåñòîé êëàññ
è æèâÿ â Êðûìó, ãäå ó ìîèõ ðîäèòåëåé áûëà äà÷à, ÿ óñëûøàë
îò îäíîé ñòàðøåé ãèìíàçèñòêè î òåîðåìå Ôåðìà (ìàëîé). Â îäíó
æàðêóþ íî÷ü, êîãäà ìû íå ìîãëè ñïàòü èç-çà ìîñêèòîâ, ÿ äîêàçàë
ýòó òåîðåìó. Ìîå äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿëî â ðàçëîæåíèè âûðàæå-
íèÿ (a + 1)p − (a + 1), èñïîëüçîâàíèè äåëèìîñòè áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ Ck

p íà p è ïðèìåíåíèè èíäóêöèè îò a ê a + 1.
Ýòî � õîðîøî èçâåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòî æå ëåòî (òîãäà
ÿ îòáèë ñåáå ïî÷êó è îêîëî ìåñÿöà ïðîëåæàë â ïîñòåëè) ÿ èçó-
÷èë ïî ó÷åáíèêó àëãåáðû Ïîëÿêîâà ëîãàðèôìû, áèíîì Íüþòîíà
è íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ. Äîëãî äóìàë íàä çàêîíîì ñëåäîâà-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, íî, êîíå÷íî, íè ê ÷åìó íå ïðèøåë.

∗Í.Ã.×åáîòàðåâ Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Ò. 3, Ì.�Ë., Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1950. � Ñ. 92�163.
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Â øåñòîì êëàññå ÿ ñîðåâíîâàëñÿ ïî ìàòåìàòèêå ñ Ñèìîé Ãåð-
øìàíîì, êîòîðûé áûë ëó÷øèì ìàòåìàòèêîì â îñíîâíîì êëàññå,
â òî âðåìÿ êàê ÿ � â ïàðàëëåëüíîì. Ñèìà äàâàë ìíå ÷èòàòü çà-
äà÷íèê Àëåêñàíäðîâà (çàäà÷è íà ïîñòðîåíèÿ) è ðàññêàçûâàë ìíå
î ñâîéñòâàõ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, î êîòîðûõ îí ÷èòàë, êàæåòñÿ, â
àëãåáðå Ìàðàêóåâà. ß, óñëûøàâ î ñâîéñòâå äèðåêòðèñû ýëëèïñà
è ãèïåðáîëû, ïðèìåíèë åãî ê òðèñåêöèè óãëà ïðè ïîìîùè ãèïåð-
áîëû ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e = 2. ß äàæå ïðèäóìàë äëÿ ýòîé öåëè
ïðèáîð, êîòîðûé íàçâàë òðèñåêòîãðàôîì. Âïîñëåäñòâèè ÿ óâèäåë
ñâîé ñïîñîá èçëîæåííûì â ó÷åáíèêå Àäëåðà ïî ãåîìåòðè÷åñêèì
ïîñòðîåíèÿì.
Òîãäà æå ó ìåíÿ âîçíèêëè èäåè íåñêîëüêèõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ

êîòîðûõ ó ìåíÿ íå õâàòàëî çíàíèé. Ïîìíþ, ÿ äîëãî è áåñïëîäíî
äóìàë íàä âûâîäîì çàêîíà ïàäåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ ñ âû-
ñîòîé (ãèïñîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà), à òàêæå íàä çàäà÷åé î ïîãîí-
íîé ëèíèè. Ïåðâàÿ èç çàäà÷ ó ìåíÿ êàêèì-òî ñòðàííûì îáðàçîì
ñâÿçûâàëàñü ñ çàäà÷åé îá àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîé ñðåäíåé.
Òîãäà ÿ íå çíàë, ÷òî âñå ýòè çàäà÷è áûëè äàâíî ïîñòàâëåíû è
ðåøåíû. ß íå èìåë âîçìîæíîñòè ðàçäîáûòü êàêîé-íèáóäü ó÷åá-
íèê ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå, òàê êàê âñå êóðñû âûñøåé ìàòåìàòè-
êè, èìåâøèåñÿ â Êàìåíåö-Ïîäîëüñêå, áûëè ñîñðåäîòî÷åíû â ãèì-
íàçè÷åñêîé ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå è íàõîäèëèñü â äîëãî-
ñðî÷íîé àðåíäå ó ãèìíàçèñòà Øòàåðìàíà, áûâøåãî äâóìÿ ãîäàìè
ñòàðøå ìåíÿ (âïîñëåäñòâèè ïðîôåññîðà ìåõàíèêè â Êèåâå).
Âåñíîé 1910 ã. ÿ çàáîëåë ýêññóäàòèâíûì ïëåâðèòîì â äîâîëüíî

òÿæåëîé ôîðìå è ïðîáîëåë äî êîíöà ó÷åáíîãî ãîäà. Ëåòîì, ïî
äîðîãå â Êðûì, ìû ïðîáûëè íåñêîëüêî äíåé â Îäåññå, ãäå ìíå
ðàçðåøèëè êóïèòü íåñêîëüêî êíèã ïî ìàòåìàòèêå. Ìû ñ îòöîì
çàøëè â ëó÷øèé â Îäåññå êíèæíûé ìàãàçèí Ñóâîðèíà; ÿ îñòàëñÿ
âûáèðàòü êíèãè, à îòåö óøåë, îáåùàâ ÷åðåç ÷àñ çàéòè. ß îáëþ-
áîâàë ñåáå íåñêîëüêî êíèã ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó è èíòåãðàëü-
íîìó èñ÷èñëåíèþ. Îäíàêî, âåðíóâøèñü â ìàãàçèí, îòåö âûðàçèë
ñîìíåíèå, ïîéìó ëè ÿ ýòè êíèãè; ìíå áûëî íåëîâêî îñïàðèâàòü ýòî
ñîìíåíèå, òàê êàê ïîêóïêà ýòèõ êíèã òðåáîâàëà ðàñõîäà ñî ñòîðî-
íû îòöà; ïîýòîìó ÿ îòêàçàëñÿ îò âûáðàííûõ êíèã è îãðàíè÷èë-
ñÿ ïîêóïêîé ó÷åáíèêà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ïðæåâàëüñêîãî
(äëÿ êàäåòñêèõ êîðïóñîâ) è ñòàòüè Ëîáà÷åâñêîãî �Î íà÷àëàõ ãåî-
ìåòðèè�, èçäàííîé ñ ïðèìå÷àíèÿìè Æåëòóõèíà. Ëåòîì ÿ ïðîøåë



107

àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, à ñòàòüè Ëîáà÷åâñêîãî â ýòîò ãîä òàê
è íå ìîã ïîíÿòü.
Îñåíüþ 1910 ã. ó ìåíÿ ñèñòåìàòè÷åñêè ïîâûøàëàñü òåìïåðàòó-

ðà, è ìåíÿ ñ ìàòåðüþ è áðàòîì ïîâåçëè ëå÷èòüñÿ çà ãðàíèöó, â
ãîðîäîê Áîðäèãåðà â èòàëüÿíñêîé Ðèâüåðå, ãäå ÿ îñíîâàòåëüíî çà-
áîëåë âîñïàëåíèåì ëåãêèõ. Âåñíîé, âûçäîðàâëèâàÿ, ÿ òðàòèë âñå
ñâîå âðåìÿ íà ïîäãîòîâêó ê ýêçàìåíó â âîñüìîé êëàññ, òàê ÷òî
ìàòåìàòèêîé â òîì ãîäó ìíå çàíèìàòüñÿ íå ïðèøëîñü. Âûäåðæàâ
ýêçàìåí, ÿ îïÿòü ïîåõàë íà ëåòî â Êðûì, êóïèâ â Îäåññå íà ýòîò
ðàç 1-þ ÷àñòü �Ýëåìåíòîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè� Ëîðåíöà. Ëåòîì
1911ã. ìîè çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé áûëè âåñüìà ïëîäîòâîðíû. Èçó-
÷èâ âûñøóþ ìàòåìàòèêó ïî êóðñó Ëîðåíöà, ÿ ïðî÷åë òàì âûâîä
ãèïñîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû, à òàêæå ïîëó÷èë âîçìîæíîñòü ðå-
øèòü çàäà÷ó ïîãîííîé ëèíèè. Åå ðåøåíèå ìíå êàçàëîñü âåñüìà
ñëîæíûì: ýòî áûëî èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ 2-ãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó, íå âïîëíå äîâåðÿÿ ñâîåìó ðåøåíèþ,
ÿ ïðåäïðèíÿë ïðîâåðêó ñâîåãî ðåçóëüòàòà, âûðàæàâøåãîñÿ ôîð-
ìóëîé

x =
y2 − a2

4a
− a

2
lg
y

a
, (1)

ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ ïî òî÷êàì. Ïðåäñòàâèâ ñåáå äâèæåíèå
ïîåçäà è âåëîñèïåäà ïðåðûâíûì è ïðèíÿâ a = 10, ÿ âû÷åðòèë
ëîìàíóþ ïî ñõåìå ôèã. 1 è 2. Ýòè ñõåìû îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóã
òåì, ÷òî ñîãëàñíî ôèã. 1 ïåðâûé ñêà÷îê äåëàåò ïîåçä (ïðÿìîëè-
íåéíûé ïóòü), à ñîãëàñíî ôèã. 2 ïåðâûé ñêà÷îê äåëàåò âåëîñèïåä
(êðèâîëèíåéíûé ïóòü). Íè îäíà èç ýòèõ ñõåì íå äàëà óäîâëåòâî-
ðèòåëüíîãî ñîâïàäåíèÿ ñ òðàåêòîðèåé, âû÷èñëåííîé ïî ôîðìóëå

Ôèã. 1 Ôèã. 2
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(1). Òîãäà ÿ ïðèíÿë ñõåìó, ñîãëàñíî êîòîðîé âåëîñèïåä äåëàåò ïåð-
âûé ñêà÷îê, íî âåëè÷èíîé â ïîëîâèíó êëåòêè (ôèã. 3). Ýòà ñõåìà
ñîâïàëà ñ âû÷èñëåíèÿìè âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî, è ÿ ñ÷åë ñâîå
ðåøåíèå ïðîâåðåííûì ïðè ïîìîùè òàêîãî �ýêñïåðèìåíòàëüíîãî�
ïóòè.
Äðóãîé ïîäîáíîãî ðîäà �ýêñïåðèìåíò� áûë ïðîäåëàí ìíîþ íàä

îõëàæäåíèåì ãîðÿ÷åé âîäû. ß íàëèâàë â ñòàêàí ãîðÿ÷óþ âîäó,
êóäà òàêæå ïîãðóæàë âîäÿíîé òåðìîìåòð, è ïîñëå òîãî êàê ðòóòü
â òåðìîìåòðå ïåðåñòàâàëà ïîâûøàòüñÿ è íà÷èíàëà ïàäàòü, ÿ îò-
ìå÷àë êàæäûå 10 ñåê. ïîêàçàíèÿ òåðìîìåòðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ÿ âû÷èñëèë êðèâóþ ïàäåíèÿ, èñõîäÿ èç çàêîíà Íüþòîíà (ñêîðîñòü
ïàäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð) è âû÷èñëÿÿ êîí-
ñòàíòû èç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ èç ìîåãî ñòàêàíà. Îäíàêî ÿ íå ïî-
ëó÷èë óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñîâïàäåíèÿ è îáúÿñíèë ýòî òåì, ÷òî
òåðìîìåòð íà÷èíàë îõëàæäàòüñÿ, åùå íå óñïåâ ïðèíÿòü òåìïåðà-
òóðó âîäû.
Êðîìå òîãî, â ýòî ëåòî ÿ îäîëåë ñòàòüþ Ëîáà÷åâñêîãî. Ïðàâ-

äà, ÿ òàê è íå ñóìåë ðàçîáðàòü ïî ýòîé ñòàòüå âûâîäà ôîðìó-
ëû äëÿ óãëà ïàðàëëåëüíîñòè. Íî, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé êàê
äàííîé, ÿ íàó÷èëñÿ âûâîäèòü ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ñòîðîíû è
óãëû òðåóãîëüíèêîâ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, à òàêæå ðåøàòü
íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ÿ çàèíòåðåñîâàëñÿ
âîïðîñîì î òîì, êàêàÿ êðèâàÿ ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñòåïåí-
íîãî âûïðÿìëåíèÿ îêðóæíîñòè, à çàòåì ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòè
â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Áóäåì áåçãðàíè÷íî óâåëè÷èâàòü ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè, îñòàâëÿÿ åå âñå âðåìÿ êàñàòåëüíîé ê ïîñòîÿí-
íîé ïðÿìîé â ïîñòîÿííîé òî÷êå M . Èçâåñòíî, ÷òî â ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî â ïðåäåëå ïîëó÷èòñÿ íå ïðÿìàÿ, à îòëè÷íàÿ îò ïðÿ-
ìîé êðèâàÿ, íàçûâàåìàÿ �ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòüþ�. Ýòà êðèâàÿ,
íàðÿäó ñ ïðÿìîé è îêðóæíîñòüþ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì äîïóñêàòü
ñêîëüæåíèå âäîëü ñàìèõ ñåáÿ. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òàêæå
�êðèâûå ðàâíûõ ðàññòîÿíèé�, ò. å. ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê,
îòñòîÿùèõ îò ïðÿìîé íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè. ß ñäåëàë
äîãàäêó îá îáùíîñòè àíàëèòè÷åñêîé ïðèðîäû âñåõ ýòèõ êðèâûõ
è çàäàëñÿ öåëüþ íàéòè óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð, ïðè
îäíèõ çíà÷åíèÿõ êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ îêðóæíîñòè, à ïðè äðó-
ãèõ � êðèâûå ðàâíûõ ðàññòîÿíèé. ß ðåøèë íå ïîëüçîâàòüñÿ äå-
êàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, òàê êàê â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî èõ
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Ôèã. 3

íåëüçÿ îïðåäåëèòü åñòåñòâåííûì ïóòåì. ß ïðåäïî÷åë ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû, âûáðàâ â êà÷åñòâå íà÷àëà òî÷êó M , à â êà÷åñòâå
îñè � êàñàòåëüíóþ MN (ôèã. 4). Äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ
îêðóæíîñòè îïóñòèì èç åå öåíòðà O ïåðïåíäèêóëÿð OK íà MA
(ôèã. 5). Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå OMK èìååì

OM = R, MK =
ρ

2
, ∠M = 90◦ − θ,

îòêóäà ôîðìóëà
cosÏ(b) = cosÏ(c) cosA

(ñì., íàïð., Ëóêüÿí÷åíêî, Ýëåìåíòû íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. ÃÒ-
ÒÈ, 1933, ñòð. 51, ôîðìóëà IV) äàåò

cosÏ
(ρ

2

)
= cosÏ(R) sin θ. (2)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé ðàâíûõ ðàññòîÿíèé âîñïîëü-
çóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà Ëàìáåðòà, ó êîòîðîãî òðè óãëà ïðÿìûå (ôèã. 6):

cosα = cosÏ(a) cosÏ(b). (3)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü âûâåäåíî, åñëè ìû ðàçäåëèì 4-
óãîëüíèê äèàãîíàëüþ íà äâà òðåóãîëüíèêà è âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëàìè äëÿ êîñîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì. Ëóêüÿí÷åíêî, ñòð.
54�55, ôîðìóëû α, β, γ, δ).
Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé ðàâíûõ ðàññòîÿíèé îáðàòèì

âíèìàíèå íà òî, ÷òî 4-óãîëüíèê MABN (ôèã. 7) èìååò îñåâóþ
ñèììåòðèþ ñ îñüþ KL; 4-óãîëüíèê MKLN ëàìáåðòîâ, è â íåì

MK =
ρ

2
, MN = l, ∠M = 90◦ − θ.
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Ôèã. 4 Ôèã. 5

Ôèã. 6

Ôèã. 7

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3), ïîëó÷èì

cosÏ
(ρ

2

)
= secÏ(l) sin θ. (4)

Ñîïîñòàâëÿÿ ôîðìóëû (2) è (4), ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå

cosÏ
(ρ

2

)
= a sin θ (5)

äàåò èëè îêðóæíîñòü, èëè êðèâóþ ðàâíûõ ðàññòîÿíèé, â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, áóäåì ëè ìû èìåòü a < 1 èëè a > 1. Â ïåðâîì
ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà îêðóæíîñòè íàäî ïîëîæèòü

a = cosÏ(R);

âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ l íàäî ïîëîæèòü

a = secÏ(l).

Ýòà ðàáîòà, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ìîèì ïåðâûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ðåçóëüòàòîì, âïîñëåäñòâèè (â 1929 ã.) áûëà ïîìåùåíà â
Æóðíàëå êàçàíñêîãî ñòóäåí÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà ïîä
íàçâàíèåì �Ôîðìóëà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî�.
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Çèìó 1911/12 ãîäà ÿ ïðîâåë â ßëòå, òàê êàê ìîå çäîðîâüå íå ïîç-
âîëÿëî ìíå âåðíóòüñÿ äîìîé è çàíèìàòüñÿ â ãèìíàçèè. Ê âåñíå
1912 ã. ÿ âûäåðæàë âûïóñêíîé ýêçàìåí è áûë ïðèíÿò â Êèåâñêèé
óíèâåðñèòåò, òàê êàê ìîé îòåö áûë ïåðåâåäåí íà ñëóæáó â Êèåâ.
Ìîè ðîäèòåëè óäåðæèâàëè ìåíÿ îò ïîñòóïëåíèÿ íà ôèçìàò, òàê
êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, ó íèõ ñîñòàâèëîñü ïðåóâåëè÷åííîå ìíåíèå
î åãî òðóäíîñòè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èì êàçàëîñü âåñüìà òÿæåëîé
ïðîôåññèÿ ïåäàãîãà. Íî ÿ âïîëíå òâåðäî ðåøèë ñäåëàòüñÿ ìàòå-
ìàòèêîì.

�2. Ñòóäåí÷åñêèå ãîäû

(1912�1915)

Íà ïåðâîì êóðñå óíèâåðñèòåòà ÿ çàíèìàëñÿ ãëàâíûì îáðàçîì
ó÷åáíûìè ïðåäìåòàìè. Ëåòîì ïðè ïåðåõîäå íà âòîðîé êóðñ ÿ ïå-
ðåâåë íà ðóññêèé ÿçûê á�îëüøóþ ÷àñòü ñîêðàùåííîãî ó÷åáíèêà
àëãåáðû Âåáåðà, è áëàãîäàðÿ ýòîìó, ñ îäíîé ñòîðîíû, îâëàäåë
íåìåöêèì ÿçûêîì, à ñ äðóãîé � èçó÷èë òåîðèþ Ãàëóà, êîòîðóþ
ïðîôåññîð Ä.À. Ãðàâå ÷èòàë â êóðñå àëãåáðû íà 3-ì ñåìåñòðå.
Íà âòîðîì êóðñå ÿ ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ñåìèíàðå, êîòîðûé â

òîì ãîäó Ä.À. Ãðàâå âåë ïî àëãåáðå. Òåìàìè ñåìèíàðà áûëè êî-
íå÷íûå ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïîäñòàíîâîê è òåîðèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. ß âçÿë äîêëàä ïî ðåôåðèðîâàíèþ ðàáîòû Ôðîáå-
íèóñà (J. f�ur Math., 84), ãäå äàâàëîñü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, è ðàáîòû ×åáûøåâà �Î íåïðåðûâ-
íûõ äðîáÿõ�, ãäå áûëà ïîñòðîåíà îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, çàâèñÿ-
ùàÿ îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Âîïðåêè ìíåíèþ Ãðàâå, êîòîðûé
ïðåäïîëàãàë, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå äàåò ñàìóþ îáùóþ îðòîãî-
íàëüíóþ ìàòðèöó, ÿ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ýòîãî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè
íåäîñòàòî÷íî ïàðàìåòðîâ.
Íà âòîðîì ñâîåì äîêëàäå ÿ ïðåäëîæèë ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Áåðòðàíà î ãðàíèöå èíäåêñîâ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî âïîñëåäñòâèè ÿ âêëþ÷èë â ñâîè �Îñíîâû òåî-
ðèè Ãàëóà�.
Âìåñòå ñ òåì, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî êóðñà, ÿ çàíèìàëñÿ òåîðèåé

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (Goursat, t. 2; Burkhardt), à òàêæå òåî-
ðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðóþ èçó÷àë ãëàâíûì îáðàçîì



112

ñ àðèôìåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðî÷èòàâ ñòàòüþ Äåäåêèíäà�
Âåáåðà (Journ. t�ur Math., 92), ÿ äîëãî ÷èòàë êíèãó Ãåíçåëü�Ëàíä-
ñáåðãà, à òàêæå êíèãó Ôèëüäñà. Óêàçàííîå ìíå Ãðàâå ìåñòî èç
êíèãè Æîðäàíà, ãäå ãîâîðèòñÿ î ãðóïïå ìîíîäðîìèè, äàëî ìíå
ìûñëü îáîñíîâàòü ïðè ïîìîùè òåîðèè Ãàëóà èíâàðèàíòíûå ñâîé-
ñòâà ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå
ìåæäó ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïåðâûõ îáëàñòü ðàöèîíàëüíîñòè ôèêñè-
ðîâàíà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âòîðûõ ìû ìîæåì âûáèðàòü îáëàñòü
ðàöèîíàëüíîñòè ïî ïðîèçâîëó, è îò ýòîãî âûáîðà çàâèñèò ãðóïïà
Ãàëóà, êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, â ñâîåì ïåðâîíà÷àëüíîì îïðåäå-
ëåíèè íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. ß ñäåëàë ïîïûòêó (âðÿä ëè óäà÷íóþ) îïðåäåëèòü ãðóï-
ïó ïðåîáðàçîâàíèé (áåñêîíå÷íóþ), èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî
áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. ß íàäåÿëñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïî-
ëó÷èòü îòñþäà ãðóïïó òàê íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñåáÿ,
êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ïðè ðàíãå p > 1 êîíå÷íà. ß âîñïðîèçâîæó
òåêñò ëèñòî÷êà, ñîõðàíèâøåãîñÿ ó ìåíÿ êàê âîñïîìèíàíèå îá ýòîé
ïîïûòêå.
�Ïóñòü ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàíãà p > 1 îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì
f (

n
x,

m
y) = 0. (1)

Çàäàäèì ïåðåìåííîé x íåêîòîðîå òðàíñöåíäåíòíîå çíà÷åíèå x
(èëè â êðîíåêåðîâñêîì ñìûñëå ñëîâà, èëè â îáû÷íîì ïîíÿòèè
òðàíñöåíäåíòíîãî ÷èñëà, � âñå ðàâíî). Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþò m çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y:

y1, y2, . . . , ym. (2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíà÷åíèþ y1 ñîîòâåòñòâóþò n çíà÷åíèé

x1, x2, . . . , xn. (3)

Çíà÷åíèþ x2 ïóñòü ñîîòâåòñòâóþò

y′1 = y1, y
′
2, . . . , y

′
m. (4)

Ïåðåõîä îò òî÷åê

(x1, y1), (x1, y2), . . . , (x1, ym) (5)

ê òî÷êàì
(x2, y

′
1), (x2, y

′
2), . . . , (x2, y

′
m), (6)
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ãäå ìû çàñòàâèì x1, à ñ íèì è îñòàëüíûå ÷èñëà, ïðîáåãàòü âñå-
âîçìîæíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, áóäåò, î÷åâèäíî, àâòîìîðôíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì. (Ïðèìå÷àíèå: Ýòî íåâåðíî!) Ðÿä äðóãèõ àâòî-
ìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê
[x1, x3], . . . , [x1, xn], à òàêæå òåõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå áóäóò ïåðå-
âîäèòü x1 â çíà÷åíèÿ x∗, ñîîòâåòñòâóþùèå y2, . . . , ym, y

′
2, . . . , y

′
m è

äðóãèì çíà÷åíèÿì y, ïîëó÷àåìûì ïîïóòíî.
Ïóñòü ÷èñëî àâòîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íî, ò. å. ïîñëå

êîíå÷íîãî ðÿäà îïåðàöèé çíà÷åíèÿ x è y íà÷íóò ïîâòîðÿòüñÿ. Òî-
ãäà ìû ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó çíà÷åíèé x è y:

x1, x2, . . . , xM , (7)

y1, y2, . . . , yN , (8)

òàê ÷òî êàæäîìó ÷èñëó ðÿäà (7) ñîîòâåòñòâóåò m ÷èñåë ðÿäà (8),
à êàæäîìó ÷èñëó ðÿäà (8) ñîîòâåòñòâóåò n ÷èñåë ðÿäà (7).
Ðåøèì òåïåðü òàêîé âîïðîñ. Åñëè íàì äàíà ïîëíàÿ ñèñòåìà

y1, y2, . . . , ym, (2à)

òî êàêèì çíà÷åíèÿì x, êðîìå x1, îíà ñîîòâåòñòâóåò? Íàïèøåì
óðàâíåíèå (1) òàê:

f0(x1)ym + f1(x1)ym−1 + · · · + fm(x1) = 0, (9)

ãäå f (x) ñóòü öåëûå ôóíêöèè îò x. Ïóñòü óðàâíåíèå

f0(ξ)ym + f1(ξ)ym−1 + · · · + fm(ξ) = 0 (10)

èìååò êîðíÿìè òîæå ñèñòåìó (2à). Òîãäà äîëæíî áûòü

f1(x1)

f0(ξ)
=
f1(x1)

f1(ξ)
= · · · = fm(x1)

fm(ξ)
, (11)

èëè
f1(ξ)f0(x1)− f1(x1)f0(ξ) = 0,
f2(ξ)f0(x1)− f2(x1)f0(ξ) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm(ξ)f0(x1)− fm(x1)f0(ξ) = 0.

(12)

Âñå óðàâíåíèÿ (12) èìåþò îáùèì äåëèòåëåì ξ − x1. Ïóñòü èõ îá-
ùèé íàèáîëüøèé äåëèòåëü åñòü R(ξ, x1). Òîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ

R(
r

ξ, x1) = 0 (13)
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áóäóò èñêîìûìè çíà÷åíèÿìè x. Ëþðîò äîêàçàë (Math. Ann., Bd.
9; Weber, Bd. 2, ñòð. 473), ÷òî óðàâíåíèÿ (12) íå èìåþò êðàòíûõ
êîðíåé; ïîýòîìó ñèñòåìå (2à) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà

x1, x2, . . . , xr = X1. (14)

Ýòà ñèñòåìà äîëæíà áûòü ÷àñòüþ ñèñòåìû (3) è àíàëîãè÷íûõ
åé ñèñòåì. Äàëåå, îíà äîëæíà áûòü èõ ïåðåñå÷åíèåì. Äîêàæåì,
÷òî r äåëèò M è n. Â ñàìîì äåëå, êàæäîìó ÷èñëó ñèñòåìû (7)
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ÷èñåë, ïîäîáíî (14). Åñëè
äâå òàêèå ñèñòåìû èìåþò îáùèé ÷ëåí, òî îíè òîæäåñòâåííû, òàê
êàê ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ñèñòåìå m ýëåìåíòîâ ñèñòåìû
(8). Ñèñòåìà (7) ðàçáèâàåòñÿ íà ãðóïïû ïî r ýëåìåíòîâ êàæäàÿ

X1, X2, . . . , XM ′, (15)

ãäå
M = rM ′.

Äàëåå, åñëè îäèí ýëåìåíò x1 ñèñòåìû X1 âõîäèò â ñèñòåìó

x1, x2, . . . , xn, (3a)

òî è âñÿ ñèñòåìà äîëæíà âõîäèòü â (3à). Ýòî âûòåêàåò èç òîãî,
÷òî åñëè x1 ñîîòâåòñòâóþò y1, y2, . . . , ym, òî X1 åñòü ïåðåñå÷åíèå
ñèñòåì x, ñîîòâåòñòâóþùèõ y1, y2, . . . , ym, à (3à) åñòü îäíà èç ýòèõ
ñèñòåì. Ïîýòîìó ñèñòåìà (3a) òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà ãðóïïû ïî r
ýëåìåíòîâ

X1, X2, . . . , X
′
n, (16)

ãäå
n = r · n′.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì, åñëè

y1, y2, . . . , ys = Y1, (17)

òî ñèñòåìà (8) ïðåäñòàâèòñÿ òàê:

Y1, Y2, . . . , YN ′, (18)

ãäå
N = sN ′,

à ñèñòåìà (2) òàê:
Y1, Y2, . . . , Ym′, (19)

ãäå
m = sm′.
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Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå:

mM = nN. (20)

Äëÿ ýòîãî âûïèøåì âñå çíà÷åíèÿ y, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå
(15):

X1 Y1, Y2, . . . , Ym′
X2 Y ′1 , Y

′
2 , . . . , Y

′
m′

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
X ′M . . . . . . . . . . . . . . .

(21)

Ýòèõ çíà÷åíèé áóäåò m′M ′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çäåñü ôèãóðèðó-
þò N ′ ñèñòåì (18), à êàæäàÿ Y1 ïîïàäàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî
ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþò åé, ò. å. n′ ðàç. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m′M ′ = n′N ′, (22)

îòêóäà, óìíîæàÿ íà rs, ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó (20).
Ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòè (ò. å. àâòîìîðôíûå) íåòðóäíî ïîëó÷èòü â

áîëåå ÿâíîé ôîðìå. Ïóñòü òî÷êè (x1, y1) è (x′1, y1) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì

f (x1, y1) = 0 è f (x′1, y1) = 0.

Òîãäà, èñêëþ÷èâ y1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó x1 è x′1

R(x1, x
′
1) = 0. (23)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàâ êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå x1, ìû ïîëó÷èì çíà-
÷åíèÿ x, èìåþùèå îáùåå çíà÷åíèå y. Ïóòåì äàëüíåéøåãî ñàìîðå-
çóëüòèðîâàíèÿ (23) è ðåçóëüòèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàíòîâ
âî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ìû ïîëó÷èì âñå ÷ëåíû ðÿäà (7).
Âïðî÷åì ïðîöåññ ýòîò ìîæåò èäòè äî áåñêîíå÷íîñòè.�
Âèäÿ, ÷òî îïèñàííîå çäåñü ñîïîñòàâëåíèå òî÷åê ÿâëÿåòñÿ �ñî-

îòâåòñòâèåì�, èçó÷åííûì Øàëåì è Ãóðâèöåì, ÿ ïûòàëñÿ ÷èòàòü
ðàáîòó Ãóðâèöà (Math. Ann. 28), íî íå ðàçîáðàë åå, íå áóäó÷è
çíàêîì ñ ïðèíöèïîì îáðàùåíèÿ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Ê ýòèì âî-
ïðîñàì ÿ âåðíóëñÿ åùå ðàç â 1932 ã. (ñì. Comm. Math. Helv., Bd.
6, ñòð. 242�244).1

Ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿ èçó÷àë àë-
ãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïî Ãåíçåëþ, ò. å. â ñâÿçè ñ p-àäè÷åñêèìè ðàç-
ëîæåíèÿìè. Ïîñëåäíèå, ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé ìîíîäðîìèè äëÿ

1[Ñîáð. ñî÷., ò. III, ñòð. 11�13].
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àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðèâåëè ìåíÿ ê àðèôìåòè÷åñêîé òåî-
ðåìå ìîíîäðîìèè, î êîòîðîé ÿ áóäó ãîâîðèòü â ñëåäóþùåì ïàðà-
ãðàôå, òàê êàê ýòà òåîðåìà ñîñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ìîåé
äèïëîìíîé ðàáîòû.

�3. Ñàðàòîâ. Äèïëîìíàÿ ðàáîòà

(1915�1916)

Îñåíüþ 1915 ã. Êèåâñêèé óíèâåðñèòåò áûë â ñâÿçè ñ âîéíîé ýâàêó-
èðîâàí â Ñàðàòîâ. Ìíå ïðåäñòîÿëî èëè åõàòü â Ñàðàòîâ, ãäå ââèäó
îòñóòñòâèÿ áèáëèîòåêè ìîæíî áûëî çàíèìàòüñÿ òîëüêî ó÷åáîé,
èëè ïåðåâîäèòüñÿ â äðóãîé óíèâåðñèòåò, â êîòîðîì áûëà áèáëèî-
òåêà, íî çàòî íå áûëî äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ ìíå íàäåÿòüñÿ íà
îñòàâëåíèå ïðè óíèâåðñèòåòå, òàê êàê çà ãîä ïðîôåññîðà íå ìîã-
ëè áû ñî ìíîé â äîñòàòî÷íîé ìåðå îçíàêîìèòüñÿ.
Ýëåìåíòàðíàÿ äîáðîñîâåñòíîñòü ïîäñêàçûâàëà ìíå âòîðîé âà-

ðèàíò, òàê ÷òî, ïðîåçæàÿ ñ óíèâåðñèòåòñêèì ýøåëîíîì ÷åðåç Õàðü-
êîâ (ó ìåíÿ òàì æèëè ðîäñòâåííèêè), ÿ ñäåëàë ïîïûòêó ïåðåâå-
ñòèñü â Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî íàø ýøå-
ëîí ñòîÿë â Õàðüêîâå íî÷ü è óòðî, ÿ îòïðàâèëñÿ â óíèâåðñèòåò
è èìåë áåñåäó ñ äåêàíîì, ïðîô. Ñòðóâå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÿ
ïðåäúÿâèë åìó ëåêöèîííóþ êíèæêó, â êîòîðîé ó ìåíÿ áûëè çà-
÷òåíû íà �âåñüìà� âñå ïðåäìåòû, êðîìå èäóùèõ íà ãîñóäàðñòâåí-
íûé ýêçàìåí, äåêàí íå ìîã ðåøèòüñÿ ïðèíÿòü ìåíÿ áåç ñîâåòà ñ
ïðîðåêòîðîì. � �Óæå ïðîøëî ïîëñåìåñòðà. Ïîãîâîðèòå ñ ïðîðåê-
òîðîì; íî ñåãîäíÿ ó íåãî íåò ïðèåìà, à îí íå ëþáèò, ÷òîáû ê íåìó
îáðàùàëèñü â íåïðèåìíûå äíè�.
Æäàòü ñëåäóþùåãî äíÿ � çíà÷èëî ïîòåðÿòü ñâîé ýøåëîí, è áåç

òâåðäîé íàäåæäû íà ïîñòóïëåíèå ÿ íå ðåøèëñÿ íà ýòî. Ïðèøëîñü
åõàòü â Ñàðàòîâ. Æèçíü â Ñàðàòîâå áûëà çàïîëíåíà áûòîâûìè
çàáîòàìè: îáùåæèòèå, ïîèñê êîìíàòû, ðàáîòà â �âîêçàëüíîé êî-
ìèññèè�, ò. å. äåæóðñòâî íà âîêçàëå ñ öåëüþ íàïðàâëÿòü ïðèáûâà-
þùèõ ñòóäåíòîâ â îáùåæèòèÿ è ò. ï. Ëåêöèè ó íàñ ÷èòàëèñü, íî
ãëàâíàÿ áèáëèîòåêà áûëà â ÿùèêàõ è ðàáîòàëà òîëüêî ìàëåíüêàÿ
(áåç æóðíàëîâ) áèáëèîòåêà ìàòåìàòè÷åñêîãî êàáèíåòà.
Åùå â Êèåâå, çàíèìàÿñü p-àäè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè àëãåáðàè-

÷åñêèõ ÷èñåë, ÿ íàøåë àðèôìåòè÷åñêóþ òåîðåìó ìîíîäðîìèè. Â
ñîâðåìåííîé ôîðìóëèðîâêå îíà âûðàæàåòñÿ òàê:
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Êîìïîçèò âñåõ ãðóïï èíåðöèè íîðìàëüíîãî ïîëÿ åñòü ãðóïïà
Ãàëóà ýòîãî ïîëÿ.
Îäíàêî áîëåå åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòó òåîðåìó ôîð-

ìóëèðîâàííîé â òåðìèíàõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Êàê ðàç ÷åðåç p-
àäè÷åñêèå ÷èñëà ÿ ïðèøåë ê ýòîé òåîðåìå. Áóäåì èñõîäèòü èç
òîãî, ÷òî êîðíè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ðàçëàãàþòñÿ ïî öåëûì ñòå-
ïåíÿì ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, êðîìå òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå
âõîäÿò äåëèòåëÿìè â äèñêðèìèíàíò ïîëÿ, îáðàçîâàííîãî êîðíÿìè
ýòîãî óðàâíåíèÿ (êðèòè÷åñêèå ïðîñòûå ÷èñëà). Åñëè æå ìû ïî-
æåëàåì ðàçëîæèòü ýòè êîðíè ïî ñòåïåíÿì êðèòè÷åñêîãî ïðîñòîãî
÷èñëà, òî ïðèäåòñÿ ââåñòè äðîáíûå ñòåïåíè. Òåîðåìà Ìèíüêîâñêî-
ãî: �Äèñêðèìèíàíò ïîëÿ âñåãäà áîëüøå åäèíèöû�, � ìîæåò áûòü,
òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàíà òàê:
Âñÿêîå èððàöèîíàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî íå ìîæåò ðàçëà-

ãàòüñÿ ïî öåëûì ñòåïåíÿì âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Íàçîâåì p-àäè÷åñêîé (èëè ëîêàëüíîé) ãðóïïîé Ãàëóà óðàâíåíèÿ

ãðóïïó Ãàëóà, åñëè çà îáëàñòü ðàöèîíàëüíîñòè âçÿòü ïîëå ýëå-
ìåíòîâ, ðàçëàãàåìûõ ïî öåëûì ñòåïåíÿì p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
p-àäè÷åñêàÿ ãðóïïà Ãàëóà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ãðóïïà èíåðöèè
ïîëÿ, îáðàçîâàííîãî êîðíÿìè óðàâíåíèÿ. Ýòà ãðóïïà öèêëè÷å-
ñêàÿ, åñëè êðèòè÷åñêîå ïðîñòîå ÷èñëî p ðåãóëÿðíî (â ÷àñòíîñòè,
ýòî âñåãäà èìåñò ìåñòî, åñëè p âçàèìíî ïðîñòî ñ ïîðÿäêîì ãðóïïû
Ãàëóà).
Óñòàíîâèì äëÿ ãðóïï èíåðöèè åäèíóþ íóìåðàöèþ êîðíåé. Äëÿ

ýòîãî âûðàçèì âñå êîðíè x1, x2, . . . , xn â âèäå ôóíêöèé îò îäíîé
âåëè÷èíû ξ, êîòîðàÿ ïóñòü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî óðàâ-
íåíèÿ

F (ξ) = 0.

Â p-àäè÷åñêîì ïîëå áóäåì íàçûâàòü xk òîò êîðåíü, êîòîðûé âû-
ðàæàåòñÿ êàê φk(ξ), ãäå ξ � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü p-àäè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

F (ξ) = 0 (p).

Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ãàëóà, ñîäåðæàùàÿ âñå ãðóïïû
èíåðöèè (èõ êîìïîçèò). Ôóíêöèÿ îò x1, x2, . . . , xn, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ê H, ðàçëàãàåòñÿ ïî öåëûì ñòåïåíÿì âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë,
ò. å. â ñèëó òåîðåìû Ìèíüêîâñêîãî ðàâíà ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ãàëóà è òåîðåìà ìî-
íîäðîìèè äîêàçàíà.
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Ñ ýòîé òåîðåìîé ÿ ïîåõàë ê Á.Í.Äåëîíå, êîòîðûé òîãäà áûë
àñïèðàíòîì è æèë â ïðåäìåñòüè Ñàðàòîâà. Á.Í. îáúÿñíèë ìíå,
÷òî òåîðåìà ìîíîäðîìèè ñàìà ïî ñåáå íè÷åãî íå ïðåäñòàâëÿåò è
ìîæåò èìåòü çíà÷åíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè åå ïîìîùè áó-
äåò ïîëó÷åí êàêîé-íèáóäü ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò. Âìåñòå ñ òåì
îí ðàññêàçàë ìíå î ñâîèõ ðåçóëüòàòàõ è ïðîáëåìàõ è ââåë ìåíÿ
â êóðñ ñîâðåìåííûõ ïðîáëåì òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òàê
÷òî äîëæåí ñ÷èòàòüñÿ ìîèì ïåðâûì ó÷èòåëåì. Â ÷àñòíîñòè, îí
îáðàòèë ìîå âíèìàíèå íà òåîðåìó Äåäåêèíäà:
Ãðóïïà Ãàëóà óðàâíåíèÿ f (x) = 0 ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó, ñî-

ñòîÿùóþ èç öèêëîâ ïîðÿäêîâ n1, n2, . . . , nk, åñëè ñðàâíåíèå f (x) ≡
≡ 0 (mod p) ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ñòåïå-
íåé n1, n2, . . . , nk, è ïðåäëîæèë ìíå äàòü äëÿ íåå äîêàçàòåëü-
ñòâî, íå çàâèñèìîå îò òåîðèè èäåàëîâ. Äàííûå ìíîþ äîêàçàòåëü-
ñòâà îí íåñêîëüêî ðàç îòâåðãàë êàê íåäîñòàòî÷íî îòøëèôîâàí-
íûå, è óæå ïî ïðèåçäå â Êèåâ (îñåíüþ 1916 ã.) ìîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïðî÷èòàííîå ìíîþ íà ñåìèíàðå, ïðîèñõîäèâøåì íà êâàðòè-
ðå Î.Þ.Øìèäòà, áûëî ïðèçíàíî óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Âïîñëåä-
ñòâèè ÿ ïîìåñòèë ýòî äîêàçàòåëüñòâî â ñâîåé ñòàòüå �Ê çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íàïåðåä çàäàííîé ãðóï-
ïîé� (Èçâ. Êàç. ÔÌÎ (3) 1, 1926, ñòð. 26�32).1

Á.Í. òàêæå ðàññêàçàë ìíå îá îáðàùåíèè òåîðåìû Äåäåêèíäà,
èçâåñòíîì ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Ôðîáåíèóñà, î ñóùåñòâîâàíèè
áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ ëå-
âàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàçëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè
ñòåïåíåé n1, n2, . . . , nk, åñëè ãðóïïà Ãàëóà ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåð-
æèò ïîäñòàíîâêó ñ öèêëàìè ïîðÿäêîâ n1, n2, . . . , nk. Îí ðàññêà-
çàë ìíå åùå î áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû, êîòîðóþ
Ôðîáåíèóñ íå ìîã äîêàçàòü â ïîëíîì îáúåìå (ñì. �16).
Îá ýòîé çàäà÷å Á.Í. óçíàë îò Ëàíäàó, êîòîðûé ðàññêàçàë åìó â

ïîåçäå îá ýòîé çàäà÷å. Âïîñëåäñòâèè åå ðåøåíèå ïîñëóæèëî òåìîé
ìîåé äèññåðòàöèè.
Îò Á.Í. ÿ óñëûøàë î òåîðåìå Êðîíåêåðà�Âåáåðà:
Âñå ïîëÿ ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

ñóòü ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà.

1[Ñîáð. ñî÷., ò. I, ñòð. 87�94]
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Â òî âðåìÿ îí ïðèäóìàë íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû,
îñíîâàííîå íà ïðèìåíåíèè çàêîíà âçàèìíîñòè Ýéçåíøòåéíà. Äî-
êàçàòåëüñòâî îòíîñèëîñü òîëüêî ê ñëó÷àþ, êîãäà äèñêðèìèíàíò
áûë âçàèìíî ïðîñò ñî ñòåïåíüþ.
ß ðàññêàçàë Á.Í. ïåðâîìó î ñâîåé èäåå íàõîäèòü óðàâíåíèÿ ñ çà-

äàííîé ãðóïïîé ïðè ïîìîùè òåîðåìû Äåäåêèíäà. Îí óêàçàë ìíå,
÷òî â îáùåì âèäå òàêèì îáðàçîì çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà, íî
÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåøèòü åå äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû, åñëè òîëüêî ìîæíî íàéòè öèêëåííûå òèïû ïîäñòàíîâîê,
ñîäåðæàùèåñÿ â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå, íî íå ñîäåðæàùèåñÿ ñðà-
çó íè â îäíîé èç åå ïîäãðóïï. ß íàøåë, ÷òî òàêèìè öèêëåííûìè
òèïàìè ìîãóò ñëóæèòü òðè ñëåäóþùèå: 1) öèêë n-ãî ïîðÿäêà, 2)
öèêë (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, 3) òðàíñïîçèöèÿ.
Ïåðååõàâ â Êèåâ è îòûñêàâ ëèòåðàòóðó ïî ýòîìó âîïðîñó, ÿ íà-

øåë ñâîå ðåøåíèå â ñòàòüå Ì.Áàóýðà (Math. Ann. 64, 1907), ñ òîþ
òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî öèêëà (n − 1)-ãî ïîðÿäêà îí áåðåò
öèêë p-ãî ïîðÿäêà, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî ìåæäó n

2 è n. Òàêèì
îáðàçîì, ÿ èçáàâëÿþñü îò íåîáõîäèìîñòè ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé
×åáûøåâà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ìåæäó n

2 è n. Êðîìå òîãî, âìåñòî
öèêëà n-ãî ïîðÿäêà Ì.Áàóýð ïðèìåíÿåò îáû÷íûé êðèòåðèé Ýé-
çåíøòåéíà, ÷òî íå äàâàëî åìó âîçìîæíîñòè ñ÷èòàòü ñâîé ñïîñîá
äàþùèì âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ óðàâíåíèÿ áåç àôôåêòà, òîãäà êàê
ìîé ñïîñîá, íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ôðîáåíèóñà, äàâàë ýòó âîç-
ìîæíîñòü.
Íàêîíåö, óïîìÿíó î ñâîåé èäåå ïîäñ÷èòûâàòü ïëîòíîñòè (èëè

âåðîÿòíîñòè) òîãî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêè
çàäàííûõ öèêëåííûõ òèïîâ. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà ïîäñ÷åòå ÷èñ-
ëà íåïðèâîäèìûõ ïî ïðîñòûì ìîäóëÿì ìíîæèòåëåé äàííûõ ñòå-
ïåíåé. Â ìîèõ ðóêàõ ýòîò ñïîñîá áûë íàñòîëüêî íåñîâåðøåíåí,
÷òî íè íà îäíîì ïðèìåðå íå ïðèâåë ê ðåçóëüòàòó, ò. å. ê äîêàçà-
òåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ óðàâíåíèé ñ êàêîé áû òî íè áûëî çàäàí-
íîé ãðóïïîé, ÷òî ñîñòàâëÿëî îñíîâíóþ öåëü ýòîé èäåè. Âïîñëåä-
ñòâèè æå ýòà èäåÿ, íåçàâèñèìî îò ìåíÿ, ñîñòàâèëà òåìó äëÿ ñòàòüè
âàí-äåð-Âàðäåíà �Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und...�
(Monatsh. Math. u. Phys. 43, 1936). Ýòîé æå èäååé âîñïîëüçîâà-
ëèñü Á.Í.Äåëîíå è Ä.Ê.Ôàääååâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè ñî âñåâîçìîæíûìè ãðóïïàìè Ãàëóà
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(êðîìå çíàêîïåðåìåííîé).1 Èõ ôîðìà ïðèìåíåíèÿ ýòîé èäåè íàè-
áîëåå ñîâåðøåííà.2

Ìîÿ äèïëîìíàÿ ðàáîòà ñîñòîÿëà èç êîíñïåêòà ïî òåîðèè p-àäè-
÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðûé ÿ ãîòîâèë äëÿ êàêîãî-òî íåñîñòîÿâøåãîñÿ
ñåìèíàðà. Êîíñïåêò áûë ñîñòàâëåí äîâîëüíî ïëîõî è äàæå ñîäåð-
æàë îøèáêè, íî îí âêëþ÷àë â ñåáÿ òåîðåìó ìîíîäðîìèè, äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû Äåäåêèíäà è ñïîñîá íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé áåç
àôôåêòà. Ä.À. Ãðàâå, íå ÷èòàÿ, ñäåëàë íà êîíñïåêòå îäîáðèòåëü-
íóþ íàäïèñü, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ãîñóäàðñòâåííàÿ êîìèññèÿ
ïîñòàâèëà ìíå çà íåãî �âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíî�.

1Òóò Í.Ã. ñîâåðøåííî îøèáàåòñÿ. Ìû â íàøåé ñ Ä.Ê.Ôàääåâûì êíèãå íå äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèÿ
óðàâíåíèé ñ äàííîé ãðóïïîé ïðè ïîìîùè ïðåäâàðèòåëüíîãî óñòàíîâëåíèÿ �ïëîòíîñòè�. Íàîáîðîò, ðåøèâ
çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ñ çàäàííîé ãðóïïîé íåïîñðåäñòâåííî, ìû íàõîäèì çàòåì �ïëîòíîñòè� òàêèõ
óðàâíåíèé.

2�Ïëîòíîñòü� èëè �îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü� â òîì ñìûñëå, êàê ìû åå ðàññìàòðèâàëè â 1916 ã. ñ Í.Ã.
â Ñàðàòîâå, èëè êàê åå îïðåäåëÿåò â ñâîèõ ñòàòüÿõ âàí-äåð-Âàðäåí, íå ÷òî èíîå, êàê îòíîøåíèå ÷èñëà
öåëûõ òî÷åê ïîëåé ñ äëèíîé ãðóïïîé, ëåæàùèõ â áîëüøîì êóáå âîêðóã íà÷àëà, ê ÷èñëó öåëûõ òî÷åê
ïîëåé ñ äðóãîé äàííîé ãðóïïîé, ëåæàùèõ â òîì æå êóáå. Ýòî íåñîâåðøåííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò
òîëüêî ïîïûòàòüñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ òàêîé-òî ãðóïïîé ëåæàò ïëîòíåå, ÷åì ñ äðóãîé. Îäíàêî
ïîêà íèêîìó íå óäàëîñü ïîêàçàòü â ýòîì íàïðàâëåíèè íè÷åãî êðîìå òîãî, ÷òî �ïëîòíîñòü� óðàâíåíèé
ñ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé òàêîâà æå, êàê è ïëîòíîñòü âñåõ óðàâíåíèé. Ýòî ìû ïîêàçàëè ñ Í.Ã. åùå â
1916 ã., ïðè÷åì âûðàæàëè ýòî òàê: �âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó,
ðàâíà 1�. Â 1934 ã. â Math. Ann. ïîÿâèëàñü ðàáîòà âàí-äåð-Âàðäåíà, â êîòîðîé îí, î÷åâèäíî íå çíàÿ î
íàøåì ðåçóëüòàòå, òàê êàê ìû î íåì òîëüêî êîå-êîìó ðàññêàçûâàëè, íî åãî íå íàïå÷àòàëè, â òî÷íîñòè
ïîâòîðèë íàøå äîêàçàòåëüñòâî 1916 ã. ß ïîìíþ, ÷òî, ãóëÿÿ â ìîðîçíûé âå÷åð 1916 ã. ñ Í.Ã. ïî Ñàðàòîâó,
ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî, åñëè ìû íå íàéäåì íèêàêîé ãðóïïû, äëÿ êîòîðîé ýòà �âåðîÿòíîñòü� íå áóäåò îòëè÷íà
îò 1 è 0, ìû ïå÷àòàòü ñòàòüè îá ýòîì íå áóäåì. Âàí-äåð-Âàðäåí ïîñòóïèë èíà÷å è, ìîæåò áûòü, ïðàâèëüíî,
òàê êàê è ðåçóëüòàò, ÷òî �ïî÷òè âñå� óðàâíåíèÿ èìåþò ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó, òîæå èíòåðåñíûé.

Â 1935 ã. ìíå ïðèøëà ñîâåðøåííî íîâàÿ èäåÿ ðàññìàòðèâàòü íå ýòè �ïëîòíîñòè�, à àññèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû, ïîêàçûâàþùèå, êàê ðàñòåò ÷èñëî öåëûõ òî÷åê ïîëåé ñ äàííîé ãðóïïîé â êóáå èëè øàðå âîêðóã
íà÷àëà ïðè âîçðàñòàíèè ýòîãî êóáà èëè øàðà. ß ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëîN âñåõ öåëûõ òî÷åê âñåõ ïîëåé äàííîãî

ïîðÿäêà n ðàñòåò ïðè ýòîì, êàê cr = n(n+1)
2 , ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à r � ðàäèóñ øàðà, à òàêæå, ÷òî

÷èñëî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì óðàâíåíèÿì, ðàñòåò ðîâíî òàê æå, òîãäà êàê ÷èñëî òî÷åê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïðèâîëèìûì óðàâíåíèÿì n-é ñòåïåíè ðàñòåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, à èìåííî, íå

áûñòðåå ÷åì c1r
n(n+1)

2 − (n − 1). Ýòî ñîäåðæèòñÿ â íàøåé ñ Ôàääååâûì êíèãå �Òåîðèÿ èððàöèîíàëüíî-
ñòåé 3-é ñòåïåíè"(ñòð. 24�25). Ïîçæå, â 1938 ã., â îäíîì äîêëàäå â ñîâåòå ÌÈÀÍ ÿ äàë ñîîòâåòñòâåííûå
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ãðóïï óðàâíåíèé 3-é ñòåïåíè (ñèììåòðè÷åñêàÿ, öèêëè÷åñêàÿ,
ïîëóïðèâîäèìàÿ è ñîâñåì ïðèâîäèìàÿ). Ýòîò äîêëàä íå áûë íàïå÷àòàí. Â ñâîåì äîêëàäå íà àëãåáðàè÷å-
ñêîé êîíôåðåíöèè 1939 ã. Ä.Ê.Ôàääååâ äàë àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ 11 ãðóïï íåïðèâîäèìûõ è
ïðèâîäèìûõ óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè, êðîìå çíàêîïåðåìåííîé. Ýòè ôîðìóëû íàïå÷àòàíû â Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,
ñåðèÿ ìàò. 4, 1940, ñòð. 133. Îíè ñëåäóþùèå:

Ãðóïïà ñèììåòðèè 8-ãî ïîð. 6-ãî ïîð. 4-ãî ïîð. 4-ãî öèêë. 4-ãî 3-ãî ïîð. 2-ãî ïîð. 2-ãî ïîð. 1-ãî ïîð.

N = c1r
10 c2r

8 ln r c3r
7 c4r

6 c5r
4 ln r c6r

4 ln3 r c7r
4 ln r c8r

5 c9r
4 ln r c10r

4

Îñòàòî÷íûé
÷ëåí O(r9) O(r6) O(r6) O(r5) O(r4) O(r4 ln2 r) O(r4) O(r4) O(r4) O(r3)

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî êàê ìîè ôîðìóëû äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ãðóïï óðàâíåíèé 3-é ñòåëåíè, òàê è ýòè ôîðìóëû
Ôàääååâà äëÿ äåñÿòè ãðóïï óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè ïîëó÷åíû ëèøü ïîñëå òîãî, êàê äëÿ ñîîòâåòñòâåííîé
ãðóïïû äàíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà. (Ïðèìå÷àíèå Á.Äåëîíå.)



121

�4. Îñòàâëåíèå ïðè óíèâåðñèòåòå

(1916 � 1918)

Êèåâñêèé ïåðèîä

(1918 � 1921)

Îñåíüþ 1916 ã. Ä.À. Ãðàâå îñòàâèë ìåíÿ ïðè óíèâåðñèòåòå �äëÿ
ïðèãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ�, èëè, âûðàæàÿñü ïî ñî-
âðåìåííîìó, ñäåëàë ìåíÿ àñïèðàíòîì. Âî âðåìÿ àñïèðàíòóðû ÿ
ïðåïîäàâàë â ñðåäíèõ øêîëàõ è ãîòîâèëñÿ ê ìàãèñòåðñêîìó ýê-
çàìåíó. Ýêçàìåí íåëüçÿ áûëî áû ñ÷èòàòü îñîáåííî òðóäíûì, òàê
êàê êèåâñêèå ìàòåìàòèêè òîãî âðåìåíè íå äåðæàëèñü â êóðñå ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè, êðîìå Ä.À. Ãðàâå, êîòîðûé áûë âðàãîì
ìàãèñòåðñêèõ ýêçàìåíîâ è ñîâåòîâàë íàì íå òðàòèòü íà íèõ ìíî-
ãî âðåìåíè, à ãîòîâèòüñÿ òàê, ÷òîáû òîëüêî ÷òî íå ïðîâàëèòüñÿ.
Îäíàêî ïåäàãîãè÷åñêàÿ íàãðóçêà, ýêçàìåíû, à òàêæå âîåííàÿ îá-
ñòàíîâêà íå ïîçâîëèëè ìíå â ýòîò ïåðèîä çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòè-
êîé íà ñîáñòâåííûå òåìû. Âî âñÿêîì ñëó÷àå ÿ íå ìîãó âñïîìíèòü,
êàêèìè èç òåì êèåâñêîãî ïåðèîäà ÿ íà÷àë çàíèìàòüñÿ â àñïèðàíò-
ñêèå ãîäû. Âïðî÷åì îäíó èç íèõ, â òó ýïîõó íå ïðèâåäøóþ íè ê
êàêîìó óäîâëåòâîðèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó, ÿ èñïîëüçîâàë â êà÷å-
ñòâå ïðîáíîé ëåêöèè ïåðåä ïîëó÷åíèåì çâàíèÿ ïðèâàò-äîöåíòà,
èç ÷åãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ÿ çàíèìàëñÿ åþ â àñïèðàíòñêèé
ïåðèîä. Ýòî � ïîïûòêà îáîáùèòü êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Ýòó òåìó ïðåäëîæèë ìíå Ä.À. Ãðàâå, óêàçàâøèé ïðèòîì,
÷òî îñíîâû èõ òåîðèè, ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûìè àíàëèòè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè, áûëè ðàçðàáîòàíû Àïïåëåì (Acta Math. 4, 8).
Ïðîäîëæàÿ âûêëàäêè Àïïåëÿ, ÿ ïîëó÷èë íåñêîëüêî ôîðìóë, âû-
ðàæàþùèõ òðîÿêî-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè îò êðàòíûõ àðãóìåí-
òîâ ÷åðåç òðîÿêî-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè îò ïðîñòûõ àðãóìåíòîâ.
Îäíàêî ïîëó÷èòü êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòî-
ðûå ñîñòàâëÿþò òåîðèþ óìíîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìíå
íå óäàëîñü, òàê êàê ïîñëåäíèå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàþòñÿ
íà ñëåäóþùèé ôàêò òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:
Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè åñòü

îïÿòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
Åñëè ðàññìîòðåòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè îò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé, ò. å. ïðîèçâîëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè îò äâóõ àðãóìåí-
òîâ, òî ýòîò ôàêò îêàæåòñÿ ðàâíîñèëüíûì ñëåäóþùåìó:
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Åñëè Φ(u, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åñëè â
íåå ïîäñòàâèòü

u =
∂f

∂x
, v =

∂f

∂y
,

ãäå f = f (x, y) � òîæå ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
òî â ðåçóëüòàòå îïÿòü ïîëó÷èòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò
x, y.
Ýòîò ôàêò ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Íà ãàðìîíè÷åñêèå

ôóíêöèè îò òðåõ àðãóìåíòîâ îí íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí. Áîëåå
òîãî: çàäàäèìñÿ öåëüþ íàéòè íàèáîëåå îáùèé êëàññ ôóíêöèé Φ =

(u0;u
(1)
1 , u

(2)
1 , u

(3)
1 ;u

(1)
2 , u

(2)
2 , u

(3)
2 , u

(4)
2 , u

(5)
2 , u

(6)
2 ; . . . ), îáëàäàþùèõ òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå

u0 = f (x, y, z),

u
(1)
1 =

∂f

∂x
, u

(2)
1 =

∂f

∂y
, u

(3)
1 =

∂f

∂z
,

u
(1)
2 =

∂2f

∂x2
, u

(2)
2 =

∂2f

∂x∂y
, u

(3)
2 =

∂2f

∂x∂z
, u

(4)
2 =

∂2f

∂y2
,

u
(5)
2 =

∂2f

∂y∂z
, u

(6)
2 =

∂2f

∂z2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ãäå f (x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ìû áóäåì
ïîëó÷àòü âñåãäà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè îò x, y, z. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî Φ ìîæåò áûòü òîëüêî ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ.
ß äîêàçàë â òå âðåìåíà ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ âòîðûõ è

òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ îò u, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå Φ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî æå ïîðÿäêà ìíå íå óäàëîñü åãî äîêàçàòü. Ìîæíî áûëî
áû âûñêàçàòü áîëåå îáùåå ïðåäïîëîæåíèå:
Åñëè îïåðàòîð Φ(u) îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî âñÿêèé

ðàç êîãäà ôóíêöèÿ è ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî è Φ(u) åñòü ãàðìîíè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ýòî � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåíèå òåîðåìû óìíîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

ôóíêöèé, à òàêæå èõ êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ, íà ãàðìîíè÷åñêèå
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ôóíêöèè îò òðåõ àðãóìåíòîâ íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ êàðòèíà êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ëåã-
êî îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Â ñâîåé ïðîáíîé
ëåêöèè, êîòîðàÿ â òî âðåìÿ òðåáîâàëàñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ çâàíèÿ
ïðèâàò-äîöåíòà, ÿ ïðîäåëàë ýòî îáîáùåíèå äëÿ òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à òàêæå ïðèìåíèë ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âïîñëåäñòâèè, â 1928 ã., ÿ îáîáùèë ýòó êàð-
òèíó íà ïðîñòðàíñòâà ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Çàäà÷à áûëà ïî-
ñòàâëåíà òàê:
Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàíà ñåòü ïàðàëëåîëîèäîâ. Òðåáóåò-

ñÿ ïîâåðíóòü åå âîêðóã îäíîé èç âåðøèí è óâåëè÷èòü åå â êàêîì-
òî ìàñøòàáå òàê, ÷òîáû ïðè ýòîì êàæäàÿ èç íîâûõ âåðøèí
ñåòè ïîïàëà â ïîëîæåíèå îäíîé èç âåðøèí ñòàðîé ñåòè.
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Λ îáîáùåííóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ïîâîðîòó è óâåëè÷åíèþ, ÷åðåç A� ìàòðèöó, ñòðîêè
êîòîðîé îáðàçîâàíû èç ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ
ñåòü, è ÷åðåç Z � íåêîòîðóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó, ìû ïðè-
äåì ê ñîîòíîøåíèþ

A · Λ · A−1 = Z,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû Λ (è
òàêæå Z) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû è êîðíè îäíîãî è òîãî æå
àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ. Îáùèé ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ êîðíåé òàêîãî
ðîäà óðàâíåíèé òàêîâ:
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå ñ âåùåñòâåííûìè êîðíÿìè ξ,

àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ïðåâûøàþò M ; íàéäåì êîðíè
óðàâíåíèé

z2 − ξ · z + a = 0,

ãäå a ≥ M2

4 � îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ξ, è èçâëå÷åì èç z êîðåíü
ëþáîé ñòåïåíè.
Ïîñòðîèâ òàêîãî ðîäà óðàâíåíèå, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îáîá-

ùåííóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó è öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó, äëÿ
êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå áóäåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Äàëåå, íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü âñå òàêîãî ðîäà ìàòðèöû. Âîïðîñ ìîæåò áûòü
ïðèâåäåí ê îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ìàòðèö, ïîäîáíûõ äàííîé öå-
ëî÷èñëåííîé ìàòðèöå, åñëè ñ÷èòàòü äâå ìàòðèöû ëåæàùèìè â
îäíîì êëàññå, êîãäà îíè ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã â äðóãà ïðè ïîìîùè
öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî ýòèõ êëàññîâ êîíå÷íî, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå
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èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Â ñëó÷àå, êîãäà îíî íåïðèâîäèìî, ÷èñ-
ëî êëàññîâ ïðîñòî ðàâíî ÷èñëó èäåàëüíûõ êëàññîâ, îáðàçîâàí-
íîãî åãî êîðíåì ïîëÿ. Íàêîíåö, íàõîæäåíèå âñåõ ñåòåé ñâîäèòñÿ
ê íàõîæäåíèþ âñåõ ìàòðèö, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ Z. Ýòîò ðåçóëü-
òàò îïóáëèêîâàí â ñòàòüå � �Uber Drehungen von mehrdimensionalen
Gittern� (Èçâ. Êàç. ÔÌÎ (3) 3, 1928, ñòð. 70�76).1

Â.À.Òàðòàêîâñêèé ðàñïðîñòðàíèë ðåøåíèå çàäà÷è íà òîò ñëó-
÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè
(ñì. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ 4, 1940, ñòð. 128).
Ìîÿ âòîðàÿ ïðîáíàÿ ëåêöèÿ íà íàçíà÷åííóþ ôàêóëüòåòîì òåìó

�Î ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíå ïîâåðõíîñòåé� èíòåðåñà íå ïðåäñòàâ-
ëÿëà.
Íàïèñàííàÿ ìíîþ íà ìàãèñòåðñêîì ýêçàìåíå ðàáîòà �Î ìîäó-

ëÿðíûõ ôóíêöèÿõ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïå-
ðåñêàç ðåçóëüòàòîâ Áëþìåíòàëÿ (Math. Ann. 58) è Ãåêêå (Math.
Ann.71). Ó ìåíÿ ñîõðàíèëñÿ åå ÷åðíîâèê.
Ïîñëå ýêçàìåíà ÿ ðàáîòàë íàä íåñêîëüêèìè íåáîëüøèìè òåìà-

ìè, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîæó:
1) Âûäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè â àáåëåâûõ èíòåãðàëàõ.
2) Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè ϑ-ôóíêöèé.
Îáå ïåðå÷èñëåííûå òåìû ïðåäëîæåíû ìíå Ä.À. Ãðàâå.
3) Çàäà÷à, îáðàòíàÿ îáðàùåíèþ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Ýòà òåìà

ïðèâåëà ìåíÿ ê äâóì ñëåäóþùèì:
4) Ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà.
5) Ðåçóëüòàíò îò òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíÿÿ òåìà

ïðèâåëà ìåíÿ ê ñëåäóþùåé:
6) Êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíå-

íèé.
Ðàáîòà Á.Í.Äåëîíå ïðèâåëà ìåíÿ ê òåìå:
7) Çàäà÷à, îáðàòíàÿ çàäà÷å ×èðíãàóçåíà.
Íàêîíåö, ÿ çàíèìàëñÿ ñëåäóþùåé òåìîé:
8) Øèðèíà êîíòóðîâ è òåë.
Ýòè òåìû áóäóò îïèñàíû â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

1[Ñîáð.ñî÷., ò. II, ñòð. 278�285]
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�5. Âûäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè â àáåëåâûõ
èíòåãðàëàõ

Ä.À. Ãðàâå, ïðåäëàãàÿ ìíå ýòó òåìó, îñòàâèë ëèñòîê ñî ñâîèìè
âûêëàäêàìè, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ ó ìåíÿ. ß ïðèäóìàë äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è àëãîðèòì, îáîáùàþùèé äåëåíèå. Âîñïðîèçâîæó
òåêñò ñîõðàíèâøåãîñÿ ó ìåíÿ ÷åðíîâèêà (ñàìàÿ ðàáîòà íå áûëà
îïóáëèêîâàíà):
�Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü â êîíå÷íîì âèäå fx

Fx·θx
1
m
dx,

ãäå fx, Fx, θx � öåëûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ðåçóëüòàò èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè âçàìåí
θ

1
m − e2πi

m θ
1
m , e

2πi
m 2θ

1
m , . . . è ñóììèðîâàíèÿ, ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó∫
fx

Fxθx
1
m

dx =
P

Q
θ
m−1
m +

∑
A lgW. (1)

×òîáû âûÿñíèòü ïðèðîäó ââåäåííûõ íàìè ôóíêöèé, ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì (1). Òîãäà

fx

Fxθ
1
m

=
P ′Qθ

m−1
m + m−1

m PQθ−
1
mθ′ − PQ′θm−1m

Q2
+
∑

A
W ′

W
. (2)

Ëåãêî äîêàçàòü (ñì. Ïòàøèöêèé, ñòð. 8 è äàëåå), ÷òî âûðàæåíèå∑
AW ′

W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå V

Uθ
1
m
, ïðè÷åì U íå ñîäåðæèò

êðàòíûõ ìíîæèòåëåé è âçàèìíî ïðîñòî ñ θ, à ñòåïåíü ýòîãî âû-
ðàæåíèÿ íå ïðåâûøàåò −1. Èòàê, ôîðìóëó (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàêèì îáðàçîì:

fx

Fx
=

(P ′Q− PQ′)θ + m−1
m PQθ′

Q2
+
V

U
. (3)

ßñíî, ÷òî U íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëåé, îòëè÷íûõ îò ìíîæèòåëåé
Fx. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x− a ìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â U , íî íå
â Fx. Òîãäà îí äîëæåí âîéòè â Q, íàïðèìåð, q ðàç. Â áîëüøîì
÷ëåíå â (3) â çíàìåíàòåëü îí âîéäåò 2q ðàç, à â ÷èñëèòåëü � q− 1
ðàç (âî âñå ÷ëåíû, êðîìå � PQ′θ, îí âîéäåò ïî êðàéíåé ìåðå q
ðàç, à ïîòîìó â ÷èñëèòåëü îí âîéäåò â áîëüøåé ñòåïåíè òîëüêî
òîãäà, êîãäà P è θ äåëèòñÿ íà x − a, ÷åãî ìû íå ïðåäïîëàãàåì).
Çíà÷èò, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ çíàìåíàòåëü áóäåò ñîäåðæàòü x−a q+1
ðàç, ò. å. ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçà, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê
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âñÿ äðîáü ðàâíà âûðàæåíèþ

fx

Fx
− V

U
,

êóäà x − a âîéäåò â çíàìåíàòåëü âñåãî îäèí ðàç. Ïîäîáíûì æå
îáðàçîì óáåäèìñÿ, ÷òî Q íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëåé, îòëè÷íûõ îò
ìíîæèòåëåé Fx è θx. ×òîáû óçíàòü çíà÷åíèå Q, ïðåäïîëîæèì,
÷òî x − a âõîäèò â Q q ðàç, â Fx φ ðàç, â θx t ðàç. Òîãäà â
çíàìåíàòåëü áîëüøîé äðîáè îí âîéäåò 2 q ðàç, à â ÷èñëèòåëü
ðîâíî q+t−1 ðàç (â íåì êîýôôèöèåíò ïðè (x−a)q+t−1 ðàâåí � q+
m−1
m t, ò. å. ðàâåí äðîáíîìó ÷èñëó, òàê êàê t < m è, ñëåäîâàòåëüíî,
íå ìîæåò áûòü íóëåì). Â îáùåì æå çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ

fx

Fx
− V

U
x − a âõîäèò ϕ ðàç. Ïóñòü â ÷èñëèòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ x − a
âõîäèò h ðàç. Òîãäà äîëæíî áûòü

ϕ− h = 2q − q − t + 1,

îòêóäà
q = ϕ + t− 1− h.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü

q = ϕ + t− 1;

â ñëó÷àå æå, åñëè h 6= 0, ìû áóäåì óìíîæàòü P è Q íà (x −
ah), âñëåäñòâèå ÷åãî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî P è Q âçàèìíî ïðîñòû,
äîëæíî îòïàñòü. Âûðàæåíèå äëÿ q äàåò âîçìîæíîñòü íàéòèQ. Èç
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî Q åñòü îáùèé
íàèáîëüøèé äåëèòåëü Fx è d

dx(Fx · θx).
Îñòàåòñÿ íàéòè P è U . Ïåðåïèøåì ôîðìóëó 3 òàê:

fx =
FX · θx

Q

dP

Dx
+

(
m− 1

m

Fx · θ′x
Q

− Fx · θx ·Q′

Q2

)
P +

Fx

U
· V.

(4)
Âûðàæåíèÿ

F · θ
Q

,
F · θ′

Q
,
F · θQ′

Q2
,
F

U
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ñîìíåíèå ìîæåò
âîçíèêíóòü ëèøü îòíîñèòåëüíî F ·θQ′

Q2 , íî îíî ðàññååòñÿ, åñëè ìû
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îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî x − a âõîäèò â íåãî (ïðåæíèå îáî-
çíà÷åíèÿ)

ϕ + t + (ϕ + t− 2)− 2(ϕ + t− 1) = 0

ðàç, ò. å. íè îäèí ìíîæèòåëü èç Q íå âîéäåò ñ îòðèöàòåëüíûì
ïîêàçàòåëåì. Âûÿñíèì åùå ïðèðîäó F

U . Ìíîæèòåëü x− a âîéäåò
ñþäà

ϕ− 1 = (ϕ + t− 1)− (t− 1),

ò. å. ñòîëüêî ðàç, êàê â Q
D , åñëè ÷åðåç D îáîçíà÷èòü îáùèé äåëè-

òåëü θx è θ′x. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü F
U = Q

D èëè U = F ·D
Q .1

Îãðàíè÷èìñÿ ñïåðâà çàäà÷åé âûäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü P è V òàê, ÷òîáû

δ

(
V

U

)
≤ δ

(
θ

D

)
− 2.

Â ñàìîì äåëå, åñëè â ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè áûëî áû

δ

(
f

F

)
≤ δ

(
θ

D

)
− 2 (5)

è

δ

(
f

F

)
> δ

(
θ

1
m

D

)
− 1 (6)

[îòñþäà ñëåäîâàëî áû

δ

(
θ

Dθ
1
m

)
> 1,

èëè

δ

(
D

θ
m−1
m

)
< −1],

ïðè÷åì F ñîñòîÿëî áû èç ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, íå âõîäÿùèõ â θ,
òî èíòåãðàë íå ìîã áû áûòü âçÿò â îäíèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíê-
öèÿõ è ëîãàðèôìàõ. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà Q = D, è èìåëî áû
ìåñòî ðàâåíñòâî

fx

Fxθ
1
m

dx =
P

D
θ
m−1
m = P · θ

D
: θ

1
m ,

1Çäåñü îøèáêà, òàê êàê ϕ− 1 = (ϕ+ t− 1)− t. (Ðåä.)
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ãäå P · θD � öåëàÿ ôóíêöèÿ. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

δ

(
P
θ

D

)
≥ δ

(
θ

D

)
,

δ

(
f

F

)
≤ δ

(
θ

D

)
− 2,

â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü èíòåãðàëà îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó îò ñòå-
ïåíè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ñòåïåíü æå ÷ëåíà

δ

(
V

Uθ
1
m

)
< −1

è â ñèëó íåðàâåíñòâà (6)

δ

(
f

F

)
> δ

(
V

U

)
,

ò. å.

δ

(
Pδ

D

)
> δ

(
V

U

)
.

Ïîýòîìó íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ïîäîáðàòü P è V òàê,
÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ôîðìóëå (4) è ÷òîáû δ(V ) áûëî íå âûøå
îäíîãî èç ÷èñåë

δ(U) + δ

(
θ

D

)
− 2 = δ

(
FD

Q

θ

D

)
− 2 = δ

(
Fθ

Q

)
− 2, (7)

èëè

δ(U) + δ
(
θ

1
m

)
= δ

(
FD

Q
θ

1
m

)
− 1. (8)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû äîñòèãíåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà, à âòîðîå
íå áóäåò èìåòü ìåñòà, òî íàø èíòåãðàë íå ñìîæåò áûòü âûðà-
æåí íè â àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, íè â ëîãàðèôìàõ. Ýòî áóäåò
òîãäà, êîãäà

δ

(
θ

D

)
− 2 > δ

(
θ

1
m

)
− 1.

Íî δ
(
θ
D

)
âñåãäà > δ(θ

1
m). Ïîýòîìó ýòî íåðàâåíñòâî âî âñÿêîì ñëó-

÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè

δ
(
θ

1
m−1
)
− 1 > δ

(
θ

1
m

)
,
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èëè
δθ > m(m− 1).

Äëÿ m = 2 ïîëó÷èì óñëîâèå δθ > 2.
Íåîáõîäèìî åùå óïîìÿíóòü ïðî ñëó÷àé, êîãäà, ïîíèæàÿ ñòåïåíü

fx
Fx, ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî äàëüíåéøèé ïîäáîð êîýôôèöèåíòà â P
áóäåò áåñïîëåçåí, òàê êàê ïîñëåäíèé óíè÷òîæèòñÿ â âûðàæåíèè
(1). Ýòî áóäåò òîãäà, êîãäà

δP +
m− 1

m
δθ − δQ = 0.

Íî ïðè ïîäîáíîì ïîäáîðå äîëæíî áûòü

δf = δF + δθ + δP − δQ− 1,

îòêóäà
m− 1

m
δθ + δf − δF − δθ + 1 = 0,

ò. å.

δ

(
f

F · θ 1
m

)
= −1.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïîäûñêèâàòü äëÿ èíòåãðàëà ëîãà-
ðèôìè÷åñêîå âûðàæåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîäáîð àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ê íà-

õîæäåíèþ ïîëèíîìîâ P è V , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû óðàâíå-
íèþ (4), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

f = A
dP

dx
+ BP + CV, (9)

ãäå f, A,B,C � çàäàííûå ïîëèíîìû. Óñëîâèÿ (7) è (8) ðàâíî-
ñèëüíû òîìó, ÷òîáû δ(V ) áûëà ìåíüøå, ÷åì δB, â òî âðåìÿ êàê
δA = δB + 1.
×òîáû ðàçúÿñíèòü ñóùíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé íà ïðè-

ëàãàåìîì îòðûâêå òîëüêî íàìå÷åí, ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìå-
ðîâ.
Ï ð è ì å ð 1. Äàí èíòåãðàë∫ 5

3x
6 + 11

3 x
4 + x2 − 1

(x2 + 1)2(x4 − 1)
1
3

dx.

Èìååì

θ(x) = x4 − 1, θ′(x) = 4x3, D = (θ, θ′) = 1, F = (x2 + 1)2,
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Q = (F, (F · θ)′) =
(
(x2 + 1)2, ((x2 + 1)3(x2 − 1))′

)
= (x2 + 1)2,

U =
F ·D
Q

= 1,

F · θ
Q

=
(x2 + 1)2

(x2 + 1)2
(x4 − 1) = x4 − 1,

F · θ′

Q
=

(x2 + 1)2

(x2 + 1)2
4x3 = 4x3,

F · θ ·Q′

Q2
=

(x2 + 1)2(x4 − 1) · 4(x2 + 1)x

(x2 + 1)4
= 4x(x2 − 1),

F

U
= (x2 + 1)2.

Ïîäñòàâèì â (4). Çàäà÷à ïðèâåäåòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëèíîìîâ P
è V òàêîãî ðîäà, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óðàâíåíèå

5

3
x6 +

11

3
x4 + x2 − 1 =

(
−4

3
x3 + 4

)
P + (x4 − 1)

dP

dx
+ (x2 + 1)2V

è ÷òîáû ïðè ýòîì ñòåïåíü ïîëèíîìà V áûëà âîçìîæíî áîëåå íèç-
êîé. Ðàñïîëàãàåì äåéñòâèÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ
äåëåíèÿ, íî ñ äâóìÿ �äåëèòåëÿìè� è ïîäáèðàåì �÷àñòíûå� òàê,
÷òîáû âòîðîå �÷àñòíîå� áûëî ïðîèçâîäíûì îò ïåðâîãî:

5
3x

6 + 11
3 x

4+ x2−1 −4
3x

3 + 4x x4 − 1

+4
3x

6− 4x4 x3 + x 3x2 + 1

−3x6 +3x2

−1
3x

4 +4x2−1

+4
3x

4 −4x2

−x4 +1
0
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Ïóñòü ñòàðøèé ÷ëåí ïîëèíîìà P åñòü kxα, ïîëèíîìà dP
dx−αkx

α−1.
Òîãäà äîëæíî áûòü

5

3
x6 = −4

3
kxα+3 + αkxα+3,

îòêóäà
α = 3, k = 1, kxα = x3.

Âû÷èòàÿ èç �äåëèìîãî� îáà ïðîèçâåäåíèÿ �äåëèòåëåé� íà ÷ëåíû
�÷àñòíûõ�, ïîëó÷èì ïåðâûé îñòàòîê

−1

3
x4 + 4x2 − 1.

Ñíîâà ïîäáèðàåì ñòàðøèé ÷ëåí �÷àñòíûõ�:

â P · · · kxα, â dP
dx
· · ·αkxα−1,

−1

3
x4 = −4

3
kxα+3 + αkxα+3,

α = 1, k = 1, kxα = x.

Òî÷íî òàê æå âû÷èòàåì ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîëó÷àåì â îñòàòêå íóëü.
Èòàê,

P = x3 + x, V = 0,

îòêóäà

∫ 5
3x

6 + 11
3 x

4 + x2 − 1

(x2 + 1)2(x4 − 1)
1
3

dx =
(x3 + x)(x4 − 1)

2
3

(x2 + 1)2
+C =

x(x4 − 1)
2
3

x2 + 1
+C.

Ïðîâåðêà äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîêàçûâàåò ïðàâèëüíîñòü ðåçóëü-
òàòà.
Ï ð è ì å ð 2. Äàí èíòåãðàë∫

16x6 + 5x5 − 16x4 − 20x3 − 9x2

(x− 1)2(x4 + x3)
1
4

dx.

Èìååì

θ = x4 + x3, θ′ = 4x3 + 3x2, D = x2, m = 4,

F = (x−1)2, Q = (F, (Fθ)′) = ((x−1)2, ((x−1)2x3(x+1))′) = x−1,
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U =
FD

Q
= x2(x− 1),

Fθ

Q
= (x− 1)x3(x + 1) = x5 − x3,

Fθ′

Q
= (x− 1)(4x3 + 3x2) = 4x4 − x3 − 3x2,

FθQ′

Q2
= x4 + x3,

F

U
=
x− 1

x2
.

Ìû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ íåîïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿ

16x6 + 5x5 − 16x4 − 20x3 − 9x2 =

(
2x4 − 7

4
x3 − 9

4
x2

)
P+

+ (x5 − x3)P ′ +
x− 1

x2
V.

Ðàñïîëîæèì äåéñòâèÿ, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1:

16x6 + 5x5− 16x4− 20x3− 9x2 2x4 − 7
4x

3 − 9
4x

2 x5 − x3

−8x6 + 7x5 + 9x4 4x2 + 4x + 4 8x + 4
−8x6 + 8x4

12x5 + x4 − 20x3 − 9x2

− 8x5 + 7x4 + 9x3

− 4x5 + 4x3

8x4 − 7x3− 9x2

− 8x4 + 7x3 + 9x2

0

Òàêèì îáðàçîì,∫
16x6 + 5x5 − 16x4 − 20x3 − 9x2

(x− 1)2(x4 + x3)
1
4

dx =
4x2 + 4x + 4

x− 1
(x4 +x3)

3
4 +C.
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�6. Îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè ϑ-ôóíêöèé

Ä.À. Ãðàâå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûêëàäêè â ñòàòüå Áðà-
óíìþëÿ � �Uber Gruppen von p-reihigen Charakteristiken, . . . � (Math.
Ann. 37, ñòð. 60�99) ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè ïðîñòîì n, â òî
âðåìÿ êàê àâòîð íå äåëàåò îá ýòîì îãîâîðêè. Îí ïîðó÷èë ìíå
ïðîèçâåñòè âñå âûêëàäêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî n. Ó ìåíÿ
ñîõðàíèëàñü ðàáîòà îá ýòîì, êîòîðóþ ÿ è âîñïðîèçâîæó.
�Â ñòàòüå Áðàóíìþëÿ, ïîìåùåííîé â ò. 37 Math. Ann. ïîä çà-

ãëàâèåì �Ueber Gruppen von p-reihigen Charakteristiken, . . . � (ñòð.
60�99), ïðîèçâåäåí ïîäñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ñ äàííûì õàðàêòåðîì.
Ðàññóæäåíèÿ â ýòîé ñòàòüå áåçóêîðèçíåííû, åñëè òîëüêî ñ÷èòàòü
n ïðîñòûì ÷èñëîì. Îäíàêî â ñòàòüå ýòî íå îãîâîðåíî è îòíþäü
íå âûòåêàåò èç ñìûñëà çàäà÷è.
Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîçâîëèì ñåáå óêàçàòü, êàê

äîëæíî áûëî áûòü ïðîèçâåäåíî âû÷èñëåíèå.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî õàðàêòåðèñòèê n-ãî ïîðÿäêà ñ õàðàê-

òåðîì m ÷åðåç

[
n
m

]
. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

[
n
m

]
ìîæåò áûòü

ñîñòàâëåíî òàê:[
n
m

]
=

1

n

∑
ζ1,ζ2,...,ζp, k

ζ ′1,ζ
′
2,...,ζ

′
p

τ [(ζ1ζ
′
1+ζ2ζ

′
2+···ζpζ ′p+m)]k, (1)

ãäå τ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, à k; ζ1, ζ2,
. . . , ζp; ζ

′
1, ζ
′
2, . . . , ζ

′
p ïðîáåãàþò ïîëíûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäó-

ëþ n. Îáîçíà÷àÿ ñîêðàùåííî ζ1ζ
′
1 + ζ2ζ

′
2 + · · · + ζpζ

′
p ÷åðåç |ζ|,

âû÷èñëèì âûðàæåíèå[
n
0

]
+ τ δ

[
n
1

]
+ · · · + τ (n−1)δ

[
n

n− 1

]
=

=
1

n

∑
ζ,k

τ |ζ|k +
1

n
τ δ
∑
ζ,k

τ (|ζ|−1)k + · · · + 1

n
τ (n−1)δ

∑
ζ,k

τ (|ζ|−n−1)k =

=
1

n

∑
ζ

(1 + τ δ + · · · + τ (n−1)δ) +
1

n

∑
ζ

τ |ζ|
(
1 + τ δ−1 + · · ·+
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+τ (n−1)(δ−1)
)

+
1

n

∑
ζ

τ (n−1)|ζ|
(

1 + τ δ−n−1 + · · · + τ (δ−n−1)(n−1)
)
.

(2)
Âñå ÷ëåíû ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, êðîìå (δ + 1)-ãî, îáðàòÿòñÿ â
íóëü. Ýòîò æå ïîñëåäíèé ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1

n

∑
ζ

τ δ|ζ|n =
n

n

∑
ζ

τ δ(ζ1ζ
′
1+ζ2ζ

′
2+···+ζpζ ′p) =

∑
ζ1,ζ
′
1

τ δζ1ζ
′
1

∑
ζ2,ζ
′
2

τ δζ2ζ
′
2 · · ·

∑
ζp,ζ ′p

τ δζpζ
′
p =

 ∑
0≤ζ≤n−1
0≤ζ ′≤n−1

τ δζζ
′


p

. (3)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∑
ζ,ζ ′

τ δζζ
′
=
∑
ζ ′

(1 + τ δζ
′
+ τ 2δζ ′ + · · · + τ (n−1)δζ ′).

Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû íå ðàâåí íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà
δζ ′ ≡ 0 (mod n); â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí n. Òàêèõ çíà÷åíèé äëÿ
ζ ′ âñåãî (n, δ). Ïîýòîìó[

n
0

]
+ τ δ

[
n
1

]
+ · · · + τ (n−1)δ

[
n

n− 1

]
= np(nδ)p. (4)

Íàïèøåì ðàâåíñòâà (4) äëÿ δ = 0, 1, 2, . . . , n−1, óìíîæèì êàæ-
äîå, ñîîòâåòñòâåííî, íà 1, τ−d, τ−2d, . . . , τ−(n−1)d è ñëîæèì. Òîãäà
ïîëó÷èì[
n
0

] n−1∑
δ=0

τ−dδ +

[
n
1

] n−1∑
δ=0

τ−(d−1)δ + · · · +
[

n
n− 1

] n−1∑
δ=0

τ−(d−n−1)δ =

= np
n−1∑
δ=0

τ−dδ(n, δ)p. (5)
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Â ëåâîé ÷àñòè çäåñü ïðîïàäàþò âñå ÷ëåíû, êðîìå

[
n
d

]
n. Ïîýòîìó

ôîðìóëó (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:[
n
d

]
= np−1

p−1∑
δ=0

τ−dδ(n, δ)p. (6)

Áóäåì ãðóïïèðîâàòü âìåñòå ÷èñëà δ, èìåþùèå ñ n îäèí è òîò
æå îáùèé íàèáîëüøèé äåëèòåëü, êîòîðûé ìû òàêæå îáîçíà÷èì
÷åðåç δ. Òîãäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå[

n
d

]
= np−1

∑
δ/n

δp
∑

(s,nδ )=1

τ−dδs = np−1
∑
δ/n

δp
∑

(s,nδ )=1

tds, (7)

ãäå t = τ−δ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n
δ -îé ñòåïåíè. Çäåñü âíåø-

íÿÿ ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå äåëèòåëè n, âêëþ÷àÿ è ñàìî
n, à âíóòðåííÿÿ � íà ÷èñëà s, âçàèìíî ïðîñòûå è íå ïðåâûøàþ-

ùèå n
δ . Îáîçíà÷àÿ âíóòðåííþþ ñóììó ñèìâîëîì

{
n
δ

}
, ïåðåïèøåì

ôîðìóëó (7) òàê: [
n
d

]
= np−1

∑
δ/n

δp
{
n
δ
d

}
. (7′)

Çàìåòèì, ÷òî êàê

{
n
δ
d

}
, òàê

[
n
d

]
íå èçìåíèòñÿ, åñëè d çàìåíèòü

÷åðåç kd, ãäå
(
k, nd
)

= 1; äðóãèìè ñëîâàìè, îíè çàâèñÿò íå îò ñàìî-
ãî d, à îò (d, n). Ïîýòîìó âïðåäü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü d äåëèòåëåì

n. Èññëåäóåì âûðàæåíèå

{
n
d

}
. Äîêàæåì, ÷òî åñëè n è n1 � äâà

âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî{
n
d

}{
n1

d1

}
=

{
nn1

dd1

}
. (8)

Äåéñòâèòåëüíî,{
n
d

}
=

{
n1

d1

}
=
∑

(s,n)=1

tds
∑

(s1,n1)=1

td1s11 =
∑
s,s1

τ
dd1

(
n1
d1
s+n

ds1

)
,
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ãäå τn1 = t, τn = t1. Â òî âðåìÿ, êàê s ϕ(n)

ϕ(nd)
ðàç ïðîáåæèò ñèñòå-

ìó ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n
d , à s1 �

ϕ(n1)

ϕ
(
n1
d1

) ðàç ñèñòåìó ÷èñåë,
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n1

d1
, âûðàæåíèå n1

d1
s + n

ds1ïðîáåæèò

ϕ(n)

ϕ
(
n
d

) ϕ(n1)

ϕ
(
n1
d1

) =
ϕ(nn1)

ϕ
(
nn1
dd1

)
ðàç ñèñòåìó ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ nn1

dd1
. Òàêèì îáðàçîì,

τ
dd1

(
n1
d1
s+n

ds1

)
ïðîáåæèò

ϕ(nn1)

ϕ
(
nn1
dd1

)
ðàç ñèñòåìó ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé nn1

dd1
-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû,

ò. å. òó æå ñèñòåìó, ÷òî è τ dd1s, åñëè s áóäåò ïðîáåãàòü ñèñòåìó
âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ è íå ïðåâûøàþùèõ nn1. Ýòî âïîëíå
äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (8). Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåò
íåîáõîäèìîñòè ñ÷èòàòü d è d1 äåëèòåëÿìè n è n1. Äîñòàòî÷íî,
÷òîáû áûëî

(d, n1) = (d, d1) = (d1, n) = 1.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà[
n
d

] [
n1

d1

]
=

[
nn1

dd1

]
ïðè (n, n1) = 1. (9)[

n
d

] [
n1

d1

]
= np−1np−1

1

∑
δ/n

δp
{
n
δ
d

}∑
δ1/n1

δp1

{n1
δ1
d1

}
=

= (n, n1)p−1
∑
δ/n
δ1/n1

(δδ1)p
{
n
δ
d

}{n1
δ1
d1

}
. (10)

Åñëè δ ïðîáåãàåò ñèñòåìó âñåõ äåëèòåëåé n, à δ1 � ñèñòåìó âñåõ
äåëèòåëåé n1, òî δδ1, ïðîáåæèò ïîëíóþ ñèñòåìó äåëèòåëåé nn1.
Êðîìå òîãî, òàê êàê dδ ñîäåðæèò òîëüêî ìíîæèòåëè n, à d1δ1 �
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òîëüêî ìíîæèòåëè n1 è (n, n1) = 1, òî äîëæíî áûòü: (dδ, d1δ1) =(
d, n1δ1

)
=
(
d1,

n
δ

)
= 1, îòêóäà{

n
δ
d

}{n1
δ1
d1

}
=

{ nn1
δδ1
dd1

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ðàâåíñòâî (10), ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëè-
âîñòè (9).
Ôîðìóëû (8) è (9) äàþò íàì âîçìîæíîñòü ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ

ñèìâîëîâ

{
n
m

}
è

[
n
m

]
ê íàõîæäåíèþ èõ äëÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ

÷èñåë.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

{
lk

lk1

}
=

∑
(s,lk)=1

τ l
k1s. Íåîáõîäèìî ðàçëè-

÷àòü äâà ñëó÷àÿ: k1 ≥ k è k1 < k.
Â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäûé ÷ëåí ñóììû ðàâåí åäèíèöå, à ïîòîìó{

lk

lk1

}
= ϕ(lk) = lk−1(l − 1).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

1 + τ l
k1 + τ l

k1 ·2 + · · · + τ l
k1(lk−1) = 0.

Â ýòîì ðàâåíñòâå îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè òå ÷ëåíû, â êîòîðûõ êî-
ýôôèöèåíòû ïðè lk1 âçàèìíî ïðîñòû ñ l. Ïðàâàÿ æå ÷àñòü áóäåò
çàêëþ÷àòü âñå âîçìîæíûå ÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû ïðè lk1 â êîòî-
ðûõ äåëÿòñÿ íà l. Ïîýòîìó ïðè k1 < k{

lk

lk1

}
= −

lk−1−1∑
s=0

τ l
k1+1s

. (11)

Çäåñü îïÿòü ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äâà ñëó÷àÿ: k1 + 1 = k è k1 + 1 <
k. Â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäûé èç ÷ëåíîâ îáðàòèòñÿ â åäèíèöó, è
ïîòîìó {

lk

lk−1

}
= −lk−1.
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Âî âòîðîì æå ñëó÷àå ñóììà îáðàòèòñÿ â íóëü. Èòàê, ìû ïîëó-
÷èì

= lk−1(l − 1) ïðè k1 ≥ k,{
lklk1

}
= −lk−1 ïðè k1 = k − 1, (12)

= 0 ïðè k1 < k − 1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ñèìâîëà

[
lk

lk1

]
. Ñóììà â âûðà-

æåíèè (7′) áóäåò ïðîáåãàòü ðÿä ÷èñåë

lk, lk−1, . . . , l, 1,

è ýòî âûðàæåíèå ïåðåïèøåòñÿ òàê:[
lk

lk1

]
= lk(p−1)

k∑
s=0

lps
{
lk−s

lk1

}
=

lk(p−1)

[
lpk
{

1
lk1

}
+ lp(k−1)

{
l
lk1

}
+ · · · + lp(k−k1)

{
lk1
lk1

}
+

+lp(k−k1−1)

{
lk1+1

lk1

}
+ · · · + lp·0

{
lk
lk1

}]
. (13)

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé (12), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî[
lk

lk1

]
= lk(p−1)[lpk + lp(k−1)(l − 1) + lp(k−2)+1(l − 1)+

+ · · · + lp(k−k1)+k1−1(l − 1)− lp(k−k1−1)+k1] =

=
lp(k−k1−1)+k1(lp − 1)(l(p−1)(k1+1) − 1)

lp−1 − 1
(14)

ïðè k1 < k. Ïðè k1 ≥ k ìû áóäåì èìåòü[
lk

lk1

]
=
lpk−1(lp − 1)− lk−1(l − 1)

lp−1 − 1
. (14′)

Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ

[
n
d

]
ìû ïîëó÷èì ïî ôîðìóëå[

n
d

]
=

[
lk11 l

k2
2 · · · lkss

lk
′

11
lk
′

22
· · · lk′ss

]
=

[
lk11

lk
′

11

]
· · ·
[
lk22

lk
′

22

]
· · ·
[
lkss
lk
′
ss

]”

. (15)
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�7. Çàäà÷à, îáðàòíàÿ îáðàùåíèþ àáåëåâûõ
èíòåãðàëîâ

Çàäà÷à îáðàùåíèÿ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ ðàíãà p ïðèâîäèò ê ϑ-
ôóíêöèÿì îò p-ïåðåìåííûõ. Øîòòêè óêàçàë, ÷òî ïðè p ≥ 4 ýòè
ϑ-ôóíêöèè íå ñàìîãî îáùåãî âèäà, è äëÿ p = 4 íàøåë ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî,
÷òîáû ϑ-ôóíêöèÿ îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ ïðîèñõîäèëà îò àáå-
ëåâûõ èíòåãðàëîâ ðàíãà 4. Ïóàíêàðå äàë ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, íî çàòî äàë ïåðñïåêòèâó îáùå-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, óêàçàâ íà åå ñâÿçü ñ çàäà÷åé î ïîâåðõíîñòÿõ
ïåðåíîñà.
Ìîè çàíÿòèÿ ýòèì âîïðîñîì ïðèâåëè ìåíÿ ê íèæåñëåäóþùåìó

ïëàíó, êîòîðûé ñîõðàíèëñÿ â ìîèõ áóìàãàõ.
�Ç à ä à ÷ à, î á ð à ò í à ÿ ï ð î á ë åì å î á ð àù å íè ÿ à á å ë å âûõ

èí ò å ã ð à ë î â
(Ïðîñïåêò)

Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäàÿ çàäà÷à ìîãëà ñ÷èòàòüñÿ âïîëíå ðåøåí-
íîé, íåîáõîäèìî óìåòü ðåøàòü èëè ïî êðàéíåé ìåðå òî÷íî ôîð-
ìóëèðîâàòü ñóùíîñòü çàäà÷è, åé îáðàòíîé. Ýòî ñëåäîâàëî áû ïîì-
íèòü àâòîðàì, çàíèìàþùèìñÿ ïðîáëåìîé îáðàùåíèÿ àáåëåâûõ èí-
òåãðàëîâ. Çàäà÷à, åé îáðàòíàÿ, äîëæíà çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî
äîëæíû áûòü óêàçàíû ïóòè, ïî êîòîðûì âîçìîæåí ïåðåõîä îò ϑ-
ôóíêöèé ê ñîîòâåòñòâóþùèì èì àëãåáðàè÷åñêèì îáðàçàì. Âåäü
ñìûñë ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ çàäà÷è îáðàùåíèÿ, ðàçðàáàòûâàåìûõ
ñ òàêèìè äåòàëÿìè äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, ìîæåò áûòü âûÿñ-
íåí òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåò èçâåñòíî, â êàêîì îòíîøåíèè ñòîèò
ðåçóëüòàò ê èñõîäíîìó ïóíêòó; à äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óìåòü ñî-
âåðøèòü îáðàòíûé ïðîöåññ. Èíà÷å äëÿ îöåíêè òîãî èëè äðóãîãî
ìåòîäà ìû íå áóäåì èìåòü íèêàêîãî êðèòåðèÿ, è âñå îíè áóäóò
íîñèòü õàðàêòåð âûêëàäîê, ëèøåííûõ êàêîé-ëèáî ðóêîâîäÿùåé
èäåè. Ìû íå çíàåì â ñàìîì äåëå, ê ÷åìó ìû äîëæíû ñòðåìèòüñÿ
ïðè âûáîðå òîé èëè èíîé êîìáèíàöèè ϑ-ôóíêöèé, åñëè íå çíà-
åì, êàêèå êîìáèíàöèè äîñòàòî÷íû è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàèáîëåå
óäîáíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè íàñ ê àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöè-
ÿì, îò êîòîðûõ ìû èñõîäèëè.
Ìåæäó òåì íàçâàííàÿ çàäà÷à åäâà òîëüêî íàìå÷åíà â ñðàâíè-

òåëüíî íåìíîãèõ ñòàòüÿõ, ïðèòîì íàìå÷åíà íàñòîëüêî íåÿñíî, ÷òî
ìíîãèå ñïåöèàëèñòû ïî àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèÿì íå îòäàþò ñåáå
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îò÷åòà â òîì, ÷òî îáðàòíûé ïåðåõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáóþ,
ïðèòîì ãîðàçäî áîëåå òðóäíóþ, çàäà÷ó. Òàê, Øòàëü, öèòèðóÿ â
130 òîìå Journ. f. Math. �Abriss� Øîòòêè, ãîâîðèò, ÷òî �Øîòòêè
âûáèðàåò îáðàòíûé ïóòü�, íî íè ñëîâà íå óïîìèíàåò î òîì, ÷òî
òîëüêî òàêîé ïóòü äàåò íàñòîÿùåå ðåøåíèå çàäà÷è è ÷òî ïîýòîìó
ðàáîòà Øîòòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííûé øàã âïåðåä ïî
ñðàâíåíèþ ñ áîëåå ðàííèìè èññëåäîâàíèÿìè ïî òåîðèè àáåëåâûõ
ôóíêöèé 3-ãî ðàíãà.
Èñòîðèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è òàêîâà. Äëÿ p = 1 îíà ðåøà-

åòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Âñå íåîáõîäèìîå äëÿ åå ðåøåíèÿ áûëî ñäå-
ëàíî åùå Àáåëåì è ßêîáè. Ëèóâèëëü ïåðâûé îòìåòèë âàæíîñòü
çàäà÷è òåì, ÷òî íà÷àë òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èçó÷åíèÿ
ôóíêöèé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ. Ãîðàçäî òðóäíåå ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à äëÿ p = 2. Òåì íå ìåíåå ïåðâûå èññëåäîâàòåëè ýòîãî ñëó÷àÿ,
Ãåïåëü è Ðîçåíãåéí, íà÷èíàþò ñâîþ òåîðèþ êàê ðàç ñ ϑ-ôóíêöèé
äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðèâîäÿò èõ ê óëüòðàýëëèïòè÷åñêèì
èíòåãðàëàì 1-ãî êëàññà. Äëÿ p = 3 îáðàòíàÿ çàäà÷à áûëà ïî-
ñòàâëåíà óæå íå ñðàçó. Ðèìàí è Âåáåð (Theorie der Abelschen
Functionen vom Geschlecht 3, Berlin, 1876) èññëåäîâàëè ýòîò ñëó-
÷àé, íà÷èíàÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, è òîëüêî âñëåä çà ýòèì
Øîòòêè (�Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen vom drei
Variablen�, Lpz., 1880) âïîëíå ðåøèë îáðàòíóþ çàäà÷ó.
Õóæå îáñòîèò äåëî äëÿ ñëó÷àåâ p ≥ 4. Çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ òåì,

÷òî, êàê èçâåñòíî, îáû÷íàÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ ðåøàåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ϑ-ôóíêöèé íå îáùåãî òèïà, à íåêîòîðûõ îñîáåííûõ, ìåæäó
ìîäóëÿìè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

p(p + 1)

2
− (3p− 3) =

(p− 2)(p− 3)

2
ñîîòíîøåíèé. Øîòòêè íàøåë ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ p = 4 (çäåñü
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå, òàê êàê (4−2)(4−3)

2 = 1) â
Bd. 102 Journ. f. Math. Â ñâîåì èññëåäîâàíèè îí ïðèìåíÿåò ÷àñò-
íûé ïðèåì, êîòîðûé íå ïîääàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó îáîáùåíèþ
äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. ×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è ïåðåõîäà ê
àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèÿì, òî äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà óäîâëå-
òâîðåíî ñîîòíîøåíèå, îíà åùå æäåò ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ.
Ìåæäó òåì ðåøåíèå çàäà÷è âîçìîæíî è â îáùåì ñëó÷àå, êàê

óòâåðæäàë Âåéåðøòðàññ (Journ. f. Math. 89) è îêîí÷àòåëüíî äî-
êàçàëè Ïóàíêàðå è Ïèêàð (C.R. 97, 1883). Êîíå÷íî, ïðè ýòîì
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ðàíã ïîëó÷åííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîëæåí áûòü áîëü-
øå ÷èñëà ïåðåìåííûõ â ϑ-ôóíêöèÿõ. Âîïðîñîì î ðîëè òàê íàç.
�íåðèìàíîâûõ ϑ-ôóíêöèé� â àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ çàíèìà-
ëèñü Øîòòêè (Journ. f. Math. 106 è íåñêîëüêî ñòàòåé â Sitzber.
Berl. Akad.) èÞíã (Journ. f. Math. 126, 128, 130 è ñòàòüè â Sitzber.
Berl. Akad.). Èññëåäîâàíèÿ ó íèõ ïðîèçâîäÿòñÿ òàê: èç àëãåáðàè-
÷åñêèõ ôóíêöèé îñîáîãî âèäà (êâàäðàòíûå ðàäèêàëû èç àëãåáðà-
è÷åñêèõ ôóíêöèé) ïîëó÷àþòñÿ ϑ-ôóíêöèè, êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ
íà äâà ìíîæèòåëÿ; çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíè èç ìíîæèòåëåé
íå ïðèíàäëåæàò ê ðèìàíîâó òèïó, è ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ïàðà-
ìåòðîâ. Þíãó óäàëîñü ïîëó÷èòü ôóíêöèè îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ
ñ 10, ò. å. ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Íî êàê ïðîèçâåñòè
îáðàòíûé ïåðåõîä Þíã íå çíàåò.
Ñóùåñòâóåò äðóãîå íàïðàâëåíèå â íàøåé çàäà÷å, êîòîðîå ïîç-

âîëÿåò áîëåå îïðåäåëåííî íàìåòèòü îáùèé õîä çàäà÷è. Ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ïîâåðõíîñòåé ïåðåíîñà Ëè îòêðûë, ÷òî ïîâåðõíîñòè
ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû ïîñðåäñòâîì äâóõ ñóùåñòâåííî ðàçíûõ
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü âûðàæåíû â
âèäå ñóìì àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ 1-ãî ðîäà (Lpz. Ber., 1896, 1897).
Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ïóàíêàðå äëÿ ïðîñòðàíñòâ ëþáîãî
÷èñëà èçìåðåíèé (Bull. Soc. Math. Fr. 29, 1901). Ïðè ïîìîùè ýòîé
òåîðåìû ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå: çà-
äàííàÿ ϑ-ôóíêöèÿ p ïåðåìåííûõ ïðèðàâíèâàåòñÿ íóëþ. Èçâåñò-
íî, ÷òî òàêîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðèòñÿ, åñëè âìåñòî ïåðåìåííûõ
ìû ïîäñòàâèì ñóììû p− 1 âïîëíå îïðåäåëåííûõ àáåëåâûõ èíòå-
ãðàëîâ 1-ãî ðîäà. Íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå âîéäóò òàê, ÷òî
ïîëó÷èòñÿ ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà. Âñå ýòî, ðàçóìååòñÿ, â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ðèìàíîâûìè ϑ-ôóíêöèÿìè. Òåîðå-
ìà Ëè ó÷èò íàñ îáðàòíîìó: åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòü
åñòü ïîâåðõíîñòü äâîéíîãî ïåðåíîñà è åñëè ìû ñóìååì íàéòè íà
íåé ëèíèè ïåðåíîñà, òî îòñþäà ìû óæå ëåãêî íàéäåì âñå íåçàâè-
ñèìûå èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà, ò. å. òàê íàç. ãëàâíóþ êðèâóþ èñêî-
ìîãî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ãëàâíàÿ æå êðèâàÿ âïîëíå
îïðåäåëÿåò ïîëå (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ óëüòðàýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ).
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Ïóàíêàðå â ñâîåé ñòàòüå â Journ. de math 1, ñòð. 5, 1895, èäåò
ïðèáëèçèòåëüíî òàêèì ïóòåì äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé òîãî, ÷òî-
áû äàííàÿ ϑ-ôóíêöèÿ áûëà ðèìàíîâîé. Íî òàê êàê íàõîæäåíèå
íà ïîâåðõíîñòÿõ ëèíèé ïåðåíîñà ïðåäñòåâëÿëî ñîáîé íåðàçîáðàí-
íóþ çàäà÷ó, òî Ïóàíêàðå âûíóæäåí áûë îãðàíè÷èòüñÿ òåì, ÷òî
ðåøèë çàäà÷ó äëÿ ϑ-ôóíêöèé, âåñüìà áëèçêèõ ê ýëëèïòè÷åñêèì,
äàæå íå ïîâòîðèâ, òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîâ Øîòòêè.
Òàêîå ïîëîæåíèå âîïðîñà çàñòàâèëî ìåíÿ ïðåæäå âñåãî çàíÿòüñÿ

íàõîæäåíèåì ëèíèé ïåðåíîñà, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íà çàäàííîé
ïîâåðõíîñòè. ß íàøåë, ÷òî ëèíèè ïåðåíîñà óäîâëåòâîðÿþò òðåì
óðàâíåíèÿì

z − f (x, y) = 0,

p + qτ − ζ = 0,

r + 2sτ + tτ 2 + qτ ′ − ζ ′ = 0;

τ, ζ, τ ′, ζ ′ çäåñü ïîñòîÿííû âäîëü êàæäîé ëèíèè ïåðåíîñà è ìå-
íÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîé ëèíèè íà äðóãóþ. Îáðàòíî, ïîëü-
çóÿñü ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâó Êîøè�Ëèïøèöà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðèâåäåííûå
òðè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò êîíòèíóóì ðåøåíèé, òî ýòîò êîíòèíó-
óì è áóäåò ëèíèåé ïåðåíîñà. Ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå
ìåæäó τ è ζ äàåò óðàâíåíèå òàê íàç. õàðàêòåðèñòèêè ëèíèé ïå-
ðåíîñà. Ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ëåãêîå îáîáùåíèå íà ëþáîå ÷èñëî
èçìåðåíèé.
Èòàê, ÷òîáû ðåøèòü îñíîâíóþ çàäà÷ó, íåîáõîäèìî âûïèñàòü äëÿ

ïîâåðõíîñòè ϑ = 0 ïðèâåäåííûå òðè óðàâíåíèÿ. ×òîáû îíè äî-
ïóñêàëè êîíòèíóóì ðåøåíèé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðåòüå óðàâíå-
íèå áûëî ñëåäñòâèåì äâóõ äðóãèõ. ×òîáû èçáåæàòü çàäà÷è èñ-
êëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ϑ = 0 ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ϑ

∂ui
ðàâíà

âûðàæåíèþ,
1

ϑα

[
ϑα
∂ϑ

∂ui
− θ∂ϑα

∂ui

]
,

ãäå ϑα � ôóíêöèÿ ñ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ïîñëåäíåå æå âû-
ðàæåíèå åñòü ϑ-ôóíêöèÿ. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ϑ-ôóíêöèè âñå òðè óðàâíåíèÿ. Ñîîòíîøåíèå æå ìåæäó ϑ-
ôóíêöèÿìè âñåãäà äîëæíî áûòü, êàê èçâåñòíî, àëãåáðàè÷åñêèì.
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Ïîýòîìó íàõîæäåíèå óñëîâèé òîãî, ÷òîáû íàøè óðàâíåíèÿ íàõî-
äèëèñü ìåæäó ñîáîé â çàâèñèìîñòè, åñòü çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêàÿ.
Åñëè çàäà÷à äîïóñêàåò ðåøåíèå, òî ìû äîëæíû áóäåì ïîëó÷èòü
çàâèñèìîñòü ìåæäó τ è ζ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàâèñè-
ìîñòü è áóäåò óðàâíåíèåì ãëàâíîé êðèâîé èñêîìîãî ïîëÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ôóíêöèé?.
Â äàëüíåéøåì ìíå íå óäàëîñü âûïîëíèòü íè îäíîãî èç çàäàíèé,

íàìå÷åííûõ â ýòîì ïëàíå. Òåõíèêà âû÷èñëåíèé ñ ϑ-ôóíêöèÿìè
çàòðóäíÿëà ìåíÿ è îñòàëàñü äî ñèõ ïîð ìíå íåäîñòóïíîé. Íî ýòîò
ïëàí íàòîëêíóë ìåíÿ íà äâà íîâûõ êðóãà âîïðîñîâ: ïîâåðõíîñòè
ïåðåíîñà, ñ îäíîé ñòîðîíû, è èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ èç òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, ñ äðóãîé. Âòîðîé èç ýòèõ âîïðîñîâ ïîáó-
äèë ìåíÿ çàíÿòüñÿ èññëåäîâàíèåì êîðíåé öåëûõ òðàíñöåíäåíò-
íûõ ôóíêöèé è, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñîì îá èõ âåùåñòâåííîñòè.

�8. Ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà

ß ïîñòàâèë ñåáå çàäà÷ó: íàéòè íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè

z = f (x, y) (1)

ëèíèþ ïåðåíîñà, ò. å. ëèíèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïåðåäâèãàòü ïàðàë-
ëåëüíî ñàìîé ñåáå, íå ñâîäÿ åå ñ ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî, íî ïîñòîÿííîãî âäîëü
ëèíèè âåêòîðà ∆x,∆y,∆z, íå ñâîäÿùåãî ëèíèè ñ ïîâåðõíîñòè.
Îáîçíà÷àÿ lim

∆x→0

∆y
∆x è lim

∆x→0

∆z
∆x ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç τ è ζ, ïîëó-

÷èì äëÿ ëèíèè ïåðåíîñà óðàâíåíèå

p + qτ − ζ = 0, (2)

ãäå τ, ζ � ïîñòîÿííûå, à p = ∂f
∂x, q = ∂f

∂y . Êðîìå òîãî, ïîñëå ñäâèãà
ëèíèÿ òîæå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ òèïà (2) ñ äðóãèìè
çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííûõ τ, ζ . Ïîñêîëüêó ζ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì
íà ëèíèÿõ, íà êîòîðûõ ïîñòîÿííî τ , åãî ìîæíî íà âñåé ïîâåðõ-
íîñòè ñ÷èòàòü ôóíêöèåé îò τ . Ïîëàãàÿ ζ ′ = dζ

dτ è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç
ψ íîâóþ ïîñòîÿííóþ âäîëü ëèíèè ïåðåíîñà, ìû ïîëó÷èì òðåòüå
óñëîâèå â ñëåäóþùåì âèäå:

r + 2sτ + tτ 2 + (q − ζ ′)ψ = 0, (3)

ãäå

r =
∂2f

dx2
, s =

∂2f

∂x∂y
, t =

∂2f

∂y2
.
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Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå çàâèñÿùèõ äðóã îò äðóãà ôóíê-
öèé τ, ζ, ψ, òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(2) è (3), äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü (1) áûëà ïî-
âåðõíîñòüþ ïåðåíîñà. ß äîêàçàë ýòî íå ñðàçó, à ïðåäâàðèòåëüíî
óáåäèëñÿ íà ïðèìåðàõ â òîì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2), (3)
ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ ëèíèé ïåðåíîñà äëÿ ïîâåðõíîñòåé, ïðî
êîòîðûå ÿ çàðàíåå çíàë, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ïåðå-
íîñà. Òåîðåìà î äîñòàòî÷íîñòè ïðåäñòàâëÿëàñü ìíå òåîðåìîé òîãî
æå òèïà, êàê, íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ:
Åñëè êðèâàÿ èìååò â êàæäîé òî÷êå ïîðÿäîê êàñàíèÿ âûøå íîð-

ìàëüíîãî (ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå 4-ãî) ñî ñâîèì êðóãîì êðèâèçíû,
òî îíà ñàìà åñòü îêðóæíîñòü.
Íàêîíåö, ìíå óäàëîñü äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü ýòîé òåîðåìû ïó-

òåì ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèè ëèíèè íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî
îòðåçêîâ. Îñîáî âûäåëèëñÿ ñëó÷àé ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé, êî-
ãäà ëèíèÿ íå ïðîáåãàåò âñåé ïîâåðõíîñòè, à ñêîëüçèò âäîëü ñåáÿ.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî â [1].
ß ñäåëàë îá ýòèõ ñâîèõ ðåçóëüòàòàõ äîêëàä, íà êîòîðîì ïðèñóò-

ñòâîâàë À.Ï. Êîòåëüíèêîâ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ À.Ï.Êîòåëü-
íèêîâ ñäåëàë äîêëàä, â êîòîðîì ïðåäëîæèë íîâîå, áîëåå ïðîñòîå
è åñòåñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Âïîñëåäñòâèè ÿ âîñ-
ñòàíîâèë ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïî ïàìÿòè è îïóáëèêîâàë åãî â [3].
Ïîëüçîâàíèå ýòèì ìåòîäîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíèé ïåðåíîñà íà

ïîâåðõíîñòÿõ òðåáóåò èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, òàê ÷òî ìîæåò áûòü ïðèìåíèìî òîëüêî ê àëãåáðàè÷åñêèì
ïîâåðõíîñòÿì. Æåëàíèå ïðèìåíÿòü åãî ê òðàíñöåíäåíòíûì ïî-
âåðõíîñòÿì çàñòàâèëî ìåíÿ çàíÿòüñÿ âîïðîñîì îá èñêëþ÷åíèè ïå-
ðåìåííûõ èç òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (ñì. ñëåä. ïàðàãðàô).
Ýòî îêàçàëîñü áåñïîëåçíûì äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïåðåíîñà, òåì áî-
ëåå ÷òî â îäåññêèé ïåðèîä (îêîëî 1924 ãîäà) ÿ âíîâü çàíÿëñÿ ïî-
âåðõíîñòÿìè ïåðåíîñà è ïîëó÷èë ìåòîä, íå òðåáóþùèé ïðèìåíÿòü
èñêëþ÷åíèå.
Âñêîðå ïî ïðèåçäå â Îäåññó ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ êíèãîé Áëÿøêå

�Di�erentialgeometrie� è óçíàë, ÷òî Ðåéäåìåéñòåð ïîëó÷èë ïðè-
çíàê òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü åñòü ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà (îí ñîñòîèò
èç äâóõ óðàâíåíèé 5-ãî ïîðÿäêà è íàñòîëüêî ñëîæåí, ÷òî â ÿâíîì
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âèäå íèêåì íå áûë íàïèñàí), à òàêæå ïîëó÷èë âåñüìà ïðîñòîé âû-
âîä ðåçóëüòàòîâ Ëè î ïîâåðõíîñòÿõ äâîéíîãî ïåðåíîñà. Ðåçóëüòà-
òû Ðåéäåìåéñòåðà áûëè ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ àô-
ôèííîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè òåîðèè êóáè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì è, òàêèì îáðàçîì, äîñòóïíû òîëüêî ñïåöèàëèñòàì-
ãåîìåòðàì. Áîëåå ýëåìåíòàðíûé âûâîä áûë äàí Øåôôåðñîì; îä-
íàêî åìó áûëî íå èçâåñòíî óðàâíåíèå (3); âìåñòî íåãî îí ïîëüçî-
âàëñÿ ñîîòíîøåíèåì

r + s(τ1 + τ2) + tτ1τ2 = 0 (4)

äëÿ ñîïðÿæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè τ . Ýòî íå äàâàëî åìó âîç-
ìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ íà ïîâåðõíîñòè, îáðàçóåìûå
äâèæåíèÿìè áîëåå ñëîæíîãî òèïà, ÷åì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.
Çàíÿâøèñü ïîâåðõíîñòÿìè ïåðåíîñà âî âòîðîé ðàç, ÿ âûðàçèë

óñëîâèå (3) â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ ÿêîáèàíà îò âûðàæåíèÿ τ è
ψ = r+2sτ+tτ2

ζ ′−q è ïîëó÷èë óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

M(Rxdx + Rydy)−DCdτ = 0 (5)

îòíîñèòåëüíî x, y, τ , êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîâåðõíîñòü (1) åñòü ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà. Çäåñü

R = p + qτ, C = r + 2sτ + tτ 2, M = CxRy − CyRx, D = rt− s2.

Åñëè óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ (5) âûïîëíÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííî, òî τ , êàê ôóíêöèÿ îò x, y, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-
íèþ (5), ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, à ïîòîìó ïîâåðõ-
íîñòü (1) äîïóñêàåò êîíòèíóóì ñèñòåì ëèíèé ïåðåíîñà. Ìîæåò
åùå ñëó÷èòüñÿ, ÷òî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè

f (τ ) =

(
M

D

)
x

Ry −
(
M

D

)
y

Rx = 0 (6)

òîæäåñòâåííî íå âûïîëíÿåòñÿ, íî îïðåäåëÿåò τ , êàê ôóíêöèþ îò
x, y, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5). Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó
f (τ ) åñòü ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî τ , ïîâåðõíîñòü (1)
èìååò èëè 2, èëè 4 ñèñòåìû ëèíèé ïåðåíîñà (îíè âñåãäà âõîäÿò
ïîïàðíî). Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà:
À) Ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà èìååò èëè 2, èëè 4, èëè êîíòèíóóì

ñèñòåì ëèíèé ïåðåíîñà.
Âñå ïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè ìû

ïåðåéäåì ê ëåæàíäðîâûì êîîðäèíàòàì p, q. Óðàâíåíèå (5) èìååò
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âèä

N(dp + τdq)− Cdτ = 0, (5′)

ãäå

C = r + 2sτ + tτ 2, N = Cpτ − Cq;

óðàâíåíèå (6) � âèä

f (τ ) = Npτ −Nq = 0. (6′)

Ýòè ôîðìóëû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðîñòûå âûðàæåíèÿ
äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòè, êîãäà óðàâíåíèå (6′) óäî-
âëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðàëû îò ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ, èìåþùèõ âèä äðîáíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
îò p, q; â çíàìåíàòåëå èõ ñòîèò ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè. Îêîí÷àòåëü-
íî ÿ íå ïîëó÷èë îáùèõ ôîðìóë; îíè, âïðî÷åì, áûëè äàâíî ïîëó-
÷åíû Ëè ñîâñåì äðóãèì ïóòåì.
Â ñëó÷àå, êîãäà âñå 4 êîðíÿ óðàâíåíèÿ (6) óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ (5), ýòîò æå ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòè â âèäå ñóììû àáåëåâûõ èíòå-
ãðàëîâ.
Îïèñàííûé ìåòîä äàë ìíå òàêæå âîçìîæíîñòü äîêàçàòü ýòîò

ôàêò äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Äëÿ ñëó-
÷àÿ 4 èçìåðåíèé îí áûë äîêàçàí Ëè. Ïóàíêàðå äàë î÷åíü êîðîòêîå
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, íî ïðè ýòîì îí îïèðàåòñÿ íà
ñëåäóþùóþ ñîìíèòåëüíóþ òåîðåìó:
Á) Åñëè êðèâàÿ f (x, y) = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ëþáîé ïðÿìîé íå áîëåå

÷åì â n òî÷êàõ, òî ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè íå âûøå
n.
ß äîêàçàë ýòó òåîðåìó äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ
(5′), íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Îñòàëüíûå
ñëó÷àè íå áûëè èññëåäîâàíû íè Ëè, íè Ïóàíêàðå, íè ìíîé.
Ïîñëå òîãî êàê áûëî äîêàçàíî, ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âû-

ðàæàþòñÿ êàê ñóììû àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ, çàòðóäíåíèå âûçâàëî
îïðåäåëåíèå ðàíãà àëãåáðàè÷åñêîãî îáðàçà, êîòîðîìó îíè ñîîò-
âåòñòâóþò. Ìíå óäàëîñü ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå, âîñïîëüçî-
âàâøèñü òåîðåìîé Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ â òåðìèíàõ àðèôìåòè÷å-
ñêîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
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Åñëè m � ïîðÿäîê è s � èçìåðåíèå êàêîãî-íèáóäü êëàññà äèâè-
çîðîâ, òî

m ≥ 2s− 2.

Åñëè m = 2s − 2, òî êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì äèôôåðåíöèà-
ëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé
(= îáðàç) óëüòðàýëëèïòè÷åñêîå.
Êàê ðàç ñëó÷àé m = 2s− 2 èìååò ìåñòî â ìíîãîìåðíûõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïåðåíîñà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ïîëÿ ðàâåí s, ò. å. â
íàøåì ñëó÷àå n + 1, ãäå n � èçìåðåíèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
çàäàíà ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà.
ß ïðèäóìàë äëÿ òåîðåìû Êëèôôîðäà äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàí-

íîå íà àðèôìåòè÷åñêîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âïî-
ñëåäñòâèè, óæå â íà÷àëå êàçàíñêîãî ïåðèîäà, ÿ ðåøèë îáîáùèòü
òåîðåìó Êëèôôîðäà. Ïîëó÷åííîå ìíîþ îáîáùåíèå îïóáëèêîâàíî
â �Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo"[5] è ôîðìóëèðó-
åòñÿ òàê:
Åñëè ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîäåðæèò �ñïåöèàëüíûé�

êëàññ äèâèçîðîâ èçìåðåíèÿ n è ïîðÿäêà

m = 2 + r − 2,

ãäå

2n− r − 4 > 0,

òî äëÿ ðàíãà p ýòîãî ïîëÿ èìååò ìåñòî

p ≤ n + 2r +

[
2r(r + 1)

2n− r − 4

]
,

åñëè òîëüêî ïîëå íå óëüòðàýëëèïòè÷åñêîå.
Îïèñàííûé ìåòîä äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ãðóïïû äðóãèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé, ÷åì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Çàäà÷à ôîðìóëèðó-
åòñÿ òàê. Â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ïîâåðõíîñòü è ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé G. Òðåáóåòñÿ íàéòè íà ïîâåðõíîñòè ñèñòåìó òà-
êèõ ëèíèé, ÷òîáû ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè ïðîõîäèëà
îäíà ëèíèÿ è ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ëèíèé â ãðóïïå G
ìîæíî áûëî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êó
ïåðâîé ëèíèè â êàêóþ-òî òî÷êó âòîðîé. Åñëè òàêèå ëèíèè ñóùå-
ñòâóþò, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò ñèñòåìû
èìïðèìèòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî G. Åñëè â êà÷åñòâå G âçÿòà (6-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ) ïîëíàÿ ãðóïïà äâèæåíèé, òî ïîâåðõíîñòÿìè,
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óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ òå, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðîèçâîëüíûì äâèæåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé
êðèâîé.
×òîáû íàéòè ëèíèè èìïðèìèòèâíîñòè íà çàäàííîé ïîâåðõíî-

ñòè, ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ∑
λjXj(z − f ) = 0, (7)

∑
λiλjXiXj(z − f ) + ψ

∑
Xj(z − f )λj(λ1) = 0, (8)

ãäå

Xj(r − f ) (j = 1, 2, . . . , r)

� èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ãðóïïûG, λ1 = 1, λ2, . . . , λr;ψ
�ôóíêöèè òî÷êè ïîâåðõíîñòè, îñòàþùèåñÿ âäîëü èñêîìûõ ëèíèé
ïîñòîÿííûìè. Èñêëþ÷àÿ λ3, . . . , λr, ψ, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç
r−1 óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (r−2)-ãî ïîðÿäêà, îïðåäå-
ëÿþùèõ ôóíêöèþ λ2. Èõ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðåäñòàâÿòñÿ
â âèäå (r − 1)-ãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (2r − 1)-ãî
ïîðÿäêà îò z ïî x, y.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè r = 3, ê êîòîðûì îòíî-

ñÿòñÿ è ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Åñëè ãðóïïà G íå
êîììóòàòèâíà, òî ëèíèè èìïðèìèòèâíîñòè óæå íå ìîãóò ìåíÿòü-
ñÿ ðîëÿìè ñ òðàåêòîðèÿìè èõ òî÷åê, òàê êàê ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ
ëèíèÿìè èìïðèìèòèâíîñòè ñî âçàèìíîé ãðóïïîé, êîòîðàÿ ñîâïà-
äàåò ñ G òîëüêî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè. Çäåñü òîæå ñïðàâåä-
ëèâà òåîðåìà î òîì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü èëè êîíòè-
íóóì ñèñòåì èìïðèìèòèâíîñòè, èëè íå áîëåå ÷åòûðåõ; âîïðîñ î
òîì, ìîæåò ëè îíà èìåòü âñå 4 èëè íå áîëåå 2, îñòàåòñÿ íåðåøåí-
íûì. Êðîìå òîãî, èíòåðåñåí âîïðîñ, ê êàêèì íîâûì ôóíêöèÿì,
îáîáùàþùèì àáåëåâû èíòåãðàëû, ïðèâîäèò ïîâåðõíîñòü ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ÷èñëîì ñèñòåì èìïðèìèòèâíîñòè.
Â 1925 ã. ÿ áûë íà ñúåçäå â Äàíöèãå, ãäå äåëàë äîêëàä î ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïåðåíîñà è âèäåëñÿ òàì ñ Ðåéäåìåéñòåðîì. Ïðè ïðîåçäå
÷åðåç Áåðëèí ÿ çàøåë ê Øåôôåðñó, êîòîðûé ïîêàçàë â ñâîåé
òåòðàäè, ÷òî îí äîêàçàë òåîðåìó À). Îí íå ìîã, êàê îí ñêàçàë
ìíå, îáîáùèòü ñâîé ìåòîä íà ñëó÷àé íå êîììóòàòèâíîé ãðóïïû,
è õîòåë, ÷òîáû ÿ ïîëó÷èë ïîâåðõíîñòü, äîïóñêàþùóþ áîëåå ÷åì
äâå ñèñòåìû èìïðèìèòèâíîñòè äëÿ îáùåé ãðóïïû äâèæåíèÿ.
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�9. Ðåçóëüòàíò îò òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé

Êàê ÿ óæå óïîìèíàë, æåëàíèå ïîëó÷èòü óñëîâèå òîãî, ÷òîáû
ϑ = 0, ãäå ϑ − ϑ � ôóíêöèÿ, áûëà ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà, ïðè-
âåëî ìåíÿ ê çàäà÷å èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç òðàíñöåíäåíòíûõ
óðàâíåíèé.
Åñëè çàäàíû ïîëèíîìû f (x), g(x), èìåþùèå êîðíÿìè, ñîîòâåò-

ñòâåííî, α1, α2, . . . , αm è β1, β2, . . . , βn, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîé, èõ ðåçóëüòàíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∏
µ,ν

(
1− αµ

βν

)
.

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïîëèíîì

h(x) =
∏
µ,ν

(
x− αµ

βν

)
.

èìåþùèé êîðíÿìè ÷àñòíûå
αµ
βν

îò êîðíåé îáîèõ çàäàííûõ ïîëè-
íîìîâ, à ïîòîì ñ÷èòàòü ðåçóëüòàíò çíà÷åíèåì ýòîãî ïîëèíîìà ïðè
x = 1. Îäíàêî åñëè îáîáùèòü ïîíÿòèå h(x) íà ñëó÷àé, êîãäà f (x)
è g(x) � öåëûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, òî h(x) óæå íå áóäåò
öåëîé ôóíêöèåé, òàê êàê åå êîðíè, αµβν , áóäóò èìåòü òî÷êîé ñãóùå-
íèÿ íå òîëüêî x =∞, íî è äðóãèå, â ÷àñòíîñòè x = 1. Ïîýòîìó ìû
äîëæíû ñîñòàâëÿòü ðåçóëüòàíò îò ôóíêöèé, èìåþùèõ òî÷êè ñãó-
ùåíèÿ íóëåé â ðàçíûõ ìåñòàõ. Ïðîùå âñåãî ñîñòàâèòü ðåçóëüòàíò
îò ôóíêöèé g(x) è f

(
1
x

)
ãäå g(x) è f (x) � öåëûå òðàíñöåíäåíòíûå

ôóíêöèè. Åñëè ïîñëåäíèå èìåþò êîðíÿìè

α1, α2, α3, . . . ,

β1, β2, β3, . . . ,

òî â êà÷åñòâå h(x) ìû äîëæíû âçÿòü ôóíêöèþ, èìåþùóþ êîð-
íÿìè âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ αµβν, êîòîðûå èìåþò òî÷êîé
ñãóùåíèÿ òîëüêî x = ∞. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå h(x) âñåãäà ìîæíî
âçÿòü öåëóþ òðàíñöåíäåíòíóþ ôóíêöèþ.
Îáðàòèìñÿ íà âðåìÿ îïÿòü ê ïîëèíîìàì. Êîýôôèöèåíòû ïîëè-

íîìà h(x) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû f (x) è g(x) âåñüìà
ñëîæíî. Ìíå ïðèøëî â ãîëîâó âûðàçèòü ÷åðåç ñóììû ñòåïåíåé
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sk =
∑

1
αkµ

êîðíåé f (x) è σk =
∑

1
βkµ

êîðíåé g(x) ñóììû Σk ñòåïå-

íåé êîðíåé h(x). Ïîëó÷èëñÿ âåñüìà ïðîñòîé è î÷åâèäíûé ðåçóëü-
òàò

Σk = skσk. (1)

Âïîñëåäñòâèè, óæå â 1936 ã., èçó÷àÿ ñî÷èíåíèÿ Ëàãðàíæà, ÿ
óâèäåë, ÷òî ó íåãî áûëà äîâîëüíî áëèçêàÿ èäåÿ, ðóêîâîäèâøàÿ
èì ïðè ñîñòàâëåíèè ðåçóëüòàíòà îò ïîëèíîìà. ß îòìåòèë ýòî â
þáèëåéíîé ñòàòüå îá àëãåáðàè÷åñêèõ è àðèôìåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ
Ëàãðàíæà [3].
Èç ñîîòíîøåíèé (1) áûëî íåòðóäíî ïåðåéòè ê ëîãàðèôìè÷åñêèì

ïðîèçâîäíûì f ′(x)
f(x) è g′(x)

g(x) , èìåþùèì, êàê èçâåñòíî, −sk è −σk â
êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

f ′(x)

f (x)
= −sk − s2x− s3x

2 − . . . ,

g′(x)

g(x)
= −σk − σ2x− σ3x

2 − . . . .

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ h′(x)
h(x) èìååò êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-

æåíèÿ � σksk

h′(x)

h(x)
= −s1σ1 − s2σ2x− s3σ3x

2 − . . . .

Âìåñòå ñ òåì òî÷êè αµ ñëóæàò ïîëþñàìè ôóíêöèè f ′(x)
f(x) , βν �

ôóíêöèè g′(x)
g(x) , αµβν � ôóíêöèè h′(x)

h(x) . ×òîáû ïåðåéòè îò àíàëîãèè
ñ ïîëèíîìàìè, íàäî áûëî äîêàçàòü òåîðåìó:
Åñëè ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) èìåþò òîëüêî ïðî-

ñòûå ïîëþñû, ïðèòîì â òî÷êàõ αµ è, ñîîòâåòñòâåííî, βν, òî
ôóíêöèÿ θ(z), ïîëó÷àåìàÿ èç ϕ(z) è ψ(z) òàê:

ϕ(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . . ,

ψ(z) = b0 + b1z + b2z
2 + . . . ,

θ(z) = a0b0 + a1b1z + a2b2z
2 + . . . ,

èìååò òàêæå ïðîñòûå ïîëþñû, ïðèòîì â òî÷êàõ αµβν.
Åå äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü î÷åíü ïðîñòûì. Åñëè α1, α2, . . . , αm

� ñèñòåìà íàèìåíüøèõ ïî ìîäóëþ ïîëþñîâ ôóíêöèè ϕ(x), èA1, A2,
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. . . , Am � èõ âû÷åòû, òî

ϕ(z)− A1

z − α1
− · · · − Am

z − αm
ðåãóëÿðíà âíóòðè á�îëüøåãî êðóãà, ÷åì ϕ(z). Àíàëîãè÷íî

ψ(z)− B1

z − β1
− · · · − Bn

z − βn
.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

θ(x) +
∑
µ,ν

AµBν

z − αµβν
(2)

èìååò áîëüøèé êðóã ðåãóëÿðíîñòè, ÷åì θ(z). Ïåðåõîäÿ ê m →
∞, n→∞, äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Á.Í.Äåëîíå óâåðÿë ìåíÿ, ÷òî òàêàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà íå ìîæåò

áûòü äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíîé. È äåéñòâèòåëüíî, îíà îêàçàëàñü
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Àäàìàðà, è ÿ íàøåë åå äîêàçàòåëü-
ñòâî â ìîíîãðàôèè Âèâàíòè�Ãóöìåðà ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Àäàìàð äëÿ ïîëó÷åíèÿ θ(z) èëè, êàê åå ïðèíÿòî íà-
çûâàòü, �àäàìàðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ�, ïîëüçóåòñÿ íå ðÿäàìè, à
èíòåãðàëàìè

θ(z) =
1

2π

2π∫
0

φ(eiθ)ψ(ze−iθ)dθ. (3)

Èòàê, ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàíòà äëÿ f (z), g
(

1
z

)
, ãäå f (z),

g(z) � öåëûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, òàêîâ. Ñîñòàâëÿåì ëî-
ãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå f ′(x)

f(x) ,
g′(x)
g(x) , è äëÿ íèõ àäàìàðîâñêîå

ïðîèçâåäåíèå � θ(z). Çàòåì íàõîäèì ôóíêöèþ Φ(z), ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ θ(z)

Φ(z) = e
∫
θ(z)dz.

Φ(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè x = 1 Φ(z) ïðåâðàùàåòñÿ â èñêîìûé
ðåçóëüòàíò.
Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ìíîþ îïóáëèêîâàíû ïîçæå, â 1924 ã.,

â êàçàíñêîì æóðíàëå, êóäà ÿ ïðèñëàë ñòàòüþ èç Îäåññû (ìåíÿ
ïðèãëàñèë ñîòðóäíè÷àòü â Êàçàíè ïðîô. Í.Í.Ïàðôåíòüåâ, ñ êî-
òîðûì ÿ ïîçíàêîìèëñÿ â Ìîñêâå, â îáùåæèòèè íàó÷íûõ ðàáîòíè-
êîâ) [1]. Â ýòîé ñòàòüå ÿ äàë òàêæå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
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Àäàìàðà äëÿ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Çàòåì Ì.Ã.Êðåéí íàøåë ýòî
äîêàçàòåëüñòâî íåäîñòàòî÷íûì, è ÿ äîïîëíèë åãî â îñîáîì äîïîë-
íåíèè ê ñòàòüå.
Ìíå íå óäàëîñü ïðèìåíèòü ñâîé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ê ôóíêöèÿì,

äëÿ êîòîðûõ ýòîò ìåòîä ïðåäíàçíà÷àëñÿ. Âïîñëåäñòâèè, â 1928�
1929 ãã., ÿ ïðèìåíèë åãî ê íàõîæäåíèþ óñëîâèÿ äëÿ îäíîëèñòíî-
ñòè (schlicht) ôóíêöèé âíóòðè |z| < 1 [2]. Åãî ñóùíîñòü ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. ×òîáû f (z) áûëà îäíîëèñòíà âíóòðè |z| < 1, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

K(x, y) =
f (x)− f (y)

x− y
íå îáðàùàëàñü â íóëü, åñëè x, y ïðèíèìàþò âíóòðè êðóãà |z| < 1
âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ýíà÷åíèÿìè x =
z, y = zu, ãäå u = eiθ, |u| = 1. (Ïîñëåäíÿÿ ëåììà âïîñëåäñòâèè
áûëà ïîëó÷åíà Äüåíäîííå, èç êîòîðîé îí ïîëó÷èë âåñüìà ïðî-
ñòî óñëîâèÿ Áèáåðáàõà |an| ≤ n äëÿ âåùåñòâåííûõ îäíîëèñòíûõ
ôóíêöèé.)
Ñîñòàâëÿÿ îò K(u) è ñîïðÿæåíî êîìïëåêñíîé ôóíêöèè K(u)

ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî u, îò ïîñëåäíèõ �
àäàìàðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ϕ(u), à çàòåì

Φ(u) = e
∫
ϕ(u)du,

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ
îäíîëèñòíîñòè:

Φ(1) êàê âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îò z äîëæíà áûòü ïîëîæè-
òåëüíîé ïðè âñåõ |z| < 1.
Âïîñëåäñòâèè ÿ óçíàë, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèíîìîâ òàêîé æå ðå-

çóëüòàò áûë ïîëó÷åí Áèáåðáàõîì åùå â 1916 ã. Ìîé ðåçóëüòàò
ìîæåò ëåãêî ïðèëàãàòüñÿ ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, íàïð., òè-
ïà f (z, ez). Ê ñîæàëåíèþ, îí íå äàåò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýô-
ôèöèåíòîâ äëÿ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, ò. å. ñîîòíîøåíèé ìåæäó
êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.

�10. Êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè êîðíåé
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé

Ìîè çàíÿòèÿ òðàíñöåíäåíòíûìè óðàâíåíèÿìè ïîáóäèëè ìåíÿ
ðàñïðîñòðàíèòü íà íèõ èçâåñòíûé êðèòåðèé âåùåñòâåííîñòè êîð-
íåé:
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×èñëî îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ â ðàçëîæåíèè ôîðìû

n−1∑
i,j=0

sm+i+jxixj

ðàâíî ïðè ÷åòíîì m ÷èñëó ïàð ìíèìûõ êîðíåé, íå÷åòíîì m �
ñóììå ÷èñëà ïàð ìíèìûõ è ÷èñëà îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé.
Ýòîò êðèòåðèé áûë óæå ðàñïðîñòðàíåí Ãðîììåðîì (Journ. f.

Math. 144, 1914), íî åãî îáîáùåíèå êàñàëîñü òîëüêî öåëûõ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è, êðîìå òîãî, áûëî âû-
âåäåíî ïðè ïîìîùè î÷åíü òðóäíîé òåîðèè ôîðì îò áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Èñõîäíûì ïóíêòîì ìîèõ ðàññóæäåíèé áûëà ïîëó÷åííàÿ åùå

ïðè ïîñòðîåíèè ðåçóëüòàíòà (ñì. �9) ôîðìóëà

sk =
1

αk1
+

1

αk2
+ . . .

1

αkp
+ εk,p

1

αkp
, (1)

ãäå sk � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîä-
íîé

−f
′(z)

f (z)
= s1 + s2z + s3z

2 + . . . ,

α1, α2, . . . , αp � íàèìåíüøèå ïî ìîäóëþ êîðíè öåëîé òðàíñöåí-
äåíòíîé ôóíêöèè f (x):

|α1| ≤ |α2| ≤ · · · ≤ |αp| ≤ |αp+1|,
à εk,p � âåëè÷èíà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè k. Ýòà
ôîðìóëà ïîçâîëèëà ìíå ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ôîðìû

p−1∑
i,j=0

sm+i+jxixj (2)

èìååò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷åòíîì m ñòîëüêî îòðèöàòåëü-
íûõ êâàäðàòîâ, ñêîëüêî ïàð ìíèìûõ ñîäåðæèòñÿ ñðåäè êîðíåé
α1, α2, . . . , αp, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì íå÷åòíîì m � ñêîëü-
êî ïàð ìíèìûõ ïëþñ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ñîäåðæèòñÿ ñðåäè
α1, α2, . . . , αp. Ïðè ýòîì ÷èñëî m äîëæíî â îáùåì ñëó÷àå ðàñ-
òè ñ ðîñòîì p, êîòîðîå ìû ìîæåì áðàòü ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû
ñîáëþäàëîñü íåðàâåíñòâî

|αp| < |αp+1|.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè ôóíêöèè f (z) áûëè âå-
ùåñòâåííû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå âàðèàíòû

Dp
M =

∣∣∣∣∣∣∣
sm, sm+1, . . . , sm+p−1

sm+1, sm+2, . . . , sm+p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sm+p−1, sm+p, . . . , sm+2p−2

∣∣∣∣∣∣∣ (p = 1, 2, . . . ) (3)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷åòíîì m áûëè ïîëîæèòåëüíû. ×èñëî
m (âåðíåå, åãî ìèíèìóì) äîëæíî óñòàíàâëèâàòüñÿ äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ p.
Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, òî ñóùåñòâóåò ìè-

íèìóì m, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå âàðèàíòû Dp
m, íåçàâèñèìî îò

çíà÷åíèÿ p, äåëàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.
Îáðàòíî, åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäü ôóíêöèè f (z) âñå âàðèàíòûDp

m
ïðè âñåõ p è ôèêñèðîâàííîì ÷åòíîìm ïîëîæèòåëüíû, òî âñå êîð-
íè f (z) � âåùåñòâåííû è, êðîìå òîãî, f (z) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Â òàêîì âèäå êðèòåðèé áûë äàí Ãðîììåðîì.
Äîêàçàòü åãî îêàçàëîñü çíà÷èòåëüíî òðóäíåå; Ãðîììåð äëÿ ýòî-
ãî âîñïîëüçîâàëñÿ òåîðèåé íåïðåðûâíûõ äðîáåé è òåîðèåé êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ; ÿ äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà, êðîìå äðóãèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñðåäñòâ, äîêàçàë,
÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôîðìîé (2), ñîâïàäàåò ñî
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ

J

(
−f

′(z)

f (z)

)
.

×òîáû ó÷åñòü çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ôóíêöèåé
f ′(z)

f (z)
çà êðóãîì

ñõîäèìîñòè, ìíå ïðèøëîñü ïðèìåíèòü ñïîñîá Ëèíäåë¼ôà íàõîæ-
äåíèÿ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè çà êðóãîì ñõîäèìîñòè.
Èìåííî, Ëèíäåë¼ô äîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè

φ(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . .

âíóòðè �ìèòòàã � ëåôôëåðîâñêîé çâåçäû� ðàâíî ïðåäåëó çíà÷å-
íèÿ öåëîé ôóíêöèè

φσ(z) = a0 + a1 · 1−σ · z + a2 · 2−2σ · z2 + . . .

(σ > 0) ïðè σ → 0.
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Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ìíîé óæå â Îäåññå (1926�1928) è
îïóáëèêîâàí âî âòîðîé ñòàòüå [2]. Èç íåãî âûòåêàåò ñëåäóþùèé
êðèòåðèé òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f (z) èìååò âñå âåùåñòâåííûå êîðíè
è, êðîìå òîãî, ïîðÿäîê ≤ 1∗:

J

(
f ′(z)

f (z)

)
: J(z) ≤ 0.

Ýòîò êðèòåðèé ìîæåò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçîâàí â ñëåäóþùèé:
ôóíêöèÿ |f (x + iy)|2, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ îò y, ìî-
íîòîííî ðàñòåò ïðè óäàëåíèè y îò âåùåñòâåííîé îñè.
Íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè íàéäåíû â ïîñìåðò-

íûõ áóìàãàõ Èåíñåíà è îïóáëèêîâàíû Ïîëèà â ñòàòüå � �Uber die
algebraischfunctionentheoretischen Untersuchungen von J.L.W. Jen-
sen� (Del Kgl. Danske Videns. Selskab. VII, 17, 1927):
Åñëè F (x) åñòü âåùåñòâåííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà 1*, òî

äëÿ âåùåñòâåííîñòè åå êîðíåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
I. ×òîáû äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x, y èìåëî ìåñòî

∂2

∂y2
|F (x + iy)|2 ≥ 0.

II. ×òîáû äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x âñå êîýôôèöèåí-
òû ðàçëîæåíèÿ |F (x+ iy)|2 ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì y áûëè
íåîòðèöàòåëüíû.
Âî âòîðîé èç ñâîèõ ñòàòåé [2] ÿ òàêæå îïóáëèêîâàë êðèòåðèé

Ãóðâèöà, ò. å. êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé
êîðíåé öåëîé ôóíêöèè f (z) îáùåãî âèäà, îò êîòîðîé òîëüêî ïî-
òðåáîâàë, ÷òîáû åå íåñîïðÿæåííûå êîðíè èìåëè ðàçíûå ìîäóëè
è ÷òîáû îíà íå èìåëà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî ÿ, íàðÿäó
ñ âàðèàíòîé Dp

m ñòðîþ åùå âàðèàíòó

∆p
M =

∣∣∣∣∣∣∣
sm, sm+1, . . . , sm+p−1

sm+2, sm+3, . . . , sm+p+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sm+2p−2, sm+2p−1, . . . , sm+3p−3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1), ÿ ïîëó÷àþ äëÿ îòíîøåíèé ∆p

m : Dp
m

ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó, ãîäíóþ ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ m:
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∆p
m

Dp
m

=
∏

λ<µ≤p

(βλ + βµ) + ηm,p,

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîì p è ðàñòóùåì m âåëè÷èíà ηm,p ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Çäåñü βλ = 1

αλ
. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé:

Åñëè â ðÿäó êîðíåé α1, α2, . . . , αp âñòðå÷àåòñÿ d ïàð ñ îòðè-
öàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âàðèàíò

1,
∆1
m

D1
m

,
∆2
m

D2
m

, . . . ,
∆p
m

Dp
m

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m îáðàçóåò d ïåðåìåí çíàêîâ.

�11. Çàäà÷à, îáðàòíàÿ çàäà÷å ×èðíãàóçåíà

Ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà Á.Í.Äåëîíå. Îíà ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì. Äàíû äâà óðàâíåíèÿ îäíîé è òîé æå ñòåïåíè è ñ èçîìîðô-
íûìè ãðóïïàìè Ãàëóà

xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0, (1)

xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0. (2)

Òðåáóåòñÿ óçíàòü, âûðàæàåòñÿ ëè êàæäûé êîðåíü îäíîãî èç
óðàâíåíèé ðàöèîíàëüíî ÷åðåç êàæäûé êîðåíü äðóãîãî, è â óòâåð-
äèòåëüíîì ñëó÷àå íàéòè ýòî âûðàæåíèå.
Á.Í.Äåëîíå ðåøèë ýòó çàäà÷ó äëÿ n = 3. Ñâîé âûâîä îí îñ-

íîâàë íà ñóùåñòâîâàíèè îñîáûõ ñîîòíîøåíèé (ñèçèãèé) ìåæäó
èíâàðèàíòàìè áèíàðíûõ êóáè÷åñêèõ ôîðì. Ýòîò âûâîä íå ìîæåò
áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà óðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé, òàê êàê òåî-
ðèÿ Ýðìèòà î ñâÿçè ïðåîáðàçîâàíèÿ ×èðíãàóçåíà ñ èíâàðèàíòàìè
áèíàðíûõ ôîðì ïåðåõîäèò äëÿ âûñøèõ ñòåïåíåé â ñâÿçü ñ ñîâî-
êóïíûìè èíâàðèàíòàìè (ñì. Weber, Lenrbuch der Algebra, Bd. 2,
ñòð. 240). Âèäÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à âïîëíå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè òåî-
ðèè Ãàëóà, ÿ ðåøèë åå â îáùèõ ÷åðòàõ äëÿ ëþáîé ñòåïåíè, à çàòåì
äåòàëüíî ïðîäåëàë âñå âû÷èñëåíèÿ äëÿ 4-é ñòåïåíè. Äîëæåí ñî-
çíàòüñÿ, ÷òî òåïåðü ÿ íå óâåðåí â ïðàâèëüíîñòè ïðîèçâåäåííûõ
âû÷èñëåíèé. ß íåñêîëüêî ðàç ïðåäëàãàë ñâîèì ó÷åíèêàì â âèäå
òåìû ïðîâåðêó è èñïðàâëåíèå ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ, íî íèêòî èç íèõ
íå äîâåë äåëà äî êîíöà.
Ñóùíîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáðàçóåì ïîëå ïðè ïî-

ìîùè êîðíåé x1, x2, . . . , xn óðàâíåíèÿ (1) è êîðíåé x1, x2, . . . , xn
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óðàâíåíèÿ (2). Åãî ãðóïïà Ãàëóà åñòü äåëèòåëü ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ G × G ãðóïï G,G óðàâíåíèé (1) è (2). Ìåæäó êîðíÿìè
îáîèõ óðàâíåíèé èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü

xi = α0 + α1xi + · · · + αn−1x
n−1
i (i = 1, 2, . . . , n) (3)

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà ýòîãî ïîëÿ èçîìîðôíà ñ
G (è ñ G), ò. å. åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê, ïàðàë-
ëåëüíî ïðîèçâîäÿùèõ òå æå ïîäñòàíîâêè íàä x1, x2, . . . , xn, ÷òî è
íàä x1, x2, . . . , xn. Ê ýòîé ãðóïïå ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ

ξ = x1x1 + x2x2 + · · · + xnxn.

Òàêèì îáðàçîì, íàäî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ ξ, êîýôôèöèåí-
òû êîòîðîãî ðàöèîíàëüíî âûðàæàëèñü áû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèé (1) è (2). Åãî ñòåïåíü ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû G. ×òî-
áû çàäà÷à èìåëà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòî
óðàâíåíèå èìåëî ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê ýòîé
æå ãðóïïå ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè

ξk = xk1x1, x
k
2x2, . . . , x

k
nxn (k = 1, 2, . . . , n− 1).

Åñëè îòáðîñèòü èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè, êîãäà ξ = ξ1 ïðèíàä-
ëåæèò ê áîëåå íèçêîé ãðóïïå, ÷åì îñòàëüíûå ξk, âñå ξk ìîãóò
áûòü ðàöèîíàëüíî âûðàæåíû ÷åðåç ξ. Âìåñòå ñ òåì êîýôôèöèåí-
òû α0, α1, . . . , αn−1 èñêîìîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) ðàöèîíàëüíî âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ξ, ξ2, . . . , ξn−1. Â ñàìîì äåëå, óìíîæàÿ (3) ïîñëåäî-
âàòåëüíî íà 1, xi, x

2
i , . . . , x

n−1
i è ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì

s1 = nα0 +s1α1 + · · · + sn−1 · αn−1,
ξ = s1α0 +s2α1 + · · · + sn · αn−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξn−1 = sn−1α0 +snα1 + · · · + s2n−2 · αn−1.

(4)

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû ïîëó÷èì α0, α1, . . . , αn−1, åñëè åå
îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé äèñêðèìèíàíòó óðàâíåíèÿ (1), îòëè÷åí îò
íóëÿ, ò. å. åñëè óðàâíåíèå (1) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
Åñëè íàì èçâåñòíû ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ äðóã ÷åðåç äðóãà

ôóíêöèé îò êîðíåé óðàâíåíèé (1), (2), ïðèíàäëåæàùèõ ê íîð-
ìàëüíûì äåëèòåëÿì ãðóïï G,G,òî çàäà÷à óïðîùàåòñÿ. Çäåñü ìû
íå áóäåì ðàçáèðàòü ýòèõ ñëó÷àåâ.
Ïðè ïîìîùè ýòîãî ìåòîäà ÿ ïîâòîðèë ðåçóëüòàò Á.Í.Äåëîíå

îòíîñèòåëüíî êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âîò ýòî ðåøåíèå. Çàäàíû
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êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

x3 + px + q = 0, x3 + p x + q = 0.

Ôóíêöèÿ ξ = x1x1 + x2x2 + x3x3 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç äâóõ
êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ξ3 − 3ppη − 27

2
qq ∓ 1

2

√
DD = 0,

ãäåD,D � äèñêðèìèíàíòû îáîèõ çàäàííûõ óðàâíåíèé. ×òîáû çà-
äà÷à äîïóñêàëà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

√
DD

áûë ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Äàëåå, u = x2
1x1 + x2

2x2 + x2
3x3 âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç ξ òàê:

u =
3qpη − 3p2q

η2 − pp
.

Êîýôôèöèåíòû α0, α1, α2 ñîîòíîøåíèÿ

xi = α0 + α1xi + α2x
2
i (i = 1, 2, 3)

îïðåäåëÿòñÿ èç óðàâíåíèé

0 = 3α0 −2pα2,
ξ = −2pα1 −3qα2,
u = −2pα0 −3qα1 +2p2α2.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ÿ ðåøèë çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèé 4-é ñòå-
ïåíè

x4 + p2x
2 + p3x + p4 = 0,

x4 + p2x
2 + p3x + p4 = 0.

Ñîñòàâèì êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíê-
öèè

z = x1x2 + x3x4, z = x1x2 + x3x4.

Ïóñòü ìû óæå íàøëè âåëè÷èíû

ζ = z1z1+z2z2+z3z3, u = z2
1z1+z2

2z2+z2
3z3, u = z1z

2
1+z2z

2
2+z3z

2
2.

Ôóíêöèÿ T = x1x1 + x2x2 + x3x3 + x4x4 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëå-
äóþùåìó óðàâíåíèþ 4-é ñòåïåíè:

T 4 − (2p2p2 + 2ζ) · T 2 − 8p3p3 · T · −
1

8
ζ2 − 8

3
p2u−

8

3
p2u+

+
14

3
p2p2ζ + p2

2p
2
2 + 16p2

2p4 + 16p2
2p4 +

64

3
p4p4 = 0.
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Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî åùå óìåòü îïðåäåëÿòü
ôóíêöèè

θ =
∑

x2
ixi, Z =

∑
x3
ixi.

Èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç T ÿ ïðèâîäèòü íå áóäó.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ïîâîäîì íåäîâîëüñòâà ìíîþ Á.Í.Äå-

ëîíå, êîòîðûé ñ÷èòàë, ÷òî ñ ìîåé ñòîðîíû íåõîðîøî ïåðåõâàòû-
âàòü åãî çàäà÷è, õîòÿ ôîðìàëüíî îí è íå ìîæåò áûòü â ïðåòåíçèè,
ïîñêîëüêó îí äåëàë î ñâîåì ðåøåíèè äîêëàä â Ìàòåìàòè÷åñêîì
îáùåñòâå.
Íåìíîãî ïîçäíåå, óæå â Îäåññå (â 1924 ã.), ÿ âîñïîëüçîâàëñÿ

èäååé ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ íîâîãî äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Êðîíåêåðà�Âåáåðà:
Âñå ïîëÿ ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà ñóòü ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà,

ò. å. èõ ýëåìåíòû ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåêîòîðûå
êîðíè èç åäèíèöû. Îáëàñòü ðàöèîíàëüíîñòè äîëæíà áûòü ïî-
ëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî [2], êðîìå òîãî, ïîëüçóåòñÿ òåîðåìîé ìî-

íîäðîìèè (ñì. �3), à òàêæå p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Â òîé ñâîåé
÷àñòè, ãäå îíî èññëåäóåò èððåãóëÿðíûé ñëó÷àé, îíî ïðèìåíÿåò
ïðèåì Ôóýòåðà, çíà÷èòåëüíî óïðîùåííûé (Math. Ann. 75, 1914).
Ïî ñóùåñòâó îíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà, èìåþùåãîñÿ
â ñòàòüå Øïåéçåðà (Journ. f. Math. 149 1920).

�12. Øèðèíà êîíòóðîâ è òåë

Ýòó ðàáîòó ñëåäóåò ñêîðåå ðàññìàòðèâàòü êàê þíîøåñêîå óïðàæ-
íåíèå, ïîñêîëüêó îíà íå ñîäåðæèò ðåçóëüòàòîâ, ñóùåñòâåííî íî-
âûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå. ß îïèñûâàþ åå òîëüêî
ïîòîìó, ÷òî ñ íåé ó ìåíÿ ñâÿçàíû áîëüøèå ïåðåæèâàíèÿ, êàê ýòî
÷àñòî áûâàåò, êîãäà ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåîòêðûâàåøü ñòàðûå ðå-
çóëüòàòû.
Ïîâîäîì ê çàíÿòèÿì ýòèì êðóãîì çàäà÷ ó ìåíÿ áûëî ÷òåíèå

�Èñ÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé� Ìàðêîâà, ãäå èçëîæåíî îáîáùåíèå çà-
äà÷è Áþôôîíà î áðîñàíèè èãëû. Îáîáùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
áðîñàåòñÿ íå èãëà, à âûïóêëàÿ ïëîùàäêà, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ ïëîùàäêè íà ëèíèþ ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå äóãè êîíòó-
ðà ýòîé ïëîùàäêè. Ìàðêîâ âûâîäèò ýòîò ðåçóëüòàò çàìåíîé ïëî-
ùàäêè ìíîãîóãîëüíèêîì è ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó. ß óáåäèëñÿ, ÷òî
ýòîò ðåçóëüòàò âåñüìà ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ
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ôóíêöèè, êîòîðóþ âî Ôðàíöèè íàçûâàþò ïîäýðîé, à Ìèíüêîâ-
ñêèé íàçûâàåò åå St�utzfunktion. Â ìîåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ îáû÷íûå
ôîðìóëû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé ôóíêöèåé, êîòîðûå ìåíÿ â òî âðå-
ìÿ òàê âîñõèøàëè è êîòîðûå â ñàìîì äåëå î÷åíü êðàñèâû. Çàòåì
äàåòñÿ îáùèé âèä êðèâûõ ïîñòîÿííîé øèðèíû, ðåøàåòñÿ îäíà,
äîâîëüíî èñêóññòâåííàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, à äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûâîäÿòñÿ î÷åíü ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ñðåäíåé è ãàóññîâîé êðèâèçíû.
Ó ìåíÿ ñîõðàíèëñÿ îòðûâîê, ïîñâÿùåííûé êîíòóðàì, âïèñàí-

íûì â òðåóãîëüíèê è äîïóñêàþùèì âðàùåíèå. Îí íå âîøåë â
ñòàòüþ, è ÿ åãî âîñïðîèçâåäó çäåñü.

��11. Êîíòóðû ïîñòîÿííîé øèðèíû

Ôèã. 8.

èíòåðåñíû äëÿ ìåõàíèêè òåì, ÷òî
îíè ìîãóò áûòü ïîìåùåíû è âðà-
ùàòüñÿ âíóòðè êâàäðàòà (ñì. Reule-
aux). Íå ìåíåå èíòåðåñåí âîïðîñ
î ôîðìå êîíòóðîâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîìåùåíû âíóòðè ôèãóðû äðó-
ãîãî âèäà è âî âðåìÿ âðàùåíèÿ îïè-
ðàòüñÿ íà íåå ïî êðàéíåé ìåðå òðå-
ìÿ òî÷êàìè. Ðàçáåðåì ñëó÷àé ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Êàæäàÿ ñòîðîíà â íåì
ñâûøå òðåõ ñîîòâåòñòâóåò ëèøíåìó óñëîâèþ, íàëîæåííîìó íà
âïîëíå è áåç òîãî îïðåäåëåííûé êîíòóð; ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì òðåóãîëüíèêà. Èòàê, ðàññìîòðèì êîíòóð (ôèã. 8),
çàêëþ÷åííûé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O âíóòðè êîíòóðà è îïóñòèì èç íåå ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Âî âðåìÿ âðàùåíèÿ ýòè
ïåðïåíäèêóëÿðû áóäóò ñîñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé ïîñòîÿííûå óã-
ëû (äîïîëíèòåëüíûå ê óãëàì òðåóãîëüíèêà). Ïîýòîìó åñëè ìû
ïîëîæèì

OK1 = h1 = h(φ), (72)

òî

OK2 = h2 = h(φ + 180◦ − C), (73)

OK3 = h3 = h(φ− 180◦ + B). (74)
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Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû êîíòóð êàñàëñÿ âñåõ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà ABC, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ah1 + bh2 + ch3 = 2S, (75)

ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå
äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì êîíòóð â ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íîì íàìè ïîëîæåíèè âíóòðè óãëà A è îãðàíè÷èì åãî êàñàòåëüíîé,
ïàðàëëåëüíîé BC, ïðèòîì òàê, ÷òîáû êîíòóð îêàçàëñÿ âíóòðè
îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà AB′C ′. Åñëè áû ïàðàëëåëüíàÿ íå
ñîâïàëà ñ BC, à çàíÿëà áû, íàïðèìåð, ïîëîæåíèå B′C ′, òî âû-
ðàæåíèå ah1 + bh2 + ch3, ðàâíîå ñóììå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
AOC,AOB è B′OC ′ áûëî áû, î÷åâèäíî, áîëüøå 2S. Òî÷íî òàê
æå îíî áûëî áû ìåíüøå 2S, åñëè áû ïàðàëëåëüíàÿ ïðîøëà áû
áëèæå, ÷åì BC, ê âåðøèíå A.
Äèôôåðåíöèðóÿ (75) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8) (ñì. ñòàòüþ

[1]), ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

ak1 + bk2 + ck3 = 0, (76)

ãäå âåëè÷èíû k ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíû-
ìè â çàâèñèìîñòè îò ñîâïàäåíèÿ èõ îòñ÷åòà ñ íàïðàâëåíèåì âðà-
ùåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò ïðîõîæäåíèå ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ êàñàíèÿ

Ôèã. 9.

÷åðåç îäíó òî÷êó. Äëÿ ýòîãî îòíåñåì
ê òî÷êå O âåêòîðûK1L1, K2L2, K3L3

è áóäåì ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûå îòðåç-
êè ïåðïåíäèêóëÿðàìè èç òî÷êè O íà
ñòîðîíû êàêîãî-òî íîâîãî òðåóãîëü-
íèêà. Ýòîò òðåóãîëüíèê áóäåò ïîäî-
áåí òðåóãîëüíèêó ABC âñëåäñòâèå
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè åãî ñòîðîí, à
ïîòîìó åãî ñòîðîíû äîëæíû áûòü
ïðîïîðöèîíàëüíû a, b, c (ôèã. 9). Ïî-
ýòîìó ðàâåíñòâî (76) áóäåò âûðà-
æàòü ðàâåíñòâî íóëþ ïëîùàäè ýòîãî

òðåóãîëüíèêà, ò. å. òî, ÷òî åãî ñòîðîíû ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Ñòàíåì ðàññìàòðèâàòü ñêåëåò èç ñêðåïëåííûõ ìåæäó ñîáîéDL1,

DL2, DL3, êîòîðûå âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ äîëæíû ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ è îñòàâàòüñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ê ñòîðî-
íàì òðåóãîëüíèêà. Êàæäàÿ èç ýòèõ íîðìàëåé îïèñûâàåò âíóòðè
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êîíòóðà ýâîëþòó. Ôîðìóëà (11) (ñì. ñòàòüþ [1]) äàåò â ñâÿçè ñ
ôîðìóëîé (75)

aR1 + bR2 + cR3 = 2S. (77)

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (ïîäâèæ-
íàÿ), ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC áóäóò
èìåòü âåëè÷èíû R1, R2, R3. Ýòà òî÷êà, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ
èç ÷åðòåæà, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íîðìàëåé êî âñåì òðåì
ýâîëþòàì. Èòàê, íîðìàëè â ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷êàõ ýâîëþò ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Îïèñàííûå ñâîéñòâà êîíòóðîâ, âðàùàþùèõñÿ âíóòðè òðåóãîëü-

íèêà, äàþò íàì ñðåäñòâî äëÿ âû÷åð÷èâàíèÿ èõ äóã. Äëÿ ýòîãî
íàäî çàäàòüñÿ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè äóãàìè ýâîëþò è çàñòàâèòü
ñêîëüçèòü ïî íèì äâå ïðÿìûå ñêåëåòà DL1L2L3. Òîãäà òðåòüÿ
ïðÿìàÿ îáîãíåò ñîáîé êðèâóþ, êîòîðàÿ áóäåò ñëóæèòü ó íàñ òðå-
òüåé ýâîëþòîé. Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ê êàæäîé èç íèõ ýâîëüâåíòó,
ñîáëþäàÿ ïðè âûáîðå íà÷àëüíûõ ðàäèóñîâ óñëîâèå (77).
×òîáû êîíòóð áûë çàìêíóòûé, íóæíû äîáàâî÷íûå óñëîâèÿ.

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òðè äóãè ýâîëþòû
äîëæíû ïåðåõîäèòü îäíà â äðóãóþ, òàê êàê êàæäàÿ èç ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà ABC è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêåëåòà DL1L2L3 îáåæèò
âåñü êîíòóð. Çäåñü íåîáõîäèìî áóäåò ðàçëè÷àòü ñëó÷àè ñèììåò-
ðè÷íîãî è íåñèììåòðè÷íîãî ñêåëåòà. Ðàçáåðåì èõ îòäåëüíî.
1. Ñèììåòðè÷íûé ñêåëåò. Åãî ïðÿìûå ñîñòàâëÿþò äðóã ñ äðó-

ãîì óãëû ïî 120◦. Ýòîò ñëó÷àé áîëåå ïðîñò â òîì îòíîøåíèè, ÷òî
êàæäîìó ïîëîæåíèþ êàñàòåëüíîé íà îäíîé ýâîëþòå ñîîòâåòñòâó-
åò òîëüêî îäíî ïîëîæåíèå ñêåëåòà. Îòìåòèì êñòàòè, ÷òî çäåñü
ýâîëþòà íå äîëæíà áûòü çàìêíóòîé.�
Âïîñëåäñòâèè, â íà÷àëå îäåññêîãî ïåðèîäà, ÿ ïðèìåíèë ôóíê-

öèþ h ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü,
âñå òî÷êè êîòîðîé îìáèëè÷åñêèå, èìååò ïîñòîÿííûé ðàäèóñ êðè-
âèçíû. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî åñëè íå êîðî÷å äðóãèõ ñóùåñòâóþùèõ
äîêàçàòåëüñòâ, òî âî âñÿêîì ñëó÷àå èíòåðåñíî ñâîåé ñâÿçüþ ñ òåî-
ðèåé ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Ó ìåíÿ íå ñîõðàíèëîñü ëèñòî÷êà,
íà êîòîðîì îíî áûëî çàïèñàíî, òàê ÷òî ÿ âîñïðîèçâîæó åãî ïî
ïàìÿòè.
Ðàññìîòðèì (n− 1)-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

h(α1, α2, . . . , αn)
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äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà íà êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàí-
íóþ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè α1, α2, . . . , αn. Â ñèëó ñîîòíî-
øåíèÿ

α2
1 + α2

2 + · · · + α2
n = 1

ìû ìîæåì ñäåëàòü åå îäíîðîäíîé ôóíêöèåé 1-ãî èçìåðåíèÿ. Òî-
ãäà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ âûðàçÿòñÿ òàê:

xi =
∂h

∂αi
= hi (i = 1, 2, . . . , n).

Ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ρi âûðàçÿòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë
Ðîäðèãà òàê:

dxν + ρνdαν = 0 (ν = 1, 2, . . . , n),

ò. å. ∑
µ

∂2h

∂αµ∂αν
dαµ + ρνdαν = 0 (ν = 1, 2, . . . , n),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ρi ñóòü êîðíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣
h11 + ρ, h12, . . . , h1n

h21, h22 + ρ, . . . , h2n

. . . . . . . . . . . . . .
hn1, hn2, . . . , hnn + ρ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (1)

ãäå hij = ∂2h
∂αi∂α

. Îäèí èç êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ, òàê
êàê èç ñîîòíîøåíèé

α1h11 + α2h12 + · · · + αnh1n = 0,

α1h21 + α2h22 + · · · + αnh2n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1hn1 + α2hn2 + · · · + αnhnn = 0,

(2)

âûòåêàþùèõ èç îäíîðîäíîñòè hi ñëåäóåò |hik| = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñòàëüíûå êîðíè ðàâíû äðóã äðóãó (ýòî è

åñòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñå òî÷êè ãèïåðïîâåðõíîñòè îìáèëè÷å-

ñêèå). Èõ âåëè÷èíà, î÷åâèäíî, ðàâíà−σ = −h11 + h22 + · · · + hnn
n− 1

.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n−1 èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ìàòðèöû∥∥∥∥∥∥∥
h11 + σ, h12, . . . , h1n

h21, h22 + σ, . . . , h2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hn1, hn2, . . . , hnn + σ

∥∥∥∥∥∥∥ (3)

ðàâíû íóëþ. Íî òàê êàê âñå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöû ïðîñòû, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (3)
ðàâåí 1. Óìíîæàÿ ïåðâûé ñòîëáåö ýòîé ìàòðèöû íà α1 è ïðèáàâ-
ëÿÿ ê íåé îñòàëüíûå ñòîëáöû, óìíîæåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, íà
α2, . . . , αn, ìû â ñèëó (2) ïîëó÷èì∥∥∥∥∥∥∥

σα1, h12, . . . , h1n

σα2, h22 + σ, . . . , h2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σαn, hn2, . . . , hnn + σ

∥∥∥∥∥∥∥ .
Ðàíã ýòîé ìàòðèöû òîæå ðàâåí 1. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó-
÷àÿ.
1) σ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ðàäèóñû êðèâèçíû ðàâíû íóëþ.

Ïîëó÷èòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
2) σ 6= 0. Òîãäà

hiναj = hjναi (i 6= ν, j 6= ν).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî hν åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

1

α1
· ∂f
∂α1

= · · · = 1

αν−1
· ∂f

∂αν−1
=

1

αν+1
· ∂f

∂αν+1
= · · · = 1

αn
· ∂f
∂αn

,

ò. å. åñòü ôóíêöèÿ îò αν è u2 = α2
1 + α2

2 + · · · + α2
n. Â ñèëó îäíî-

ðîäíîñòè äîëæíî èìåòü ìåñòî

hν =
∂h

∂αν
= ψν

(αν
u

)
.

Óñëîâèÿ
∂hν
∂αµ

=
∂hµ
∂αν

äàþò
ψ′ν = ψµ′,

òàê ÷òî
ψ′ν = const = c,
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îòêóäà

hν = c · αν
u

+ cν (ν = 1, 2, . . . , n),

dh = h1dα1+h2dα2+· · ·+hndαn = c
α1dα1 + α2dα2 + · · · + αndαn

(α2
1 + α2

2 + · · · + dαn)1/2
+

+(c1dα1 + c2dα2 + · · · + cndαn).

Èíòåãðèðóÿ, áóäåì èìåòü

h = c ·
√
α2

1 + α2
2 + · · · + α2

n + (c1α1 + c2α2 + · · · + cnαn) + k.

Ìåíÿÿ íà÷àëî êîîðäèíàòû, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

c1 = c2 = · · · = cn = 0,

è ìû ïðèõîäèì ê ãèïåðñôåðå.

�13. Î ñèñòåìàõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ìîé ñòàðøèé òîâàðèù ïî ãèìíàçèè, È.ß.Øòàåðìàí, îáðàòèë
ìîå âíèìàíèå íà çàäà÷ó, ïîìåùåííóþ Í.Í.Ëóçèíûì â åãî äèñ-
ñåðòàöèè: êàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ïîñëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïåðåõîäèò â ñåáÿ. ß ñäåëàë ïîïûòêó ðåøèòü áî-
ëåå îáùóþ çàäà÷ó: êàêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíàÿ îòíî-
ñèòåëüíî âåñà p(x), ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåëàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé îòíîñèòåëüíî äðóãîãî âåñà q(x)? Â ñâîåì ðåøåíèè ÿ äîë-
æåí áûë ââåñòè âåñüìà ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ: êðîìå äâó-
êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ÿ ïîòðåáîâàë, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè
èëè èõ ïðîèçâîäíûå îáðàùàëèñü â íóëü íà ãðàíèöàõ èíòåðâà-
ëà. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî îòáðîñèòü, åñëè âåñ q(x) îáðàùàåò-
ñÿ íà ãðàíèöàõ â íóëü. Ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðàëû óðàâíåíèé òèïà
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Ïðèâîæó ñîõðàíèâøèéñÿ îòðûâîê:

�Ç àì å ò ê à ï î â î ï ð î ñ ó î á î ð ò î ã î í à ë ü íûõ ôóíêöè ÿ õ.

Â ñâîåé äèññåðòàöèè �Èíòåãðàë è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä� Ëó-
çèí èíòåðåñóåòñÿ âîïðîñîì, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ôóíêöèè, êðî-
ìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, êîòîðûå îáëàäàëè áû, íàðÿäó ñ ñèñòå-
ìîé ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ, ñâîéñòâîì âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè. ß
ïîïûòàþñü íåñêîëüêî ðàñøèðèòü ðàìêè âîïðîñà. Èìåííî, ÿ ðàñ-
ñìàòðèâàþ ðÿä ôóíêöèé

P0(x), P1(x), P2(x), . . . , (1)
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êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

b∫
a

p(x)Pi(x)Pk(x)dx = 0 (i 6= k),

b∫
a

p(x)Pi(x)Pi(x)dx = 1, (2)

ãäå a è b � ïîñòîÿííûå ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ, à p(x) � âïîëíå
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ îò x. Ôóíêöèè (1) óäîâëåòâîðÿþò, êðîìå
òîãî, ïîãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

Pi(a) = 0, Pi(b) = 0 èëè P ′i (a) = 0, P ′i (b) = 0. (3)

Ïðîèçâîäíûå ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì

b∫
a

q(x)P ′i (x)P ′k(x) = 0 (i 6= k), (4)

ãäå q(x) � äðóãàÿ îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ îò x. Íàêîíåö, ìû äîëæ-
íû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé (1) ñóùå-
ñòâóþò è ÷òî ôóíêöèè

1

p(x)

d

dx
[q(x)P ′i (x)]

ðàçëàãàþòñÿ â ñõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà a . . . b ðÿäû ïî
ôóíêöèÿì (1).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðèðóåì ëåâóþ ÷àñòü â (4) ïî ÷àñòÿì

0 =

b∫
a

q(x)P ′i (x)P ′k(x)dx = q(b)P ′i (b)P
′
k(b)− q(a)P ′i (a)Pk(a)−

−
b∫

a

Pk(x)
d

dx
[q(x) · P ′i (x)] · dx, (5)

èëè â ñèëó ïîãðàíè÷íûõ óñëîâèé

b∫
a

d

dx
[q(x)P ′i (x)]Pk(x)dx = 0 (i 6= k). (6)



167

Ðàçëàãàåì ôóíêöèþ

1

p(x)
· d
dx

[q(x)P ′i (x)]

â ðÿä ïî ôóíêöèÿì (1) (÷òî, êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü)

1

p(x)

d

dx
[q(x)P ′i (x)] =

∞∑
j=0

AjPj(x). (7)

×òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû Aj ðàçëîæåíèÿ, óìíîæàåì îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà íà p(x)Pk(x) è èíòåãðèðóåì â èíòåðâàëå a . . . b.
Òîãäà â ñèëó (2)

Ak =

b∫
a

Pk(x)
d

dx
[q(x)P ′i (x)]dx. (8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k 6= i Ak = 0, à êîýôôèöèåíò Ai, íå ðàâíûé,
âîîáùå ãîâîðÿ, íóëþ, áóäåò îïðåäåëåííûì ïîñòîÿííûì ÷èñëîì.
Ïîýòîìó ôîðìóëà (7) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

1

p(x)
· d
dx

[q(x)P ′i (x)] = AiPi(x), (9)

èëè èíà÷å
d

dx
[q(x)P ′i (x)]− Aip(x)Pi(x) = 0. (10)

Ïîëó÷èëîñü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òèïè÷íîå äëÿ ðÿäà
ôóíêöèé, ïîäîáíûõ (1). Åñëè áû ìû íå ââîäèëè ïîãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (3), òî ïîëó÷èëîñü áû ïîäîáíîå æå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, íî ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, à ìû çíàåì, ÷òî ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå òàêèì óðàâíåíèÿì, ðàçëàãàþòñÿ ñîãëàñíî ôîð-
ìóëå Å.Øìèäòà â ðÿäû ïî ôóíêöèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíå-
íèþ (10).
ßñíî, ÷òî íà âîïðîñ ã. Ëóçèíà, ïî êðàéíåé ìåðå îñòàâàÿñü â

ïðåäåëàõ âûñêàçàííûõ ìíîþ îãðàíè÷åíèé, ïðèäåòñÿ îòâåòèòü â
îòðèöàòåëüíîì ñìûñëå.�
Çíà÷èòåëüíî ïîçæå, â 1927 ã., íà ñúåçäå â Ìîñêâå, Á.Ì. Ãàãàåâ

ñäåëàë äîêëàä, â êîòîðîì èçëîæèë ðåøåíèå çàäà÷è Í.Í.Ëóçèíà
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â åãî ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå. Îí ðàçûñêèâàë ñèñòåìó îð-
òîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé. Îêàçàëîñü,
÷òî, êðîìå îáû÷íîé ñèñòåìû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, òà-
êèì ñâîéñòâîì ìîãóò åùå îáëàäàòü òîëüêî ñèñòåìû èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ôóíêöèé. Ñì. B.Gagae�, Sur l'unicit�e du syst�eme de
fonctions orthogonales invariant relativement �a la d�erivation. C. R.
188, 1929, ñòð. 222.
Ïî ïðèåçäå â Êàçàíü (1928) ÿ ïîáóäèë Á.Ì. Ãàãàåâà çàíÿòüñÿ

ðàñøèðåííîé ïðîáëåìîé Í.Í.Ëóçèíà. Ìåæäó Á.Ì.Ãàãàåâûì è
À.Í.Êîëìîãîðîâûì çàâÿçàëàñü ïî ýòîìó âîïðîñó ïåðåïèñêà, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîé áûëà ðåøåíà çàäà÷à î ñèñòåìàõ ôóíêöèé, îñòà-
þùèõñÿ îðòîãîíàëüíûìè è ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íî ïðè
p(x) = 1, q(x) = 1.

�14. Î ðÿäàõ Äèðèõëå

Âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèé ôóíêöèé â ðÿäû Äèðèõëå
ìîæåò áûòü îáîáùåí âî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíî èç íèõ áûëî
äàíî ìíîþ, îäíàêî ñ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì: ÿ ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå àñèìïòîòè÷åñêîå. Âûÿñíèòü, êàêîâû
ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷íîñòè ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé çàäà÷åé,
êîòîðàÿ äëÿ ìåíÿ áûëà íåäîñòóïíà.
Ïðèâîæó òåêñò ëèñòêà, êîòîðûé áûë ó ìåíÿ íàïèñàí íà ýòó

òåìó.

�Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò è ð à ç ë îæå íè ÿ
ôóíêöè é â ð ÿ äû Äèðè õ ë å

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) ðàçëàãàåòñÿ äâîÿêèì ñïîñîáîì â ðÿä Äè-
ðèõëå

f (x) = a1e
−λ1x + a2e

−λ2x + a3e
−λ3x + . . . (1)

è
f (x) = b1e

−µ1x + b2e
−µ2x + b3e

−µ3x + . . . . (2)

Çäåñü λ è µ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðÿäû ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ
òàê, ÷òî

R(λ1) ≤ R(λ2) ≤ R(λ3) ≤ . . . , R(µ1) ≤ R(µ2) ≤ R(µ3) ≤ . . . ,
(3)
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ïðè÷åì, êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

lim
n=∞

R(λn) = +∞, lim
n=∞

R(µn) = +∞.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îáà ðÿäà (1) è (2) òîæäåñòâåííû, ò. å. ÷òî

λn = µn, an = bn (n = 1, 2, 3, . . . ). (4)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(z), èìåþùóþ ïðîñòûìè ïîëþ-
ñàìè ÷èñëà

q1 = eλ1, q2 = eλ2, q3 = eλ3, . . . (5)

ñ âû÷åòàìè ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, a3, . . . . Ïóñòü ðÿä (1) àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x, íå ìåíüøèõ íåêîòîðîãî
öåëîãî ÷èñëà m. Òîãäà íàøà ϕ(z) áóäåò (m − 1)-ãî ðàíãà, è åå
ìîæíî áóäåò ïðåäñòàâèòü òàê:

ϕ(z) = g(z) +
∑
ν

[
aν

z − qν
+
aν
qν

+
aνz

q2
ν

+ · · · + aνz
m−2

qm−1
ν

]
. (6)

Çäåñü ÷åðåç g(z) ìû îáîçíà÷àåì öåëóþ òðàíñöåíäåíòíóþ ôóíê-
öèþ. Ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ z (à ýòî ìû èìååì
ïðàâî ñäåëàòü â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1)), ìû, êàê
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðèäåì ê ðÿäó

ϕ(x) = g(z)− f (m)zm−1− f (m+ 1)zm− f (m+ 2)zm+1− . . . . (7)

Ñîñòàâèâ ïîäîáíûì æå îáðàçîì ôóíêöèþ ψ(z) ñ ïîëþñàìè eµ1,
eµ2, . . . è âû÷åòàìè b1, b2, b3, . . . , ìû èç ôîðìóëû (7) óáåäèìñÿ,
÷òî ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî
íà öåëóþ òðàíñöåíäåíòíóþ ôóíêöèþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó íèõ
áóäóò îäèíàêîâûå ïîëþñû, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âû÷åòû, ò. å.
÷òî

eλn = eµn, an = bn (n = 1, 2, 3, . . . ).

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò âðåäíîãî äåéñòâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé
eλ, çàìåíèì (5) ÷åðåç

q1 = e
λ1
p , q2 = e

λ2
p , q3 = e

λ3
p , . . . , (5à)

ãäå p � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî âçÿòü
öåëûì.
Òîãäà ôîðìóëà (7) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:



170

ϕ(x) = g(z)− f
(
m

p

)
zm−1 − f

(
m + 1

p

)
zm − . . . . (7a)

Ñðàâíèâàÿ ϕ(z) ñ ψ(z), ìû óáåäèìñÿ, ÷òî

e
λn
p = e

µn
p .

Íî ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äëÿ âñåõ p òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà λn = µn. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðåìà äîêàçàíà.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî áåç òðóäà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî íà áîëåå

îáùèé òèï ðÿäîâ

F (x) =

∞∑
n=1

ϕn(x)e−λnx, (8)

ãäå ϕn(x) � ïîëèíîìû îò x, ïðè÷åì èõ ñòåïåíü ìîæåò íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàòü âìåñòå ñ n. Íåîáõîäèìî, îäíàêî, ïîìíèòü,
÷òî, èçìåíÿÿ p, ìû äîëæíû áóäåì ïîäáèðàòü êàæäûé ðàç çàíîâî
êîýôôèöèåíòû â ìèòòàã�ëåôôëåðîâñêîì ðàçëîæåíèè ôóíêöèè,
àíàëîãè÷íîé (6).
Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò íåâîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ìíî-

ãèõ ôóíêöèé â ðÿäû Äèðèõëå â óçêîì ñìûñëå ýòîãî òåðìèíà.
Íàïðèìåð, sinx íå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Äèðèõëå, òàê êàê â íàøåì
ñìûñëå òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò; ýòî áóäåò

sinx =
1

2i
eix − 1

2i
e−ix,

è ñîãëàñíî íàøåìó óòâåðæäåíèþ äðóãîãî ïîäîáíîãî ðàçëîæåíèÿ
íå ìîæåò áûòü. Ðàöèîíàëüíûå ïîëèíîìû òîæå íå ðàçëàãàþòñÿ â
ðÿäû Äèðèõëå, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçëî-
æåíèÿ (8). Âîîáùå, äëÿ ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ðÿä Äèðèõëå
ìîæíî äàòü òàêîé êðèòåðèé:
Ôóíêöèÿ f (x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Äèðèõëå òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

F (z) = −
∞∑
n=m

f (n)zn−1 (9)
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äîïóñêàåò òîëüêî ïðîñòûå ïîëþñû, ïðèòîì òîëüêî âåùåñòâåí-
íûå, åñëè ìû ïîíèìàåì ðàçëîæåíèå â óçêîì ñìûñëå. Ýòî ðàçëî-
æåíèå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèìñÿ. ×òîáû ðàçëîæåíèå
ñõîäèëîñü, íàäî ÷òîáû ôóíêöèÿ F (x) áûëà êîíå÷íîãî ðàíãà.
Â âèäå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 1

Γ(x). Îáðàçóåì F (z):

F (z) = −
∞∑
n=0

1

Γ(n + 1)
zn = −

∞∑
n=0

1

n!
zn = −ez. (10)

Ýòà ôóíêöèÿ ñîâñåì íå èìååò ïîëþñîâ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè,
à ïîòîìó äëÿ 1

Γ(x) áóäåò èìåòü ìåñòî ðàçëîæåíèå

1

Γ(x)
= 0.

Ýòî ðàçëîæåíèå ðàñõîäÿùååñÿ; îíî ëèøü ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ âîç-
ðàñòàíèåì x íàøà ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå âñÿêîãî
âîçìîæíîãî ðÿäà Äèðèõëå.
Ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ, è íå ïðèáåãàÿ ê

äîïóùåíèþ, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ
ýòîãî ÿ ïîïûòàþñü âîçâðàòèòü ê æèçíè ñòàðîå äîêàçàòåëüñòâî
Äèðèõëå�Äåäåêèíäà, ïîêàçàâ ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî âñÿêèé ðÿä
(1), åñëè îí ñõîäèòñÿ (â ÷åì, âïðî÷åì, íåò íåîáõîäèìîñòè), áó-
äåò àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì, ò. å. äëÿ íåãî âûðàæåíèå

|eλnx[f (x)− a1e
−λ1x − · · · − a1e

−λnx]| (11)

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì x. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñòðîèì ôóíêöèþ (6). Îáîçíà÷àÿ òåïåðü ÷åðåç −sm+1 êîýôôèöè-
åíò ïðè zm â ðàçëîæåíèè ϕ(z), âñïîìíèì ÷àñòî óïîòðåáëÿåìóþ
ìíîþ ôîðìóëó

sm = a1e
−λ1m + a2e

−λ2m + · · · + ane
−λnm + e−λnmε(n)

m , (12)

ãäå ε(n)
m � âåëè÷èíà, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì m. Îá-

ðàòèì âíèìàíèå íà ðàçíîñòü

f (m)− sm = εn − e−λnmε(n)
m , (13)

ãäå εn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëà n ÷ëåíîâ â ðÿäàõ
(11), (12). Óìíîæèì îáå ÷àñòè (13) íà e+λ1m è ïåðåéäåì êm =∞.
Â ëåâîé ÷àñòè âåëè÷èíà eλ1mε . . . �.
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Ðóêîïèñü ïðåðûâàåòñÿ, òàê êàê àñèìïòîòè÷íîñòè ìíå òàê è íå
óäàëîñü äîêàçàòü.

�15. Îäåññêèé ïåðèîä

(1921�1927)

Ìîè ðîäèòåëè æèëè â Îäåññå è òàì ãîëîäàëè. Ïåðååçä èç ãîðî-
äà â ãîðîä ïðåäñòàâëÿë â 1921 ã. áîëüøèå òðóäíîñòè, è ïåðåâåçòè
ìîèõ ðîäèòåëåé â Êèåâ, ñ èõ íåáîëüøèì èìóùåñòâîì, ïðåäñòàâ-
ëÿëîñü ìíå íåîñóùåñòâèìûì. Ïîýòîìó ÿ ðåøèë ñàì ïåðååõàòü â
Îäåññó. Âìåñòå ñ òåì ìåíÿ çàòðóäíÿë âîïðîñ î çàðàáîòêå â Îäåñ-
ñå. Â Êèåâå ÿ äîâîëüíî ïðèëè÷íî çàðàáàòûâàë, ãëàâíûì îáðà-
çîì ÷àñòíûìè óðîêàìè. Ïî ýòîìó âîïðîñó ÿ èìåë áåñåäó ñ îäåñ-
ñêèì ïðîôåññîðîì Â.Ô.Êàãàíîì, ñëó÷àéíî ïðèåõàâøèì â Êèåâ.
Îí îáåùàë ìíå âñÿ÷åñêîå ñîäåéñòâèå, íî íå ìîã ãàðàíòèðîâàòü
ìíå çàðàáîòêà. Âìåñòå ñ òåì îí ïðåëüñòèë ìåíÿ ïåðñïåêòèâîé ïå-
÷àòàíèÿ â æóðíàëàõ, êîòîðûå â òî âðåìÿ èçäàâàëèñü â Îäåññå,
â Êèåâå æå æóðíàëû íå âûõîäèëè. ß âñïîìèíàþ ñâîþ ôðàçó:
�Ïîäóìàéòå, ìíå åùå íè ðàçó íå óäàëîñü íàïå÷àòàòüñÿ�, íà êîòî-
ðóþ ìîé ñîáåñåäíèê ìíîãîçíà÷èòåëüíî íå ïîäàë ðåïëèêè, âåðî-
ÿòíî ñ÷èòàÿ åå î÷åíü íàèâíîé.
Â ìàå ÿ ñäåëàë âûëàçêó â Îäåññó, à â íîÿáðå îêîí÷àòåëüíî òóäà

ïåðååõàë. Íàøå ìàòåðèàëüíîå ïîëîæåíèå áûëî î÷åíü òÿæåëûì.
Âñêîðå ïîñëå ïåðååçäà ÿ íàñòîÿë íà ïåðåõîäå íà äðóãóþ êâàð-
òèðó, èç îêðàèíû â öåíòð, â íàäåæäå ïîëó÷èòü ìåñòî èëè óðî-
êè. Ýòè íàäåæäû îïðàâäàëèñü â âåñüìà ìàëîé ñòåïåíè. Áîëüøîé
ïîääåðæêîé ìíå áûë àêàäåìè÷åñêèé ïàåê, êîòîðûé ìíå âûõëîïî-
òàëè ïîêðîâèòåëüñòâóþùèå ìíå ìàòåìàòèêè: Ñ.Î.Øàòóíîâñêèé,
Â.Ô.Êàãàí è Þ.Ã.Ðàáèíîâè÷.
Ëåòîì 1922 ã. â ãîðîäå ñâèðåïñòâîâàëà õîëåðà, óíåñøàÿ â ìîãèëó

ìîåãî îòöà.
Âìåñòå ñ òåì ÿ ïðîäîëæàë çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé. Ñ îäíîé

ñòîðîíû, ÿ óñåðäíî äåëàë äîêëàäû î ñâîèõ êèåâñêèõ ðåçóëüòà-
òàõ, íàäåÿñü îáðàòèòü íà ñåáÿ âíèìàíèå ñî ñòîðîíû âëèÿòåëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ. (Áåçóñëîâíî, ýòî îêàçàëî ðåøàþùåå çíà÷åíèå ïðè
ïîëó÷åíèè ìíîþ ïàéêà.) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíå â ïåðâûå æå ìå-
ñÿöû îäåññêîé æèçíè óäàëîñü ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû
ïî òåîðèè Ãàëóà è òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Òàê, ïîä íîâûé
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ãîä (1921�1922) ÿ ïîëó÷èë äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðîíåêåðà�
Âåáåðà (ñì. �11). Ëåòîì æå 1922 ã. ÿ äîêàçàë ïðåäïîëîæåíèå Ôðî-
áåíèóñà (1896) î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ
ê êàæäîìó çàäàííîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê. Ýòîé ðàáîòå áóäåò ïî-
ñâÿùåí îñîáûé ïàðàãðàô.
Ó ìåíÿ áûë íàó÷íûé êîíòàêò: ñ Â.Ô.Êàãàíîì, íà ñåìèíàðå ó êî-

òîðîãî ÿ äåëàë äîêëàäû ïî ãåîìåòðèè, íàïðèìåð î øèðèíå êîíòó-
ðîâ è òåë (ñì. �12); ñ Ñ.Î.Øàòóíîâñêèì, â äèññåðòàöèè êîòîðîãî
ñîäåðæàëàñü òåîðèÿ Ãàëóà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè îñíîâíûõ ìî-
äóëåé (îíà î÷åíü çàèíòåðåñîâàëà ìåíÿ, è âïîñëåäñòâèè ÿ âêëþ÷èë
åå â ñâîþ êíèãó ïî òåîðèè Ãàëóà); íàêîíåö, ñ Þ.Ã. Ðàáèíîâè÷åì,
ñàìûì ìîëîäûì èç ýòèõ ìàòåìàòèêîâ, ñ êîòîðûì ÿ äåëèëñÿ ñâî-
èìè íåîôîðìëåííûìè èäåÿìè è êîòîðûé óäåëèë ìàññó ñâîåãî
âðåìåíè íà êîððåêòèðîâàíèå ïåðåâîäà ìîåé ñòàòüè íà íåìåöêèé
ÿçûê.
Îäíàêî ïîëíîãî íàó÷íîãî êîíòàêòà ñ îäåññêèìè ìàòåìàòèêàìè

ó ìåíÿ íå áûëî. Ìíå áûëî ÷óæäî èõ íàïðàâëåíèå, êîòîðîå ñâîäè-
ëîñü ê ñòðîãîìó îáîñíîâàíèþ íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.
Ìíå êàçàëîñü, ÷òî ÷àñòî èõ ñòðîãîñòü ñâîäèëàñü ê ñêðóïóëåçíûì
è óòîìèòåëüíûì ôîðìóëèðîâêàì, íå äàþùèì íè÷åãî íîâîãî â
èäåéíîì îòíîøåíèè. Ýòî áûëî ñïðàâåäëèâî òîëüêî îòíîñèòåëüíî
÷àñòè îäåññêèõ ìàòåìàòèêîâ. Íî ÿ, êàê ïðåäñòàâèòåëü áîëüøîé
ïëîäîòâîðíîé øêîëû Ä.À. Ãðàâå, â äóøå ñ÷èòàë îäåññèòîâ ïðî-
âèíöèàëàìè. Âìåñòå ñ òåì ìîÿ ïðåïîäàâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü
íå îòëè÷àëàñü âûñîêèì êà÷åñòâîì. Ââèäó ýòîãî ó ìåíÿ âñå âðåìÿ
áûëî î÷åíü ïëîõî ñ ðàáîòîé. Â 1923 ã. ÿ ñäåëàëñÿ ïðåïîäàâàòåëåì
ñîâïàðòøêîëû, íî íå èìåë óñïåõà. Â íà÷àëå 1924 ã. ÿ ñ æåíîé
(ÿ íåäàâíî æåíèëñÿ) ñîâåðøèë ïóòåøåñòâèå â Ìîñêâó è Ëåíèí-
ãðàä. Â ïîñëåäíåì ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ àêàäåìèêîì ß.Â.Óñïåíñêèì,
ñ êîòîðûì ó ìåíÿ áûëà ïåðåïèñêà ïî ïîâîäó ìîåé ðàáîòû î ïëîò-
íîñòÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïî âîçâðàùåíèè â Îäåññó âñêîðå ÿ áûë ïðèãëàøåí â Ìîñêâó íà

êàôåäðó â ìàëåíüêîì âòóçå (Èíñòèòóò ãðàæäàíñêèõ èíæåíåðîâ).
Îêàçàëîñü, ÷òî ÿ çàíÿë ìåñòî Ä.Ô.Åãîðîâà, óäàëåííîãî îòòóäà
ïðè äîâîëüíî ïå÷àëüíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ. Ýòî ñîçäàëî íàòÿíó-
òûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîþ è êîëëåêòèâîì ìîñêîâñêèõ ìàòåìà-
òèêîâ. Îäíàêî ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ òîãäàøíèì ïðîôåññîðîì ÌÈÃÈ
Â.Â.Ñòåïàíîâûì, ñ êîòîðûì ìåíÿ äî ñèõ ïîð ñâÿçûâàåò äðóæáà.
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Íå óäåðæàâøèñü â Ìîñêâå (ÌÈÃÈ âñêîðå áûë çàêðûò), ÿ âåñíîé
òîãî æå ãîäà âåðíóëñÿ â Îäåññó, ãäå îñåíüþ ñäåëàëñÿ ñåêðåòàðåì
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé êàôåäðû ïðè Îäåññêîì èíñòèòóòå íà-
ðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ. Ýòà äîëæíîñòü äî êîíöà ìîåãî ïðåáûâàíèÿ
â Îäåññå áûëà ìîåé åäèíñòâåííîé äîëæíîñòüþ, è ÿ äîëæåí áûë
ñóùåñòâîâàòü íà ñâîþ ñêðîìíóþ çàðïëàòó. Âìåñòå ñ òåì ó ìå-
íÿ â 1926 ã. ðîäèëñÿ ñûí, è óâåëè÷åíèå ðàñõîäîâ çàñòàâèëî ìåíÿ
ñåðüåçíî äóìàòü î áîëåå îáåñïå÷èâàþùåé ðàáîòå â äðóãîì ãîðî-
äå. Âî âðåìÿ ìîåé âðåìåííîé æèçíè â Ìîñêâå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ
ñ êàçàíñêèì ïðîôåññîðîì Í.Í.Ïàðôåíòüåâûì è ñ òåõ ïîð ñòàë
ïîääåðæèâàòü ñ Êàçàíüþ ñâÿçü, ãëàâíûì îáðàçîì áëàãîäàðÿ íà-
ëè÷èþ â Êàçàíè ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà �Èçâåñòèÿ Êàçàíñêîãî
Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà�, õîðîøî èçäàâàåìîãî è â êî-
òîðîì áûëî ëåãêî ïå÷àòàòüñÿ. Êîãäà â Êàçàíè îòêðûëñÿ êîíêóðñ
íà çàìåùåíèå êàôåäðû ìàòåìàòèêè, ÿ ïðèíÿë â íåì ó÷àñòèå è
áûë âûáðàí.
Â 1925 ã. ÿ áûë êîìàíäèðîâàí çà ãðàíèöó: îïèñàíèþ ìîåãî ïó-

òåøåñòâèÿ ÿ ïîñâÿùó îñîáûé ïàðàãðàô.
Â 1924 ã. êî ìíå ïðèøåë 17-ëåòíèé ìîëîäîé ÷åëîâåê, Ìàðê Ãðè-

ãîðüåâè÷ Êðåéí. Îí ïðèåõàë èç Êèåâà, íå êîí÷èâ äàæå ñðåäíåé
øêîëû, íî ïðèíåñ èíòåðåñíóþ ðàáîòó � �Le syst�eme d�eriv�e et les
contours d�eriv�es� ñ î÷åíü ñâåæèì ñîäåðæàíèåì, êîòîðàÿ âñêîðå
áûëà íàïå÷àòàíà â îäåññêîì æóðíàëå. Åãî çíàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå
áûëè çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ó åãî ñâåðñòíèêîâ, è ìíå óäàëîñü äî-
áèòüñÿ, ÷òîáû åãî ïðèíÿëè â àñïèðàíòóðó. Îí ñòàë ðàáîòàòü ïîä
ìîèì ðóêîâîäñòâîì, ãëàâíûì îáðàçîì ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ó íåãî áûëî çàìå÷àòåëüíîå êà÷åñòâî � óìåòü óâëåêàòü
ìàòåìàòèêîé ñâîèõ ñâåðñòíèêîâ, è áëàãîäàðÿ åìó ìíå óäàëîñü îð-
ãàíèçîâàòü â Îäåññå ñåìèíàð, íà êîòîðîì, êàê ÿ ïîìíþ, ñòàâèëîñü
èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå íåïðåðûâíûõ ãðóïï.
Åãî èíòåðåñû âñêîðå ïåðåêëþ÷èëèñü íà òåîðèþ ìàòðèö, îò íèõ �
íà ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïîñëå ìîåãî îòúåçäà èç Îäåññû îí ôàê-
òè÷åñêè ñòàë ãëàâîé îäåññêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êîëëåêòèâà, ïðè-
îáðåë ãðîìàäíîå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ (ñâûøå 12), ñîñòàâèâøèõ
øêîëó ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Òåïåðü îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ëó÷øèõ ìàòåìàòèêîâ Óêðàèíû. Ìíå î÷åíü ëåñòíî ñ÷èòàòü åãî
ñâîèì ïåðâûì ó÷åíèêîì.
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Âî âðåìÿ ìîåãî ïðåáûâàíèÿ â Îäåññå ÿ ïîëó÷èë ñëåäóþùèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû:
1) äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îò-

äåëüíûì êëàññàì ïîäñòàíîâîê;
2) èññëåäîâàë ãðóïïó êëàññîâ â àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëÿõ;
3) ïîëó÷èë ñóùåñòâåííî íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ïîâåðõíî-

ñòåé ïåðåíîñà (ñì. �8);
4) ïðèâåë â çàêîí÷åííûé âèä ñâîè èññëåäîâàíèÿ ïî âåùåñòâåí-

íîñòè êîðíåé öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé.
Â Îäåññå ÿ âïåðâûå íà÷àë ïå÷àòàòüñÿ, è òàì íàïå÷àòàë ìíîãèå

èç ðàáîò êèåâñêîãî ïåðèîäà.

�16. Ïëîòíîñòè ìíîæåñòâ ïðîñòûõ ÷èñåë

Åùå â Ñàðàòîâå Á.Í.Äåëîíå ðàññêàçàë ìíå î çàäà÷å Ôðîáåííèó-
ñà, î êîòîðîé åìó ðàññêàçàë çà ãðàíèöåé Ëàíäàó. Çàäà÷à ñîñòîÿëà
â ñëåäóþùåì.
ÏóñòüK � íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå, α� åãî ïðîèçâîëü-

íûé öåëûé ýëåìåíò, p � ïðîñòîé èäåàë, íå âõîäÿùèé â äèñêðè-
ìèíàíò ïîëÿ. Èçâåñòíî, ÷òî αp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà p, ñðàâíèìî ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ α. Ïóñòü
ýòî áóäåò αs:

αp ≡ αs(mod p).

Ïîäñòàíîâêà S ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ K íå çàâèñèò îò âûáîðà α
âíóòðè ïîëÿK è âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì p. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî p ïðèíàäëåæèò ê ïîäñòàíîâêå S.
Ïðîñòîå ÷èñëî p åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

èäåàëîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ p. Âìåñòå ñ òåì, ñîïðÿæåííûé ñ p ïðî-
ñòîé èäåàë pT ïðèíàäëåæèò ê T−1ST , åñëè p ïðèíàäëåæèò ê S.
Ïîýòîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ïîäñòàíîâîê òèïà T−1ST , ãäå T � âñåâîçìîæíûå ïîäñòà-
íîâêè ãðóïïû Ãàëóà, äðóãèìè ñëîâàìè � êëàññ ïîäñòàíîâêè S.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïîäñòàíîâêè S.
Çàäà÷à Ôðîáåíèóñà ñîñòîÿëà â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî, âçÿâ â

ãðóïïå Ãàëóà ëþáîé êëàññ ïîäñòàíîâîê, ìû âñåãäà ìîæåì óòâåð-
æäàòü ñóùåñòâîâàíèå áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàùèõ
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ê íåìó ïðîñòûõ ÷èñåë. Ôðîáåííóñó óäàëîñü òîëüêî ÷àñòè÷íî ðå-
øèòü ýòó çàäà÷ó. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííóþ ðîëü ñûãðàëî ïî-
íÿòèå ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ââåäåííîå åùå Êðîíå-
êåðîì. Ïîä ïëîòíîñòüþ ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçóìååòñÿ
êîýôôèöèåíò κ â ôîðìóëå∑

p

p−s = κ lg
1

s− 1
+ P (s− 1),

ãäå ñóììà ïðîáåãàåò ïðîñòûå ÷èñëà ñîâîêóïíîñòè, s > 1 è ñòðå-
ìèòñÿ ê 1, P (s− 1) � ôóíêöèÿ, ðàñòóùàÿ ïðè s→ 1 ìåäëåííåå,
÷åì lg 1

s−1 (îáû÷íî äàæå òðåáóþò, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü ïðè s = 1
êîíå÷íîé). Èç äàâíî èçâåñòíîé ôîðìóëû∑

p

p−s = lg
1

s− 1
+ P (s− 1),

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìû âèäèì, ÷òî
äëÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïëîòíîñòü κ = 1. Êðîìå òî-
ãî, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ âçàèìíûõ ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ
÷èñåë ïëîòíîñòè ðàâíû κ1 è κ2, òî äëÿ èõ îáúåäèíåíèÿ (ñóììû)
ïëîòíîñòü ðàâíà κ1 + κ2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ïëîòíîñòü
κ ≤ 1.
Êðîíåêåð èñõîäèë èç ôîðìóëû∑

p

[N(p)]−s = p lg
1

s− 1
+ P (s− 1), (1)

ñïðàâåäëèâîé äëÿ âñÿêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ, íîðìàëüíîãî èëè
íåò. Åñëè ïîëå íîðìàëüíî, òî N(p) = p òîëüêî äëÿ òåõ p, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå. Äëÿ òàêèõ ïðîñòûõ
÷èñåë ñóùåñòâóåò ðîâíî n ïðîñòûõ èäåàëîâ, íîðìà êîòîðûõ ðàâ-
íà îäíîìó è òîìó æå ïðîñòîìó ÷èñëó p. Äëÿ äðóãèõ æå ïðîñòûõ
èäåàëîâ N(p) ≥ p2, è ïîòîìó

∑
p

[N(p)]−s, ðàñïðîñòðàíåííàÿ íà

òàêèå ïðîñòûå èäåàëû, ñõîäèòñÿ è ïðè s = 1, è ìû ìîæåì âêëþ-
÷èòü åå â ñèìâîë P (s − 1). Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëó
(1) òàê: ∑

p

np−s = lg
1

s− 1
+ P (s− 1), (2)
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ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå
ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü òà-
êîé ñîâîêóïíîñòè ðàâíà 1

n, ãäå n � ñòåïåíü ïîëÿ K.
Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèå Êðîíåêåðà, Ôðîáåíèóñ ðàññìîòðåë

ôîðìóëû (1), ñîñòàâëåííûå äëÿ âñåâîçìîæíûõ äåëèòåëåé ïîëÿK.
Îêàçàëîñü äîñòàòî÷íûì ñîñòàâèòü åå òîëüêî äëÿ òåõ äåëèòåëåé,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ê öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì ãðóïïû Ãàëóà
G ïîëÿ K. Ýòîò ïðèåì äàë âîçìîæíîñòü Ôðîáåíèóñó îïðåäåëèòü
ïëîòíîñòè ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ îòäå-
ëàì ïîäñòàíîâîê, ò. å. ñîâîêóïíîñòÿì ïîäñòàíîâîê, ñîïðÿæåííûõ
ñî âñåâîçìîæíûìè (âçàèìíî ïðîñòûìè ñ ïîðÿäêîì S) ñòåïåíÿìè
îäíèõ è òåõ æå ïîäñòàíîâîê S. Îêàçàëîñü, ÷òî ïëîòíîñòü, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îòäåëó ïîäñòàíîâêè Sλ, ðàâíà kλ

nλ
n , ãäå nλ � ÷èñëî

ïîäñòàíîâîê, âõîäÿùèõ â êëàññ (Sλ), kλ � ÷èñëî êëàññîâ, âõîäÿ-
ùèõ â îòäåë (Sλ).
Îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ Ôðîáåíèóñó íå

óäàëîñü. Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ åãî ìåòîäà, ýòó çàäà÷ó ðåøèòü íåâîç-
ìîæíî. Â ñàìîì äåëå, äëÿ êàêîãî áû äåëèòåëÿ ïîëÿ K ìû íè ñî-
ñòàâèëè ôîðìóëó (1), ãðóïïà, ê êîòîðîé îí ïðèíàäëåæèò, âñåãäà,
íàðÿäó ñ ïîäñòàíîâêîé, áóäåò ñîäåðæàòü è âñå åå ñòåïåíè, ïðè-
÷åì òå èç íèõ, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ ïîðÿäêîì, âõîäÿò â ýòó
ãðóïïó ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíî. Ïîýòîìó ÷àñòè ñóììû â ëåâîé
÷àñòè (1), ðàñïðîñòðàíåííûå íà ðàçëè÷íûå êëàññû òîãî æå îòäå-
ëà, âîéäóò ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, è íèêàêèå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ôîðìóë (1), íàïèñàííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé
ïîëÿ K, íå äàäóò íàì âîçìîæíîñòè âûäåëèòü êàæäóþ èç ýòèõ
ñóìì â îòäåëüíîñòí. Äëÿ èõ âûäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå
êàêèõ-òî ïîñòîðîííèõ èððàöèîíàëüíîñòåé.
Îòìåòèì, ÷òî â ñâîåé ïåðâîé ñòàòüå ïî òåîðèè õàðàêòåðîâ (�Uber

Gruppencharaktere, Sitzber. Berl. Ak., 1896, S. 985�1021) Ôðîáåíè-
óñ ãîâîðèò: �Â àïðåëå ýòîãî ãîäà Äåäåêèíä ñîîáùèë ìíå çàäà÷ó...
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå, êàê ÿ íàäåþñü, ÿ èçëîæó â áëè-
æàéøåå âðåìÿ, ïðèâåëî ìåíÿ ê îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ õàðàêòåðîâ
íà ëþáûå êîíå÷íûå ãðóïïû�. Ýòè ñëîâà Ôðîáåíèóñà, âîçìîæíî,
îòíîñÿòñÿ ê ðàçáèðàåìîé çàäà÷å è âíóøàþò ìûñëü, ÷òî òåîðèÿ
îáùèõ ãðóïïîâûõ õàðàêòåðîâ áûëà ñîçäàíà èì â áåñïëîäíûõ ïî-
ïûòêàõ ðåøèòü çàäà÷ó î ïëîòíîñòÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë äëÿ êàæäîãî
êëàññà.
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Äëÿ òîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ãðóïïàG àáåëåâà, ðàçáèðàåìàÿ
çàäà÷à â ñóùíîñòè áûëà ðåøåíà åùå Äèðèõëå, òàê êàê îíà åñòü íå
÷òî èíîå, êàê çàäà÷à î ïëîòíîñòÿõ ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ ÷èñåë,
ëåæàùèõ â ïðîãðåññèÿõ âèäà ax+b , ãäå a è b � âçàèìíî ïðîñòûå
öåëûå ÷èñëà, à x ïðîáåãàåò âñå öåëûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ òàêîãî ðîäà
ñîâîêóïíîñòåé Äèðèõëå óñòàíîâèë ôîðìóëó

∑
p

p−s =
1

ϕ(a)
lg

1

s− 1
+ P (s− 1),

ò. å. íàøåë, ÷òî èõ ïëîòíîñòü ðàâíà 1
ϕ(a). Âìåñòå ñ òåì ïðîñòûå

÷èñëà ïðîãðåññèè ax + b êàê ðàç ñîñòàâëÿþò êëàññ ïðîñòûõ ÷è-
ñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê ïîäñòàíîâêå (ε → εb) â ïîëå a-ûõ êîð-
íåé èç åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà, ò. å.
äëÿ ïîëåé ñ àáåëåâîé ãðóïïîé â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çàäà-
÷à Ôðîáåíèóñà ïîëíîñòüþ ðåøåíà.
Îáîáùàÿ ýòîò ðåçóëüòàò Äèðèõëå, Âåáåð ïîêàçàë, ÷òî ïðîñòûå

÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêå îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî íîðìàëüíîãî ïîëÿ K, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî
÷àñòè÷íûì ñîâîêóïíîñòÿì, ïðîñòûå ÷èñëà êîòîðûõ ëåæàò â ïðî-
ãðåññèÿõ òèïà ax+ b, ãäå a � âçàèìíî ïðîñòîå ñ äèñêðèìèíàíòîì
D ïîëÿ K ÷èñëî, à b ïðîáåãàåò âñå âçàèìíîïðîñòûå ñ a êëàññû
ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ a. Ýòî îçíà÷àåò: ïëîòíîñòè êàæäîé èç ÷à-
ñòè÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé ðàâíû äðóã äðóãó, ò. å. ðàâíû 1

ϕ(a)·n. Îáîá-
ùàÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæíî äîêàçàòü òàêóþ æå ðàâíîìåðíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïðîãðåññèÿì íîðì ïðîñòûõ èäåàëîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ ê îòäåëàì ïîäñòàíîâîê â ïîëå K. Ïîëó÷àÿ ýòîò ðåçóëüòàò,
ÿ íå çíàë ðàáîò Ãåêêå, â êîòîðûõ ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðî-
ùå è èçÿùíåå, õîòÿ íà îñíîâàííè áîëåå ãëóáîêî ëåæàùåé òåîðèè.
Îñíîâíàÿ ìûñëü ìîåé ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. ß ïðèñî-

åäèíÿþ ê ïîëþ K ïîëå äåëåíèÿ êðóãà K, ó êîòîðîãî ïîðÿäêè
ïîäñòàíîâîê ãðóïïû Ãàëóà ðàâíû ïîðÿäêó ðàññìàòðèâàåìîé ïîä-
ñòàíîâêè S è äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî âçàèìíî ïðîñò ñ äèñêðèìè-
íàíòîì ïîëÿ K. Ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê îòäåëó ïîä-
ñòàíîâêè S, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿòñÿ ïî ïîäñòàíîâêàì (çäåñü
ìû ìîæåì íå ãîâîðèòü �ïî êëàññàì ïîäñòàíîâîê�, òàê êàê ãðóï-
ïà Ãàëóà ïîëÿ K àáåëåâà, è êàæäàÿ åãî ïîäñòàíîâêà ñîñòàâëÿåò
öåëûé êëàññ) ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ K.
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Ðàññìîòðèì òàêæå êîìïîçèò KK ïîëåé K è K. Åãî äèñêðèìè-
íàÿò ÿâíî íå âçàèìíî ïðîñò ñ äèñêðèìèíàíòîì ïîëÿ K è â ñâÿçè
ñ ýòèì ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå âíóòðè KK ê îïðåäåëåí-
íîìó îòäåëó ïîäñòàíîâêè, íå ìîãóò ëåæàòü â ëþáîé ïðîãðåññèè,
ò. å. ïðèíàäëåæàòü ê ëþáîé ïîäñòàíîâêå ïîëÿ K. Äëÿ êàæäîãî
îòäåëà (Σ) â ïîëå KK ìîæíî óêàçàòü òå ïðîãðåññèè, â êîòîðûõ
ëåæàò ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê îòäåëó (Σ). Áóäåì íà-
çûâàòü èõ äîïóñòèìûìè (äëÿ îòäåëà (Σ)) ïðîãðåññèÿìè. Îäíà-
êî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Âåáåðà (èëè Ãåêêå), ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî
ïðèíàäëåæàùèå ê îòäåëó (Σ) â ïîëå KK ïðîñòûå ÷èñëà ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ïîäñòàíîâêàì ïîëÿ K.
Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p ïðèíàäëåæèò

âíóòðè K ê ïðèìèòèâíîé (ò. å. èìåþùåé ìàêñèìàëüíûé ïîðÿ-
äîê) ïîäñòàíîâêå, òî, çíàÿ ýòó ïîäñòàíîâêó, ìû ìîæåì óêàçàòü
îïðåäåëåííûé êëàññ èç îòäåëà (Σ) âKK (à ñëåäîâàòåëüíî, è îïðå-
äåëåííûé êëàññ èç îòäåëà (S) â K), ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò p.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷è-
ñåë îòäåëà (S) ïî ïîäñòàíîâêàì ïîëÿ K, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî òå èç ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ê ïðèìèòèâíûì
ïîäñòàíîâêàì ïîëÿ K è ê îòäåëó (S) ïîëÿ K, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëÿþòñÿ ïî êëàññàì îòäåëà (S). Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ
ê îòäåëüíûì êëàññàì â ïîëå K.
Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ïëîòíîñòè ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ ÷èñåë,

ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëüíûì êëàññàì â ïîëå K. Îãðàíè÷èâàÿñü
ïðèñîåäèíåíèåì ïîëÿ K, ìû íè÷åãî íå äîáúåìñÿ, òàê êàê òîãäà
â èãðå áóäóò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî òå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ê ïðèìèòèâíûì ïîäñòàíîâêàì ïîëÿ K, à èõ ñîâîêóï-
íîñòü èìååò îáùóþ ïëîòíîñòü, ìåíüøóþ åäèíèöû. ×òîáû ââåñòè
â èãðó ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, ïëîòíîñòü êîòîðîé ñêîëüêî
óãîäíî áëèçêà ê åäèíèöå, ÿ ïðèñîåäèíÿþ ê ïîëþ K ñêîëü óãîä-
íî áîëüøîå ÷èñëî k âçàèìíî ïðîñòûõ ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà, ñòå-
ïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà ïîðÿäêó ïîäñòàíîâêè S. Ýòî äàåò
ìíå âîçìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà îòäåëà ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî êëàññàì, ò. å. ÷òî ïëîòíîñòü èõ ñîâîêóïíîñòè,
ïðèíàäëåæàùåé ê êëàññó ïîäñòàíîâêè S, ðàâíà nλ

n . Ýòî è åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è Ôðîáåíèóñà.
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Óäîáíåå ôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò íå â ýòîé ôîðìå, à â ñëåäó-
þùåé, ÷òî ÿ ñäåëàë íå â ñâîåé äèññåðòàöèè [1], à ìíîãî ïîçäíåå
� âî âòîðîé ÷àñòè ñâîèõ �Îñíîâ òåîðèè Ãàëóà� (ÎÍÒÈ, 1937):
Ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ èäåàëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

ê ïîäñòàíîâêå S, ðàâíà 1
f , ãäå f � ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè S èëè,

÷òî òî æå, ñòåïåíü ïðîñòîãî èäåàëà.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ê ýòîìó ðåçóëüòàòó ÿ, âî-ïåðâûõ, èñ-

ñëåäóþ ñâÿçü ìåæäó ñòåïåíüþ ðîäñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé è
çàâèñèìîñòüþ ìåæäó ïðèíàäëåæíîñòüþ ïðîñòûõ ÷èñåë ê îïðåäå-
ëåííûì êëàññàì ïîäñòàíîâîê â îäíîì è äðóãîì ïîëå. Åñëè îäíî
ïîëå åñòü äåëèòåëü äðóãîãî, òî ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòîãî ÷èñëà
ê îïðåäåëåííîìó êëàññó âíóòðè âòîðîãî ïîëÿ âëå÷åò çà ñîáîé åãî
ïðèíàäëåæíîñòü ê âïîëíå îïðåäåëåííîìó êëàññó âî âòîðîì ïîëå.
Åñëè æå ïîëÿ âçàèìíî ïðîñòû, ò. å. èìåþò ïåðåñå÷åíèåì òîëüêî
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî â íèõ êëàññû ïîäñòàíîâîê íåçàâè-
ñèìû â òîì ñìûñëå, ÷òî ìîæíî íàéòè ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëå-
æàùèå ê ëþáûì çàäàííûì êëàññàì â êàæäîì èç ïîëåé. ß ðàçðå-
øàþ âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó êëàññàìè îáîèõ ïîëåé â îáùåì ñëó÷àå.
Âî-âòîðûõ, ÿ äîêàçàë òåîðåìó, äîêàçàííóþ ðàíåå Ãèëüáåðòîì â
íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå:
Äàíî ïîëå k, ñîäåðæàùåå l-ûå êîðíè èç åäèíèöû, ãäå l � ïðî-

ñòîå ÷èñëî. Áóäåì ïîä ñèìâîëîì
{
α
p

}
(α ⊂ k) ðàçóìåòü òîò l-

ûé êîðåíü è èç åäèíèöû, ñ êîòîðûì ïî ìîäóëþ p ñðàâíèìî α
pf−1
l ,

ãäå N(p) = pf . Åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî α1, α2, . . . , αt öåëûõ ÷èñåë
ïîëÿ k òàêîâî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

αm1
1 · α

m2
2 . . . αmt

t

òîëüêî òîãäà åñòü l-àÿ ñòåïåíü ÷èñëà èç k, êîãäà âñåmi äåëÿòñÿ
íà l, òî, çàäàâ ïðîèçâîëüíî öåëûå ÷èñëà c1, c2, . . . , ct, ìû íàéäåì
áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ p, äëÿ êîòîðûõ{

α1

p

}
= ζc1,

{
α2

p

}
= ζc2, . . . ,

{
αt
p

}
= ζct, (3)

ãäå ζ = e
2πi
l .
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Ó Ãèëüáåðòà âìåñòî (3) ôîðìóëèðîâàíî áîëåå ñëàáîå òðåáîâà-
íèå: {

α1

p

}m
= ζc1,

{
α2

p

}m
= ζc2, . . . ,

{
αt
p

}m
= ζct,

ãäå m � íåêîòîðîå ÷èñëî èç ðÿäà 1, . . . , l − 1, íå çàâèñÿùåå îò
íàøåãî âûáîðà [ñì. Zahlbericht, �135, ôîðìóëà (103)].
Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò áûë òàêæå îïóáëèêîâàí îòäåëüíî, íåñêîëü-

êî ðàíåå, â êèåâñêîì æóðíàëå [3].
Óæå èìåÿ èäåþ âñåãî ðåçóëüòàòà, ÿ ìíîãî ïðîâîçèëñÿ íàä èçëî-

æåíèåì âñåõ äîêàçàòåëüñòâ. Âñåãî ðàáîòà ìíîþ áûëà ïåðåïèñàíà
15 ðàç, â 10 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ. Îäèí èç âàðèàíòîâ áûë ïî-
ñëàí çà ãðàíèöó, êàæåòñÿ â Journ. f�ur reine und angew. Math., íî,
ïî-âèäèìîìó, íå äîøåë äî íàçíà÷åíèÿ. Åãî ïåðåâîä íà íåìåöêèé
ÿçûê áûë îñóùåñòâëåí ïðè î÷åíü èíòåíñèâíîé ïîìîùèÞ.Ã.Ðàáè-
íîâè÷à, òàê êàê ÿ äî ýòîãî åùå íèêîãäà íå ïåðåâîäèë ñòàòåé ñ ðóñ-
ñêîãî ÿçûêà íà íåìåöêèé. Ýòî ðóêîâîäñòâî ñî ñòîðîíûÞ.Ã.Ðàáè-
íîâè÷à äàëî ìíå óìåíüå äîâîëüíî ïðèëè÷íî ïåðåâîäèòü; â äàëü-
íåéøåì ÿ åùå áîëåå ñîâåðøåíñòâîâàëñÿ.
Îäèí èç âàðèàíòîâ ÿ ïîñëàë Á.Í.Äåëîíå. ×åðåç íåêîòîðîå âðå-

ìÿ ÿ ïîëó÷àþ îò íåãî ïèñüìî, ïðèøåäøåå ïî àäðåñó óíèâåðñèòåòà.
Îíî äàòèðîâàíî 4 àâãóñòà 1922 ã. Â íåì ãîâîðèòñÿ:
�Íàïèøèòå ìíå ïîæàëóéñòà, ÷òî âû ñäåëàëè ïî ìàòåìàòèêå çà

ýòè 7�8 ìåñÿöåâ, ÷òî ìû ñ Âàìè íå âèäåëèñü. Êàçàëîñü, ÷òî Âû
êàê ðàç äîøëè äî òàêîãî ìåñòà, ãäå Âû äîëæíû óæå ñäåëàòü,
íàêîíåö, ÷òî-íèáóäü îñíîâàòåëüíîå�.
Ïðèäÿ äîìîé, ÿ óâèäåë ó ñåáÿ äðóãîå ïèñüìî Á.Í.Äåëîíå, äàòè-

ðîâàííîå 11/VIII 1922. Çäåñü îí íàïèñàë ìíå, óæå ïîëó÷èâ ìîþ
ðóêîïèñü. Â ïèñüìå ãîâîðèòñÿ:
�Äîðîãîé Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷, ÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷èë ðóêîïèñü

Âàøåé áîëüøîé ðàáîòû î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ñîîòâ. äàííîìó êëàññó
ïîäñòàíîâîê óðàâíåíèÿ Ãàëóà. ß âîñõèùåí è íå ìîãó óäåðæàòü-
ñÿ îò òîãî, ÷òîáû íåìåäëåííî æå, ïîñëå 2 ÷àñîâ ÷òåíèÿ åå, íå
ñîîáùèòü Âàì îá ýòîì.
Åñëè âñå ýòî âåðíî, ÷òî äîëæíî áûòü òàê, òàê êàê ÷óâñòâóåò-

ñÿ, ÷òî Âû íàøëè âåðíóþ èäåþ, òî ýòî � ïåðâîêëàññíàÿ ðàáîòà,
äîëæíî áûòü, íå õóæå âñåé ìîåé ðàáîòû, õîòÿ è â äðóãîì ðîäå.
Íå÷åãî ãîâîðèòü, ÷òî íóæíî 2�3 íåäåëè, ÷òîáû íàâåðíÿêà ðàçî-
áðàòü Âàøó ðàáîòó. Íå çíàþ, ïîñïåþ ëè ÿ ýòî ñäåëàòü. Î÷åíü
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çàíÿò èçãîòîâëåíèåì åùå äâóõ ðóêîïèñåé ìîåé äèññåðòàöèè, çà-
òðåáîâàííûõ äëÿ äèñïóòà ÑÏá. óíèâåðñèòåòîì.
Íàäåþñü, ÷òî Âû ïîëó÷èëè íåäàâíî íàïèñàííîå ìíîþ Âàì ïèñü-

ìî, ãäå ÿ ñîîáùàë, ÷òî ïðèãëàøåí â Ïåòðîãðàäñêèé óíèâåðñèòåò.
Ðàçðåøèòå è Âàì ïîñîâåòîâàòü åõàòü çàùèùàòü Âàøó ðàáîòó òó-
äà æå, ãäå âî ìíå Âû áóäåòå èìåòü íà ñåé ðàç ïðåäàííåéøåãî
ïîêëîííèêà è îïïîíåíòà, à â àêàäåìèêå Óñïåíñêîì, ä.á. òîæå âîñ-
õèùåííîãî Âàìè öåíèòåëÿ Âàøèõ ðàáîò�.
Ýòè ïèñüìà îêðûëèëè ìåíÿ. Îäíàêî îñóùåñòâèòü çàùèòó ýòîé

ðàáîòû, êàê äèññåðòàöèè, ìíå óäàëîñü ëèøü çíà÷èòåëüíî ïîç-
æå, â 1927 ã. Äåëî â òîì, ÷òî ó÷åíûå ñòåïåíè è çàùèòû äèñ-
ñåðòàöèé áûëè â òî âðåìÿ îòìåíåíû è ïðîèçâîäèëèñü â óíèâåð-
ñèòåòàõ ÐÑÔÑÐ, òàê ñêàçàòü, �â íåçàêîííîì ïîðÿäêå�. ß ïîñëàë
ß.Â.Óñïåíñêîìó ñâîþ ðóêîïèñü, è îí îïóáëèêîâàë ìîþ ðàáîòó â
�Èçâåñòèÿõ Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê�. Îäíàêî îí áûë ñëèø-
êîì çàíÿò äðóãèìè äèññåðòàöèÿìè, ÷òîáû ïóñòèòü â õîä ìîþ, à
íà ñëåäóþùèé ãîä äèññåðòàöèè áûëè êàòåãîðè÷åñêè çàïðåùåíû.
Â äåêàáðå 1923 ã. ÿ ïîåõàë ïóòåøåñòâîâàòü â Ìîñêâó è â Ëå-

íèíãðàä. Â Ìîñêâå ÿ íå çàâÿçàë íèêàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíà-
êîìñòâ (ÿ çàõîäèë ê ïðîô. Ä.Ô.Åãîðîâó ïî ïîâîäó ìîåé ñòà-
òüè â �Ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå�, ãäå Ä.Ô. áûë ðåäàêòîðîì; îí
ïðèíÿë ìåíÿ â ïåðåäíåé). Â Ëåíèíãðàäå æå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ
ß.Â.Óñïåíñêèì, âñòðåòèëñÿ ñî ñâîèì ñòàðûì ó÷åíèêîì ïî Êèåâó
Â.À.Òàðòàêîâñêèì, à òàêæå ïåðåñìîòðåë íåñêîëüêî èíîñòðàííûõ
æóðíàëîâ ïîñëåâîåííîãî âðåìåíè, êîòîðûå íå âûïèñûâàëèñü â
Îäåññå. Ìíå ïðèøëîñü ïîõîäèòü â íåñêîëüêî áèáëèîòåê, òàê êàê
â Ëåíèíãðàäå íå áûëî áèáëèîòåê, êîòîðûå èìåëè áû âñå îñíîâ-
íûå æóðíàëû. Âåçäå ÿ âñòðå÷àë î÷åíü ðàäóøíûé ïðèåì, êðîìå
áèáëèîòåêè ïðè Îïòè÷åñêîì èíñòèòóòå, ãäå èìåëèñü�G�ottingen
Nachrichten�. Çàâåäóþùèé ýòîé áèáëèîòåêîé òîâ. Íàðûøêèí íå
äîïóñòèë ìåíÿ ê ïðîñìîòðó æóðíàëà è íàïðàâèë çà ðàçðåøåíè-
åì ê àêàäåìèêó Ðîæäåñòâåíñêîìó, ñ êîòîðûì ó ìåíÿ ïðîèçîøåë
ñëåäóþùèé ðàçãîâîð:
� Ãäå âû ðàáîòàåòå?
� ß ïðåïîäàþ â ñðåäíåì ó÷åáíîì çàâåäåíèè.
� Íàøà áèáëèîòåêà ñëóæèò äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ. Ïðåïî-

äàâàòåëåé ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé íèêàê íåëüçÿ ïðè÷èñëèòü
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ê íàó÷íûì ðàáîòíèêàì, òàê ÷òî ÿ íå ìîãó ðàçðåøèòü âàì ïîëü-
çîâàòüñÿ íàøåé áèáëèîòåêîé.
� Íî ó ìåíÿ åñòü íàó÷íûå ðàáîòû. Â ìîåì ïîðòôåëå ëåæèò

êîððåêòóðà ìîåé ðàáîòû èç �Èçâåñòèé� âàøåé Àêàäåìèè.
� Ïîêàæèòå.
Êàê ðàç ÿ çàáûë äîìà êîððåêòóðó. Ê ñ÷àñòüþ, ó ìåíÿ áûë îò-

òèñê ìîåé ñòàòüè èç óêðàèíñêîé àêàäåìèè, è ýòî óäîâëåòâîðèëî
àêàäåìèêà. ß ïîëó÷èë ðàçðåøåíèå.
Äóìàþ, ÷òî ïðè òàêîé òî÷êå çðåíèÿ íà÷àòü íàó÷íóþ ðàáîòó

íåâîçìîæíî, òàê êàê, ÷òîáû íàïèñàòü ñòàòüþ, íàäî ïðåäâàðèòåëü-
íî áûòü çíàêîìûì ñ æóðíàëüíîé ëèòåðàòóðîé.
Â êîíöå 1924 ã. ÿ ïîñëàë íåìåöêèé ïåðåâîä ñâîåé ñòàòüè â ðåäàê-

öèþ �Mathematische Annalen�, è â 1925 èëè 1926 ã. îí âûøåë â ñâåò
[2]. Åùå äî åãî âûõîäà â ñâåò, â ñåíòÿáðå
1925 ã., ÿ áûë çà ãðàíèöåé è òàì ïîçíàêîìèëñÿ ñî ñòàòüåé Àðòèíà
� �Uber eine neue Art von L-Reien� (Hamb. Abh. 3, 1923), â êîòîðîé,
êàê ìíå óêàçàë À.Ì.Îñòðîâñêèé, áûëà ðåøåíà çàäà÷à Ôðîáåíè-
óñà. Ïî ïðîâåðêå îêàçàëîñü, ÷òî ýòà çàäà÷à èì áûëà íå ðåøåíà, à
ñâåäåíà ê �îáùåìó çàêîíó âçàèìíîñòè Àðòèíà�, êîòîðûé ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ k ìîæíî íàéòè
åãî òàê íàçûâàåìîå ïîëå êëàññîâ K (Klassenk�orper), ò. å. àáåëåâî
ïîëå íàä k, îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó êëàññîâ
ïîëÿ k, ñ îòíîñèòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì 1 (relative unverzweigt),
êîòîðîå îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: ïðîñòîé èäåàë p ïîëÿ k ïðè-
íàäëåæèò âíóòðèK ê îòíîñèòåëüíîé òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí â k � ãëàâíûé, ëåæèò â åäèíè÷-
íîì êëàññå ãðóïïû êëàññîâ. Àðòèí, îáîáùàÿ ýòîò ôàêò, âûñêà-
çûâàåò ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå: îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Ãàëóà
ïîëÿ K/k èçîìîðôíà ñ ãðóïïîé êëàññîâ ïîëÿ k â òîì ñìûñëå,
÷òî âñå ïðîñòûå èäåàëû p, ïðèíàäëåæàùèå ê îäíîé è òîé æå ïîä-
ñòàíîâêå ëåæàò â îäíîì è òîì æå èäåàëüíîì êëàññå, è îáðàòíî;
ïðèòîì ýòî ñîïîñòàâëåíèå êëàññîâ ïîäñòàíîâêàì îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì èçîìîðôèçìà: åñëè a1 ↔ σ1, a2 ↔ σ2, òî a1a2 ↔ σ1σ2. Ýòî
è åñòü çàêîí âçàèìíîñòè Àðòèíà. Â ðàçáèðàåìîé ñòàòüå Àðòèí
äîêàçàë åãî ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
Ëåòîì 1927 ã., èçó÷àÿ òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ, ÿ ïðèøåë ê óáåæäå-

íèþ, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü çàêîí Àðòèíà, âîñïîëüçîâàâøèñü ìîèì
ïðèåìîì ïðèñîåäèíåíèÿ ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà. Êîãäà ó ìåíÿ óæå
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íà÷àëè íàìå÷àòüñÿ êîíòóðû äîêàçàòåëüñòâà, ïîêà åùå äîâîëüíî
ñìóòíûå, ìû ïåðååõàëè ñ äà÷è â ãîðîä, è òàì ÿ ñåé÷àñ æå óâè-
äåë íà áèáëèîòå÷íîé âèòðèíå òîìèê Hamb Abh. ñî ñòàòüåé Àð-
òèíà �Beweis des allgemeinen Reziprozit�atsgesetzes� (Hamb. Abh. 5,
1927). Ìîÿ äîñàäà áûëà ñðàçó ñìÿã÷åíà, êîãäà ÿ óâèäåë, ÷òî Àð-
òèí óïîìèíàåò â íà÷àëå ñòàòüè, ÷òî îñíîâíàÿ ìûñëü äîêàçàòåëü-
ñòâà, ïðèñîåäèíåíèå ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà (Kreisk�orpererweiterung)
áûëà èì çàèìñòâîâàíà èç ìîåé ðàáîòû. ß áûë î÷åíü òðîíóò ùåïå-
òèëüíîñòüþ Àðòèíà â âîïðîñàõ öèòèðîâàíèÿ, òàê êàê ìåæäó ñïî-
ñîáàìè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðèñîåäèíåíèÿ ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà
â îáåèõ ñòàòüÿõ èìååòñÿ ëèøü íåïîëíàÿ àíàëîãèÿ.
Çàêîí âçàèìíîñòè Àðòèíà ñîâåðøèë ïåðåâîðîò â òåîðèè ïîëåé

êëàññîâ, � òåîðèè, âíóòðåííèé ñìûñë êîòîðîé äî ñèõ ïîð ïîë-
íîñòüþ íå ðàçãàäàí, � è Ãàññå ïîä âëèÿíèåì îòêðûòèÿ ýòîãî
çàêîíà âçàèìíîñòè íàïèñàë íîâûé òîìèê îáçîðà òåîðèè ïîëåé
êëàññîâ: �Bericht �uber neuere Untersuchungen und Probleme aus
der Theorie der algebraischen Zahlk�orper�. T. I. Reziprozit�atsgesetz
(Jahresber. DMV, Erg�anzungsband VI, 1930), ïîñâÿùåííûé ãëàâ-
íûì îáðàçîì àðòèíîâñêîìó çàêîíó. Â íåì âèäíîå ìåñòî çàíèìàåò
�Tschebotare�sche Dichtigkeitssatz�.
Â 1926 ã. ÿ ïîñëàë ñâîþ ðàáîòó â Óêðàèíñêóþ Àêàäåìèþ íàóê

äëÿ çàùèòû êàê äèññåðòàöèþ (íà Óêðàèíå â òî âðåìÿ áûëà ââå-
äåíà åäèíñòâåííàÿ ñòåïåíü äîêòîðà). Ëåòîì 1926 ã. ÿ ïðèåçæàë
â Êèåâ, ÷òîáû ïîìî÷ü ìîåìó ãëàâíîìó îïïîíåíòó Ä.À. Ãðàâå äå-
òàëüíî ðàçîáðàòü ìîþ ðàáîòó. Îêàçàëîñü, ÷òî ìûñëè Ä.À. Ãðàâå
áûëè çàíÿòû äðóãèì (äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè îñî-
áîãî ðîäà; î íèõ ÿ áóäó ãîâîðèòü â ïàðàãðàôå î íåïðåðûâíûõ
ãðóïïàõ), òàê ÷òî ìíå íå óäàëîñü âîéòè ñ íèì â äåòàëè ñâîåé ðà-
áîòû. Îäíàêî ÿ î÷åíü ïðèÿòíî ïðîâåë âðåìÿ ñî ñâîèìè ñòàðûìè
êèåâñêèìè äðóçüÿìè.
26 ôåâðàëÿ 1927 ã. ñîñòîÿëñÿ äèñïóò. Ìîèìè îïïîíåíòàìè áûëè

Ä.À. Ãðàâå, Ì.Ô.Êðàâ÷óê è Ã.Â.Ïôåéôôåð. Ä.À. îòêàçàëñÿ îò
âîçðàæåíèé, ÿêîáû áëàãîäàðÿ âûñîêîìó êà÷åñòâó ìîåé ðàáîòû;
íî ÿ ïîäîçðåâàþ, ÷òî îí ïðåäïî÷åë ýòî ñäåëàòü, ÷òîáû íå òðà-
òèòü âðåìåíè íà èçó÷åíèå ðàáîòû, ÷òî áûëî áåçîïàñíî ñäåëàòü,
òàê êàê ðàáîòà áûëà ïðîâåðåíà çà ãðàíèöåé. Îí òîëüêî óïðåêíóë
ìåíÿ, ÷òî ÿ íå çàíèìàþñü ïðèêëàäíûìè âîïðîñàìè. ß îòâåòèë
íà ýòî, ÷òî ÷óâñòâóþ âñþ âàæíîñòü ïîñëåäíèõ, íî íå ïðèó÷åí ê
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íèì ñî ñòóäåí÷åñêèõ âðåìåí (Ä.À. Ãðàâå íà ëåêöèÿõ ïðîïîâåäû-
âàë íàì íå çàíèìàòüñÿ ïðèêëàäíûìè âîïðîñàìè, ñîñòàâëÿþùèìè
ìàòåìàòèêó âòîðîãî ñîðòà) è ñïðîñèë: �Ä.À., ïî÷åìó âû íå ñêàçà-
ëè ìíå ýòîãî 10 ëåò òîìó íàçàä?� Îí ñõâàòèëñÿ ðóêàìè çà ãîëîâó
è çàêðè÷àë: �mea culpa, mea culpa!�
Ì.Ô.Êðàâ÷óê îòìåòèë íåñêîëüêî íåäî÷åòîâ â äåòàëÿõ ðàáîòû

è óêàçàë íà òÿæåëîâåñíîñòü èçëîæåíèÿ. Ã.Â.Ïôåéôôåð êàê íå-
ñïåöèàëèñò îãðàíè÷èëñÿ íåñêîëüêèìè îáùèìè çàìå÷àíèÿìè. Íà
äèñïóòå áûë ìîé ñòàðûé øêîëüíûé ó÷èòåëü Ï.À.Öûãàíêîâ, êî-
òîðûé ãîðÿ÷î ïîçäðàâèë ìåíÿ, âûðàæàë ãîðäîñòü ìíîþ ïåðåä îï-
ïîíåíòàìè, îäíèì ñëîâîì, ñîçäàâàë îáñòàíîâêó.
Òåïåðü ðàññêàæó î òåõ äîïîëíåíèÿõ è óëó÷øåíèÿõ äîêàçàòåëü-

ñòâà, êîòîðûå áûëè ñäåëàíû ÷àñòüþ äðóãèìè àâòîðàìè, ÷àñòüþ
ìíîþ ñàìèì. Âñêîðå ïîñëå âûõîäà â ñâåò ïåðåâîäà ìîåé ñòàòüè â
�Math. Ann.� ÿ ïîëó÷èë êîððåêòóðó ñòàòüè ìîëîäîãî ãàìáóðãñêî-
ãî ìàòåìàòèêàØðåéåðà � �Uber eine Arbeit von Herrn Tschebotare��
(Hamb. Abh. 5, 1926). Â ïèñüìå Øðåéåð ïèñàë, ÷òî åãî ðàáî-
òà áûëà ïëîäîì ðåôåðàòà íà ãàìáóðãñêîì ñåìèíàðå è èìååò öå-
ëüþ óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî è òåì ñäåëàòü ìîé ðåçóëüòàò áî-
ëåå äîñòóïíûì ùèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Åãî óïðîùåíèå,
âî-ïåðâûõ, ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòà Ãåêêå, ÷òî î÷åíü
óïðîùàåò èçëîæåíèå. Âî-âòîðûõ, âìåñòî ïðèñîåäèíåíèÿ áîëüøî-
ãî ÷èñëà öèêëè÷åñêèõ ïîëåé ñòåïåíè f , îí ïðèñîåäèíÿåò ê ïîëþ
K îäíî öèêëè÷åñêîå ïîëå, íî âåñüìà âûñîêîé ñòåïåíè, è äîñòèãàåò
ýòèì òîé æå öåëè.
Ì.Ô.Êðàâ÷óê, ìîé îïïîíåíò, òîæå íàïèñàë ñòàòüþ �Sur la distri-

bution des nombres premi-ers� (C. R. 183, 1926), â êîòîðîé äåëàåò
óïðîùåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ. Áîëåå ïîäðîáíî åãî âûâîä èçëî-
æåí â ñòàòüå �Ðîçïîäië ïåðâiñíix ÷èñåë ïî ïiäñòàâëåííÿõ ãðóïè
àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ�, êîòîðàÿ íàïå÷àòàíà â 1926 ã. â êàêîì-òî
æóðíàëå Óêðàèíñêîé Àêàäåìèè íàóê. Íàçâàíèÿ æóðíàëîâ Óêðà-
èíñêîé Àêàäåìèè íå àííîòèðóþòñÿ íà îòòèñêàõ, è âîîáùå ýòè
æóðíàëû èçäàþòñÿ î÷åíü íåðÿøëèâî.
Øîëüö â ñòàòüå �Die Abgrenzungss�atze t�ur Kreisk�orper und Klas-

senk�orper (Sitzber. Akad. Berlin, 1931) äàë íîâûé âûâîä òåîðåìû
î ïëîòíîñòÿõ, áëèçêèé ê âûâîäó, êîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíî çàðî-
äèëñÿ ó ìåíÿ, íî áûë óñëîæíåí â ñèëó òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé
äîêàçàòåëüñòâà.
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Äåéðèíã â ñòàòüå � �Uber den Tschebotare�schen Dichtigkeitsatz�
(Math. Ann. 110, 1934) äàë íîâîå, íåïîñðåäñòâåííîå ñâåäåíèå òåî-
ðåìû î ïëîòíîñòÿõ ê çàêîíó âçàèìíîñòè Àðòèíà.
Îäíî èç ñóùåñòâåííûõ äîïîëíåíèé ê òåîðåìå î ïëîòíîñòÿõ áûëî

ñäåëàíî Àðòèíîì âî âòîðîé èç öèòèðîâàííûõ ðàáîò. ß äîêàçàë
ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû∑

p−s =
nλ
n

lg
1

s− 1
+ P (s− 1),

ãäå P (s − 1) � ôóíêöèÿ, ðàñòóùàÿ ïðè s → 1 ìåäëåííåå, ÷åì â
lg 1

s−1. Èç ðåçóëüòàòîâ æå Àðòèíà âûòåêàåò, ÷òî P (s− 1) îñòàåòñÿ
ïðè s→ 1 êîíå÷íîé.
Âòîðîå äîïîëíåíèå ñäåëàíî ìíîþ ñàìèì. Îíî ïðîèçâåäåíî ïî

îáðàçöó ðåçóëüòàòîâ Êðîíåêåðà è Ìåðòåíñà, êîòîðûå íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà óòî÷íèëè ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Äèðèõëå î
ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äåëî â òîì, ÷òî
Äèðèõëå äîêàçàë ñòðåìëåíèå ðÿäà

∑
p
p−s, ðàñïðîñòðàíåííîãî íà

ïðîñòûå ÷èñëà â ïðîãðåññèè, ê áåñêîíå÷íîñòè, åñëè s→ 1. Ýòèì,
êîíå÷íî, áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà
òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Îäíàêî îòñþäà íåëüçÿ åùå íàéòè õîòÿ áû
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî òàêîãî ðîäà, èëè äàæå óêàçàòü, âíóòðè êàêèõ
ãðàíèö íàâåðíîå ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Êðîíåêåð è Ìåðòåíñ (ïåðâûé áîëåå ïðîñòî, âòîðîé áîëåå òî÷íî)
ðåøèëè ýòó ïîñëåäíþþ çàäà÷ó.
×òîáû ÿñíåå ïðåäñòàâèòü ñóùíîñòü ìåòîäà Êðîíåêåðà, ïîëî-

æåííîãî â îñíîâó ìîèõ ðàáîò [4], ïîñòàâèì ñåáå öåëü, èñõîäÿ èç
ôîðìóëû ∏ 1

1− p−s
=
∑

n−s,

îïðåäåëèòü òàêîå çíà÷åíèå x, ÷òîáû â èíòåðâàëå (1, x) ñîäåðæà-
ëîñü ïî êðàéíåé ìåðå V ïðîñòûõ ÷èñåë, ãäå V � ëþáîå çàäàííîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âîçüìåì â ëåâîé ÷àñòè êîíå÷íîå ïðîèçâå-
äåíèå, ðàñïðîñòðàíåííîå íà âñå p ≤ x. Òîãäà

∏
p≤x

1

1− p−s
≤
∏
p≤x

1

1− p−1
=
∏
p≤x

p

p− 1
<

V∏
m=2

m

m− 1
= V.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû áóäåò ñîäåðæàòü âñå ÷ëåíû n−s ïðè n ≤ x,
à òàêæå ÷ëåíû n−s , ãäå n ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,
ìåíüøå x. Ïîýòîìó îíà áîëüøå, ÷åì

x∑
n=1

n−s >

x∫
1

z−sdz =
1

s− 1

(
1− 1

xs−1

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â èíòåðâàëå (1, x) ñîäåðæèòñÿ V (èëè
ìåíåå) ïðîñòûõ ÷èñåë, òî

V >
1

s− 1

(
1− 1

xs−1

)
ïðè âñÿêîì s > 1. Ïîýòîìó, åñëè èìååò ìåñòî

V <
1

s− 1

(
1− 1

xs−1

)
(4)

õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè s > 1, òî â èíòåðâàëå (1, x) íàâåð-
íîå ñîäåðæèòñÿ áîëåå V ïðîñòûõ ÷èñåë. Âûáèðàÿ s − 1 < 1

V , ìû
ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (4) òàê:

x > [1− V (s− 1)]−
1
s−1 ,

èëè

x >

[
1− V

α

]−α
ïðè êàêîì-íèáóäü α, á�îëüøåì, ÷åì V . Íàïðèìåð, áåðÿ α = 2V ,
ìû ïîëó÷èì

x > 22V .

Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðâàëå (1, 22V ) ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
V ïðîñòûõ ÷èñåë. Êîíå÷íî, ýòî î÷åíü ãðóáàÿ îöåíêà.
Êðîíåêåð ïðîäåëàë ïîäîáíûé ïîäñ÷åò äëÿ ðÿäîâ

∑
χ(n)n−s è

ïîëó÷èë èíòåðâàëû, âíóòðè êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
V ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ â ïðîãðåññèè. ß [4] ðàñïðîñòðàíèë åãî
ìåòîä íà ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê ïîäñòàíîâêàì.
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�17. Ïåðâîå ïóòåøåñòâèå çà ãðàíèöó (1925)

Ëåòîì 1925 ã. âûÿñíèëàñü âîçìîæíîñòü êîìàíäèðîâàòü êîãî-
íèáóäü èç îäåññêèõ ìàòåìàòèêîâ çà ãðàíèöó, è îäåññêèå âëàñòè
êîìàíäèðîâàëè ìåíÿ. ß ðåøèë ïîåõàòü â Äàíöèã, ãäå â ñåíòÿá-
ðå äîëæåí áûë áûòü îðãàíèçîâàí ñúåçä Deutsche Mathematiker-
Vereinigung. Ïîñëå äîëãèõ õëîïîò è ñíîøåíèé ñ Õàðüêîâîì ÿ ïî-
ëó÷èë ïàñïîðò è äåíüãè â äîëëàðàõ è ïîåõàë. Ïðèåõàâ â Äàíöèã,
ÿ ïðåæäå âñåãî ïîçíàêîìèëñÿ ñ Ýììè Íåòåð, êîòîðàÿ ñîîáùèëà
ìíå, ÷òî ìîÿ ñòàòüÿ ïî ïëîòíîñòÿì ïðîñòûõ ÷èñåë áûëà ïðèñëàíà
åé íà ïðîñìîòð, íî îíà îòêàçàëàñü îò íåå, è îíà áûëà ïåðåäàíà
Àðòèíó. Ý.Íåòåð î÷åíü îáùèòåëüíà; îíà âñåãäà áûëà îêðóæåíà
ïëåÿäîé ìîëîäûõ ó÷åíèêîâ, èç êîòîðûõ ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ Êðóë-
ëåì, Áðàíäòîì è îäíèì èç Øìèäòîâ.
Íà ñúåçäå ÿ äåëàë äîêëàä î ñâîèõ ðåçóëüòàòàõ ïî òåîðèè ïîâåðõ-

íîñòåé ïåðåíîñà. Òàì ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ Áëÿøêå è ñ åãî ó÷åíèêîì
Ðåéäåìåéñòåðîì. Ðåéäåìåéñòåð îòíåññÿ ê ìîèì ðåçóëüòàòàì äî-
âîëüíî ñêåïòè÷åñêè, ñ÷èòàÿ, ÷òî òî, ÷òî â ìîèõ ðåçóëüòàòàõ íîâî-
ãî, íå äîïóñêàåò ïðîñòîãî ïðèìåíåíèÿ. Â Äàíöèãå ÿ ïðîâåë ìíîãî
âðåìåíè ñ Ä¼ðíòå, ìîëîäûì è î÷åíü ïðîñòûì ÷åëîâåêîì, ñäåëàâ-
øèì îäíî èíòåðåñíîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ãðóïïû.
Òàì æå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ Ãåíçåëåì, êîòîðûé ìíîãî ðàññïðàøè-

âàë ìåíÿ î Ä.À. Ãðàâå. Îí áûë î÷åíü äîâîëåí, ÷òî ÿ ïðèäóìàë
ñâîþ òåîðåìó ìîíîäðîìèè, èñõîäÿ èç åãî p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, è
÷òî ìîåé íàñòîëüíîé êíèãîé ïî òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ êíèãà Ãåíçåëÿ è Ëàíäñáåðãà. Âìåñòå ñ òåì îí êàê ðåäàê-
òîð æóðíàëà Crelle ñêàçàë ìíå, ÷òî ïîñëàííàÿ òóäà ìîÿ ñòàòüÿ ïî
ïîâåðõíîñòÿì ïåðåíîñà íå áóäåò ïîìåùåíà.
ß òîãäà æå ïîçíàêîìèëñÿ ñ 27-ëåòíèì ó÷åíèêîì Ãåíçåëÿ, Ãàññå,

óæå îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì â Ãàëëå, êîòîðûé îáðàòèë âíèìà-
íèå íà ìîþ çàìåòêó î ÷èñëå êëàññîâ â ïîëÿõ äåëåíèÿ êðóãà. ß
îáåùàë åìó ïðîäîëæèòü ñâîå èññëåäîâàíèå è ïðèñëàòü ñòàòüþ
äëÿ æóðíàëà Crell'ÿ. Âïîñëåäñòâèè ÿ äîëãî ïåðåïèñûâàëñÿ ñ Ãàñ-
ñå è âåñüìà áëàãîäàðåí åìó çà áîëüøîå âíèìàíèå (è òùàòåëüíóþ
ðåäàêöèþ) ê ìîåé ñòàòüå.
Â Äàíöèãå ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ Ë.À.Ëþñòåðíèêîì, òîæå äåëàâ-

øèì òàì äîêëàä. Îí ìíå áûë ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçåí, áëàãîäàðÿ
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âëàäåíèþ íåìåöêîé ðå÷üþ, âî âíåøíèõ ñíîøåíèÿõ, â îñîáåííî-
ñòè â êîíñóëüñòâå, ãäå ó ìåíÿ âûøëî îñëîæíåíèå ñ âèçîé. Èí-
òåðåñíî, ÷òî ïèñüìåííûì íåìåöêèì ÿçûêîì îí âëàäåë ãîðàçäî
õóæå ìîåãî, òàê ÷òî â Áåðëèíå ÿ ïåðåâåë åìó ðåçþìå åãî äàíöèã-
ñêîãî äîêëàäà, ïðè÷åì ÿ, óòîìèâøèñü ïîñëå ïîèñêîâ ãîñòèíèöû,
çàñûïàë âî âðåìÿ çàïèñûâàíèÿ èì êàæäîé ïðîäèêòîâàííîé åìó
ôðàçû è ïðîñûïàëñÿ äëÿ íîâîé ôðàçû, è îí âîñõèùàëñÿ �ãåíèàëü-
íîñòüþ� ìîåãî ïåðåâîäà. Òàì æå îí ïîçíàêîìèë ìåíÿ ñî ñâîèìè
çàìå÷àòåëüíûìè ñòèõîòâîðåíèÿìè ñàòèðè÷åñêîãî è ïàðîäèéíîãî
õàðàêòåðà.
Ïîñëå îòúåçäà ÿ ñ áîëüøèíñòâîì åãî ó÷àñòíèêîâ, â òîì ÷èñëå

ñ Ý.Íåòåð è Ë.À.Ëþñòåðíèêîì, ñåë íà ïàðîõîä, îòïðàâèâøèéñÿ
äî Ñâèíåìþíäå, îòêóäà ÷åðåç Øòåòòèí ìû äîëæíû áûëè åõàòü
â Áåðëèí.
Íà ïàðîõîäå êî ìíå ñ Ë.À.Ëþñòåðíèêîì ïðèñòàë êàêîé-òî ðóñ-

ñêèé, âåðíåå óêðàèíåö, ñ âåñüìà òîñêëèâûìè ðàçãîâîðàìè îá óêðà-
èíñêîì íàöèîíàëèçìå. Îí ñêàçàë íàì, ÷òî çà íàìè íà ïàðîõîäå
ñëåäèò øïèîí, ïðè÷åì äàæå óêàçàë íà ñëåä ïðîõîäèâøåãî øïèî-
íà. Âìåñòå ñ òåì îí èãðàë â êàðòû ñ áûâøèìè íà ïàðîõîäå ïîëè-
öåéñêèìè ÷èíîâíèêàìè è âîîáùå âåë ñåáÿ î÷åíü ïîäîçðèòåëüíî.
Ìû ñêàçàëè Ý.Íåòåð, ÷òî îí ïî âñåé âåðîÿòíîñòè ñàì øïèîí, è
ïîïðîñèëè åå ïîìî÷ü íàì èçáàâèòüñÿ îò íåãî. Êîãäà ìû â Ñâèíå-
ìþíäå ïåðåñåëè â ïîåçä è îí ïîïûòàëñÿ âëåçòü â íàøå êóïå, ìû
ñ Ý.Íåòåð íå ïóñòèëè åãî, ñêàçàâ, ÷òî êóïå çàíÿòî.
Íà ïàðîõîäå ÿ ðàññêàçàë Ý.Íåòåð â êðàòêèõ ÷åðòàõ èäåþ ìîåé

ðàáîòû î ïëîòíîñòÿõ.
Ïî ïðèåçäå â Áåðëèí ÿ ïîñåòèë È.Øóðà, êîòîðîìó ïðåïîäíåñ

ñâîþ ðóññêóþ ñòàòüþ î ïëîòíîñòÿõ. Øóð ãîâîðèò ïî-ðóññêè, õî-
òÿ íå âïîëíå ñâîáîäíî. Â äåòñòâå îí ó÷èëñÿ â ëèáàâñêîé ãèìíà-
çèè. Îí ñêàçàë ìíå, ÷òî ìîé ðåçóëüòàò áûë óæå ïîëó÷åí Àðòè-
íîì. Âïîñëåäñòâèè ÿ âûÿñíèë, ÷òî ýòî íå òàê. Îí ìíå ïîäàðèë
íåñêîëüêî ñâîèõ îòòèñêîâ. Âîîáùå ìíå ïóòåøåñòâèå äàëî íà÷àëî
ìîåé îòòèñêîâîé áèáëèîòåêå.
ß òàêæå áûë ó Øåôôåðñà, ðàáîòàâøåãî ïî ïîâåðõíîñòÿì ïåðå-

íîñà. Ýòî áûë î÷åíü æèâîé è ïîäâèæíîé ñòàðèê. Íà ìîé âîïðîñ,
áûëî ëè èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü èëè íå áîëåå
÷åòûðåõ ñèñòåì ëèíèé ïåðåíîñà, èëè êîíòèíóóì, Øåôôåðñ ñåé-
÷àñ æå âûòàùèë îäíó èç ñâîèõ ñòàðûõ òåòðàäåé è óêàçàë ìíå íà
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èìåþùèéñÿ òàì ýòîò ðåçóëüòàò. Îí òàêæå ïîäàðèë ìíå ìíîãî îò-
òèñêîâ, â òîì ÷èñëå ñâîþ ðàáîòó î ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
ïåðåíîñà, ãäå îí îïðîâåðãàåò ðàññóæäåíèÿ Øòåêêåëÿ, â êîòîðûõ
ïîñëåäíèé íàõîäèë îøèáêó ó Ëè: �. . . daβ nicht Lie, sondern Herr
St�ackel geirrt hat�.
Èç Áåðëèíà ÿ ïîåõàë â Ãåòòèíãåí ñ öåëüþ ïðîæèòü òàì íåêî-

òîðîå âðåìÿ è ïîðàáîòàòü â áèáëèîòåêå. Îçíàêîìèâøèñü ñ ëè-
òåðàòóðîé, ÿ ïåðåïèñàë ñòàòüþ Àðòèíà, î êîòîðîé óæå ãîâîðè-
ëîñü, è ïåðâîíà÷àëüíóþ ñòàòüþ Ëè î ïîâåðõíîñòÿõ ïåðåíîñà. ß
ïîçíàêîìèëñÿ ñ Êóðàíòîì, ñ êîòîðûì ñãîâîðèëñÿ ïðèñëàòü ñòà-
òüþ î êîðíÿõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ �Math. Annalen�.
Êðîìå òîãî, ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ À.Ì.Îñòðîâñêèì, êîòîðûé, áóäó÷è
åùå øêîëüíèêîì, ðàáîòàë â ñåìèíàðå ó Ä.À. Ãðàâå, à çàòåì áûë
îòïðàâëåí Ä.À. Ãðàâå çà ãðàíèöó äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îáðàçîâàíèÿ
(êàê åâðåé îí íå ìîã ó÷èòüñÿ â ðóññêèõ óíèâåðñèòåòàõ). Â òî âðå-
ìÿ À.Ì.Îñòðîâñêèé áûë ïðèâàò-äîöåíòîì â Ãåòòèíãåíñêîì óíè-
âåðñèòåòå. Ýòî áûë ñóðîâûé è íåîáùèòåëüíûé ÷åëîâåê, âåñüìà
ïîäîçðèòåëüíî îòíîñèâøèéñÿ ê äðóãèì ïðîôåññîðàì è äîöåíòàì
(ñëåä íåïðèÿçíåííîãî îòíîøåíèÿ ê íåìó â Ãåðìàíèè âî âðåìÿ
ìèðîâîé âîéíû). Ìåíÿ îí ïðèíÿë êàê áåäíîãî ðîäñòâåííèêà. Îí
òîæå ñêàçàë, ÷òî ìîé ðåçóëüòàò î ïëîòíîñòÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë áûë
ïîëó÷åí Àðòèíîì. Îäíàêî, â÷èòàâøèñü â ñòàòüþ Àðòèíà, ÿ óáå-
äèëñÿ, ÷òî Àðòèí îïèðàåòñÿ íà �îáùèé çàêîí âçàèìíîñòè�, òîãäà
åùå èì íå äîêàçàííûé. Îí òàêæå ñêåïòè÷åñêè îòíåññÿ ê ìîèì
óñëîâèÿì âåùåñòâåííîñòè êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé è
êðèòèêîâàë âíåøíþþ ôîðìó ìîèõ ñòàòåé.
Îí ïðåäëîæèë ìíå èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ åìó áûëà íóæíà

äëÿ åãî èññëåäîâàíèé ïî îñîáûì òî÷êàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïóñòü ε = e

2πi
p . Äîêàçàòü, ÷òî âñå ìèíîðû âàíäåðìîíäîâà îïðåäå-

ëèòåëÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣
1, ε, ε2, . . . , εp−1

1, ε2, ε4, . . . , ε2(p−1)

. . . . . . . . . . . . . . .

1, εp−1, ε2(p−1), . . . , ε(p−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1)

îòëè÷íû îò íóëÿ, âî âñÿêîì ñëó÷àå òîãäà, êîãäà p åñòü ïðîñòîå
÷èñëî. Îí ìîã äîêàçàòü ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ ìèíîðîâ ïîðÿä-
êîâ 1, 2, 3, p− 3, p− 2, p− 1. Ýòà çàäà÷à êàçàëàñü âåñüìà òðóäíîé,
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òàê êàê â ñèëó êîìïëåêñíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ê íåé íåëüçÿ áû-
ëî ïðèìåíèòü êàêîãî-ëèáî ïðèåìà, îñíîâàííîãî íà íåðàâåíñòâàõ,
âðîäå ïðàâèë Äåêàðòà. ×åðåç íåñêîëüêî äíåé ÿ ðåøèë ýòó çàäà-
÷ó. Äëÿ ýòîãî ÿ ïðèìåíèë àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä: ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî π = ε− 1 åñòü ïðîñòîå ÷èñëî ïîëÿ k(ε), (p− 1)-àÿ
ñòåïåíü êîòîðîãî àññîöèèðîâàíà ñ p, ÿ ïîëó÷èë ðàçëîæåíèå êàæ-
äîãî ìèíîðà îïðåäåëèòåëÿ (1) ïî ñòåïåíÿì π. Ðàññìîòðèì ìèíîð∣∣∣∣∣∣∣

εa1x1, εa1x2, . . . , εa1xk

εa2x1, εa2x2, . . . , εa2xk

. . . . . . . . . . . . . . . .
εakx1, εakx2, . . . , εakxk

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå 0 ≤ a1 < a2 < · · · < ak < p, 0 ≤ x1 < x2 < · · · < xk < p.
Ðàçëàãàÿ êàæäûé ýëåìåíò εaµxν ïî ñòåïåíÿì π:

εaµxν = (1 + π)aµxν = 1 +
aµxν

1
π +

aµxν(aµxν − 1)

2
π2 + · · · ,

ïîäñòàâëÿÿ â ìèíîð è ðàçëàãàÿ ïîñëåäíèé ïî ñòîëáöàì, ìû ïîëó-
÷èì äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî âûðàæåíèå òèïà∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ck1
a1x1

πk1, . . . , C
kk
a1xkπ

kk

Ck1
a2x1

πk1, . . . , C
kk
a2xkπ

kk

. . . . . . . . . . . . . . . .

Ck1
akx1

πk1, . . . , C
kk
akxkπ

kk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñîåäèíèì âìåñòå òå ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ ñóììà k1+k2+· · ·+kk
èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Åñëè

k1 + k2 + · · · + kk < 0 + 1 + · · · + (k − 1) =
(k − 1)k

2
,

òî âñå îïðåäåëèòåëè ðàâíû íóëþ. Åñëè k1+k2+· · ·+kk = (k−1)k
2 , òî

ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè íå ðàâíû íóëþ òîëüêî òîãäà, åñëè
k1, k2, . . . , kk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , k−1 â ëþáîì ïîðÿäêå.
Ñóììà òàêèõ îïðåäåëèòåëåé ðàâíà

Ï(xi − xj)Ï(ai − aj)
1!2! . . . (k − 1)!

π
k(k−1)

2 ,
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îòêóäà∣∣∣∣∣∣
εa1x1, . . . , εa1xk

. . . . . . . . . . .
εakx1, . . . , εakxk

∣∣∣∣∣∣ ≡ Ï(xi − xj)Ï(ai − aj)
1!2! . . . (k − 1)!

π
k(k−1)

2 (mod π
k(k+1)

2 ).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ìèíîð íå ðàâåí íóëþ. À.Ì.Îñòðîâñêèé
ñ ìîåãî ñîãëàñèÿ ïîìåñòèë ýòî äîêàçàòåëüñòâî â ñâîþ ñòàòüþ
�Mathematische Miszellen. VII. �Uber Singularit�aten gewisser mit L�uc-
ken behafteten Potenzreihen� (Jahresber. der DMV 35, 1926, ñòð.
269�280).
À.Äàíèëåâñêèé äàë äðóãîé âûâîä ýòîé òåîðåìû â ñòàòüå �Ïðî

îäíó òåîðåìó Îñòðîâñêîãî�×åáîòàðåâà� (Çàï. í.-ä. Èíñò. ÕÄÓ 14,
1937, ñòð. 81�84).
Íà îáðàòíîì ïóòè ÿ îïÿòü îñòàíîâèëñÿ íà íåñêîëüêî äíåé â Áåð-

ëèíå, ãäå ïîñåòèë îïÿòü È.Øóðà, à òàêæå Ëèõòåíøòåéíà (ðåäàê-
òîð �Math. Zeitschrift�) è Øîòòêè.
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(3) 3, 1�17, 1927; [Ñîáð. ñî÷., ò. I, ñòð. 102�108].



Î ÐÀÁÎÒÅ Í.Ã.×ÅÁÎÒÀÐÅÂÀ �ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ
ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÑÎÂÎÊÓÏÍÎÑÒÈ ÏÐÎÑÒÛÕ

×ÈÑÅË, ÏÐÈÍÀÄËÅÆÀÙÈÕ Ê ÇÀÄÀÍÍÎÌÓ
ÊËÀÑÑÓ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎÊ�

∗

È.Ð.Øàôàðåâè÷

Öåëüþ ýòîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçëîæèòü, âî-ïåðâûõ, ðàáîòû î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðåäøåñòâîâàâøèå ðàáîòå Í. Ã.×åáî-
òàðåâà, âî-âòîðûõ, îñíîâíóþ èäåþ ðàáîòû, óêàçàííîé â çàãëàâèè
è, â-òðåòüèõ, ðàáîòû ïî òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, âîçíèêøèå
ïîä âëèÿíèåì ýòîé ðàáîòû.

1. Ðàáîòû Äèðèõëå, Êðîíåêåðà è Ôðîáåíèóñà

1) Â 1837 ã. Äèðèõëå äîêàçàë ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó: â ïðî-
ãðåññèè mx+ a, (m, a) = 1, ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷è-
ñåë. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû Äèðèõëå ââåë íîâîå ïî-
íÿòèå � ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíî-
æåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, . . . , pn, . . . , èìååò ïëîòíîñòü µ, åñëè
ôóíêöèÿ

∞∑
n=1

p−sn − µ lg
1

s− 1

îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, êîãäà s ñòðåìèòñÿ ê 1, îñòàâàÿñü >1. Çà-
ïèñûâàåòñÿ ýòî òàê:

∞∑
n=1

p−sn ∼ µ lg
1

s− 1
. (1)

Èç òîãî, ÷òî ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò ïðè s = 1 ïîëþñ 1-ãî
ïîðÿäêà, ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë
ðàâíà 1.
Ïëîòíîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåâîñõîäèò 1.

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå
∗Í.Ã.×åáîòàðåâ Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Ò. 3, Ì.�Ë., Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1950. � Ñ. 81�91.
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ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, äîêàçûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë â ïðîãðåññèèmx+a, íå êîíñòðóèðóþò êàêèì-
ëèáî îáðàçîì ýòè ÷èñëà, à äîêàçûâàþò, ÷òî ïëîòíîñòü èõ ïîëî-
æèòåëüíà. Áîëåå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïðîñòûå ÷èñëà ðàñ-
ïðåäåëåíû ïî âcåì ïðîãðåññèÿì mx+ a ñ äàííûì m è (m, a) = 1
ñ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòüþ. Òàê êàê ÷èñëî òàêèõ ïðîãðåññèé ðàâ-
íî ôóíêöèè Ýéëåðà ϕ(m), à ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë ðàâíà 1, òî ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ
â îäíîé ïðîãðåññèè, ðàâíà 1

ϕ(m) , ò. å. >0.
2) Òàê æå, êàê èç òîãî, ÷òî ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò ïðè s = 1

ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà, ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë ðàâíà 1, èç àíàëîãè÷íîãî ôàêòà, îòíîñÿùåãîñÿ ê ζ-
ôóíêöèè Äåäåêèíäà ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë
K, ñëåäóåò ôîðìóëà ∑

N(p)−s ∼ lg
1

s− 1
, (2)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòûå èäåàëû p ïîëÿ K. Òàê
êàê ÷àñòü ýòîé ñóììû, îòíîñÿùàÿñÿ ê èäåàëàì âûøå 1-ãî ïîðÿäêà,
∼ 0, òî îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Êðîíåêåðà:∑

ap(K)p−s ∼ lg
1

s− 1
, (3)

ãäå ap(K) � ÷èñëî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé 1-ãî ïîðÿäêà, íà êîòî-
ðûå äåëèòñÿ p â ïîëå K, à ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòûå
÷èñëà. 1

3) Ôðîáåíèóñ îòêðûë ñâÿçü, ñóùåñòâóþùóþ ìåæäó ïðîñòûìè
èäåàëàìè íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è
àâòîìîðôèçìàìè åãî ãðóïïû Ãàëóà.
Ïóñòü o � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ K è p � íåêðèòè÷åñêèé

ïðîñòîé èäåàë K. Òîãäà êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ o/p ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì, ñîñòîÿùèì èç pf ýëåìåíòîâ, ãäå pf = N(p) � àáñîëþòíàÿ
íîðìà p. Ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñòåïåíè f ïîëÿ èç p ýëå-
ìåíòîâ, ïðè÷åì íîðìàëüíûì è öèêëè÷åñêèì. Âñå àâòîìîðôèçìû
åãî çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

x→ xp
k
(k = 0, 1, . . . , p− 1)

1Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äèðèõëå è ôîðìóë (1) è (2) ñì. â êíèãå Ã.Âåéëÿ �Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ
÷èñåë� ãë. IV, �11�13.
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è ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè àâòîìîðôèçìà σ, äëÿ êîòîðîãî

σ(x) = xp.

Âîçìîæíîñòü âûáðàòü â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Ãàëóà ïîëÿ o/p ôèê-
ñèðîâàííóþ îáðàçóþùóþ σ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé âñåõ äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèé. Àâòîìîðôèçìû K, ïåðåâîäÿùèå p â ñåáÿ, èíäóöè-
ðóþò â o/p àâòîìîðôèçìû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àâòîìîð-
ôèçì o/p èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì àâòîìîðôèçìîì K, îñòàâëÿ-
þùèì p íà ìåñòå, è ââèäó òîãî ÷òî p � íåêðèòè÷åñêîå, îäíèì
åäèíñòâåííûì. Àâòîìîðôèçì, èíäóöèðóþùèé σ, íàçûâàåòñÿ àâ-
òîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà p. Îí îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîëåì K è
åãî ïðîñòûì èäåàëîì p. Ïî ïðåäûäóùåìó àâòîìîðôèçì Ôðîáå-
íèóñà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí êàê òàêîé àâòîìîðôèçì σ ïîëÿ K,
÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî α

σ(α) ≡ αp mod p.

Ñîïðÿæåííûì èäåàëàì ñîîòâåòñòâóþò ñîïðÿæåííûå àâòîìîðôèç-
ìû Ôðîáåíèóñà. Ìíîæåñòâî àâòîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ïðîñòîãî ÷èñëà p, îáðà-
çóåò öåëûé êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ãàëóà. Ýòîò

êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
(
K
p

)
. Ãîâîðÿò, ÷òî p ïðèíàäëåæèò ê

êëàññó
(
K
p

)
.

ÅñëèK ÿâëÿåòñÿ ïîëåì äåëåíèÿ êðóãà íàm ÷àñòåé:K = R(ζ), ζ =

e2πi/m , òî ââèäó àáåëåâîñòè ãðóïïû Ãàëóà êëàññ
(
K
p

)
ñîñòîèò èç

îäíîãî àâòîìîðôèçìà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σ(ζ) = ζp.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòîå ÷èñëî ð ïðèíàäëåæèò àâòîìîðôèçìó
σα(σα(ζ) = ζα), åñëè îíî ëåæèò â ïðîãðåññèè mx + a. Ââèäó
ýòîãî òåîðåìó Äèðèõëå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ïëîòíîñòü
ïðîñòûõ ÷èñåë ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîìó êëàññó (ñîñòîÿùåìó â
äàííîì ñëó÷àå èç îäíîãî ýëåìåíòà), ðàâíà 1

ϕ(m). Ïðè ýòîì ϕ(m)

� ñòåïåíü K.1

Åñòåñòâåííî áûëî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê çàäàííîìó êëàññó àâòîìîðôèçìîâ

1Äîêàçàòåëüñòâà èçëîæåííûõ çäåñü ôàêòîâ ñì. â öèòèðîâàííîé êíèãå Ã.Âåéëÿ, ãë. III, �10 è 12.
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ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ýòîò âîïðîñ Ôðîáåíèó-
ñó ðåøèòü íå óäàëîñü, íî îí ðåøèë äðóãîé, áîëåå ëåãêèé � î ïëîò-
íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê çàäàííîìó
îòäåëó ãðóïïû Ãàëóà. Îòäåëîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
ýëåìåíòîâ ãðóïïû, ñîïðÿæåííûõ ñ ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì s
èëè êàêîé-íèáóäü åãî ñòåïåíüþ sq, âçàèìíî ïðîñòîé ñ ïîðÿäêîì
s. ßñíî, ÷òî îòäåë ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êëàññîâ.
Ò å î ð å ì à Ô ð î á å í è ó ñ à. Ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðî-

ñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó ãðóïïû Ãàëóà íîðìàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ, ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ýëåìåíòîâ îòäåëà ê ñòåïåíè
ðàñøèðåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðîñòûõ òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ðàñ-

ñìîòðåíèÿõ è íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Êðîíåêåðà ().

Ïóñòü p ïðèíàäëåæèò êëàññó
(
K
p

)
, ñîäåðæàùåìó àâòîìîðôèçì

s. Ïóñòü d � ëþáîé äåëèòåëü ïîðÿäêà f ýëåìåíòà s èKd � ïîäïî-
ëå K, ïðèíàäëåæàùåå ê ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé sd. Ïðèìåíèì
ôîðìóëó Êðîíåêåðà êî âñåì ïîëÿì Kd :∑

ap(Kd)p
−s ∼ lg

1

s− 1
. (4)

ap(Kd) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîñòîãî òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî
ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè H �ïîäãðóïïà ãðóïïû Ãàëóà ïîëÿ K, è Ω �
ïðèíàäëåæàùåå ê H ïîäïîëå K, òî ap(Ω) ðàâíî ÷èñëó òåõ ëåâûõ
êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî H äëÿ ýëåìåíòîâ t, èç êîòîðûõ t−1st ∈ H,
åñëè s � àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñëà p
â K. Â ïðèìåíåíèè ê ãðóïïå H, ïîðîæäåííîé sd, ýòî äàåò

ap(Kd) = 0, åñëè

(
K

p

)
íå ñîäåðæèò ñòåïåíåé sd

ap(Kd) =
n

dir
, åñëè

(
K

p

)
ñîäåðæèò sµ, (µ, f ) =

f

r
, r−äåëèòåëü d.

Çäåñü ir � èíäåêñ íîðìàëèçàòîðà ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé sf/r.

Èíà÷å ãîâîðÿ, âñå p, äëÿ êîòîðûõ
(
K
p

)
âõîäèò â îòäåë, ñîäåðæà-

ùèé sf/r, âõîäÿò â ñóììó () ñ îäíèì è òåì æå êîýôôèöèåíòîì �
n
dir

è âîâñå â íåå íå âõîäÿò, åñëè
(
K
p

)
íå âõîäèò íè â îäèí èç ýòèõ
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îòäåëîâ. Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ar(s) ñóììó
∑
p−s, ðàñ-

ïðîñòðàíåííóþ íà âñå p, ïðèíàäëåæàùèå ê îòäåëó, ñîäåðæàùåìó
sf/r, òî ïîëó÷èì ∑

r/d

n

dir
Ar(s) ∼ lg

1

s− 1
. (5)

Òàêèå ñóììû ïî äåëèòåëÿì îáðàùàþòñÿ âñåãäà ïðè ïîìîùè ôóíê-
öèè Ìåáèóñà µ(n). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè () íà µ(f/r) è ñóììèðóÿ
ïî âñåì äåëèòåëÿì d ÷èñëà f , ìû ïîëó÷èì ââèäó ôîðìóë∑

d/f

µ

(
f

d

)
= 0,

∑
d/f

µ

(
f

d

)
d = ϕ(f )

ôîðìóëó

Af ∼
ifϕ(f )

u
lg

1

s− 1
,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó Ôðîáåíèóñà.

2. Ðàñøèðåíèå ïðè ïîìîùè ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà

Õîòÿ èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ìîæíî âûâåñòè ðÿä âàæíûõ ñëåä-
ñòâèé, îíà íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Äèðèõëå íà ëþáûå
ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå
K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì äåëåíèÿ êðóãà, òåîðåìà Ôðîáåíèóñà ïðåâðà-
ùàåòñÿ â òåîðåìó áîëåå ñëàáóþ, ÷åì òåîðåìà Äèðèõëå. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà íà 5 ÷àñòåé òåîðåìà Ôðîáåíèóñà
äàåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò â ïðîãðåññèÿõ
5x+1, 5x+4 è, êðîìå òîãî, â îáåèõ ïðîãðåññèÿõ 5x+2, 5x+3 âìå-
ñòå, ÷òî íå èñêëþ÷àåò òîãî, ÷òî â îäíîé èç ïðîãðåññèé 5x+2, 5x+3
íå ëåæèò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Äàæå èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Ôðîáåíèóñà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíà îïèðàåòñÿ íà áîëåå
ýëåìåíòàðíûå ôàêòû (ôîðìóëà Êðîíåêåðà), ÷åì òåîðåìà Äèðèõ-
ëå.
Â 1923 ã. Í. Ã.×åáîòàðåâ ïîëó÷èë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îïðåäå-

ëèòü ïëîòíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññó àâòî-
ìîðôèçìîâ. Ýòîò ìåòîä íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ðàñøèðåíèÿ ïðè
ïîìîùè ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà. Õîòÿ åãî ïðèíöèïèàëüíûé ñìûñë
äî ñèõ ïîð åùå íå äîñòàòî÷íî ÿñåí, îí îêàçàëñÿ î÷åíü ïîëåçíûì â
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ðÿäå âîïðîñîâ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ìåòîä ðàñøèðåíèÿ
ïðè ïîìîùè ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìå-
ñòå ñ ïîëåì K ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîå ïîëå äåëåíèÿ êðóãà W , ÷òî
ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê íåêîòîðîìó îòäåëó âíóòðè K
è íåêîòîðîìó êëàññó âíóòðè W , ïðèíàäëåæàò ê îïðåäåëåííîìó
êëàññó âíóòðè K. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé óäà÷íóþ êîìáèíàöèþ òåîðåì Ôðîáåíèóñà è Äèðèõëå. Áîëåå
òî÷íûé ñìûñë ýòîãî ìåòîäà âèäåí èç ñëåäóþùåé ëåììû.
Ë å ì ì à. Åñëè W � ïîëå äåëåíèÿ êðóãà, ïåðåñåêàþùååñÿ ñ K

òîëüêî ïî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, s � àâòîìîðôèçì K ïîðÿä-
êà f è a � àâòîìîðôèçì W , ïîðÿäîê êîòîðîãî äåëèòñÿ íà f , òî
åñëè ïðîñòîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò ê a â W è ê îòäåëó, ñîäåðæà-
ùåìó sa â KW , òî îíî ïðèíàäëåæèò ê êëàññó, ñîäåðæàùåìó s â
K.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ñâîéñòâå ñèì-

âîëà
(
K
p

)
: åñëè K1 è K2 � äâà íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèÿ, ïåðåñå-

êàþùèõñÿ òîëüêî ïî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî(
K1K2

p

)
=

(
K1

p

)(
K2

p

)
. (6)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè p ïðèíàäëåæèò ê êëàññó, ñîäåðæàùåìó
smam â KW , òî îíî ïðèíàäëåæèò ê am â W è ê êëàññó, ñîäåðæà-
ùåìó sm â K. Òàê êàê ïî óñëîâèþ p ïðèíàäëåæèò ê a â W , òî
am = a, ò. å.

m ≡ 1(g),

ãäå g � ïîðÿäîê a. Íî ïî óñëîâèþ g ≡ 0(f ) è, ñëåäîâàòåëüíî,

m ≡ 1(f ),

ò. å. sm = s. Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû âèäíî, êàêèì îáðàçîì ìåòîä ðàñøèðåíèé ïðè ïîìî-

ùè ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà ñâîäèò èçó÷åíèå êëàññîâ íà èçó÷åíèå
îòäåëîâ è êëàññîâ â ïîëå äåëåíèÿ êðóãà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòîãî
ìåòîäà äî êîíöà íåîáõîäèìà ôîðìóëà Ãåêêå1, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîá-
ùåíèåì òåîðåìû Äèðèõëå. Ïóñòü Ω � ëþáîå ïîëå è z � ÷èñëî
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî íåêîòîðîìó ìîäóëþ, â êîòîðûõ ëåæàò íîðìû

1E. Hecke. G�ott. Nachr., 1917. Í.Ã. ×åáîòàðåâ ïðåäëîæèë íîâîå, áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû
Ãåêêå.
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èäåàëîâ èç Ω. Òîãäà ôîðìóëà Ãåêêå óòâåðæäàåò, ÷òî

∑
ap(Ω)p−s ∼ 1

z
lg

1

s− 1
,

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ëåæàùèå â êàêîì-
ëèáî îäíîì èç ýòèõ z êëàññîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé ôîðìóëû
âèäíî, ÷òî â êàæäîì òàêîì êëàññå ñóùåñòâóåò p, äëÿ êîòîðîãî
ap(Ω) 6= 0, ò. å. êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ïðîñòîãî èäåàëà ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Òàê êàê êëàññû âû÷åòîâ, â êîòîðûõ ëåæàò íîðìû èäå-
àëîâ, îáðàçóþò ãðóïïó, òî ýòî âåðíî ââèäó ïðåäûäóùåãî è äëÿ
êëàññîâ, â êîòîðûõ ëåæàò íîðìû ïðîñòûõ èäåàëîâ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà.
Ò å î ð å ì à × å á î ò à ð å â à. Ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ

÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññó ãðóïïû Ãàëóà íîðìàëüíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ, ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ýëåìåíòîâ êëàññà ê ñòåïåíè
ðàñøèðåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ëåììû, ôîðìóëû Ãåê-

êå è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà.
Âîçüìåì ïîëå W äåëåíèÿ êðóãà íà N ÷àñòåé òàêîãî òèïà, êàê

ðàññìàòðèâàëîñü â ëåììå, è âûáåðåì â íåì óêàçàííûé òàì ýëå-
ìåíò a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ïîäïîëå KW , ïðèíàäëåæàùåå ê ïîä-
ãðóïïå, ïîðîæäåííîé sa.
Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãåêêå ê Ω è êëàññàì âû÷åòîâ (mod N). Èç

ñâîéñòâ ñèìâîëà Ôðîáåíèóñà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p,
äëÿ êîòîðîãî ap(Ω) 6= 0, ïðèíàäëåæèò â KW ê êëàññó, ñîäåðæà-
ùåìó smam ïðè íåêîòîðîì m, ò. å. ââèäó () ê am â W . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî
p, ïðèíàäëåæàùåå â KW ê îòäåëó, ñîäåðæàùåìó sa, ò. å. ê êëàñ-
ñó, ñîäåðæàùåìó srar, ãäå r � âçàèìíî ïðîñòî ñ ïîðÿäêîì sa.
Ýòî ïðîñòîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò ê ar â W . Òàê êàê ïðîãðåññèè,
â êîòîðûõ ëåæàò íîðìû ïðîñòûõ èäåàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èç Ω,
îáðàçóþò ãðóïïó, òî âî âñåõ ïðîãðåññèÿõ, â êîòîðûõ ëåæàò ïðî-
ñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ëþáîìó am â W , ëåæàò è ïðîñòûå
÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ íîðìàìè ïðîñòûõ èäåàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èç
Ω, ò. å. äëÿ êîòîðûõ ap(Ω) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî z â ôîðìóëå
Ãåêêå ðàâíî g. Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê òîìó êëàññó âû÷åòîâ, â
êîòîðîì ëåæàò ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê a â W . Ââèäó
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ëåììû ìû ïîëó÷èì∑
(Kp )3s,(Wp )3a

ap(Ω)p−s ∼ 1

g
lg

1

s− 1
. (7)

×èñëî ap(Ω) ëåãêî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Îíî îêàçûâà-
åòñÿ ðàâíûì Nn/gh, ãäå n � ñòåïåíü K, a h � ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â êëàññå, ñîäåðæàùåì s.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∑

(Kp )3s,(Wp )3a

p−s ∼ h

Nn
lg

1

s− 1
.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Nf ÷èñëî ýëåìåíòîâ à â ãðóïïå Ãàëóà W ,
ïîðÿäîê êîòîðûõ äåëèòñÿ íà f , òî∑

(Kp )3s

p−s ≥ Nf

N
· h
n

lg
1

s− 1
+ f (s),

ãäå f (s) � ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïðè s→ 1.
Ìîæíî ëåãêî âûáðàòü W òàê, ÷òîáû Nf/N áûëî ñêîëü óãîäíî

áëèçêî ê åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî,∑
(Kp )3s

p−s ≥ h

n
lg

1

s− 1
+ f (s). (8)

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âåðíûì äëÿ ëþáîãî êëàñ-
ñà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ãàëóà K, à â òåîðåìå Ôðîáå-
íèóñà ñòîèò çíàê ðàâåíñòâà, òî èç ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò,
÷òî â ôîðìóëå () äîëæåí ñòîÿòü çíàê ðàâåíñòâà. Ýòèì äîêàçàíà
òåîðåìà ×åáîòàðåâà.1

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ×åáîòàðåâà ãîâî-
ðèòñÿ î ïëîòíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, îñíîâíàÿ òðóäíîñòü, êàê è â òåîðåìå Äè-
ðèõëå, çàêëþ÷àåòñÿ íå â îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè, à â äîêàçàòåëü-
ñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ (èëè äàæå õîòÿ áû îä-
íîãî) ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññó àâòîìîðôèçìîâ.

1Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Ôðîáåíèóñà è ×åáîòàðåâà ïðèâåäåíû çäåñü â çíà÷èòåëüíî óïðîùåííîé ôîðìå,
ïðèíàäëåæàùåé Øðåéåðó [1].
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Òàê æå êàê è òåîðåìà Äèðèõëå, òåîðåìà ×åáîòàðåâà â òàêîé ÷è-
ñòî àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà áåç
ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñðåäñòâ.
Åñëè æåëàòü íå îïðåäåëÿòü ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷è-

ñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîìó êëàññó àâòîìîðôèçìîâ, à òîëüêî
äîêàçàòü áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óæå ôîðìóëû ().
Òàê êàê ap(Ω) ≤ (Ω : R), òî èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä∑

(Kp )3s

p−s

ðàñõîäèòñÿ, s = 1.
Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ïðî-

ñòûõ ÷èñåë, à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà è ×åáîòàðåâà
îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà çà îñíîâíîå ïîëå áåðåòñÿ íå ïîëå
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ïðîèçâîëüíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
Ïëîòíîñòü µ ìíîæåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ pn ïîëÿK îïðåäåëÿåòñÿ
òîãäà ôîðìóëîé ∑

n

N(pn)−s ∼ µ lg
1

s− 1
.

Âñå òåîðåìû è äîêàçàòåëüñòâà ïåðåíîñÿòñÿ äîñëîâíî.

3. Àðòèíîâñêèé çàêîí âçàèìíîñòè

Âñêîðå ïîñëå òîãî, êàê Í. Ã.×åáîòàðåâ äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó ìå-
òîäîì ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà, ýòîò ìåòîä
íàøåë ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå ïðèëîæåíèå â òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
àáåëåâûõ ïîëåé, íàçûâàåìîé èíà÷å òåîðèåé ïîëåé êëàññîâ.
Â 1897�1898 ãã. Ãèëüáåðò äîêàçàë äëÿ ðàñøèðåíèé âòîðîé ñòå-

ïåíè è âûñêàçàë áåç äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ðàñ-
øèðåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðÿä òåîðåì,
ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèõ àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ðàñøè-
ðåíèé. Ýòè òåîðåìû áûëè â 1900�1920 ãã. äîêàçàíû âî âñåé îáùíî-
ñòè Ôóðòâåíãëåðîì è Òàêàãè. Ñîãëàñíî òåîðèè Òàêàãè, êàæäîìó
àáåëåâó ðàñøèðåíèþ K ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé èäåàë F îñíîâíîãî ïîëÿ, ñîñòî-
ÿùèé èç òåõ è òîëüêî òåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, èç êîòîðûõ ñîñòî-
èò äèñêðèìèíàíò K. F íàçûâàåòñÿ âåäóùèì èäåàëîì K. Ãðóïïà
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öåëûõ è äðîáíûõ èäåàëîâ k, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ F, ðàçáèâàåòñÿ
íà êëàññû ñìåæíîñòè ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ èäåàëîâ (α), ãäå α
� ëþáîå ÷èñëî ≡ 1 (mod J). Ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî êëàñ-
ñîâ ñìåæíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êëàññàìè èäåàëîâ (mod F).
Êëàññû èäåàëîâ (mod F) � ýòî íàèáîëåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè íà ëþáîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë. Òå êëàññû èäåàëîâ (mod J), â êîòîðûõ ëåæàò íîðìû èäåàëîâ
èç K, îáðàçóþò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííîé ñ
K â k. Ñàìî ïîëå K íàçûâàåòñÿ ïîëåì êëàññîâ äëÿ ýòîé ïîäãðóï-
ïû.
Îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè ïîëåé êëàññîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-

þùåì:
1) (Òåîðåìà èçîìîðôèçìà). Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû âñåõ êëàññîâ

èäåàëîâ (mod F) ïî ïîäãðóïïå, àññîöèèðîâàííîé ñ K, èçîìîðôíà
ãðóïïå Ãàëóà K/k.
2) (Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ). Ïðîñòîé èäåàë p èç k ðàçëàãàåòñÿ âK

íà ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ ïîðÿäêà f , åñëè f åñòü ïîðÿäîê
êëàññà èäåàëîâ (mod J), â êîòîðîì ëåæèò p, â ôàêòîðãðóïïå ïî
ïîäãðóïïå, àññîöèèðîâàííîé ñ K.
3) (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïîëå êëàññîâ îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííîé ñ íèì ãðóïïîé.
4) (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ). Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû ãðóïïû

êëàññîâ èäåàëîâ (mod F) ñóùåñòâóåò ïîëå êëàññîâ.
Ïðè ýòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èçîìîðôèçìà íå êîí-

ñòðóèðîâàëñÿ êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííûé èçîìîðôèçì ìåæäó ôè-
ãóðèðóþùèìè â òåîðåìå ãðóïïàìè, à ïðîñòî äîêàçûâàëîñü, ÷òî
îáå ãðóïïû èìåþò êàê êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû îäèíàêîâûå èí-
âàðèàíòû. Àðòèíó óäàëîñü óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê è ýôôåê-
òèâíî ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì ìåæäó ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû êëàñ-
ñîâ èäåàëîâ (mod F) ïî ïîäãðóïïå, àññîöèèðîâàííîé ñ K, è ãðóï-
ïîé Ãàëóà K/k. À èìåííî, â 1924 ã. Àðòèí ïðåäïîëîæèë [2], ÷òî
îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êëàññó ñìåæíîñòè ïî àñ-
ñîöèèðîâàííîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåìó ïðîñòîé èäåàë p ñèì-

âîë Ôðîáåíèóñà
(
K
p

)
(êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, à íå êëàññîì

ãðóïïû ÃàëóàK/k ââèäó åå àáåëåâîñòè), è ÿâëÿåòñÿ ýòèì èçîìîð-
ôèçìîì. ×òî â êàæäîì êëàññå èäåàëîâ (mod F) ëåæèò ïðîñòîé
èäåàë, áûëî äîêàçàíî ðàíüøå â òàê íàçûâàåìîé îáîáùåííîé òåî-
ðåìå îá àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ Àðòèíà ïîçâîëèëî áû îòîá-
ðàçèòü âñå àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëÿ â åãî ãðóïïó Ãàëóà òàê
æå, êàê îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà äåëàåò ýòî ñ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèå Àðòè-

íà, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(p) òîò êëàññ ñìåæíîñòè ãðóïïû êëàññîâ
(mod F), â êîòîðîì ëåæèò p ïî ïîäãðóïïå, àññîöèèðîâàííîé ñ K,
÷åðåç G � ãðóïïó âñåõ C(p), à ÷åðåç G � ãðóïïó Ãàëóà K/k. Òî÷-
íî ãèïîòåçà Àðòèíà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ
ïðåäëîæåíèé:

1) èç C(p1) = C(p2) ñëåäóåò
(
K
p1

)
=
(
K
p2

)
,

2) èç C(p) = C(p1)C(p2) ñëåäóåò
(
K
p

)
=
(
K
p1

)(
K
p2

)
,

3) èç
(
K
p1

)
=
(
K
p2

)
,ñëåäóåò C(p1) = C(p2),

4)
(
K
p1

)
ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G, êîãäà p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå

èäåàëû k, âçàèìíî ïðîñòûå ñ F.
Èç ýòèõ ÷åòûðåõ ïðåäëîæåíèé äâà ïîñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòû-

ìè ñëåäñòâèÿìè äâóõ ïåðâûõ. Äåéñòâèòåëüíî, 1) è 2) óòâåðæäà-

þò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå C(p)→
(
K
p

)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì G íà

ïîäãðóïïó G, à 3) è 4), ÷òî ýòî áóäåò èçîìîðôèçì íà âñþ ãðóïïó.

Íî C(p) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(
K
p

)
= 1, êàê ýòî ñëå-

äóåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè, à ñ äðóãîé, èç
ñâîéñòâ ñèìâîëà Ôðîáåíèóñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Îí äîëæåí áûòü èçîìîðôèçìîì íà âñþ
ãðóïïó G, òàê êàê G è G èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè.
Íî Àðòèíó íå óäàëîñü â ðàáîòå 1924 ã. äîêàçàòü ïðåäëîæåíèÿ 1)

è 2). Çäåñü âîçíèêëè òå æå ñàìûå òðóäíîñòè, ÷òî è ïðè ïåðåõîäå
îò òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ê òåîðåìå ×åáîòàðåâà. À èìåííî, î÷åíü
ïðîñòî óñòàíàâëèâàëîñü âçàèìíîå îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó îòäåëàìè ãðóïï G è G, íî íå óäàâàëîñü ðàçáèòü îòäåëû íà
ýëåìåíòû. Àðòèíó íå óäàëîñü ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíîñòè äî òî-
ãî ìîìåíòà, êàê ïîÿâèëàñü ðàáîòà Í. Ã.×åáîòàðåâà, ñîäåðæàùàÿ
äîêàçàòåëüñòâî åãî çàêîíà ïëîòíîñòåé ìåòîäîì ðàñøèðåíèÿ ïðè
ïîìîùè ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà. Â 1927 ã. Àðòèí îïóáëèêîâàë äîêàçà-
òåëüñòâî ñâîåé òåîðåìû, êîòîðàÿ òåïåðü íàçûâàåòñÿ àðòèíîâñêèì
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çàêîíîì âçàèìíîñòè [3]. Â ïðåäèñëîâèè ê ñâîåé ðàáîòå Àðòèí óêà-
çûâàåò, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ èäåé äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà, ïðèíàäëåæà-
ùèé Í. Ã.×åáîòàðåâó.
Ïîêàæåì, êàê ìåòîäîì ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëÿ äåëåíèÿ

êðóãà äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå 1). Ïðåäëîæåíèå 2) äîêàçûâà-
åòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.
Êàê è äëÿ ëþáîé òåîðåìû, äîêàçûâàåìîé ýòèì ìåòîäîì, äîëæíî

áûòü ñíà÷àëà äîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëåé
äåëåíèÿ êðóãà è äëÿ îòäåëîâ âìåñòî êëàññîâ (â àáåëåâîì ñëó÷àå
� ýëåìåíòîâ).
×òî àðòèíîâñêèé çàêîí âçàèìíîñòè âåðåí äëÿ ïîëåé äåëåíèÿ

êðóãà, ïðîâåðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê è àâòîìîðôèçìû Ôðî-
áåíèóñà è àññîöèèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà íàì èçâåñòíû.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè C(p1) = C(p2), òî
(
K
p1

)
=
(
K
p2

)m
, ãäå m �

âçàèìíî ïðîñòî ñ ïîðÿäêîì
(
K
p2

)
.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû,

ïîðîæäåííûå
(
K
p1

)
è
(
K
p2

)
, ñîâïàäàþò.

ÏóñòüH � ïîäãðóïïà, àññîöèèðîâàííàÿ ñK,Hi = (C(pi), H)(i =
1, 2),Ki � ïîëå êëàññîâ äëÿHi. Â òåîðèè ïîëåé êëàññîâ äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî Ki ⊂ K . Ñîãëàñíî òåîðåìå ðàçëîæåíèÿ, pi ðàñïàäàåòñÿ
â Ki íà ïðîñòûå èäåàëû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ââèäó ñâîéñòâ ñèìâîëà
Ôðîáåíèóñà èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Ki ïðèíàäëåæèò ê ïîäãðóïïå
ãðóïïû Ãàëóà K/k, ïîðîæäåííîé (Kpi ). Òàê êàê C(p1) = C(p2) è,
ñëåäîâàòåëüíî, H1 = H2, òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè K1 = K2

è, ñëåäîâàòåëüíî,
(
K
p1

)
è
(
K
p2

)
ïîðîæäàþò îäíó öèêëè÷åñêóþ ïîä-

ãðóïïó.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìåòîäà ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëÿ äåëåíèÿ

êðóãà âûáåðåì ïîëå äåëåíèÿ êðóãà W , íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ K è
òàêîå, ÷òî åñëè H ′ � àññîöèèðîâàííàÿ ñ íèì ïîäãðóïïà, C ′(p1) è
C ′(p2) � êëàññû ñìåæíîñòè ïîH ′, ñîäåðæàùèå p1 è p2, òî C ′(p1) =

C ′(p2) è ïîðÿäîê
(
W
p1

)
äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê

(
K
p1

)
.

Ïîðÿäîê
(
W
p1

)
îáîçíà÷èì g, à ïîðÿäîê

(
K
p1

)
� f .

Ðàññìîòðèì ïîëå KW , ÿâëÿþùååñÿ àáåëåâûì ðàñøèðåíèåì.
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Àññîöèèðîâàííàÿ ñ íèì ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ, êàê äîêàçûâàåòñÿ
â òåîðèè ïîëåé êëàññîâ, ïåðåñå÷åíèåì H è H ′. Ñëåäîâàòåëüíî,
êëàññû ñìåæíîñòè ïî H,C(p1) è C(p2), â êîòîðûõ ëåæàò p1 è p1,
ñîâïàäàþò.
Êàê ìû óæå äîêàçàëè, èç C(p1) = C(p2) ñëåäóåò(

KW

p1

)
=

(
KW

p2

)m
,

èëè, ââèäó (), (
K

p1

)(
W

p1

)
=

(
K

p2

)m(
W

p2

)m
.

Ââèäó òîãî, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà KW/k ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâå-
äåíèåì ãðóïï K/k è W/k,(

K

p1

)
=

(
K

p2

)m
,

(
W

p1

)
=

(
W

p2

)m
.

Ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ W/k àðòèíîâñêèé çàêîí âçàèìíîñòè âåðåí,
m ≡ 1(g), à òàê êàê g ≡ 0(f ), òî(

K

p1

)
=

(
K

p2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû îïóñòèëè òåõíè÷åñêóþ, íî
äîâîëüíî äëèííóþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëå äåëåíèÿ
êðóãà W , îáëàäàþùåå âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè.
Àðòèíîâñêèé çàêîí âçàèìíîñòè âûçâàë êîðåííóþ ïåðåñòðîéêó

òåîðèè ïîëåé êëàññîâ. Ýðáðàí è Øåâàëåé ïîñòðîèëè òåîðèþ ïî-
ëåé êëàññîâ òàê, ÷òî àðòèíîâñêèé çàêîí âçàèìíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ àññîöèèðîâàííîé ãðóïïû. Òîãäà òðóäíîñòè êîí-
öåíòðèðóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ãðóï-
ïà ñîñòîèò èç êëàññîâ èäåàëîâ ïî íåêîòîðîìó ìîäóëþ. Äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî ôàêòà êàê è â ïåðâîíà÷àëüíîì èçëîæåíèè Øåâà-
ëåé [4], òàê è â ïîñëåäóþùèõ èçëîæåíèÿõ Øåâàëåé [5] è Âåïëåñà
[6] îñíîâàíî íà äâóêðàòíîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà ðàñøèðåíèÿ ïðè
ïîìîùè ïîëÿ äåëåíèÿ êðóãà.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÑÎÂÎÊÓÏÍÎÑÒÈ
ÏÐÎÑÒÛÕ ×ÈÑÅË, ÏÐÈÍÀÄËÅÆÀÙÈÕ Ê
ÇÀÄÀÍÍÎÌÓ ÊËÀÑÑÓ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎÊ

∗

(Èçâ. Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê, 17 (1923), ñòð. 205�250)
Ïðåäñòàâëåíî íà çàñåäàíèè Îòäåëåíèÿ

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
7 ìàðòà 1923 ã.

Çàäà÷à, ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû,
áûëà ïîñòàâëåíà Ôðîáåíèóñîì [1]. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äà-
íî íåïðèâîäèìîå íîðìàëüíîå óðàâíåíèå n-îé ñòåïåíè

f (x) = 0. (1)

Îáîçíà÷èì îáëàñòü, ïîëó÷åííóþ îò ïðèñîåäèíåíèÿ ê îáëàñòè
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åãî êîðíÿ, ÷åðåç Ω(x), à ÷åðåç p � ïðîñòîé
èäåàë âíóòðè Ω(x), âçàèìíî ïðîñòîé ñ äèñêðèìèíàíòîì óðàâíå-
íèÿ (1). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñðàâíåíèÿ

xp1 ≡ xα1, x
p
2 ≡ xα2, . . . , x

p
n ≡ xαn (mod p), (2)

åñëè ÷åðåç x1, x2, . . . , xn îáîçíà÷èòü ñîïðÿæåííûå êîðíè óðàâíå-
íèÿ (1), à

S =

(
1 2 3 . . . n
α1 α2 α3 . . . αn

)
ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé íàä 1, 2, 3, . . . , n, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî,
âõîäèò â ãðóïïó G óðàâíåíèÿ (1) [2], [1]. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïðîñòîé èäåàë p ïðèíàäëåæèò ê ïîäñòàíîâêå S, à ðàöèîíàëü-
íîå ïðîñòîå ÷èñëî p, êðàòíîå p, ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïîäñòà-
íîâîê TST−1, ãäå T ïðîáåãàåò âñå ïîäñòàíîâêè ãðóïïû G.
Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ

ê ýòîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê. Âûðàæåíèå

lim
=1

∑
p
p−s

lg 1
s−1

, (3)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà ýòîé ñîâîêóï-
íîñòè, íîñèò íàçâàíèå ïëîòíîñòè ñîâîêóïíîñòè. Íàøà çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ïëîòíîñòè ýòîé ñîâîêóïíî-
ñòè.

∗Í.Ã.×åáîòàðåâ Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Ò. 1, Ì.�Ë., Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1949. � C. 27�65.
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Ïîíÿòèå ïëîòíîñòè âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ó Äèðèõëå [3], êîòî-
ðûé äîêàçàë, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî
êëàññàì ñðàâíåíèé ëþáîãî ìîäóëÿ k, âçàèìíî ïðîñòûì ñ k, ò. å.
÷òî ïëîòíîñòü êàæäîé òàêîé ñîâîêóïíîñòè ðàâíà 1

ϕ(k) . Èññëåäî-
âàíèÿ Êóììåðà ñâÿçûâàþò ýòîò ðåçóëüòàò ñ îïðåäåëåíèåì ïëîò-
íîñòè ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êàæäîé èç
ïîäñòàíîâîê â îáëàñòè êàêèõ-íèáóäü êîðíåé èç åäèíèöû ([4]; ñì.
òàêæå �11 ìîåé ðàáîòû). Êðîíåêåð [5] íàøåë âåëè÷èíó ïëîòíîñòè
ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê òîæäåñòâåííîé
ïîäñòàíîâêå â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.
Âîïðîñîì î ïðîñòûõ ÷èñëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ê ëþáîìó êëàññó

ïîäñòàíîâîê â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè, çàíÿëñÿ Ôðîáåíèóñ. Ñêåëåò
åãî ðåçóëüòàòà áûë åìó èçâåñòåí åùå â 1882 ã., è â 101 òîìå Journ.
f. Math, îí ïóáëèêóåò ãðóïïîâóþ ÷àñòü ýòîé ïðîáëåìû.
Îäíàêî ñâîé ðåçóëüòàò â ïîëíîì îáúåìå îí îïóáëèêîâàë ëèøü

ïîñëå òîãî, êàê Äåäåêèíä [2] äîêàçàë îáðàòíóþ òåîðåìó: ïîä-
ñòàíîâêà, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé èäåàë,
âõîäèò â ãðóïïó îáëàñòè. Â ñâîåì îñíîâíîì ìåìóàðå Ôðîáåíèóñ
[1], ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò Êðîíåêåðà ïîñëåäîâàòåëüíî ê ðàçëè÷íûì
äåëèòåëÿì îñíîâíîé îáëàñòè, îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü ñîâîêóïíî-
ñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó äàííîé ïîäñòàíîâ-
êè, ò. å. ê ñîâîêóïíîñòè êëàññîâ, îáðàçîâàííûõ âñåìè åå ïåðâîîá-
ðàçíûìè ñòåïåíÿìè. Ôðîáåíèóñó, îäíàêî, íå óäàëîñü îïðåäåëèòü
ïëîòíîñòåé ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îò-
äåëüíûì êëàññàì ïîäñòàíîâîê, î ÷åì îí ãîâîðèò â ñâîåé ðàáîòå
â ñëåäóþùèõ âûðàæåíèÿõ: �Indem man hier f�ur G der Reihe nach
alle cyklischen Untergruppen von H setzt, erh�alt man eine Reihe von
Gleichungen, die aber nicht ausreichen, urn schliessen zu ê�onnån, dass∑

p−1−ω
λ =

hλ
h

lg

(
1

ω

)
+ Pλ(ω) (16)

ist�. È äàëåå: �Wenn es gel�ange, die Formel (16) zu beweisen, so
w�urde sich f�ur die Dichtigkeit der Primzahlen Pλ, die der λten Classe
von Substitutionen entsprechen, der einfache Ausdruck:

Dλ =
hλ
h

=
1

vλ
(18)

ergeben, es w�urde also der Satz geiten:
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V. Jeder Classe von Substitutionen der Gruppe H entspreshen
unz�ahlig viele rationale Primzahlen. Iher Dichtigkeit ist der Anzahl
der verschiedenen Substitutionen der Classe proportional. Oder:
Die Dichtigkeit der Primzahlen, die einer Classe von Substitutionen

entsprechen, ist der Dichtigkeit der Classe gleich�.
Ýòîìó îáùåìó ðåçóëüòàòó Ôðîáåíèóñà íå áûëî ñóæäåíî ñûã-

ðàòü â íàóêå òàêîé áîëüøîé ðîëè, êàêóþ ñûãðàë ðåçóëüòàò Ãèëü-
áåðòà, êîòîðûé áûë îïóáëèêîâàí ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ ôðîáåíè-
óñîâñêèì è ìîæåò áûòü ðàññìàòðèâàåì êàê åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé,
âûðàæåííûé â íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííîé ôîðìå. Ýòî � òåîðåìà
Ãèëüáåðãà î ñóùåñòâîâàíèè â ëþáîé íîðìàëüíîé îáëàñòè, çàêëþ-
÷àþùåé â ñåáå l-å êîðíè èç åäèíèöû, áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ èäåàëîâ ñ íàïåðåä çàäàííîé âû÷åòíîñòüþ ([6]; ñì. òàê-
æå ãëàâó VI íàñòîÿùåé ðàáîòû). Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé òåîðåìå,
Ôóðòâåíãëåð [7] äîêàçûâàåò äëÿ ëþáîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé åé îáëàñòè êëàññîâ (Klassenk�orper). Ýòà æå òåî-
ðåìà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè âûâîäå îáùåãî çàêîíà âçàèìíîñòè
[8].
Äàëüíåéøàÿ ëèòåðàòóðà ïî ýòîìó âîïðîñó íåâåëèêà. Â Arch. d.

Math. u. Phys. Bd. 6 (3), 1904, ïîìåùåíû òðè íåáîëüøèå ñòàòüè Ì.
Áàóýðà, â êîòîðûõ îí äàåò íåïîñðåäñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ ôðîáå-
íèóñîâñêîãî ðåçóëüòàòà ê êîíñòàòèðîâàíèþ òîæäåñòâåííîñòè èëè
íåçàâèñèìîñòè äâóõ îáëàñòåé, à òàêæå ê âûâîäó õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ñâîéñòâà îáëàñòåé äåëåíèÿ êðóãà. Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû, äîêàçûâàåìîé â ãëàâå V íàñòîÿùåé
ðàáîòû. Êðîìå ýòèõ ñòàòåé, â Ïðîòîêîëàõ Õàðüêîâcêîãî ìàò. îáù.
çà 1915 ãîä ïîìåùåíà ñòàòüÿ Á.Í. Äåëîíå [9], êîòîðûé, ïîëüçóÿñü
ôðîáåíèóñîâñêèì ðåçóëüòàòîì è çàêîíîì âçàèìíîñòè Ýéçåíøòåé-
íà, äîêàçàë (ïðàâäà, íå äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ) òåîðåìó Êðîíåêåðà�
Âåáåðà î òîì, ÷òî âñå àáåëåâû îáëàñòè ñóòü îáëàñòè äåëåíèÿ êðó-
ãà.
Ìîÿ ðàáîòà ïîñòðîåíà ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó:
Â �1 ÿ â ñóùåñòâåííûõ ÷åðòàõ âîñïðîèçâîæó èññëåäîâàíèå Ôðî-

áåíèóñà, äîäåëûâàÿ âñå âûêëàäêè äî êîíöà. Â õîäå ðàññóæäåíèé
ÿ çíà÷èòåëüíî óêëîíÿþñü îò Ôðîáåíèóñà ãëàâíûì îáðàçîì ïîòî-
ìó, ÷òî îãðàíè÷èâàþñü ðàññìîòðåíèåì íåïðèâîäèìûõ óðàâíåíèé,
÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èçáåæàòü ïðèìåíåíèÿ òðóäíûõ è ìàëî èç-
âåñòíûõ òåîðåì èç òåîðèè ãðóïï.
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Â �2 ÿ îáîáùàþ íàéäåííóþ Êóììåðîì [4] ñâÿçü ìåæäó ïðîãðåñ-
ñèÿìè è îáëàñòÿìè äåëåíèÿ êðóãà. Âìåñòî ïðîãðåññèè, ÿ ââîæó â
ðàññìîòðåíèå áîëåå îáùåå ïîíÿòèå êîìïëåêñà.
Â �3 ÿ îáîáùàþ òåîðåìó Äèðèõëå î ïðîãðåññèÿõ. Èìåííî, ÿ äî-

êàçûâàþ ñóùåñòâîâàíèå â ëþáîé îáëàñòè áåñ÷èñëåííîãî ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ, íîðìû êîòîðûõ ëåæàò â íàïåðåä çàäàííûõ
äîïóñòèìûõ êîìïëåêñàõ. Ïîäîáíûå îáîáùåíèÿ äåëàëèñü è äðóãè-
ìè àâòîðàìè. Òàê, Âåáåð [10] äîêàçûâàåò äàæå áîëåå îáùóþ òåî-
ðåìó, íî âûñêàçûâàåò åå íå âïîëíå îò÷åòëèâî (èìåííî, ðàñïëûâ-
÷àòî ôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîèì äîïóñòè-
ìûì êîìïëåêñàì) è, êðîìå òîãî, îí ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå
îáëàñòè êëàññîâ (Klassenk�orper), ÷åãî ÿ èçáåãàþ, íåñêîëüêî ñóæè-
âàÿ îáúåì ðåçóëüòàòà è ââîäÿ ïîíÿòèå êîìïëåêñîâ, äîïóñòèìûõ
â óçêîì è â øèðîêîì ñìûñëå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèõîäèòñÿ
îáîáùàòü ðåçóëüòàò Äèðèõëå�Ìèíêîâñêîãî (ñâÿçü ìåæäó êðàò-
íûìè èíòåãðàëàìè è ðÿäàìè Äèðèõëå). Ãèëüáåðò [11] äåëàåò ýòî
æå ñàìîå îáîáùåíèå è ïðèìåíÿåò åãî ê òåîðåìå, ïîäîáíîé ìîåé,
íî òîëüêî èìåÿ â âèäó êîìïëåêñû áîëåå ÷àñòíîãî òèïà.
Â § 4 ÿ îïðåäåëÿþ ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè-

íàäëåæàùèõ ê äàííîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê. Äëÿ ýòîãî ÿ ïðèñî-
åäèíÿþ ê íàøåé îáëàñòè íåêîòîðóþ îáëàñòü äåëåíèÿ êðóãà. Òî-
ãäà, åñëè îïðåäåëÿþùåå ýòó ïîñëåäíþþ óðàâíåíèå îñòàåòñÿ ïî
ìîäóëþ p íåïðèâîäèìûì, òî òåîðåìà 12 ïîêàçûâàåò, ÷òî èçâåñò-
íûå óðàâíåíèÿ èç ðàñïðîñòðàíåííîé îáëàñòè èìåþò èëè íå èìåþò
ðàöèîíàëüíûå êîðíè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó èç êëàññîâ
îòäåëà ïðèíàäëåæèò p. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì �3, ìû îòñþäà äî-
êàæåì ñóùåñòâîâàíèå â êàæäîì èç êëàññîâ îòäåëà áåñ÷èñëåííîãî
ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàùèõ ê íåìó ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî æå,
÷òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó èõ ïëîòíîñòè, ÿ ïðèñîåäèíÿþ íå îäíó
îáëàñòü äåëåíèÿ êðóãà, à k, ïðè÷åì k áåçãðàíè÷íî óâåëè÷èâàþ.
Ýòîò ïðèåì äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü èñêîìóþ ïëîòíîñòü.
Îäíàêî îöåíèòü âåëè÷èíó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ìíå íå óäàëîñü.
�5 ïîñâÿùåí âûâîäó êðèòåðèÿ ðîäñòâåííîñòè îáëàñòåé. Îí ñî-

äåðæèò òåîðåìó, ÷àñòíûå ñëó÷àè êîòîðîé ðàññìîòðåíû â ñòàòüÿõ
Ì.Áàóýðà è Á.Í.Äåëîíå [9].
Íàêîíåö, â �6 ÿ ïîêàçûâàþ, ÷òî òåîðåìà Ãèëüáåðòà [6], ïðèòîì

â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå, ìîæåò áûòü ëåãêî âûâåäåíà èç ðå-
çóëüòàòà �5.
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�1. Èññëåäîâàíèå Ôðîáåíèóñà
Âîçüìåì íåïðèâîäèìîå íîðìàëüíîå óðàâíåíèå

f (x) = 0 (1à)

è îáîçíà÷èì åãî êîðíè ÷åðåç x1, x2, . . . , xn. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Ò å î ð å ì à 1. Èìåþò ìåñòî ñðàâíåíèÿ

xp1 ≡ xα1, x
p
2 ≡ xα2, . . . , x

p
n ≡ xαn (mod p), (2à)

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå âõîäÿùåå â äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ
(1), p � åãî ïðîñòîé èäåàëüíûé ìíîæèòåëü â Ω(x), à

S =

(
1, 2, 3, . . . , n
α1, α2, α3, . . . , αn

)
� ïîäñòàíîâêà íàä ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . , n.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � ñì. [1], ñòð. 691.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Â ñëó÷àå, êîãäà èìåþò ìåñòî ñðàâ-

íåíèÿ (2a), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòîé èäåàë p ïðèíàäëåæèòê
ïîäñòàíîâêå S.
Ò å î ð å ì à 2. Ïîäñòàíîâêà S âõîäèò â ãðóïïó Ãàëóà G

óðàâíåíèÿ (1à).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � ñì. [1], ñòð. 696.
Ò å î ð å ì à 3. Åñëè p ïðèíàäëåæèò ê S, òî ïðîñòîé èäåàë

p/T , â êîòîðûé p ïåðåõîäèò ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè T èç G,
ïðèíàäëåæèò ê T−1ST.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � ñì. [1], ñòð. 70.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñîâîêóïíîñòü ïîäñòàíîâîê T−1ST , ãäå

T ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G, áóäåì íàçûâàòü êëàññîì ïîäñòàíîâêè
S.
Òàê êàê p ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èäå-

àëîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ p, òî òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå
íîâîå îïðåäåëåíèå:
Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Â ñëó÷àå, åñëè èìåþò ìåñòî ñðàâíåíèÿ

(2à), ïðîñòîå ÷èñëî ð ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïîäñòàíîâêè S.
Ò å î ð å ì à 4. Åñëè z âåëè÷èíà èç Ω(x), ïðèíàäëåæàùàÿ ê

ãðóïïå H, à
F (z) = 0 (4)

� íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò, òî
ñðàâíåíèå

F (z) ≡ 0 (mod p) (5)
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èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòü
îäíà èç ïîäñòàíîâîê S êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò p, âõî-
äèò â H, è ÷èñëî ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ðàâíî ÷èñëó âõî-
äÿùèõ â H ïîäñòàíîâîê â ðÿäó TνSTν

−1, åñëè Tν ïðîáåãàåò âñå
çíà÷åíèÿ T1 = 1, T2, T3 < . . . â ðàçëîæåíèè

G = H + T2 + T3H + . . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � ñì. [1], �5, ñòð. 701.
Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïîä ñèìâîëîì P (s− 1) áóäåì ïîäðàçó-

ìåâàòü ôóíêöèþ îò s, îñòàþùóþñÿ êîíå÷íîé ïðè s = 1.
Ò å î ð å ì à 5 (Ê ð î í å ê å ð à). Èìååò ìåñòî ôîðìóëà∑

p

νpp
−s = lg

1

s− 1
+ P (s− 1), (6)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà p, a νp îáî-
çíà÷àåò ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ñðàâíåíèÿ (5).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � ñì. [12].
Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Ïîä îòäåëîì (Abteilung) ìû áóäåì

ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü ïîäñòàíîâîê TSiT−1, ãäå T ïðîáåãàåò âñå
ïîäñòàíîâêè ãðóïïû G, à i � âñå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå è âçà-
èìíî ïðîñòûå ñ ïîðÿäêîì f ïîäñòàíîâêè S.
Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëå-

æàùèõ êî âñåì êëàññàì îòäåëà, áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòüþ,
ïðèíàäëåæàùåé ê îòäåëó.
Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Ïîä ïëîòíîñòüþ ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ

÷èñåë ìû áóäåì ðàçóìåòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

lim
s=1

∑
p
p−s

lg 1
s−1

,

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà ýòîé ñîâîêóï-
íîñòè. Ïóñòü

Sλ = (x11, x12, . . . , x1fλ)(x21, x22, . . . , x2fλ) . . . (xeλ1, xeλ2, . . . , xeλfλ)
(7)

(eλfλ = n)

áóäåò ïîäñòàíîâêà ïîðÿäêà fλ, âõîäÿùàÿ â G. Îïðåäåëèì ïëîò-
íîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó Sλ.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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fλ � äëÿ ïîðÿäêà ïîäñòàíîâêè Sλ;
nλ � äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê, âõîäÿùèõ â êëàññ Sλ;
kλ � äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, âõîäÿùèõ â îòäåë Sλ;
Hλ � äëÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, âõîäÿùèõ â G è ïåðåñòàíîâî÷-

íûõ ñ Sλ;
Hλ � äëÿ ãðóïïû òàêèõ ïîäñòàíîâîê T , âõîäÿùèõ â G, ÷òî

ïîäñòàíîâêè TSλT−1 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè Sλ.
Òîãäà ìû ñìîæåì ïðèéòè ê ñëåäóþùåé
Ã ë à â í î é ò å î ð å ì å. Ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ

÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó Sλ, ðàâíà kλ · nλn .
Äëÿ ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à èçáåðåì èíäóêòèâíûé ïóòü, äîêà-

çàâ òåîðåìó: A) äëÿ òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè, B) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ïîðÿäîê Sλ åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, è C) äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ òåõ ñòåïåíåé Sδ ïîä-
ñòàíîâêè Sλ, ïîðÿäêè êîòîðûõ fδ ñóòü íàñòîÿùèå (echte) äåëè-
òåëè ÷èñëà fλ.
A) Ïðèìåíèì ôîðìóëó (6) ê óðàâíåíèþ (1). Òàê êàê îíî íîð-

ìàëüíî, òî ñðàâíåíèå

f (x) ≡ 0 (mod p) (8)

èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

xp1 ≡ x1, x
p
2 ≡ x2, . . . , x

p
n ≡ xn (mod p), (9)

à òîãäà âñå êîðíè ñðàâíåíèÿ (8) ðàöèîíàëüíû, ò. å. νp = n. Ôîð-
ìóëà (6) ïðèíèìàåò âèä∑

p0

p−s0 =
1

n
lg

1

s− 1
+ P (s− 1), (10)

è, òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü íàøåé ñîâîêóïíîñòè ðàâíà 1
n.

B) Ðàññìîòðèì òåïåðü fλ
q1
-óþ ñòåïåíü ïîäñòàíîâêè Sλ

S1 = S
fλ
q1
λ ,

ãäå q1 � êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé äåëèòåëü fλ. Îáðàçóåì âåëè÷èíó
ξ1, ïðèíàäëåæàùóþ ê ãðóïïå (S1)i (ñèìâîë (S1)i îáîçíà÷àåò öèê-
ëè÷åñêóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ñòåïåíåé S1), è íåïðèâîäèìîå
óðàâíåíèå

Φ(ξ1) = 0, (11)
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êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò. Ñðàâíåíèå

Φ(ξ1) ≡ 0 (mod p)

èìååò â ñèëó òåîðåìû 4 ðàöèîíàëüíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïîäñòàíîâêà êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïðîñòîé
ìîäóëü p, âõîäèò õîòü â îäíó èç ãðóïï Tν(S1)iT−1

ν è èõ ÷èñëî ðàâ-
íî ÷èñëó òàêèõ ãðóïï. Ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1)

p ïðèíàäëåæèò ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå; âñå
n

q1
êîðíåé ðà-

öèîíàëüíû; ýòî ïðîñòûå ÷èñëà óæå ðàññìîòðåííîãî íàìè òèïà p0;
2) p ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ïîäñòàíîâîê ãðóï-
ïû (S1)i, ò. å. ê îäíîìó èç êëàññîâ íàøåãî îòäåëà Tν(S1)iT−1

ν . Èç
òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî èíäåêñó (H1, (S1)i) .
Íî òàê êàê

(H1, (S1)i) = (H1, H1)(H1, (S1)i),

òî äåëî ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ îáîèõ ìíîæèòåëåé ÷åðåç n, n1, q1

è k1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(H1, (S1)i) = (G, (S1)i)→ (G,H1),

a
(G, (S1)i) =

n

q1
.

Åñëè ìû òåïåðü ââåäåì íà âðåìÿ îáîçíà÷åíèå (G,H1) = a, òî èç
ðàçëîæåíèÿ

G = H1 + T2H1 + · · · + TaH1

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äâå ïîäñòàíîâêè èç G ïðåîáðàçîâàëè
S1 â îäíó è òó æå ïîäñòàíîâêó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îíè âõîäèëè â îäíó è òó æå ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó. Ýòî ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê òèïà TνS1T

−1
ν ðàâíî a, ò. å.

a = n. Ïîýòîìó

(H1, (S1)i) =
n

qin1
.

×òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó (H1, H1), çàìåòèì, ÷òî âñå ϕ(q1)
ïåðâîîáðàçíûõ ñòåïåíåé ïîäñòàíîâêè S1 îáðàçóþò k1 êëàññîâ îò-

äåëà, à ïîýòîìó â êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ âõîäèò ïî
ϕ(q1)

k1
ñòå-

ïåíåé S1. Ïîýòîìó èç ðàçëîæåíèÿ

H1 = H1 + T2H1 + . . .
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ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ (H1, H1) ðàâåí
ϕ(q1)

k1
. Ñîïîñòàâëÿÿ âñå ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìû âèäèì, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ

êîðíåé ñðàâíåíèÿ Φ(ξ1) ≡ 0 (mod p) ðàâíî
nϕ(q1)

q1n1 · k1
.

Ôîðìóëà (6) ïðèíèìàåò âèä

n

q1

∑
p0

p−s0 +
n(q1 − 1)

q1n1k1

∑
p1

p−s1 + P (s− 1) = lg
1

s− 1
+ P (s− 1),

åñëè ìû ÷åðåç p1 áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæà-
ùèå ê íàøåìó îòäåëó. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (10), ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:∑

p−s11 +
∑

p−s12 + · · · +
∑

p−s1k1
= k1

n1

n
lg

1

s− 1
+ P (s− 1), (12)

ãäå ìû ñîâîêóïíîñòü (p1) ðàçáèëè íà ñîâîêóïíîñòè (p11), (p12), . . . ,
(p1k1), ïðèíàäëåæàùèå ê ðàçëè÷íûì êëàññàì íàøåãî îòäåëà.
C) Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâîêóï-

íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó ïîäñòàíîâêè Sλ,
ðàâíà kλnλ

n , åñëè ìû áóäåì íàøå óòâåðæäåíèå ñ÷èòàòü äîêàçàííûì
äëÿ òåõ ñòåïåíåé Sλ, ïîðÿäîê êîòîðûõ fδ åñòü íàñòîÿùèé (echter)
äåëèòåëü fλ(fδ < fλ).
Ïóñòü ξλ áóäåò âåëè÷èíà èç Ω(x), ïðèíàäëåæàùàÿ ê ãðóïïå

(Sλ)i, è ïóñòü
Φ(ξλ) ≡ 0 (13)

áóäåò íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò. Ñòå-
ïåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

n

fλ
. ×òîáû ñðàâíåíèå

Φ(ξ1) ≡ 0 (mod p) (14)

èìåëî ðàöèîíàëüíûå êîðíè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû p
ïðèíàäëåæàëî ê îäíîìó èç îòäåëîâ, îáðàçîâàííûõ ñòåïåíÿìè ïîä-
ñòàíîâêè Sλ. Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ÷èñëà òèïà pδ, ïðèíàäëåæàùèå
ê îòäåëó Sδ. Ïîðÿäîê Sδ ïóñòü ðàâåí fδ (ïîêà ìû íå èñêëþ÷àåì
ñëó÷àÿ fδ = fλ ). ×èñëî ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ñðàâíåíèÿ (14) â
ýòîì ñëó÷àå ðàâíî ÷èñëó òàêèõ ïîäñòàíîâîê Tν â ðàçëîæåíèè

G = (Sλ)i + T2(Sλ)i + · · · + T n
fλ

(Sλ)i, (15)
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êîòîðûå ïðåîáðàçóþò ïîäñòàíîâêó Sδ â îäíó èç åå ñòåïåíåé. Íî
òàê êàê ãðóïïà (Sλ)i ââèäó ñîîòíîøåíèÿ

SλSδ = Sλ · Siλ = SiλSλ = SδSλ

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì Hδ, òî èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî èíäåêñó

(Hδ, (Sλ)i) = (Hδ, Hδ) · (Hδ, (Sλ)i).

Äàëåå, ìû ìîæåì, òî÷íî òàê æå êàê â B), äîêàçàòü, ÷òî (Hδ, Hδ)

ðàâíî ϕ(fδ)
kδ

. ×òî êàñàåòñÿ èíäåêñà (Hδ, (Sλ)i), òî îí ðàâåí

(Hδ, (Sλ)i) = (Hδ, (Sδ)
i)→ ((Sλ)i, (Sδ)

i) = (Hδ, (Sλ)i) :
fλ
fδ
.

Íàêîíåö, ïðèåì, ïðèìåíåííûé íàìè óæå â B), äàåò äëÿ èíäåêñà

(Hδ, (Sδ)
i) çíà÷åíèå

n

fδnδ
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàöèîíàëü-

íûõ êîðíåé ñðàâíåíèÿ (14) â íàøåì ñëó÷àå ðàâíî

nϕ(fδ)

fλnδkδ
.

Ôîðìóëà (6) äëÿ óðàâíåíèÿ (13) ïðèíèìàåò ïîýòîìó ñëåäóþùèé
âèä: ∑

fδ/fλ

nϕ(fδ)

fλnδ · kδ

∑
pδ

p−sδ = lg
1

s− 1
+ p(s− 1). (16)

Íî äëÿ êàæäîãî fδ < fλ èìååò ìåñòî â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ ôîðìóëà∑

pδ

p−sδ = kδ
nδ
n

lg
1

s− 1
+ p(s− 1) (fδ < fλ). (17)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ âñåâîçìîæíûõ pδ â (16), ìû ïîëó-
÷èì∑
fδ/fλ
fδ<fλ

nϕ(fδ)

fλnδkδ
kδ
nδ
n

lg
1

s− 1
+
nϕ(fλ)

fλnλkλ

∑
pλ

p−sλ = lg
1

s− 1
+ p(s− 1),

(18)
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÷òî ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî òàê:

∑
pλ

p−sλ = kλ
nλ
n

{
fλ −

∑
fδ/fλ
fδ<fλ

ϕ(fδ)
}

ϕ(fλ)
lg

1

s− 1
+ p(s− 1), (19)

îòêóäà ìû â ñèëó èçâåñòíîé ôîðìóëû∑
fδ/fλ

ϕ(fδ) = fλ

ïîëó÷àåì ∑
pλ

p−sλ = kλ
nλ
n

lg
1

s− 1
+ P (s− 1), (20)

è ìû ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðåçóëüòàòó.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ôðîáåíèóñó. Îäíàêî åìó íå óäà-

ëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè-
íàäëåæàùèõ ê êàæäîìó èç êëàññîâ îòäåëà, ðàâíà

nλ
n
. Ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåãî ñî÷èíåíèÿ.

�2. Îáëàñòè äåëåíèÿ êðóãà

Ñóùåñòâóåò öåëàÿ êàòåãîðèÿ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ óïîìÿíó-
òàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ ðàíåå ìåòîäîâ. Ýòî
îáëàñòè äåëåíèÿ êðóãà. Íå ñòàâÿ âîïðîñà âî âñåé îáùíîñòè, ÿ ðàñ-
ñìîòðþ ñëó÷àé, êîòîðûé èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ äàëüíåéøåãî.
Ïóñòü l áóäåò ïðîñòîå ÷èñëî òèïà ef+1, ãäå f � çàäàííîå ÷èñëî,

íå ïîä÷èíåííîå íèêàêèì äàëüíåéøèì îãðàíè÷åíèÿì. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

xl − 1 = 0. (21)

Äàëåå, ïóñòü ρ áóäåò îäèí èç åãî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé. Êàæäûé
èç e-÷ëåííûõ ãàóññîâûõ ïåðèîäîâ

η0 =ρ + ρf + ρ2f + · · · + ρ(e−1)f ,

η1 =ρ1 + ρf+1 + ρ2f+1 + · · · + ρ(e−1)f+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηf−1 =ρf−1 + ρ2f−1 + ρ3f−1 + · · · + ρef−1,

(22)
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ãäå ïîä ρk ìû áóäåì ðàçóìåòü ρg
k
, à g � êàêîé-íèáóäü ïåðâîîá-

ðàçíûé êîðåíü ñðàâíåíèÿ xef ≡ 1 (mod l), óäîâëåòâîðÿåò íåïðè-
âîäèìîìó óðàâíåíèþ f -îé ñòåïåíè

ϕe(y) = 0. (23)

Âîçüìåì òåïåðü êàêîå-íèáóäü ïðîñòîå ÷èñëî p. Âîçíèêàåò âî-
ïðîñ, ñ êàêîé èç ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí η ñðàâíèìà ñòåïåíü ηpν ïî
ìîäóëþ p. Ïóñòü p ≡ gα (mod l). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ñðàâíåíèå:

ηνp = (ρν + ρf+ν + · · · + ρ(e−1)f+ν)
p ≡

≡ ρρν + ρρf+ν + · · · + ρρ(e−1)f+ν ≡ ρg
α

ν + ρg
α

f+ν + · · · + ρg
α

(e−1)f+ν ≡
≡ ρν+α + ρf+ν+α + · · · + ρ(e−1)f+ν+α ≡ ην+α (mod p),

(24)
ãäå çíà÷îê ν+α íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê åãî íàèìåíüøåìó âû÷åòó
ïî ìîäóëþ f . Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè ñðàâíåíèÿ

ϕe(y) ≡ 0 (mod p) (25)

ïðåòåðïåâàþò ïðè âîçâûøåíèè èõ â p-óþ ñòåïåíü ïîäñòàíîâêó
(ν, ν+α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì îäíîé èç
ïðîãðåññèé

lx + gα, lx + fα+f , . . . , lx + gα+(e−1)f .

Ïîäñòàíîâêó (ν, ν + α) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê α-óþ ñòåïåíü
ïîäñòàíîâêè S = (ν, ν+1) = (0, 1, 2, . . . , f−1). Ââåäåì ñëåäóþùåå
Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Ñîâîêóïíîñòü ïðîãðåññèé

lx + gα, lx + fα+f , . . . , lx + gα+(e−1)f (26)

íàçîâåì êîìïëåêñîì èíäåêñà α. Ïðî âñå ÷èñëà, ïðåäñòàâëÿåìûå
îäíîþ èç ïðîãðåññèé (26), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ëåæàò â êîì-
ïëåêñå èíäåêñà α.
Òîãäà ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ìîæåì âûðàçèòü â âèäå

ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ:
Ã ë à â í à ÿ ò å î ð å ì à. Äàíî íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå

(23), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìà ãàóññîâûõ ïåðèîäîâ (22).
Òîãäà âîçìîæíî òàêèì îáðàçîì ïðèóðî÷èòü ïåðâîîáðàçíîé ïîä-
ñòàíîâêå U èç åãî ãðóïïû Ãàëóà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñðàâíåíèÿ
xef ≡ 1 (mod l), ÷òîáû êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå
ê ïîäñòàíîâêå Uα, ëåæàëî â êîìïëåêñå èíäåêñà α.
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Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåîðåìà Äèðèõëå (loc. cit.) ïîçâîëÿåò
íàì, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ
÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êàæäîé çàäàííîé ïîäñòàíîâêå.

�3. Î ðàñïðåäåëåíèè íîðì è ïðîñòûõ ÷èñåë ïî
ðàçëè÷íûì êîìïëåêñàì

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ÿ íàìåðåí äîêàçàòü òåîðåìó, ÿâëÿþùóþñÿ â
èçâåñòíîì ñìûñëå îáîáùåíèåì òåîðåìû Äèðèõëå.
Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå

f (x) = 0, (27)

êîòîðîå ìû çäåñü íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåìåííî íîðìàëü-
íûì. Ââåäåì åùå â ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî
L = lλ11 l

λ2
2 · · · · · · l

λk
k è ñèñòåìó òàêèõ ÷èñåë f1, f2, . . . , fk, ÷òî êàæ-

äîå fi ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

ϕ(lλii ) (i = 1, 2, 3, . . . , k).

Îáîçíà÷èâ ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñðàâíåíèÿ

xϕ(l
λi
i ) ≡ 1 (mod lλii ) (i = 1, 2, 3, . . . , k) (28)

÷åðåç gi, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âñå âçàèìíî ïðîñòûå ñ li êëàññû
ïî ìîäóëþ lλii â âèäå ñèñòåìû

1, gi, g
2
i , . . . , g

ϕ(l
λi
i )−1

i (i = 1, 2, 3, . . . , k).

Ðàñïðåäåëèì ýòè êëàññû ïî êîìïëåêñàì (÷àñòè÷íûì), íàçûâàÿ
êàæäóþ ñèñòåìó êëàññîâ

gαii , g
αi+fi
i , . . . , g

αi+fi

(
ϕ(l

λi
i )

fi
−1

)
i (i = 1, 2, 3, . . . , k)

÷àñòè÷íûì êîìïëåêñîì èíäåêñà αi. Èíäåêñ αi áóäåì ñ÷èòàòü
ïðèâåäåííûì ïî ìîäóëþ fi.
Êëàññû ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ L ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì ïî ïîëíûì êîìïëåêñàì:
Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Äàí âçàèìíî ïðîñòîé ñ L êëàññ A ñðàâíå-

íèé ïî ìîäóëþ L. Åñëè A ≡ ai (mod lλii ), à ai ëåæèò â êîìïëåêñå
èíäåêñà αi (i = 1, 2, . . . , k), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ëåæèò â ïîë-
íîì êîìïëåêñå èíäåêñà (α1, α2, . . . , αk). Åñëè ìû áóäåì óìíîæàòü
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÷èñëà èç êîìïëåêñà èíäåêñà (α1, α2, . . . , αk) íà ÷èñëà èç êîìïëåê-
ñà èíäåêñà (β1, β2, . . . , βk), òî áóäåì ïîëó÷àòü ÷èñëà, ëåæàùèå â
êîìïëåêñå èíäåêñà (α1 +β1, α2 +β2, . . . , αk+βk). Ñòàëî áûòü, êîì-
ïëåêñû îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó ïîðÿäêà f1 ·f2 · · · fk. Â íåé ðîëü
åäèíèöû èãðàåò íóëåâîé êîìïëåêñ (0,0,. . . , 0).
Âåðíåìñÿ îïÿòü ê îáëàñòè Ω(x), îáðàçîâàííîé ïðè ïîìîùè îä-

íîãî èç êîðíåé óðàâíåíèÿ (27). Ïóñòü

ω1, ω2, . . . , ωn

áóäóò ýëåìåíòû åãî ôóíäàìåíòàëüíîãî áàçèñà. Òîãäà êàæäîå öå-
ëîå ÷èñëî èç Ω(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàê:

µ = c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn, (29)

ãäå c1, c2, . . . , cn ñóòü öåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå íàçû-
âàþò êîîðäèíàòàìè ÷èñëà µ.
Åñëè âîçìîæíî ïîäîáðàòü êîîðäèíàòû c1, c2, . . . , cn äëÿ ÷èñëà µ

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîðìàN(µ) ëåæàëà â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . ,
αk), òî íàçîâåì ýòîò êîìïëåêñ äîïóñòèìûì (â óçêîì ñìûñëå),
ãîâîðÿ â òî æå âðåìÿ ïðî ÷èñëî µ, ÷òî îíî ëåæèò â êîìïëåêñå
èíäåêñà (α1, α2, . . . , αk).
Äëÿ äîïóñòèìûõ êîìïëåêñîâ ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåî-

ðåìó.
Ò å î ð å ì à 6. Âñå äîïóñòèìûå êîìïëåêñû îáðàçóþò ãðóïïó,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ãðóïïû âñåõ êîìïëåêñîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè N(µ) ≡ a è N(ν) ≡ b (mod L),

òî èìååò ìåñòî òàêæå ñðàâíåíèå N(µν) ≡ ab (mod L). Åñëè òå-
ïåðü a ëåæèò â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk), a b � â êîìïëåêñå
(β1, β2, . . . , βk), òî ab ëåæèò â êîìïëåêñå (α1 +β1, α2 +β2, . . . , αk+
βk). Äàëåå, íóëåâîé êîìïëåêñ äîïóñòèì, òàê êàê ñðàâíåíèå

N(µ) ≡ 1 (mod L)

èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå µ = 1.
Âîçüìåì òåïåðü îïðåäåëåííûé äîïóñòèìûé êîìïëåêñ è ðàññìîò-

ðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷èñåë µ, ëåæàùèõ â ýòîì êîìïëåêñå. Íà-
çîâåì ýòó ñîâîêóïíîñòü ñîâîêóïíîñòüþ ðåøåíèé êîìïëåêñà.
×òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ÷èñëà ðåøåíèé êîìïëåêñà, íåîáõîäèìî

ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèòüñÿ â íåêîòîðûõ îïðåäåëåíèÿõ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 10. Äâà öåëûõ ÷èñëà µ è µ′ èç Ω(x) áóäåì

íàçûâàòü ðàâíûìè ïî ìîäóëþ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
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êîîðäèíàòû ci è c′i óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèÿì

ci ≡ c′i (mod L) (i = 1, 2, . . . , n).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî áàçèñà ñëåäóåò, ÷òî ýòè ñðàâ-
íåíèÿ íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ ñðàâíåíèÿ µ ≡ µ′ (mod L).
Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è òîãäà, åñëè ìû, âìåñòî ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî áàçèñà, ïîëîæèì â îñíîâó áàçèñ êàêîãî-íèáóäü èäå-
àëà, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ L.
Î ï ð å ä å ë å í è å 11. Åñëè äëÿ êîîðäèíàò ci ÷èñëà µ óäîâëå-

òâîðÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 ≤ ci < L (i = 1, 2, . . . , n), (30)

òî ÷èñëî µ ìû áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííûì ïî ìîäóëþ L. Äëÿ
êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà µ èç Ω(x) ìîæíî ïîäîáðàòü ðàâíîå åìó ïî
ìîäóëþ L ïðèâåäåííîå ÷èñëî µ′, è ïðèòîì òîëüêî îäíî.
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé äîïóñòèìûé êîìïëåêñ èìååò ëèøü êî-

íå÷íîå ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ðåøåíèé. ×òîáû îïðåäåëèòü èõ ÷èñëî
äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî êîìïëåêñà, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó.
Ò å î ð å ì à 7. Êàæäûé äîïóñòèìûé êîìïëåêñ èìååò îäíî è

òî æå ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ðåøåíèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü íàì çàäàí äîïóñòèìûé êîìïëåêñ

(α1, α2, . . . , αk) è ïóñòü µ áóäåò îäíî èç åãî ðåøåíèé. Åñëè ÷èñëà

η1, η2, . . . , ηv (31)

îáîçíà÷àþò ïîëíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé íóëåâîãî êîìïëåêñà, òî ÷èñ-
ëà

µη1, µη2, . . . , µηv (32)

ïîñëå èõ ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ L ïðåäñòàâÿò ïîëíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé êîìïëåêñà (α1, α2, . . . , αk). Â ñàìîì äåëå: 1) âñå ÷èñëà
(32) ëåæàò â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk); 2) âñå îíè ðàçëè÷íû ïî
ìîäóëþ L; 3) êàæäîå ÷èñëî, ëåæàùåå â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk),
äîëæíî áûòü ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ L ñ îäíèì èç ÷èñåë (32).
1) Ñëåäóåò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ êîìïëåêñîâ.
2) Åñëè áû èìåëî ìåñòî, íàïðèìåð, µηi ≡ µηj (mod L), òî óìíî-

æàÿ ñðàâíåíèå íà öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî N(µ)
(µ) è çàòåì äåëÿ

íà âçàèìíî ïðîñòîå ñ L öåëîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî N(µ), ìû ïî-
ëó÷èì ηi ≡ ηj (mod L), ÷òî ñòîèò â ïðîòèâîðå÷èè ñ îïðåäåëåíèåì
ñèñòåìû (31).
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3) Ïóñòü µ′ áóäåò ÷èñëî, ëåæàùåå â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk).
Òîãäà ÷èñëî µ′N(µ)

(µ) [N(µ)]ϕL−1 ëåæèò â íóëåâîì êîìïëåêñå, òàê êàê
åãî íîðìà ðàâíà

Nµ′[N(µ)]n−1[N(µ)]nϕL−n ≡ Nµ′[N(µ)]−1(mod L).

Ïîýòîìó ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü ñðàâíèìî ñ îäíèì èç ÷èñåë ñè-
ñòåìû (31). Ïóñòü

µ′
N(µ)

µ
[N(µ)]ϕL−1 ≡ ηi (mod L).

Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà µ, ìû ïðèäåì ê ñðàâíåíèþ

µ′ ≡ µηi (mod L),

÷òî îïðàâäûâàåò óòâåðæäåíèå 3). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ðåøåíèé
êàæäîãî äîïóñòèìîãî êîìïëåêñà ðàâíî v, ò. å. îíî îäèíàêîâî äëÿ
âñåõ êîìïëåêñîâ, è ò. ä.
Ýòî ÷èñëî ëåãêî îïðåäåëèòü. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç

F ÷èñëî âñåõ äîïóñòèìûõ êîìïëåêñîâ. Âñå ïðèâåäåííûå ðåøåíèå
âñåõ äîïóñòèìûõ êîìïëåêñîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî îò-
äåëüíûì äîïóñòèìûì êîìïëåêñàì. Íî ÷èñëî âñåõ ïðèâåäåííûõ
ðåøåíèé âñåõ äîïóñòèìûõ êîìïëåêñîâ ðàâíî ÷èñëó âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ L êëàññîâ ïî ìîäóëþ L âíóòðè Ω(x), ò. å. ðàâíî

ϕ(L) = N(L)

(
1− 1

N(l1)

)(
1− 1

N(l2)

)
· · ·
(

1− 1

N(lp)

)
, (33)

ãäå l1, l2, . . . , lp ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ
èäåàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà L âíóòðè Ω(x). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ðåøåíèé êàæäîãî äîïóñòèìîãî êîìïëåêñà ðàâíî

v =
ϕ(L)

F
. (34)

Òî æå ÷èñëî ðåøåíèé ìû ïîëó÷èì, åñëè âìåñòî ôóíäàìåíòàëü-
íîãî áàçèñà ïîëîæèì â îñíîâó áàçèñ êàêîãî-íèáóäü èäåàëà, âçà-
èìíî ïðîñòîãî ñ L.
Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî âñå öåëûå è äåëÿùèåñÿ íà èäåàë m, âçà-

èìíî ïðîñòîé ñ L, ÷èñëà èç Ω(x) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîð-
ìå

c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn, (35)
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ãäå (ω1, ω2, . . . , ωn) � áàçèñ èäåàëà m, à c1, c2, . . . , cn ïðîáåãàþò
âñå öåëûå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå öåëûå
è äåëÿùèåñÿ íà m ÷èñëà èç Ω(x), êîòîðûå, êðîìå òîãî, ëåæàò â
äîïóñòèìîì êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk), ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
â ôîðìå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

ω
(α1,...,αk)
i + L(c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn) (36)

(i = 1, 2, . . . , v)

ãäå ω(α1,...,αk)
i (i = 1, 2, . . . , v) îáîçíà÷àåò ñèñòåìó ïðèâåäåííûõ ðå-

øåíèé êîìïëåêñà (α1, α2, . . . , αk), â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ èìåþò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è äëÿ (35).
Ðàññìîòðèì òåïåðü áåñêîíå÷íûé ðÿä∑

a

′ 1

n(a)s
,

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå äåëÿùèåñÿ íà m è âçàèìíî
ïðîñòûå ñ L ãëàâíûå èäåàëû. Ýòîò ðÿä âáëèçè s = 1 ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí òàê:∑

a

′ 1

N(a)s
=
ϕ(L)

Ln
g

N(m)

1

s− 1
+ P (s− 1), (37)

ãäå g èìååò ñëåäóþùåå íåçàâèñèìîå îò s çíà÷åíèå

g =
2νπn−νR

w
√
±∆

. (38)

Â ýòîì âûðàæåíèè ν îáîçíà÷àåò ñóììó ÷èñëà âåùåñòâåííûõ êîð-
íåé è ÷èñëà ïàð ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ
(27), R � ðåãóëÿòîð îáëàñòè Ω(x), w � ÷èñëî êîðíåé èç åäèíè-
öû âíóòðè Ω(x), ∆ � äèñêðèìèíàíò îáëàñòè Ω(x); P (s − 1), êàê
îáû÷íî, îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, îñòàþùóþñÿ âáëèçè s = 1 êîíå÷-
íîé.
Ïðîñëåäèì ïóòü ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû, ñîîáðàçóÿñü ñ îáî-

çíà÷åíèÿìè, ïðèíÿòûìè ó Âåáåðà [13]. Â íåé êîýôôèöèåíò ïðè

s− 1
ðàâåí

1

w
-îé ïðåäåëà âûðàæåíèÿ

T

t
, ïðè t =∞, ãäå T îçíà÷à-

åò ÷èñëî ñèñòåì öåëûõ çíà÷åíèé c1, c2, . . . , cn, ïîä÷èíåííûõ íåðà-
âåíñòâàì

|N(c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn)| ≤ t, (39)
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0 ≤ ξ1(c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn) < 1,

0 ≤ ξ2(c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn) < 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ≤ ξν−1(c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn) < 1,

 (40)

ãäå ôóíêöèè ξ(µ) ñóòü òàê íàçûâàåìûå ïîêàçàòåëè ÷èñëà

µ = c1ω1 + c2ω2 + · · · + cnωn

è îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ñëåäóþùèõ ν óðàâíåíèé:

ξ1l11 + ξ2l21 + · · · + ξν−1lν−1,1 +
δ1

n
lg |N(µ)| = λ1(µ),

ξ1l12 + ξ2l22 + · · · + ξν−1lν−1,2 +
δ2

n
lg |N(µ)| = λ2(µ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (41)

ξ1l1,ν + ξ2l2,ν + · · · + ξν−1lν−1,ν +
δν
n

lg |N(µ)| = λν(µ),

èç êîòîðûõ òîëüêî ν − 1 íåçàâèñèìû. Â íèõ δi îáîçíà÷àåò åäèíè-
öó, åñëè Ω(xi), ò. å. i-àÿ ñîïðÿæåííàÿ ñ Ω(x) îáëàñòü, âåùåñòâåí-
íà, è 2, åñëè îíà êîìïëåêñíà. Ñèìâîëû λi(µ) âûðàæàþò âåëè÷è-
íû δi lg |µi|, ãäå µi � i-àÿ ñîïðÿæåííàÿ ñ µ âåëè÷èíà. Íàêîíåö,
l1i, l2i, . . . , lν−1,i � ñèñòåìà ëîãàðèôìîâ îò îñíîâíûõ åäèíèö îáëà-
ñòè Ω(xi).
Èç ôîðìóë (41) ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèè ξ(µ) � îäíîðîä-

íû è íóëåâîãî èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíî c1, c2, . . . , cn, ôóíêöèÿ æå
N(µ) � îäíîðîäíà è n-ãî èçìåðåíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè â íåðàâåí-
ñòâàõ (39) è (40) ìû ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

c1 =
z1

τ
, c2 =

z2

τ
, . . . , cn =

zn
τ
, t = τ−n, (42)

òî îíè ïðèìóò âèä

|N(z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn)| ≤ 1, (43)

0 ≤ ξ1(z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1,

0 ≤ ξ2(z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ≤ ξν−1(z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1,

 (44)
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è íàõîæäåíèå lim
t=∞

T

t
ïðèâåäåòñÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåãðàëà∫∫
· · ·
∫
dz1 · dz2 · · · dzn,

ðàñïðîñòðàíåííîãî íà n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå íåðà-
âåíñòâàìè (43) è (44), êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ðàâåí

2νπn−νR

N(m)
√
±∆

.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðÿäó∑
a

(α1,...,αk) 1

N(a)s
, (45)

â êîòîðîì ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ãëàâíûå èäåàëû, äåëÿ-
ùèåñÿ íà m è, êðîìå òîãî, ëåæàùèå â äîïóñòèìîì êîìïëåêñå
(α1, α2, . . . , αk). ×èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ãëàâíûì èäåàëàì,
è òîëüêî ýòè ÷èñëà, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïðè ïîìîùè v ôîð-
ìóë (36). Ðàçîáüåì ñóììó (45) íà v ÷àñòè÷íûõ ñóìì, îòíîñÿ êàæ-
äûé èäåàë a ê òîé èç ôîðìóë (36), ïðè ïîìîùè êîòîðîé âûðà-
æàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèâåäåííîå ÷èñëî (ïðèâåäåííîå â
ñìûñëå � ñì. [13], �193, ñòð. 708). Êîíå÷íî, áóäåì âñå âðåìÿ èìåòü
â âèäó, ÷òî àññîöèèðîâàííûå ÷èñëà ëåæàò â îäíîì è òîì æå êîì-
ïëåêñå. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè 1

s−1 â âûðàæåíèè êàæäîé (i-
îé) ÷àñòè÷íîé ñóììû ðàâåí

1

w
lim
t=∞

Ti
t
, (46)

ãäå Ti � ÷èñëî ñèñòåì c1, c2, . . . , cn, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì

|N(ω
(α1,...,αk)
i + Lc1ω1 + Lc2ω2 + · · · + Lcnωn)| ≤ t, (47)

0 ≤ ξ1(ω
(α1,...,αk)
i + Lc1ω1 + Lc2ω2 + · · · + Lcnωn) < 1,

0 ≤ ξ2(ω
(α1,...,αk)
i + Lc1ω1 + Lc2ω2 + · · · + Lcnωn) < 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ≤ ξν−1(ω
(α1,...,αk)
i + Lc1ω1 + Lc2ω2 + · · · + Lcnωn) < 1.

 (48)
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Ââîäÿ ïîäñòàíîâêó

c1 =
z1

τ
, c2 =

z2

τ
, . . . , cn =

zn
τ
, t = Lnτ−n, (49)

ìû ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà (47) è (48) òàê:∣∣∣∣∣N
(
ω

(α1,...,αk)
i

L
τ + z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn

)∣∣∣∣∣ ≤ 1, (50)

0 ≤ ξ1(
ω

(α1,...,αk)
i

L
τ + z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1,

0 ≤ ξ2(
ω

(α1,...,αk)
i

L
τ + z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ≤ ξν−1(
ω

(α1,...,αk)
i

L
τ + z1ω1 + z2ω2 + · · · + znωn) < 1.


(51)

Êàê ìû âèäèì, íåðàâåíñòâà (50) è (51) îòëè÷àþòñÿ îò íåðà-
âåíñòâ (43) è (44) òîëüêî ÷ëåíàìè

ω
(α1,...,αk)
i

L
τ,

êîòîðûå ïðè t =∞, ò. å. ïðè τ = 0, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Òåîðåìà
30 â öèòèðîâàííîé ñòàòüå Ãèëüáåðòà ([11], ñòð. 53) äîêàçûâàåò,
÷òî ýòè ÷ëåíû íå âëèÿþò íè íà âåëè÷èíó èíòåãðàëà∫∫

· · ·
∫
dz1dz2 · · · dzn,

íè íà îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ [ñì. ïîäñòàíîâêó (49)], ÷òî âåëè÷èíà (46) ðàâíà

1

wLn

∫∫
· · ·
∫
dz1dz2 · · · dzn,

ãäå èíòåãðàë èìååò ïðåæíåå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì èìååò âáëèçè s = 1 âûðàæåíèå

1

wLn
2νπn−νR

N(m)
√
±∆

1

s− 1
+ P (s− 1).
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×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âñåé ñóììû (45), ìû äîëæíû
ñëîæèòü v ïîäîáíûõ ñóìì. Âñïîìèíàÿ, ÷òî

v =
ϕ(L)

F
,

ìû ïîëó÷èì∑
a

(α1,...,αk) 1

N(a)s
=
ϕ(L)

F

2νπn−νR

LnwN(m)
√
±∆

1

s− 1
+ P (s− 1). (52)

Êàê ìû âèäèì, êîýôôèöèåíò ïðè
1

s− 1
â êàæäîé èç ýòèõ ñóìì â

F ðàç ìåíüøå, ÷åì â ñóììå (37).
Âûáåðåì òåïåðü â êàæäîì èç èäåàëüíûõ êëàññîâ îáëàñòè Ω(x)

ïî îäíîìó èäåàëó m, âçàèìíî ïðîñòîìó ñ L. Åñëè m äëÿ êàêîãî-
íèáóäü êëàññà ëåæèò â äîïóñòèìîì êîìïëåêñå, òî âñå âçàèìíî
ïðîñòûå ñ L èäåàëû ýòîãî êëàññà äîëæíû ëåæàòü â äîïóñòèìûõ
êîìïëåêñàõ; åñëè æå ñóùåñòâóþò êëàññû, èäåàëû êîòîðûõ ëåæàò
â íåäîïóñòèìûõ êîìïëåêñàõ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç K ãðóïïó òåõ
êëàññîâ, èäåàëû êîòîðûõ áóäóò ëåæàòü â äîïóñòèìûõ êîìïëåê-
ñàõ; ãðóïïó æå âñåõ êëàññîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç K. Ïóñòü
ïîðÿäêè ýòèõ ãðóïï áóäóò ñîîòâåòñòâåííî h è h.
Ââåäåì òåïåðü íîâîå îïðåäåëåíèå.
O ï p e ä å ë å í è å 12. Êîìïëåêñ, â êîòîðîì ëåæèò êàêîé-

íèáóäü èäåàë îáëàñòè Ω(x), áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì â øè-
ðîêîì ñìûñëå.
Ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå ïðèìåíåííûì íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 6, óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî âñå äîïóñòèìûå â øèðîêîì
ñìûñëå êîìïëåêñû îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó, äëÿ êîòîðîé ãðóï-
ïà äîïóñòèìûõ â óçêîì ñìûñëå êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì.
Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ãðóïïó ÷åðåç A, âòîðóþ � ÷åðåç A. Òîãäà èìå-
åò ìåñòî
Ò å î ð å ì à 8. Ã¼ëüäåðîâñêèå äîïîëíèòåëüíûå ãðóïïû

(
K
K

)
è(

A
A

)
îäíîçíà÷íî (holo�edrisch) èçîìîðôíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçëîæèì ãðóïïó íà ñîïðÿæåííûå
ñèñòåìû ïî ïîäãðóïïå K:

K = K + k2K + k3K + · · · + kyK. (53)
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Òàê êàê êëàññû k2, k3, . . . , ky íå âõîäÿò â K, òî èäåàëû êàæäîãî
èç íèõ ëåæàò â êîìïëåêñàõ, íå âõîäÿùèõ â A. Ïóñòü a2, a3, . . . , ay
áóäóò êîìïëåêñû, â êîòîðûõ ëåæàò êàêèå-íèáóäü èäåàëû ñîîòâåò-
ñòâåííî èç k2, k3, . . . , ky. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

A, a2A, a3A, . . . , ayA. (54)

Êàæäàÿ èç ñèñòåì aiA èñ÷åðïûâàåò âñå êîìïëåêñû, â êîòîðûõ
ëåæàò êàêèå áû òî íè áûëî âçàèìíî ïðîñòûå ñ L èäåàëû èç ki.
Äåéñòâèòåëüíî ïóñòü èäåàë mi èç ki ëåæèò â ai. Â êàêîì êîìïëåê-
ñå ëåæèò êàêîé-íèáóäü äðóãîé èäåàë ni èç ki? Â ñèëó èçâåñòíîé
òåîðåìû (ñì., íàïðèìåð, [13], ñòð. 593, Satz 3) ìîæíî íàéòè òàêîé
âçàèìíî ïðîñòîé ñ L èäåàë r, ÷òîáû èäåàë mir áûë ãëàâíûì. Òî-
ãäà è èäåàë nir áóäåò ãëàâíûì. Ïóñòü mir ∼ µ ëåæèò â êîìïëåêñå
b, a nir ∼ ν � â êîìïëåêñå c. Îáà êîìïëåêñà ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ äîëæíû âõîäèòü â A. Íî ni ∼ mi

ν
µ, à ïîòîìó ni ëåæèò â

êîìïëåêñå aicb−1, êîòîðûé âõîäèò â ñèñòåìó aiA.
Êàæäàÿ èç ñèñòåì aiA èñ÷åðïûâàåò âñå êîìïëåêñû, â êîòîðûõ

ëåæàò êàêèå áû òî íè áûëî âçàèìíî ïðîñòûå ñ L èäåàëû èç kiK.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èäåàë ni ëåæèò â êëàññå kik, ãäå k � êàêîé-
íèáóäü êëàññ èç K. Âûáåðåì â êëàññå k

−1
èäåàë r, ëåæàùèé â

êîìïëåêñå b, âõîäÿùåì â A. Èäåàëû mi è nir ëåæàò â êëàññå ki
ò. å. ýêâèâàëåíòíû. Ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò íàì çà-
êëþ÷èòü, ÷òî èäåàë nir ëåæèò â êîìïëåêñå c, âõîäÿùåì â ñèñòåìó
aiA. Çíà÷èò, èäåàë ni ëåæèò â êîìïëåêñå cb−1, êîòîðûé òîæå âõî-
äèò â ñèñòåìó aiA.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íè îäíà èç ñèñòåì (54) íå ìîæåì èìåòü ñ

êàêîé-íèáóäü äðóãîé îáùèõ ýëåìåíòîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû,
íàïðèìåð, aiA è ajA èìåëè îáùèå ýëåìåíòû, òî êîìïëåêñ aia

−1
j ,

à ñ íèì è ñèñòåìà aiA (ajA)−1 âõîäèëè áû â A, à ïîòîìó âñå èäå-
àëû èç êëàññîâ ñèñòåìû kiK(kjK)−1 äîëæíû áûëè áû ëåæàòü â
êîìïëåêñàõ èç A, ò. å. âõîäèòü â êëàññû ãðóïïû K, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ðàçëîæåíèþ (53).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ÷òî: 1) ñèñòåìû (54) îáðàçóþò

ãðóïïó A, 2) ñèñòåìû (53) è (54) îäíîçíà÷íî èçîìîðôíû. Ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïû

K

K
è
A

A
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îäíîçíà÷íî èçîìîðôíû.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïîðÿäîê ãðóïïû A ðàâåí F = Fη. Âîçü-

ìåì òåïåðü êàêîé-íèáóäü äîïóñòèìûé â øèðîêîì ñìûñëå êîì-
ïëåêñ (−α1,−α2, . . . ,−αk). Èäåàëû, ëåæàùèå â íåì, âõîäÿò â
h èäåàëüíûõ êëàññîâ, îáðàçóþùèõ îäíó èç ñèñòåì (53). Âûáå-
ðåì â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ ïî îäíîìó âçàèìíî ïðîñòîìó ñ
L èäåàëó mi (i = 1, 2, . . . , h), è ïóñòü êàæäûé èäåàë mi ëåæèò â
êîìïëåêñå (β1i, β2i, . . . , βki). Òîãäà êîìïëåêñû (−α1 − β1i,−α2 −
β2i, . . . ,−αk − βki) (i = 1, 2, . . . , h), à ñ íèìè è êîìïëåêñû (α1 +
β1i, α2 + β2i, . . . , αk + βki) áóäóò ëåæàòü â A. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ê íèì ôîðìóëó (52), âûáèðàÿ â ðîëè áàçèñà (ω1, ω2, . . . ,
ωn) áàçèñ èäåàëà mi. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì∑

mia

(α1+β1i,...,αk+βki) 1

N(mi)s ·N(a)s
=

=
1

F

ϕ(L)

Ln
2νπn−νR

w
√
±∆

1

s− 1
+ P (s− 1) (i = 1, 2, . . . , h),

(55)

ãäå a ïðîáåãàåò âñå èäåàëû, âõîäÿùèå â ïðîòèâîïîëîæíûé ñ mi

êëàññ è ëåæàùèå â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk). Óìíîæèì ôîðìóëó
(55) íà

N(mi)
s = N(mi) + (s− 1)P (s− 1)

è ïðîñóììèðóåì ïî i. Ïîëó÷èì∑
a

(α1,α2,...,αk) 1

N(a)s
=
h

F

ϕ(L)

Ln
2νπn−νR

w
√
±∆

1

s− 1
+ P (s− 1), (56)

ãäå òåïåðü a ïðîáåãàåò èäåàëû âñåõ êëàññîâ, ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñ êëàññàìè âñåõ mi. Íî ýòî áóäóò âîîáùå âñå êëàññû, â êîòîðûå
òîëüêî ìîãóò âõîäèòü èäåàëû, ëåæàùèå â êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk).
Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (56), ïîëîæèâ â íåé

h

F
=
hy

Fy
=
h

F
.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé∑
a

′ 1

N(a)s
= h

ϕ(L)

Ln
2νπn−νR

w
√
±∆

1

s− 1
+ P (s− 1), (57)
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ãäå a ïðîáåãàåò âñå âçàèìíî ïðîñòûå ñ L èäåàëû, ìû ïîëó÷èì∑
a

(α1,...,αk) 1

N(a)s
=

1

F

∑
a

′ 1

N(a)s
+ P (s− 1). (58)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ â øèðîêîì ñìûñ-
ëå êîìïëåêñîâ (α1, α2, . . . , αk).
Äëÿ ãðóïïû A âîçìîæíî íàéòè F ðàçëè÷íûõ ñèñòåì õàðàêòå-

ðîâ. Âûáåðåì îäíó èç òàêèõ ñèñòåì è ââåäåì äëÿ êàæäîãî õàðàê-
òåðà ýòîé ñèñòåìû îáîçíà÷åíèå χ(α1, α2, . . . , αk). Ìåæäó õàðàêòå-
ðàìè áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå

χ(α1 + β1, . . . , αk + βk) = χ(α1, . . . , αk)χ(β1, . . . , βk). (59)

Äàëåå, êàæäîìó âçàèìíî ïðîñòîìó ñ L èäåàëó a ìîæíî òîæå
ïðèóðî÷èòü õàðàêòåð, áåðÿ õàðàêòåð êîìïëåêñà, â êîòîðîì ëåæèò
èäåàë a. Äëÿ ýòèõ õàðàêòåðîâ ââåäåì îáîçíà÷åíèå χ(a). Äëÿ íèõ
áóäåò èìåòü ìåñòî ôîðìóëà

χ(a)χ(b) = χ(ab), (60)

à ïîòîìó òàêæå
χ(a)

N(a)s
χ(b)

N(b)s
=

χ(ab)

N(ab)s
. (61)

Óìíîæèì òåïåðü êàæäóþ èç ôîðìóë (58) íà χ(α1, α2, . . . , αk)
è ñëîæèì èõ. Åñëè ìû âûáðàëè ñèñòåìó ãëàâíûõ õàðàêòåðîâ, òî
ïðèäåì îïÿòü ê ôîðìóëå (57). Åñëè æå âûáðàííàÿ ñèñòåìà õàðàê-
òåðîâ íå ãëàâíàÿ, òî â ñèëó èçâåñòíîé ôîðìóëû∑

(α1,α2,...,αk)

χ(α1, α2, . . . , αk) = 0 (62)

ìû ïðèäåì ê ôîðìóëå∑
a

χ(α1, α2, . . . , αk)

N(a)s
= P (s− 1),

èëè ïîëüçóÿñü âòîðûì îáîçíà÷åíèåì õàðàêòåðîâ:∑
a

χ(a)

N(a)s
= P (s− 1). (63)
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Ýòó ôîðìóëó ìîæíî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (60) ïðåîáðàçîâàòü òàê:

∏
p

1

1− χ(p)

N(p)s

= P (s− 1), (64)

ãäå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå èäåàëû p îá-
ëàñòè Ω(x), îòëè÷íûå îò ìíîæèòåëåé L (ñð., íàïðèìåð, [13], ñòð.
725). Ïðîëîãàðèôìèðóåì ôîðìóëó (64) è âîçüìåì îò ëîãàðèôìà
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü (äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé îò
âûðàæåíèé ââåäåì ñèìâîë R[...]). Ïðè ýòîì ìîãóò âñòðåòèòüñÿ
äâà ñëó÷àÿ: 1) ëåâàÿ ÷àñòü (64) èìååò ïðè s = 1 ïðåäåë, îòëè÷-
íûé îò íóëÿ. Òîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü åå ëîãàðèôìà áóäåò òîæå
òèïà P (s − 1); 2) ëåâàÿ ÷àñòü (64) ñòðåìèòñÿ ïðè s = 1 ê íóëþ.
Òîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü åå ëîãàðèôìà áåñïðåäåëüíî ðàñòåò ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ îòðèöàòåëüíîé. Ýòîò
ðåçóëüòàò çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R

[∑
p

χ(p)

N(p)s
+

1

2

∑
p

χ(p)2

N(p)2s
+

1

3

∑
p

χ(p)3

N(p)3s
+ · · ·

]
≤ P (s− 1).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü [14], ÷òî ñóììà âñåõ ñóìì, çà èñêëþ÷åíèåì
ïåðâîé, ïðè s = 1 ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå. Êðîìå òîãî,
ñóììà òåõ ÷ëåíîâ â ïåðâîé ñóììå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èäåà-
ëàì ïîðÿäêîâ ≥ 2, òîæå îñòàåòñÿ ïðè s = 1 êîíå÷íîé, òàê êàê
äëÿ òàêèõ èäåàëîâ N(p) ≥ p2, à ÷èñëî èäåàëîâ, èìåþùèõ îäíó
è òó æå íîðìó, íå ïðåâûøàåò ÷èñëà n. Ïåðåíîñÿ âñå óïîìÿíóòûå
÷ëåíû âíóòðü ñèìâîëà P (s− 1), ìû ïîëó÷èì

R

[∑
p

νpχ(p)

ps

]
≤ P (s− 1), (65)

ãäå νp îçíà÷àåò ÷èñëî èäåàëîâ 1-ãî ïîðÿäêà ñ íîðìîé p, à χ(p)
ïèøåì âìåñòî χ(p).
Òåïåðü âåðíåìñÿ ê îáîçíà÷åíèþ χ(α1, α2, . . . , αk) è ñîåäèíèì

èäåàëû ñ îäíèìè è òåìè æå õàðàêòåðàìè. Òîãäà ôîðìóëà (65)
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ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

R
[ ∑

(α1,α2,...,αk)

χ(α1, α2, . . . , αk)
∑

p(α1,α2,...,αk)

νp
ps(α1,α2,...,αk)

]
≤ P (s− 1).

(66)
Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà è ôîðìóëà

(57) ∑
(α1,α2,...,αk)

∑
p(α1,α2,...,αk)

νp
ps(α1,α2,...,αk)

= lg
1

s− 1
+ P (s− 1). (67)

Ñêëàäûâàÿ ôîðìóëó (67) ñî âñåìè ôîðìóëàìè (66), ïîëó÷åííûìè
äëÿ F − 1 âîçìîæíûõ ñèñòåì íå ãëàâíûõ õàðàêòåðîâ, ìû â ñèëó
òîãî, ÷òî ñóììà ∑

χ

χ(α1, α2, . . . , αk),

ðàñïðîñòðàíåííàÿ íà âñå õàðàêòåðû îäíîãî è òîãî æå êîìïëåêñà,
ðàâíà F , åñëè (α1, α2, . . . , αk) � íóëåâîé êîìïëåêñ, è ðàâíà íóëþ
äëÿ âñåõ äðóãèõ êîìïëåêñîâ, ïîëó÷èì

F
∑
p(0,...,0)

νp
ps(0,...,0)

= lg
1

s− 1
+ P (s− 1). (68)

Â ôîðìóëå (68) ìîæíî, èäÿ äðóãèì ïóòåì, êîíñòàòèðîâàòü çíàê
ðàâåíñòâà. Íî òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äîâîëü-
íî ãðîìîçäêî, ìû ïðîäåëàåì åãî òîëüêî äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
ïðåäñòàâÿòñÿ íàì íåîáõîäèìûìè äëÿ äàëüíåéøåãî.
Ýòèì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå

îòìåòèì, ÷òî åñëè â ôîðìóëå (68) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà,
òî îí áóäåò èìåòü ìåñòî è âî âñåõ ôîðìóëàõ (66). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû õîòü â îäíîé èç íèõ èìåë ìåñòî çíàê <, òî ïîñëå ñëîæåíèÿ
âñåõ ôîðìóë (66) è (67) ôîðìóëà (68) ïîëó÷èëàñü áû òîæå ñî
çíàêîì <.
Â ñëó÷àå çíàêà ðàâåíñòâà ëåãêî ïîëó÷èòü∑

(α1,α2,...,αk)

νp
ps(α1,α2,...,αk)

=
1

F
lg

1

s− 1
+ P (s− 1), (69)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ëåæàùèå â
äîïóñòèìîì â øèðîêîì ñìûñëå êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk) (ñì.,
íàïðèìåð, [3], ñòð. 357), è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
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Ã ë à â í î é ò å î ð å ì å. Åñëè â ôîðìóëå (68) èìååò ìåñòî çíàê
ðàâåíñòâà, òî ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì â øèðîêîì ñìûñëå
êîìïëåêñàì.

�4. Î ïëîòíîñòÿõ ñîâîêóïíîñòåé ïðîñòûõ ÷èñåë,
ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëüíûì êëàññàì ïîäñòàíîâîê

Äàíû íåïðèâîäèìîå íîðìàëüíîå óðàâíåíèå n-îé ñòåïåíè

f (x) = 0 (70)

è ïîäñòàíîâêà f -ãî ïîðÿäêà

S=(x11, x12, . . . , x1f)(x21, x22, . . . , x2f) . . . (xe1, xe2, . . . , xef)(ef =n),
(71)

âõîäÿùàÿ â åãî ãðóïïó G. Âûáåðåì k ïðîñòûõ ÷èñåë l1, l2, . . . , lk
âèäà fx + 1, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ äèñêðèìèíàíòîì D óðàâíåíèÿ
(70) (k � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìû â äàëüíåéøåì áóäåì
áåçãðàíè÷íî óâåëè÷èâàòü), è îáðàçóåì ïðè ïîìîùè êîðíåé óðàâ-
íåíèé

xl1 = 0, xl2 = 0, . . . , xlk − 1 = 0 (72)

k öèêëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êàæäîå ñòåïåíè f (íàïðèìåð, ïðè ïî-
ìîùè ãàóññîâûõ ïåðèîäîâ). Äèñêðèìèíàíòû ýòèõ óðàâíåíèé ñóòü
ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë l1, l2, . . . , lk, à ïîòîìó îáëàñòè, îáðàçîâàí-
íûå ïðè ïîìîùè èõ êîðíåé, âçàèìíî ïðîñòû ìåæäó ñîáîé è ñ
Ω(x) (ò. å. íå èìåþò, êðîìå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îáùèõ ýëåìåí-
òîâ). Âûáåðåì çàòåì èç êàæäîãî èç íàøèõ óðàâíåíèé ïî îäíî-
ìó êîðíþ ην (ν = 1, 2, . . . , k) è ïî ïîäñòàíîâêå Uν, ïðîèçâîäÿùåé
ãðóïïó êàæäîãî èç íàøèõ óðàâíåíèé. Äàëåå, ðàññìîòðèì îáëàñòü
Ω(x, η1, η2, . . . , ηk). Åå ãðóïïà îäíîçíà÷íî (holo�edrisch) èçîìîðôíà
ñ ïðîèçâåäåíèåì G ·(U1)i1 ·(U2)i2 · · · (Uk)ik. Íå ââîäÿ äëÿ ïîäñòàíî-
âîê îáëàñòè Ω(x, η1, η2, . . . , ηk) íîâûõ îáîçíà÷åíèé, ìû áóäåì äëÿ
íèõ ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëàìè S ·Uα1

1 ·U
α2
2 · · ·U

αk
k , ãäå ïîäñòàíîâêà

S ïðîáåãàåò ãðóïïó G, à êàæäîå αν (ν = 1, 2, . . . , k) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , f − 1. Îáëàñòü Ω(x, η1, η2, . . . , ηk) òîæå íîð-
ìàëüíà, è åå ïîðÿäîê ðàâåí n · f k.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ê îòäåëó ïîäñòàíîâêè S â Ω(x). Èññëåäóåì, êàê ðàñïðåäåëÿ-
þòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà ýòîé ñîâîêóïíîñòè ïî êîìïëåêñàì, îáðàçî-
âàííûì îáëàñòüþ Ω(η1, η2, . . . , ηk) . ×èñëî ýòèõ êîìïëåêñîâ ðàâíî
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f k, è êàæäûé êîìïëåêñ α1, α2, . . . , αk ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâ-
êå Uα1

1 · U
α2
2 · · ·U

αk
k â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî ïðèíàäëå-

æèò ê ýòîé ïîäñòàíîâêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ëåæèò â
êîìïëåêñå (α1, α2, . . . , αk) (ñì. �2 íàñòîÿùåãî ñî÷èíåíèÿ, ãëàâíàÿ
òåîðåìà).
Â îñíîâó ïðåäñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ïîëîæèì ñëåäóþùóþ êëàñ-

ñèôèêàöèþ êîìïëåêñîâ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1 3. 1) Òå êîìïëåêñû (α1, α2, . . . , αk),

â êîòîðûõ îáùèé íàèáîëüøèé äåëèòåëü ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, f
ðàâåí åäèíèöå (äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäñòàíîâêà Uα1

1 · U
α2
2 · · ·U

αk
k

f -ãî ïîðÿäêà), íàçîâåì ïåðâîîáðàçíûìè.
2) ×èñëà α1, α2, . . . , αk, f èìåþò îáùèé íàèáîëüøèé äåëèòåëü

d (ïîäñòàíîâêà Uα1
1 · U

α2
2 · · ·U

αk
k ïîðÿäêà f

d), ïðè÷åì 1 < d < f .
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñû (α1, α2, . . . , αk) îñîáåí-
íûìè.
3) Íóëåâîé êîìïëåêñ (0, 0, . . . , 0).
×òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðâîîáðàçíûõ êîìïëåê-

ñîâ, çàìåòèì, ÷òî: 1) ÷èñëî êîìïëåêñîâ ïîðÿäêà d ðàâíî dk,
2) êàæäûé îñîáåííûé êîìïëåêñ (α1, α2, . . . , αk) ïîðÿäêà f ìîæíî,
äåëÿ åãî èíäåêñû íà d, ïðåîáðàçîâàòü â ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñ
ïîðÿäêà δ = f

d . Â ñèëó âñåãî ýòîãî èìååò ìåñòî ôîðìóëà∑
δ|f

ψ(δ) = f k, (73)

ãäå ìû ÷åðåç ψ(f ) îáîçíà÷àåì èñêîìîå ÷èñëî êîìïëåêñîâ, à ñóììà
â ëåâîé ÷àñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå äåëèòåëè δ ÷èñëà f . Òàê
êàê ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé f , òî, ïîëüçóÿñü
îáû÷íûì äåäåêèíäîâñêèì ïðèåìîì îáðàùåíèÿ, ìû ïîëó÷èì äëÿ
ψ(f ) ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ψ(f ) =
∑
d|f

µ(d)

(
f

d

)k
= f k

(
1− 1

qk1

)(
1− 1

qk2

)
· · ·
(

1− 1

qka

)
,

(74)
ãäå q1, q2, . . . , qa îáîçíà÷àþò ñèñòåìó âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñ-
ëà f .
Åñëè ìû âîçüìåì k íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû k-àÿ ñòåïåíü

íàèìåíüøåãî èç âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q1, q2, . . . , qa (íàçîâåì åãî
Q) áûëà áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
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C1
a , C

2
a , . . . , C

a−1
a , òî ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùå-

ãî íåðàâåíñòâà:

ψ(f ) > f k
(

1− a

Qk

)
. (75)

Ýòî íåðàâåíñòâî èãðàåò â äàëüíåéøåì âåñüìà âàæíóþ ðîëü.
Óáåäèìñÿ â ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ïðî-

ñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó ïîäñòàíîâêè S, ïî êîì-
ïëåêñàì. Äëÿ ýòîãî èçáåðåì èíäóêòèâíûé ïóòü. Èìåííî, ñíà÷àëà
óáåäèìñÿ â ýòîì äëÿ ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â Ω(x). Èõ îáùàÿ ïëîòíîñòü
ðàâíà 1

n. Ââåäåì ñëåäóþùåå
Î ï ð å ä å ë å í è å 1 4. Ñèñòåìó êîìïëåêñîâ

(rα1, rα2, . . . , rαk),

ãäå (α1, α2, . . . , αk) � êàêîé-íèáóäü ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñ, à r
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , f−1, íàçîâåì ëó÷îì (α1, α2, . . . , αk).
Åñëè æå r ïðîáåãàåò òîëüêî âçàèìíî ïðîñòûå ñ f çíà÷åíèÿ èç

ðÿäà 0, 1, 2, . . . , f − 1, òî ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó êîìïëåêñîâ áóäåì
íàçûâàòü ïåðâîîáðàçíîé ÷àñòüþ ëó÷à (α1, α2, . . . , αk).
Åñëè ÷èñëî (èëè èäåàë) ëåæèò â îäíîì èç êîìïëåêñîâ ëó÷à

(α1, α2, . . . , αk), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ëåæèò â ëó÷å (α1, α2,
. . . , αk).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå òåîðå-

ìû.
Ò å î ð å ì à 9. Ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñ íå ìîæåò âõîäèòü

áîëåå ÷åì â îäèí ëó÷.
Ò å î ð å ì à 1 0. ×èñëî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ÷àñòåé ëó÷åé ðàâíî

ψ(f )

ϕ(f )
= f k−1

a∏
i=1

(
1− 1

qki

)
(

1− 1
qi

) . (76)

Ò å î ð å ì à 1 1. ×òîáû ïðîñòîå ÷èñëî ð îäíîâðåìåííî ïðè-
íàäëåæàëî ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â Ω(x) è ëåæàëî â
ïåðâîîáðàçíîé ÷àñòè ëó÷à (α1, α2, . . . , αk), íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îíî â îáëàñòè Ω(x, η1, η2, . . . , ηk) ïðèíàäëåæàëî ê
îòäåëó ïîäñòàíîâêè 1 · Uα1

1 · U
α2
2 · · ·U

αk
k .

Ñóùåñòâîâàíèå æå ïîäîáíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Ôðîáåíèóñà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì
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ðàññìàòðèâàòü ýòè ïðîñòûå ÷èñëà êàê íîðìû èäåàëîâ â Ω(x), à ïî-
ýòîìó ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîìïëåêñîâ, ëåæàùèõ â ïåðâîîá-
ðàçíîé ÷àñòè ëó÷à (α1, α2, . . . , αk), äîïóñòèì â øèðîêîì ñìûñëå.
Ñòàëî áûòü, âñå ýòè êîìïëåêñû äîïóñòèìû, òàê êàê âñå êîìïëåê-
ñû ëó÷à ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòåïåíè êàêîãî-íèáóäü îäíîãî
ïåðâîîáðàçíîãî. Ïîýòîìó çäåñü ðîëü F èãðàåò f k.
×òîáû êîíñòàòèðîâàòü äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ çíàê ðàâåíñòâà â ôîð-

ìóëå (68), çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë,
ïðèíàäëåæàùèõ ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â Ω(x) è ëåæàùèõ
âî âñåõ f k êîìïëåêñàõ, ðàâíà 1

n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâîêóïíîñòü
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â
Ω(x) è îäíîâðåìåííî ëåæàùèõ â íóëåâîì êîìïëåêñå, èìååò ïëîò-
íîñòü

1

nf k
,

òàê êàê ýòè è òîëüêî ýòè ïðîñòûå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ê òîæäå-
ñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk), à ïîðÿäîê ãðóïïû ýòîé
îáëàñòè ðàâåí

nf k.

Îáå ïëîòíîñòè îòíîñÿòñÿ, êàê f k : 1, ò. å. F : 1, ÷òî äîêàçûâàåò,
÷òî â ôîðìóëå (68) äîëæåí áûòü çíàê ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèÿ äîñòàòî÷íûå äëÿ ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàøèõ
ïðîñòûõ ÷èñåë ïî êîìïëåêñàì, óäîâëåòâîðåíû.
Äîêàæåì òåïåðü ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîìïëåêñàì

ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê îòäåëó ïîäñòàíîâêè (71) f -ãî
ïîðÿäêà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàâíîìåðíîñòü äîêàçàíà äëÿ òåõ åå
ñòåïåíåé, ïîðÿäîê êîòîðûõ ìåíüøå f . Òîãäà áóäåò äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òîìó óñëîâèþ, ÷òî íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå

F (z) = 0, (77)

êîðåíü êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ê öèêëè÷åñêîé ãðóïïå (S)i, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå êàê ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ p, èìååò ðàöèîíàëüíûå
êîðíè. ×òîáû ïðîâåñòè ýòî äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî ñïåðâà óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå êîìïëåêñû äëÿ óðàâíåíèÿ (77) äîïóñòèìû.
Ýòî ñëåäóåò óæå èç òîãî, ÷òî îíè äîïóñòèìû äëÿ ìåíüøåé ñîâî-
êóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ â Ω(x) ê òîæäåñòâåí-
íîé ïîäñòàíîâêå. Äàëåå, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî â ôîðìóëå
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(68) äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî
îáðàçóåì íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå

Φ(ζ) = 0, (78)

êîðåíü êîòîðîãî ζ ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå (S)i â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk).
Âåëè÷èíó ζ ìîæíî ðàöèîíàëüíî âûðàçèòü ÷åðåç z, η1, η2, . . . , ηk,
è êàæäîé ñîïðÿæåííîé ñ z âåëè÷èíå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü f k ñî-
ïðÿæåííûõ ñ ζ âåëè÷èí, êîòîðûå ìû ïîëó÷èì, åñëè â âûðàæåíèè
ζ ÷åðåç z, η1, η2, . . . , ηk áóäåì íàä âåëè÷èíàìè η1, η2, . . . , ηk ïðîèç-
âîäèòü âñåâîçìîæíûå ïîäñòàíîâêè òèïà ñîîòâåòñòâåííî Uα1

1 , Uα2
2 ,

. . . , U
αk
k (αν = 0, 1, . . . , f−1). Åñëè ïîýòîìó ïðîñòîå ÷èñëî p ëåæèò

â íóëåâîì êîìïëåêñå, òî êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó êîðíþ ñðàâíå-
íèÿ

F (z) ≡ 0 (mod p) (79)

äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü f k ðàçëè÷íûõ êîðíåé ñðàâíåíèÿ

Φ(z) ≡ 0 (mod p). (80)

Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû η1, η2, . . . , ηk ñðàâíèìû ñ ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè, à êîðíè ñðàâíåíèÿ (80) âñå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé, åñ-
ëè òîëüêî p íå âõîäèò â äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (78). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî z ìîæåò áûòü
ðàöèîíàëüíî âûðàæåíî ÷åðåç ζ, à ïîýòîìó êàæäîìó ðàöèîíàëü-
íîìó êîðíþ ñðàâíåíèÿ (80) ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü
ñðàâíåíèÿ (79). Åñëè ïîýòîìó ìû ïðèìåíèì ôîðìóëó (6) ê óðàâ-
íåíèþ (77) è ê óðàâíåíèþ (78), òî çíà÷åíèÿ νp äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë,
ëåæàùèõ â íóëåâîì êîìïëåêñå, âî âòîðîì ñëó÷àå â f k ðàç áîëüøå,
÷åì â ïåðâîì, à äëÿ äðóãèõ ïðîñòûõ ÷èñåë âñå νp âî âòîðîì ñëó-
÷àå ðàâíû íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå â ôîðìóëå
(68) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ äëÿ
ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòûõ ÷èñåë
âûïîëíåíû, è ìû çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâîêóïíî-
ñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ â Ω(x) ê îòäåëó ïîäñòàíîâêè
Sλ fλ-ãî ïîðÿäêà è îäíîâðåìåííî ëåæàùèõ â îäíîì èç êîìïëåê-
ñîâ, ðàâíà

1

f kλ
kλ
nλ
n
,

à ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ â Ω(x)
ê ýòîìó æå îòäåëó è ëåæàùèõ âî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîìïëåêñàõ,
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ðàâíà
ψ(fλ)

f kλ
kλ
nλ
n
.

Òåïåðü èññëåäóåì ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë íàøåãî îòäå-
ëà ïî ðàçëè÷íûì åãî êëàññàì. Äëÿ ýòîãî îáðàçóåì íåïðèâîäèìîå
óðàâíåíèå

Φ(ξλ) = 0, (81)

êîðåíü êîòîðîãî ξλ ïðèíàäëåæèò ê öèêëè÷åñêîé ãðóïïå (S ·Uα1
1 ·

Uα2
2 · · ·U

αk
k )iâ Ω(x, η1, η2, . . . , ηk), ãäå (α1, α2, . . . , αk) � êàêîé-íè-

áóäü ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñ. Òîãäà ìû ñìîæåì äîêàçàòü ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó.
Ò å î ð å ì à 1 2. Èç òðåõ óòâåðæäåíèé:
1◦. Ïðîñòîå ÷èñëî p ïðèíàäëåæèò â Ω(x) ê êëàññó ïîäñòàíîâêè

Sλ.
2◦. Ïðîñòîå ÷èñëî ëåæèò â îäíîì èç êîìïëåêñîâ

(r′µα1, r
′
µα2, . . . , r

′
µαk)

(
µ = 1, 2, . . . , t =

φ(fλ)

kλ

)
.

Çäåñü ÷èñëà r′1, r2,
′ , . . . , r′t ñóòü êîðíè ñîîòâåòñòâåííî ñðàâíå-

íèé
rµ · x ≡ 1 (mod fλ) (µ = 1, 2, . . . , t), (82)

à ÷èñëà r1, r2, . . . , rt âçÿòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäñòàíîâêè

Sr1λ , S
r2
λ , . . . , S

rt
λ

ïðèíàäëåæàëè ê êëàññó ïîäñòàíîâêè Sλ (âñå rµ âçàèìíî ïðîñòû
ñ fλ, òàê êàê ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè S

rµ
λ äîëæåí áûòü ðàâåí fλ).

3◦. Ñðàâíåíèå
Φ(ξλ) ≡ 0 (mod p) (83)

èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè � êàæäîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ
îñòàëüíûõ.
A) 3◦ âûâîäèòñÿ èç 1◦ è 2◦ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîðíÿ óðàâíå-

íèÿ (81) ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x, η1, η2, . . . , ηk. Ïóñòü

ξλ = ϕ(x, η1, η2, . . . , ηk).

Âîçâûñèì ýòî âûðàæåíèå â p-óþ ñòåïåíü è ñòàíåì ðàññìàòðèâàòü
ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ p, ãäå p � îäèí èç ïðîñòûõ èäåàëüíûõ äå-
ëèòåëåé p â Ω(x).Òîãäà ìû óâèäèì, ÷òî x â íåì ïðåòåðïåâàåò
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ïîäñòàíîâêó Sλ, â òî âðåìÿ êàê η1, η2, . . . , ηk â ñèëó 2◦ � ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîäñòàíîâêè

U
r′µα1
1 , U

r′µα2
2 , . . . , U

r′µαk
k

(ïîñëåäíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî ìîäóëþ p, òàê êàê Ω(ηi) ñóòü
îáëàñòè äåëåíèÿ êðóãà). Ðàññìîòðèì òåïåðü òîò êîðåíü óðàâíå-
íèÿ (81), êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå (S

rµ
λ U

α1
1 Uα2

2 . . . U
αk
k )i. Èç

òåîðåìû Ø¼íåìàíà ñëåäóåò, ÷òî ýòîò êîðåíü ñðàâíèì ñ ñîáñòâåí-
íîé p-îé ñòåïåíüþ ïî ìîäóëþ p è, çíà÷èò, ïîäàâíî ïî ìîäóëþ
íåêîòîðîãî ïðîñòîãî èäåàëà â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk), à ïîýòîìó â ñèëó
îáîáùåííîé òåîðåìû Ôåðìà (ñì. [13], ñòð. 618) ýòîò êîðåíü ñðàâ-
íèì ïî ýòîìó ìîäóëþ ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, êîòîðîå äîëæíî
áûòü êîðíåì ñðàâíåíèÿ (83).
B) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óäîâëåòâîðåíî óñëîâèå 3◦. Ïóñòü

p â Ω(x) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó êàêîé-íèáóäü ïîäñòàíîâêè S, à â
Ω(η1, η2, . . . , ηk) � ê ïîäñòàíîâêå Uβ1

1 · U
β2
2 · · ·U

βk
k (äðóãèìè ñëî-

âàìè, ëåæèò â êîìïëåêñå (β1, β2, . . . , βk)). Òîãäà, êàê ìû óáåäè-
ëèñü, â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk) îíî ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïîäñòàíîâêè
S×Uβ1

1 ·U
β2
2 · · ·U

βk
k . Íî Ôðîáåíèóñ äîêàçàë ([1], ñòð. 701), ÷òî äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîãî êîðíÿ ñðàâíåíèÿ (83) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòü îäíà èç ïîäñòàíîâîê

TST−1 · Uβ1
1 · U

β2
2 · · ·U

βk
k

âõîäèëà â ãðóïïó, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ξλ, ò. å. â

(Sλ · Uα1
1 · U

α2
2 . . . U

αk
k )i.

Ïóñòü, òàêèì îáðàçîì,

TST−1 · Uβ1
1 · U

β2
2 · · ·U

βk
k = SRλ · U

Rα1
1 · URα2

2 . . . U
Rαk
k ,

ãäå R � îäíî èõ ÷èñåë ðÿäà 0, 1, 2, . . . , fλ − 1. Íî òàê êàê Sλ è S
âõîäÿò òîëüêî âåëè÷èíû x, à â Uν � òîëüêî ην è âñå âåëè÷èíû
x, η1, η2, . . . , ηk ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî äîëæíî èìåòü ìåñòî

TST−1 = SRλ , U
β1
1 = URα1

1 , Uβ2
2 = URα2

2 , . . . , U
βk
k = U

Rαk
k . (84)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëåæèò â ëó÷å (α1, α2, . . . , αk).
C) Åñëè ìû åùå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦, ò. å.

÷òî S = Sλ, òî òîãäà â ãðóïïå G äîëæíà íàõîäèòüñÿ òàêàÿ ïîä-
ñòàíîâêà T , ÷òî TSλT−1 = SRλ . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ



241

îäíèì èç ÷èñåë ðÿäà r1, r2, . . . , rt. Íî ðÿä r1, r2, . . . , rt ìîæåò îò-
ëè÷àòüñÿ îò ðÿäà r′1, r

′
2, . . . , r

′
t òîëüêî ïîðÿäêîì ñâîèõ ÷ëåíîâ. Â

ñàìîì äåëå, âîçâîäÿ ñîîòíîøåíèå

TiSλT
−1
i = Sriλ

â r′i-óþ ñòåïåíü, ìû ïîëó÷èì

TiS
r′i
λ T
−1
i = Sλ,

èëè
T−1
i SλTi = S

r′i
λ ,

÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî r′i íàõîäèòñÿ â ðÿäó r1, r2, . . . , rt. Òàêèì îá-
ðàçîì, óòâåðæäåíèå 2◦ âûïîëíåíî.
D) Èç 3◦ è 2◦, ñëåäóåò 1◦. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå 2◦ õà-

ðàêòåðèçóåò ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

βi ≡ rµαi (mod fλ) (i = 1, 2, . . . , k),

êîòîðûå âìåñòå ñ ñðàâíåíèÿìè

βi ≡ Rαi (mod fλ) (i = 1, 2, . . . , k) (ñì. B))

äàþò
(R− rµ)αi ≡ 0 (mod fλ) (i = 1, 2, . . . , k).

Îáðàçóåì ïðè ïîìîùè ýòèõ ñðàâíåíèé ñëåäóþùåå:

(R− rµ)(X1α1 + X2α2 + · · · + Xkαk) ≡ 0 (mod fλ).

Ïîäáåðåì X1, X2, . . . , Xk òàê, ÷òîáû X1α1 + X2α2 + · · · + Xkαk
áûëî âçàèìíî ïðîñòî ñ fλ, ÷òî âîçìîæíî â ñèëó ïåðâîîáðàçíîñòè
êîìïëåêñà (α1, α2, . . . , αk). Òîãäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî

R ≡ rµ (mod fλ),

îòêóäà S = T−1S
rµ
λ T , ò. å. S ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïîäñòàíîâêè

Sλ. Èòàê, òåîðåìà äîêàçàíà âî âñåõ ñâîèõ ÷àñòÿõ.
Òåïåðü äîêàæåì ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äîïóñòèìûì

êîìïëåêñàì òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, ÷òî ñðàâíåíèå (83) èìååò ðà-
öèîíàëüíûå êîðíè. Èç ïðåäûäóùåãî (ñì. Â)) äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû (12) ÿñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü äîïóñòèìû
òîëüêî fλ êîìïëåêñîâ ëó÷à (α1, α2, . . . , αk). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îíè äåéñòâèòåëüíî äîïóñòèìû, òàê êàê ãðóïïà ýòèõ êîìïëåêñîâ
öèêëè÷åñêàÿ, à ñîâîêóïíîñòü ïåðâîîáðàçíûõ êîìïëåêñîâ èç ëó-
÷à (α1, α2, . . . , αk) ñîîòâåòñòâóåò îòäåëó Sλ · Uα1

1 · U
α2
2 . . . U

αk
k â
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Ω(x, η1, η2, . . . , ηk). Äàëåå, â ôîðìóëå (68) èìååò ìåñòî çíàê ðà-
âåíñòâà. Â ñàìîì äåëå, åñëè p ëåæèò â íóëåâîì êîìïëåêñå, òî
ëåâàÿ ÷àñòü ñðàâíåíèÿ (83) ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè,
à ïîòîìó νp = n · f k−1

λ (âåäü óðàâíåíèå (81) nf k−1
λ -îé ñòåïåíè). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ýòè è òîëüêî ýòè ïðîñòûå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ê
òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk), à ïîýòîìó ïëîò-
íîñòü èõ ñîâîêóïíîñòè ðàâíà

1

nf kλ
.

Òàêèì îáðàçîì, îáå ïëîòíîñòè ñòîÿò â îòíîøåíèè fλ : 1. Íî
ýòî ÷èñëî èãðàåò çäåñü ðîëü F . Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ íàøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïî êîìïëåêñàì ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ äîêàçàííîé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü òå èç íàøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå ëåæàò

â ïåðâîîáðàçíîé ÷àñòè ëó÷à (α1, α2, . . . , αk). Åñëè êàêîå-íèáóäü
èç íèõ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Sλ â Ω(x), òî â ñèëó D) îíî ëåæèò
â îäíîì èç êîìïëåêñîâ

(rµαi)

(
µ = 1, 2, . . . , t= ϕ(fλ)

kλ
i = 1, 2, . . . , k

)
(äëÿ êðàòêîñòè ìû, âìåñòî (α1, α2, . . . , αk), ââîäèì îáîçíà÷åíèå
(αi)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðÿä r1, r2, . . . , rt îáðàçóåò ãðóïïó îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð,

Sriλ = TiSλT
−1
i , S

rj
λ = TjSλT

−1
j ;

òîãäà

S
rirj
λ = (Sriλ )rj = (TiSλT

−1
i )rj = TiS

rj
λ T

−1
i = TiTjSλT

−1
j T−1

i =

= (TiTj)Sλ(TjTi)
−1.

Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ãðóïïû âñåõ âçàèìíî ïðîñòûõ ñ
fλ êëàññîâ ïî ìîäóëþ fλ. Îáîçíà÷èâ îáå ãðóïïû ñîîòâåòñòâåííî
÷åðåç r è R, ìû ñìîæåì ðàçáèòü R íà ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû ïî
r

R = r + R2r + R3r + · · · + Rkλr. (85)
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññû ïîäñòàíîâîê Sλ, S
R2λ
λ , . . . , S

Rkλ
λ èñ÷åðïû-

âàþò âåñü îòäåë Sλ. Ïðèóðî÷èì ê ýòèì êëàññàì çíà÷êè ñîîòâåò-
ñòâåííî 1, 2, 3, . . . , kλ. Âîîáùå îêîëî êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà áó-
äåì ñòàâèòü äâà çíà÷êà: ïåðâûé áóäåò îáîçíà÷àòü êëàññ, ê êîòî-
ðîìó îíî ïðèíàäëåæèò, âòîðîé � êîìïëåêñ, â êîòîðîì îíî ëåæèò.
Äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë òèïîâ

pν,αi, pν,r2αi, . . . , pν,riαi

ââåäåì îáùèé ñèìâîë pν,rαi.
Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå ê îòäåëó

Sλ · Uα1
1 · U

α2
2 . . . U

αk
k â Ω(x, η1, η2, . . . , ηk),

äîëæíî ïðèíàäëåæàòü ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

p1,rαi, p2,R2rαi, . . . , pkλ,Rkλrαi
.

Ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïî êîìïëåêñàì
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:∑
p

p−s1,rαi
=
∑
p

p−s2,R2rαi
+P (s−1) = · · · =

∑
p

p−skλ,Rkλrαi
+P (s−1) =

=
1

kλ

kλ∑
µ=1

∑
p

p−sµ,Rµrαi + P (s− 1). (86)

Âîçüìåì â ýòîé ôîðìóëå â ðîëè (αi) êàæäûé èç êîìïëåêñîâ (αi),
(R2αi), . . . , (Rkλαi) è ñëîæèì âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû. Ïðè ýòîì
çàìåòèì, ÷òî: 1) âñå ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû (85) ïîñëå èõ óìíîæå-
íèÿ íà Rµ ìîãóò òîëüêî èçìåíèòü ïîðÿäîê ñâîåãî ðàñïîëîæåíèÿ,
2) ïðè ýòîì íè îäíà èç ñèñòåì íå ìîæåò îñòàòüñÿ íå èçìåíåííîé.
Ïîýòîìó ñóììà, ïîëó÷àåìàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íîâîé ôîðìóëû, ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
ê îòäåëó Sλ â Ω(x) è âìåñòå ñ òåì ëåæàò â kλt = ϕ(fλ) êîìïëåê-
ñàõ (Rµrαi), îáðàçóþùèõ ïåðâîîáðàçíóþ ÷àñòü ëó÷à (αi). Íî òàê
êàê ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ê îòäåëó Sλ â Ω(x), ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî âñåì f kλ êîìïëåêñàì, òî îáùàÿ ïëîòíîñòü
ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà

ϕ(fλ)

f kλ
kλ
nλ
n
,
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è ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå
kλ∑
µ=1

∑
p

p−s1,Rµαi
=
ϕ(fλ)

f kλ

nλ
n

lg
1

s− 1
+ P (s− 1), (87)

ãäå âñÿ ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, ïðèíàäëåæàùèå ê êëàññó Sλ â Ω(x) è îäíîâðåìåííî ëåæàùèå
â ïåðâîîáðàçíîé ÷àñòè ëó÷à (αi).

Îáðàçóåì òåïåðü ôîðìóëû, ïîäîáíûå (87), äëÿ âñåõ
ψ(fλ)

ϕ(fλ)
ïåð-

âîîáðàçíûõ ÷àñòåé ëó÷åé (ñì. òåîðåìó 10) è ñëîæèì èõ. Ýòèì ìû
åùå ìîæåì íå èñ÷åðïàòü âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê
êëàññó Sλ â Ω(x), òàê êàê åùå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðèíàäëåæà-
ùèå ê êëàññó Sλ â Ω(x) ïðîñòûå ÷èñëà, ëåæàùèå âìåñòå ñ òåì â
íóëåâîì èëè â îñîáåííûõ êîìïëåêñàõ. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå
â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ

≤
∑
p

p−s1 + P (s− 1),

îòêóäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∑
p

p−s1 ≥
ψ(fλ)

f kλ

nλ
n

lg
1

s− 1
+ P (s− 1). (88)

Âîçüìåì k íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü íåðà-
âåíñòâî (75). Òîãäà, âìåñòî (88), ìû ìîæåì íàïèñàòü∑

p−s1 >

(
1− a

Qk

)
nλ
n

lg
1

s− 1
+ P (s− 1). (89)

Ýòà ôîðìóëà äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò.
Ñïåðâà äîêàæåì, ÷òî

lim
s=1

inf

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

≥ nλ
n
. (90)

Â ñàìîì äåëå, åñëè áû èìåëî ìåñòî

lim
s=1

inf

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

=
nλ
n
− α,



245

ãäå α > 0, òî, âçÿâ

k >
lg nλ − lg n + lg a− lgα

lgQ
,

ìû èìåëè áû
nλ
n
− α < nλ

n

(
1− a

Qk

)
. (91)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåëàÿ íåðàâåíñòâî (88) íà lg 1
s−1 è áåðÿ îò

îáåèõ ÷àñòåé lim
s=1

inf, ìû ïîëó÷èì

nλ
n
− α ≥

(
1− a

Qk

)
nλ
n
. (92)

Íåñîâìåñòèìîñòü (91) è (92) äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåí-
ñòâà (90).
Íåðàâåíñòâà, ïîäîáíûå (90), èìåþò ìåñòî äëÿ êàæäîãî èç êëàñ-

ñîâ íàøåãî îòäåëà. ×òîáû îöåíèòü âåëè÷èíó

lim
s=1

sup

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

,

ïåðåïèøåì ôîðìóëó (20) òàêèì îáðàçîì: (93)∑
p
p−s1

lg 1
s−1

= kλ
nλ
n
−


∑
p
p−s2

lg 1
s−1

+

∑
p
p−s3

lg 1
s−1

+ · · · +

∑
p
p−skλ

lg 1
s−1

 +
P (s− 1)

lg
1

s− 1

.

Âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé lim
s=1

sup, ìû â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

lim inf(α + β + . . . ) ≥ lim inf α + lim inf β + . . .

è íåðàâåíñòâà (90), ïðèìåíåííîãî êî 2, 3, . . . , kλ-ìó êëàññó íàøåãî
îòäåëà, ïîëó÷èì

lim
s=1

sup

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

≤ kλ
nλ
n
−

kλ−1 ðàç︷ ︸︸ ︷(
nλ
n

+
nλ
n

+ · · · + nλ
n

)
=
nλ
n
. (94)
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Ñîïîñòàâèì íåðàâåíñòâà (90) è (94):

nλ
n
≤ lim

s=1
inf

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

≤ lim
s=1

sup

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

≤ nλ
n
. (95)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ñïðàâåäëèâû òîëüêî òîãäà, êîãäà â
íèõ âåçäå áóäåò èìåòü ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà. Ñòàëî áûòü

lim
s=1

inf

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

= lim
s=1

sup

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

= lim
s=1

∑
p
p−s1

lg 1
s−1

=
nλ
n
, (96)

è èñêîìàÿ ïëîòíîñòü íàéäåíà.

�5. Êðèòåðèé ðîäñòâåííîñòè îáëàñòåé

Â ýòîé ãëàâå ÿ èññëåäóþ ñâÿçü ìåæäó ñòåïåíüþ ðîäñòâà íåñêîëü-
êèõ àëãåáðàè÷åñêèõ îáëàñòåé è ðàçëîæåíèåì îïðåäåëÿþùèõ èõ
óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòûì ìîäó-
ëÿì. Äî ñèõ ïîð áûëè ðàçîáðàíû äâà ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ
ýòîé çàäà÷è.
1) Åñëè îäíà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì äðóãîé, òî ïðèíàä-

ëåæíîñòü ïðîñòîãî ÷èñëà ê èçâåñòíîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê âî
âòîðîé îáëàñòè âëå÷åò çà ñîáîé ïðèíàäëåæíîñòü åãî ê âïîëíå
îïðåäåëåííîìó êëàññó â ïåðâîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòîå ÷èñ-
ëî ïðèíàäëåæèò âî âòîðîé îáëàñòè ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâ-
êå, òî â ïåðâîé îíî òîæå ïðèíàäëåæèò ê òîæäåñòâåííîé ïîä-
ñòàíîâêå. Èìååò ìåñòî òàêæå îáðàòíàÿ òåîðåìà, ïîëüçóÿñü êîòî-
ðîé, Á.Í. Äåëîíå [9] äîêàçàë ÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòíîé òåîðåìû
Êðîíåêåðà�Âåáåðà î òîì, ÷òî âñÿêàÿ àáåëåâà îáëàñòü åñòü îáëàñòü
äåëåíèÿ êðóãà.
2) Äâå îáëàñòè âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà, âçÿâ ïî ïðîèçâîëó èç

îáåèõ îáëàñòåé ïî êëàññó ïîäñòàíîâîê, ìîæíî íàéòè áåñ÷èñëåí-
íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññàì ýòèõ
ïîäñòàíîâîê â ñîîòâåòñòâåííûõ îáëàñòÿõ. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìîò-
ðåí Ì.Áàóýðîì (loc. cit.).
Ðàññìîòðèì ñàìûé îáùèé ñëó÷àé. Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå

îáëàñòè ω1 è ω2 è ñîñòàâèì èõ íîðìû, ò. å. íàèìåíüøèå çàêëþ÷à-
þùèå èõ íîðìàëüíûå îáëàñòè: Ω1 è Ω2. Îáðàçóåì èõ íàèìåíüøóþ
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îáùóþ îáëàñòü Ω, êîòîðàÿ òîæå áóäåò íîðìàëüíà, è ïóñòü åå ãðóï-
ïà áóäåò G, à ãðóïïû, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò îáëàñòè, � ñîîòâåò-
ñòâåííî G1 è G2. Èçâåñòíî, ÷òî G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè
äåëèòåëÿìè G. Èõ ã¼ëüäåðîâñêèå äîïîëíåíèÿ

H1 =
G

G1
è H2 =

G

G2

èçîìîðôíû ñ ãðóïïàìè Ãàëóà âíóòðè îáëàñòåé ñîîòâåòñòâåííî Ω1

è Ω2. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ÷åðåç Ω. Ãðóïïà
K, ê êîòîðîé îíî ïðèíàäëåæèò âíóòðè Ω, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé
ãðóïïîé, ñîäåðæàùåé ãðóïïû G1 è G2, è ïîòîìó â ñèëó íîðìàëü-
íîñòè ïîñëåäíèõ ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê èõ ñèìâîëè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå

K = G1G2.

Âíóòðè êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 îíî ïðèíàäëåæèò ñîîòâåò-
ñòâåííî ê ãðóïïàì

K1 =
K

G1
è K2 =

K

G2
.

Èíäåêñû (G,K), (H1, K1), (H2, K2) áóäóò, î÷åâèäíî, ðàâíû îäíî-
ìó è òîìó æå ÷èñëó j.
Ðàçëîæèì òåïåðü ãðóïïó G íà ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû ïî K,

ãðóïïó H1 � ïî K1 ãðóïïó H2 � ïî K2,

G = K + KU1 + KU2 + · · · + KUj−1, (97)

H1 = K1 + K1V1 + K1V2 + · · · + K1Vj−1, (98)

H2 = K2 + K2W1 + K2W2 + · · · + K2Wj−1. (99)

Ïîäñòàíîâêè Vi èWi âûáåðåì òàê, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè ñè-
ñòåìàì ñîîòâåòñòâåííî G1Ui è G2Ui (âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ã¼ëü-
äåðîâñêîãî äîïîëíåíèÿ).
ßñíî, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p ïðèíàäëåæèò â Ω ê êëàññó ïîä-

ñòàíîâêè, âõîäÿùåé â ñèñòåìó KUi, òî â Ω1 è Ω2 îíî áóäåò ïðè-
íàäëåæàòü ê êëàññàì ïîäñòàíîâîê, âõîäÿùèõ â ñèñòåìû ñîîòâåò-
ñòâåííî K1Vi è K2Wi. Äîêàæåì, ÷òî åñëè äâå ïîäñòàíîâêè T1 è
T2 âíóòðè Ω1 è Ω2 áóäóò âõîäèòü â ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî K1Vi
è K2Wi, òî ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ èì ïîäñòàíîâêó âíóò-
ðè Ω, âõîäÿùóþ â ñèñòåìó KUi. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ
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ñèñòåì K1, K2, K. ×òîáû íàéòè ïîäñòàíîâêó èç K, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïîäñòàíîâêàì T1 èç K1 è T2 èç K2, äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäñòà-
íîâêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ T1 èç K1 è 1 èç K2, à çàòåì íàéòè ïîä-
ñòàíîâêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ 1 èç K1 è T2 èç K2. Íàéäåì ïåðâîå.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âíóòðè Ω ñóùåñòâóåò ïîäñòà-
íîâêà, îñòàâëÿþùàÿ âåëè÷èíû èç Ω2 íà ìåñòå (ò. å. âõîäÿùàÿ â
G2) è ïðîèçâîäÿùàÿ íàä âåëè÷èíàìè èç Ω1 ëþáóþ ïîäñòàíîâêó
ãðóïïû K1 = K

G1
. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ïîäñòàíîâêè èç

G2 ïðîèçâîäÿò íàä âåëè÷èíàìè èç Ω1 íå âñåâîçìîæíûå ïîäñòàíîâ-
êè ãðóïïû K1, à òîëüêî íåêîòîðûå, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâàòü
ãðóïïó K1, ÿâëÿþùóþñÿ äåëèòåëåì ãðóïïû K1.
Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùèå âíóòðè Ω ê ãðóïïå K1.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè âõîäÿò â Ω1, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èçìå-
íÿÿñü â Ω îò ïîäñòàíîâîê ãðóïïû G2, îíè âõîäÿò â Ω2; çíà÷èò,
îíè âõîäÿò â èõ ïåðåñå÷åíèå Ω. Ýòî æå íåâîçìîæíî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ãðóïïà K1 ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì äåëèòåëåì ãðóïïû K1. Âñå
ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü íàøó òåîðåìó äîêàçàííîé.
Åñëè Ω2 öåëèêîì âõîäèò â Ω1, òî Ω1 = Ω, Ω2 = Ω ,K = G2, K2 =

1. Çäåñü äëÿ êàæäîé ïîäñòàíîâêè â G1 ìû â ñèëó ðàçëîæåíèé
(97), (98), (99) ïîëó÷èì âïîëíå îïðåäåëåííóþ ïîäñòàíîâêó â G2.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû â G1 âûáðàëè òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó,
òî â G2 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñòàíîâêà äîëæíà áûòü òîæå òîæäå-
ñòâåííîé.
Åñëè Ω2 íå âõîäèò â Ω1, òî G2 ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì äåëèòå-

ëåì K,K2 ñîäåðæèò íå òîæäåñòâåííûå ýëåìåíòû, à ïîòîìó ñó-
ùåñòâóþò ïðîñòûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå â Ω1 ê òîæäåñòâåííîé
ïîäñòàíîâêå, à â Ω2 � ê ïîäñòàíîâêå, îòëè÷íîé îò òîæäåñòâåí-
íîé. Ýòà òåîðåìà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ïðåäûäóùåé; ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàÿ.
Íàêîíåö, åñëè Ω1 è Ω2 âçàèìíî ïðîñòû, ò. å. åñëè Ω åñòü îáëàñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òîK = G,K1 = G1, K2 = G2 (j = 1). Â ýòîì
ñëó÷àå â îáåèõ îáëàñòÿõ ìîæíî âûáðàòü ïîäñòàíîâêè ñîâåðøåííî
íåçàâèñèìî.
Åñëè ìû èìååì äåëî ñ á�îëüøèì êîëè÷åñòâîì îáëàñòåé, òî èñ-

ñëåäîâàíèå ïðèäåòñÿ âåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà íàäî èñ-
ñëåäîâàòü, ïîäîáíî ïðåäûäóùåìó, êàêèå-íèáóäü äâå èç çàäàííûõ
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îáëàñòåé; çàòåì âçÿòü èõ îáùóþ îáëàñòü âìåñòå ñ òðåòüåé; çà-
òåì îáëàñòü, çàêëþ÷àþùóþ âñå òðè îáëàñòè, âìåñòå ñ ÷åòâåð-
òîé è ò. ä. Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå ñèììåòðè÷íîãî çàêîíà ïîäûñêàòü
íåëüçÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îáëà-
ñòè Ω(

√
2),Ω(

√
3),Ω(

√
6). Ëþáûå äâå èç ýòèõ îáëàñòåé âçàèìíî

ïðîñòû, è ïîòîìó ïîäñòàíîâêè â íèõ íåçàâèñèìû; êîãäà æå ìû
âûáðàëè â îáåèõ îáëàñòÿõ ïî ïîäñòàíîâêå, òî ýòèì ìû âïîëíå
îïðåäåëèëè ïîäñòàíîâêó â òðåòüåé îáëàñòè, òàê êàê òðåòüÿ îá-
ëàñòü âõîäèò äåëèòåëåì â íàèìåíüøóþ îáëàñòü, çàêëþ÷àþùóþ â
ñåáå îáå îñòàëüíûå îáëàñòè.
Äëÿ ðàçðåøåíèÿ â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå âîïðîñà, ñóùå-

ñòâóþò ëè ïðîñòûå ÷èñëà, îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàùèå ê çà-
äàííûì êëàññàì ïîäñòàíîâîê â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ,
äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè â ãðóïïå îáëàñòè, îáðàçî-
âàííîé èç ýòèõ îáëàñòåé, ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ âíóòðè êàæäîé èç
çàäàííûõ îáëàñòåé ïðîèçâîäèò ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííóþ ïîä-
ñòàíîâêó. Âñïîìíèì, ÷òî êàæäîìó ïðîñòîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò
êëàññ ïîäñòàíîâîê, à êàæäîìó ïðîñòîìó èäåàëó � îäíà îïðåäå-
ëåííàÿ ïîäñòàíîâêà (ñð. [1], êîíåö). Ýòîò ïðèíöèï áîëåå îáùèé,
òàê êàê çäåñü íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè íîðìàëüíîñòü îáëàñòåé.

�6. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòûõ
èäåàëîâ ñ çàäàííîé âû÷åòíîñòüþ

Ïðèíöèï, âûñêàçàííûé â êîíöå ïðåäûäóùåé ãëàâû, ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü, ïðèòîì â íåñêîëüêî ðàñøèðåííîé ôîðìóëèðîâêå, òåîðå-
ìó Ãèëüáåðòà î ñóùåñòâîâàíèè áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ
èäåàëîâ ñ çàäàííîé âû÷åòíîñòüþ (ñì. [6], ñòð. 426, Satz 152).
Äàíà íîðìàëüíàÿ îáëàñòü Ω, ñîäåðæàùàÿ â ñåáå l-ûå êîðíè èç

åäèíèöû. Ïóñòü α áóäåò öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî èç Ω, à p
� ïðîñòîé èäåàë, íå âõîäÿùèé â α. Íà îñíîâàíèè îáîáùåííîé
òåîðåìû Ôåðìà

αp
f−1 ≡ 1 (mod p), (100)

ãäå f � ïîðÿäîê èäåàëà p. Íî òàê êàê Ω ñîäåðæèò â ñåáå l-ûé
êîðåíü èç åäèíèöû ζ = e

2πi
l , òî âíóòðè îáëàñòè ω(ζ) ïîðÿäîê

ïðîñòîãî èäåàëüíîãî äåëèòåëÿ p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì f , à ïîòîìó
äîëæíî èìåòü ìåñòî ñðàâíåíèå

pf ≡ 1 (mod l),
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ò. å. pf − 1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà l.
Èç ôîðìóëû (100) íåòðóäíî ïîëó÷èòü

α
pf−1
l ≡ ζc (mod p), (101)

ãäå c � îäíî èç ÷èñåë 0, 1, 2, . . . , l − 1. Óñëîâèìñÿ â ýòîì ñëó÷àå

â îáîçíà÷åíèè ζc =
{
α
p

}
(ñì. [6], ñòð. 365). Òåîðåìà, êîòîðóþ ÿ

ñîáèðàþñü äîêàçàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Äàíû t öåëûõ ÷èñåë èç Ω

α1, α2, . . . , αt,

ïðèòîì òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

αm1
1 · α

m2
2 · · ·α

mt
t

ìîæåò òîëüêî òîãäà áûòü l-îé ñòåïåíüþ ÷èñëà èç Ω, åñëè êàæ-
äîå èç ÷èñåë m1,m2, . . . ,mt äåëèòñÿ íà l. Çàäàäèì ïî ïðîèçâîëó
t l-ûõ êîðíåé èç åäèíèöû: ζc1, ζc2, . . . , ζct. Òîãäà â Ω ñóùåñòâóåò
áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî òàêèõ ïðîñòûõ èäåàëîâ p, äëÿ êîòî-
ðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà{

α1

p

}
= ζc1,

{
α2

p

}
= ζc2, . . . ,

{
αt
p

}
= ζct. (102)

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòûõ èäåàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ò. å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ f = 1; èíà÷å ãîâîðÿ, ýòè èäåàëû áóäóò â
Ω ïðèíàäëåæàòü ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå.
Ïðèñîåäèíèì ê Ω âåëè÷èíû

β1 = l
√
α1, β2 = l

√
α2, . . . , βt = l

√
αt.

Ñ÷èòàÿ Ω îáëàñòüþ ðàöèîíàëüíîñòè, ìû ïîëó÷èì àáåëåâó îá-
ëàñòü, ãðóïïà êîòîðîé ñîñòîèò èç ïîäñòàíîâîê, ïåðåâîäÿùèõ âå-
ëè÷èíû βi â ζiβi, ãäå ζi � êàêîé-íèáóäü êîðåíü èç åäèíèöû. Äî-
êàæåì, ÷òî ïîðÿäîê ýòîé îáëàñòè ïî îòíîøåíèþ ê Ω ðàâåí lt .
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ïîðÿäîê åå íèæå. Òîãäà, åñëè ìû
ñòàíåì ïðèñîåäèíÿòü ê Ω ïîñëåäîâàòåëüíî êîðíè óðàâíåíèé

zl − α1 = 0, zl − α2 = 0, . . . , zl − αt = 0, (103)
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òî êàêîå-íèáóäü èç ýòèõ óðàâíåíèé äîëæíî áóäåò ñäåëàòüñÿ ïðè-
âîäèìûì â îáëàñòè, îáðàçîâàííîé èç îáëàñòè Ω ïîñðåäñòâîì ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ê íåé êîðíåé ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé. Íî â ñèëó íîð-
ìàëüíîñòè êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé âíóòðè Ω óðàâíåíèå äîëæ-
íî ðàñïàñòüñÿ íà ìíîæèòåëè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè, êîòîðàÿ áëà-
ãîäàðÿ òîìó, ÷òî l � ïðîñòîå ÷èñëî, äîëæíà áûòü ïåðâîé. Ïóñòü
ïåðâîå èç òàêèõ óðàâíåíèé áóäåò zl − αν = 0. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

βν = ϕ(β1, β2, . . . , βν−1). (104)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëàñòü Ω(β1, β2, . . . , βν−1) äîëæíà áûòü ïî-
ðÿäêà lν−1 îòíîñèòåëüíî Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si îïåðàöèþ íàä
β1, β2, . . . , βν−1, çàêëþ÷àþùóþñÿ â óìíîæåíèè βi íà ζ è îñòàâëÿ-
þùóþ âåëè÷èíû β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βν−1 áåç ïåðåìåíû. Ãðóï-
ïà Ãàëóà îáëàñòè Ω(β1, β2, . . . , βν−1) ñîñòîèò èç ïîäñòàíîâîê òèïà
Sξ11 S

ξ2
2 · · ·S

ξν−1
ν−1 . Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ãðóïïà áûëà ïîðÿäêà lν−1,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ξ1, ξ2, . . . , ξν−1 ïðîáåãàëè íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà âñå çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , l−1. Â ÷àñòíîñòè, âñå
ïîäñòàíîâêè Si (i = 0, 1, 2, . . . , ν−1) äîëæíû âõîäèòü â ãðóïïó îá-
ëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ϕ(β1, . . . , βi−1, ζβi, βi+1, . . . , βν−1)
áóäåò ñîïðÿæåííîé ñ βν, ò. å. îíà äîëæíà áûòü ðàâíà ζcβν, ãäå c �
êàêîå-íèáóäü èç ÷èñåë 0, 1, 2, . . . , l− 1. Ñîîòíîøåíèå (104) ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βν = A0 + A1βν−1 + A2β
2
ν−1 + · · · + Al−1β

l−1
ν−1,

ãäå A0, A1, A2, . . . , Al−1 � ýëåìåíòû îáëàñòè Ω(β1, β2, . . . , βν−2).
Òîãäà

ζcβν = A0 + A1ζβν−1 + A2ζ
2β2

ν−1 + · · · + Al−1ζ
l−1βl−1

ν−1.

Äàëåå,

ζ2cβν = A0 + A1ζ
2βν−1 + A2ζ

4β2
ν−1 + · · · + Al−1ζ

2(l−1)βl−1
ν−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ζ(l−1)cβν = A0 +A1ζ
l−1βν−1 +A2ζ

2(l−1)β2
ν−1 + · · ·+Al−1ζ

(l−1)2βl−1
ν−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî âñå A, êðîìå Ac, ðàâíû
íóëþ. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå ïîäîáíûì æå îáðàçîì ïðèìåíè-
òåëüíî ê

βν−2, βν−3, . . . , β2, β1,
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ìû óâèäèì, ÷òî íàøå ñîîòíîøåíèå äîëæíî èìåòü âèä

βν = Aβc11 · β
c2
2 · · · β

cν−1
ν−1 ,

ãäå A � ýëåìåíò îáëàñòè Ω. Âîçâåäåì ýòî ñîîòíîøåíèå â l-óþ
ñòåïåíü. Ïîëó÷èì

αν = Alαc11 · α
c2
2 · · ·α

cν−1
ν−1 .

Âîçìîæíîñòü òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ èñêëþ÷åíà ïðè ôîðìóëèðîâ-
êå òåîðåìû. Ïîýòîìó îáëàñòü Ω(β1, β2, . . . , βt) äîëæíà áûòü l-ãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Ω è åå ãðóïïà äîëæíà ñîñòîÿòü èç ïîäñòà-
íîâîê òèïà

Sξ11 · S
ξ2
2 · · ·S

ξt
t ,

ãäå êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà Si èçìåíÿåò βi â ζβi è îñòàâëÿåò âåëè÷è-
íû

β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βt

áåç ïåðåìåíû, à ïîêàçàòåëè ξ1, ξ2, . . . , ξt ïðîáåãàþò íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà âñå çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , l − 1. Ýòè æå ïîäñòàíîâ-
êè äîëæíû âõîäèòü â ãðóïïó íîðìû îáëàñòè Ω(β1, β2, . . . , βt), ò. å.
íàèìåíüøåé çàêëþ÷àþùåé åå íîðìàëüíîé îáëàñòè, à ïîòîìó â ñè-
ëó ðåçóëüòàòà ãëàâû IV ñóùåñòâóåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë , ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññó ïîäñòàíîâêè

S = Sc11 · S
c2
2 · · ·S

ct
t .

Ýòè ïðîñòûå ÷èñëà âíóòðè Ω ðàçëàãàþòñÿ íà èäåàëüíûå ìíîæèòå-
ëè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ïîäñòàíîâêà S îñòàâëÿåò âåëè÷èíû
èç Ω áåç ïåðåìåíû. Âíóòðè æå íîðìû îáëàñòè Ω(β1, β2, . . . , βt)
êàæäîå òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p ðàçîáüåòñÿ íà ïðîñòûå èäåàëû òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî õîòü îäèí èç íèõ, íàïðèìåð π, áóäåò ïðèíàäëå-
æàòü ê ïîäñòàíîâêå S. Ïðèìåíÿÿ õàðàêòåðèçóþùåå ïðèíàäëåæ-
íîñòü ê S ñðàâíåíèå ê âåëè÷èíàì β1, β2, . . . , βt, ìû ïîëó÷èì ðÿä
ñðàâíåíèé

βp1 ≡ ζc1β1, β
p
2 ≡ ζc2β2, . . . , β

p
t ≡ ζctβt (mod π). (105)

Ðàçäåëèâ ýòè ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà β1, β2, . . . , βt , ìû áó-
äåì èìåòü

βp−1
1 ≡ ζc1, βp−1

2 ≡ ζc2, . . . , βp−1
t = ζct (mod π). (106)
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Íî òàê êàê â ñèëó òîãî, ÷òî f = 1, ÷èñëî p − 1 äåëèòñÿ íà l, ìû
ìîæåì ïåðåïèñàòü ñðàâíåíèÿ (106) òàê:

α
p−1
l

1 ≡ ζc1, α
p−1
l

2 ≡ ζc2, . . . , α
p−1
l

t ≡ ζct (mod π). (107)

Â ñðàâíåíèÿõ (107) ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû èç Ω, à ïîòîìó ýòè
ñðàâíåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðîñòîãî âíóòðè Ω ìîäóëÿ p,
â êîòîðûé π âõîäèò ìíîæèòåëåì.
Äàëåå, èç ñðàâíåíèÿ

α
p−1
l ≡

{
α

p

}
(mod π) (108)

è ñðàâíåíèé (107) ìû ïîëó÷àåì{
α1

p

}
≡ ζc1,

{
α2

p

}
≡ ζc2, . . . ,

{
αt
p

}
≡ ζct (mod p). (109)

Ýòè ñðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü çàìåíåíû ðàâåíñòâàìè, òàê êàê ðàç-
ëè÷íûå êîðíè èç åäèíèöû íå ìîãóò áûòü ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p,
íå âõîäÿùåìó â äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ζ l−1 +ζ l−2 + · · ·+ζ+1 =
0. Çíà÷èò, èäåàëû p óäîâëåòâîðÿþò ïîñòàâëåííûì òðåáîâàíèÿì,
ò. å. òåîðåìà äîêàçàíà.
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×ÅÁÎÒÀÐÅÂ È ÅÃÎ ÒÅÎÐÅÌÀ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Ï. Ñòèâåíõàãåí è Õ. Â. Ëåíñòðà
∗, 1

Ââåäåíèå

Ñëàâà ðóññêîãî òåîðåòèêî-÷èñëîâèêà Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à ×å-
áîòàðåâà 2 (1894�1947) îñíîâûâàåòñÿ ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî íà åãî
äîêàçàòåëüñòâå â 1922 ãîäó ãèïîòåçû Ôðîáåíèóñà, íûíå èçâåñò-
íîé êàê òåîðåìà ïëîòíîñòè ×åáîòàðåâà. Ñ òåõ ïîð ñïåöèàëèñòû
ïî àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë âûñîêî îöåíèâàþò ýòó òåîðåìó
èç-çà åå âàæíîñòè è êðàñîòû.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîçíàêîìèì ÷èòàòåëÿ ñ áèîãðàôèåé ×å-

áîòàðåâà è åãî òåîðåìîé. Îïèðàÿñü íà ðóññêîÿçû÷íûå èñòî÷íèêè,
ìû îïèñûâàåì åãî æèçíü è îáñòîÿòåëüñòâà, ïðè êîòîðûõ îí äî-
êàçàë ñâîþ òåîðåìó ïëîòíîñòè. Ïðèâîäèì äâà õàðàêòåðíûõ ïðè-
ìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ñóùíîñòü äðóãèõ åãî ðàáîò. Äàëåå ìû
îáúÿñíÿåì ñîäåðæàíèå åãî òåîðåìû, ñâîäÿ ê ìèíèìóìó ñïåöèàëü-
íóþ òåðìèíîëîãèþ, â êîòîðóþ îáû÷íî îáëåêàåòñÿ ýòà òåîðåìà.
Ìû óâèäèì, ÷òî êëþ÷åâàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ×åáîòàðåâà ïîç-
âîëèëà Àðòèíó äîêàçàòü çàêîí âçàèìíîñòè; îäíàêî åñëè áû èñ-
òîðèÿ ñëîæèëàñü íåñêîëüêî èíà÷å, òî Í.Ã.×åáîòàðåâ äîêàçàë áû
ýòî ïåðâûì. Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ìû ïðèâîäèì â ïðèëîæåíèè ê ýòîé
ñòàòüå íàøå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà (ñàìîãî) ×åáîòàðåâà åãî
òåîðåìû ïëîòíîñòè. Îíî íå èñïîëüçóåò òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ, è
îùóòèìî áîëåå ýëåìåíòàðíî ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàêòîâêîé, êîòîðóþ
ìîæíî íàéòè â ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêàõ.
Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü âàæíóþ ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò òåîðåìà

ïëîòíîñòè ×åáîòàðåâà â ñîâðåìåííîé àðèôìåòè÷åñêîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ
ê [34] è [35].

∗Chebotar¼v and his Density Theorem. P. Stevenhagen and H.V. Lenstra, Jr. The Mathematical Intelligencer,
Vol. 18, No 2 @ 1996 Springer-Verlag New York.

1Ïåðâûé àâòîð áëàãîäàðèò È.Ð. Øàôàðåâè÷à è À.Ã. Ñåðãååâà çà ïðåäîñòàâëåííûå áèîãðàôè÷åñêèå
ìàòåðèàëû î ×åáîòàðåâå. Âòîðîé àâòîð áûë ïîääåðæàí ãðàíòîì DMS 92-24205 íàó÷íîãî ôîíäà NSF.
×àñòü ðàáîòû íàä ñòàòüåé âûïîëíåíà âòîðûì àâòîðîì â êà÷åñòâå ïðîôåññîðà Ìèëëåðîâñêîãî èíñòèòóòà
ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Ä.Þ. Áåðíøòåéí, È.À. Áóõìàí, Ã.Õ. Ôðåé, À. Ãå, Ñ. Õèëëèîí,
À. Ñõèíçåëü è Â.Ì. Òèõîìèðîâ ëþáåçíî îêàçàëè ïîìîùü.

2Òðàíñëèòåðàöèÿ êèðèëëè÷åñêèõ èìåí â ñòàòüå ñëåäóåò òåêóùåìó ñòàíäàðòó Mathematical Reviews.
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Æèçíü

Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷ ×åáîòàðåâ ðîäèëñÿ â Êàìåíåö-Ïîäîëüñêîì
15 èþíÿ 1894 ãîäà; 3 èþíÿ ïî þëèàíñêîìó êàëåíäàðþ, êîòîðûé
âñå åùå èñïîëüçîâàëñÿ â Ðîññèè. Åãî îòåö, Ãðèãîðèé Íèêîëàå-
âè÷, ñëóæèë â ðîññèéñêîé ñóäåáíîé ñèñòåìå â íåñêîëüêèõ ãîðîäàõ
Óêðàèíû è áûë ãëàâîé ðàéîííîãî ñóäà, êîãäà ðåâîëþöèÿ 1917 ãî-
äà ïðåðâàëà åãî êàðüåðó. Îí ëèøèëñÿ ñòàòóñà è ðàçîðèëñÿ, ñêîí-
÷àëñÿ Ãðèãîðèé Íèêîëàåâè÷ îò õîëåðû â Îäåññå â 1922 ãîäó. Ó
Íèêîëàÿ áûë ìëàäøèé áðàò � Ãðèãîðèé, âðà÷, êîòîðûé áûë çà-
ìå÷åí â ðÿäàõ Áåëîé àðìèè âî âðåìÿ ãðàæäàíñêîé âîéíû. Îí
ýìèãðèðîâàë â Þãîñëàâèþ è íå âåðíóëñÿ â Ñîâåòñêèé Ñîþç.
Íèêîëàé ïîëó÷èë îáðàçîâàíèå, òèïè÷íîå äëÿ ëþäåé åãî ñîñëî-

âèÿ, ïîä ñòðîãèì êîíòðîëåì ñâîåé ìàòåðè. Íåñëó÷àéíî ìàòåìàòè-
êà, íåïîäêîíòðîëüíàÿ åé îáëàñòü, ñòàëà ëþáèìûì çàíÿòèåì Íè-
êîëàÿ, êîãäà åìó áûëî ïÿòíàäöàòü èëè øåñòíàäöàòü ëåò. Â ýòîò
ïåðèîä îí ÷àñòî íå ìîã ïîñåùàòü øêîëó, òàê êàê ñòðàäàë îò ïëåâ-
ðèòà, à çèìîé 1910-11 ãîäîâ ìàòü ïðèâåçëà Íèêîëàÿ íà Èòàëüÿí-
ñêóþ Ðèâüåðó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå ïíåâìîíèè. Â 1912 ãîäó
îí ñòàë ñòóäåíòîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êèåâîãî
óíèâåðñèòåòà, òîãäà èçâåñòíîì êàê Óíèâåðñèòåò Ñâÿòîãî Âëàäè-
ìèðà. Îí ñòàë ó÷åíèêîì Ä.À. Ãðàâå âìåñòå ñ Á.Í. Äåëîíå, êîòî-
ðûé ïîçæå áåçóñïåøíî ïûòàëñÿ çàìàíèòü Í.Ã. ×åáîòàðåâà â Ëå-
íèíãðàä, è Î.Þ. Øìèäòîì, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè ñòàë èçâåñò-
íûì ñïåöèàëèñòîì ïî òåîðèè ãðóïï, à òàêæå âèöå-ïðåçèäåíòîì
Àêàäåìèè íàóê. Ä.À. Ãðàâå áûë ó÷åíèêîì Ï.Ë. ×åáûøåâà è À.Í.
Êîðêèíà, è íà òîò ìîìåíò åäèíñòâåííûì èñòèííûì ìàòåìàòè-
êîì â Êèåâå. Â ýòè ãîäû ó Íèêîëàÿ ñôîðìèðîâàëèñü ìàòåìàòè-
÷åñêèå èíòåðåñû. Íåñìîòðÿ íà òðóäíîñòè, âîçíèêøèå â ðåçóëüòàòå
Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû, êîòîðûå ïîòðåáîâàëè âðåìåííîãî ïåðåâî-
äà óíèâåðñèòåòà â Ñàðàòîâ, îí îêîí÷èë åãî â 1916 ãîäó è ïîëó-
÷èë çâàíèå ïðèâàò-äîöåíòà ïîñëå ñäà÷è ìàãèñòåðñêîãî ýêçàìåíà
â 1918 ãîäó. Îí ïðîäîëæàë æèòü êàê ñòóäåíò, çàðàáàòûâàÿ äåíü-
ãè íà ÷àñòíûõ óðîêàõ è ïðåïîäàâàÿ â ñòàðøèõ êëàññàõ øêîëû.
Â 1921 ãîäó îí ïåðååõàë â Îäåññó, ÷òîáû ïîìî÷ü ñâîèì ðîäèòå-
ëÿì, êîòîðûå æèëè òàì â óæàñíûõ óñëîâèÿõ. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî
ñêîí÷àëñÿ îòåö Íèêîëàÿ. Ïîñëå ñìåðòè îòöà Íèêîëàÿ åãî ìàòü
äîáûâàëà ñðåäñòâà ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðîäàæåé íà ðûíêå êàïó-
ñòû.
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Íåñìîòðÿ íà ïðîôåññèîíàëüíóþ è ìàòåðèàëüíóþ ïîääåðæêó
ìåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ, òàêèõ êàê Ñ.Î. Øàòóíîâñêèé è Â.Ô. Êà-
ãàí, Íèêîëàþ áûëî òðóäíî íàéòè ñåáå ìåñòî â Îäåññå: ìàòåìàòè-
êà çäåñü áûëà ñîñðåäîòî÷åíà â îñíîâíîì íà ñòðîãîì îáîñíîâàíèè
íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, à îíè áûëè ÷óæäû åãî èíòå-
ðåñàì.
Çàòåì íàñòóïèëî ëåòî 1922 ãîäà. ×åáîòàðåâ âñïîìèíàåò îáñòî-

ÿòåëüñòâà òîãî âðåìåíè â ïèñüìå, íàïèñàííîì â 1945 ãîäó Ì.È.
Ðîêîòîâñêîìó [8], êîòîðûé ïûòàëñÿ çàèíòåðåñîâàòü åãî ñâîèìè
ïëàíàìè ïî îðãàíèçàöèè òðóäà ó÷åíûõ:
¾Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå òèïîâ ó÷åíûõ òàê æå ìíîãî, êàê ïî-

ðîä ðàñòåíèé. Âû îïèñûâàåòå íåæíóþ ðîçó, êîòîðàÿ äëÿ ñâîåãî
ïðîèçðàñòàíèÿ òðåáóåò ïîäïîðîê, óäîáðåííîé ïî÷âû, ïîëèâêè è
ò. ï. Íàøà æå ñóðîâàÿ äåéñòâèòåëüíîñòü âîñïèòàëà ñêîðåå ÷åð-
òîïîëîõè, äàþùèå ãðóáîâàòûå, íî êðàñèâûå öâåòû ïðè âñÿêèõ
óñëîâèÿõ. ×òî áû áûëî ñ íàøåé íàóêîé, åñëè áû íàøè ó÷åíûå
ìîãëè ðàáîòàòü òîëüêî ïðè óñëîâèè òèøèíû èëè ¾íå ãðîìêîé, íî
õîðîøåé ìóçûêè¿ â ñâîèõ êàáèíåòàõ? ß ïðèíàäëåæó ê ñòàðøå-
ìó ïîêîëåíèþ ñîâåòñêèõ ó÷åíûõ, ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â óñëîâèÿõ
ãðàæäàíñêîé âîéíû. Ñâîþ ëó÷øóþ ðàáîòó ÿ îáäóìûâàë, íîñÿ âî-
äó èç íèæíåé ÷àñòè ãîðîäà (Ïåðåñûïè â Îäåññå) â âåðõíþþ, èëè
íîñÿ âåäðà ñ êàïóñòîé íà áàçàð, ãäå ìîÿ ìàòü åå ïðîäàâàëà è òåì
ïðîêàðìëèâàëà âñþ ñåìüþ.¿1

Ýòîò ¾ëó÷øèé ðåçóëüòàò¿ áûë òåîðåìîé ïëîòíîñòè ×åáîòàðå-
âà. Ýòî áûëà èñêðà ñ íåáåñ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èëà Í.Ã. ×åáîòàðåâó
ïðèçíàíèå â ñîâåòñêîé ìàòåìàòèêå è óâåêîâå÷èëà åãî èìÿ â àë-
ãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë.
Òÿæåëîå ôèíàíñîâîå ïîëîæåíèå ñåìüè ×åáîòàðåâûõ çíà÷èòåëü-

íî óëó÷øèëîñü â 1923 ãîäó, êîãäà Íèêîëàé æåíèëñÿ íà ó÷èòåëü-
íèöå è àññèñòåíòå-ôèçèîëîãå Ìàðèè Àëåêñàíäðîâíå Ñìèðíèöêîé.
Ðàáîòàÿ ñ áûâøåé ó÷åíèöåé èçâåñòíîãî ôèçèîëîãà È.Ï.Ïàâëîâà,
îíà ïîëó÷àëà äîñòîéíóþ çàðïëàòó. Åå îòíîøåíèÿ ñî ñâåêðîâüþ,
êîòîðàÿ íàïðàñíî íàñòàèâàëà íà ðåëèãèîçíîì áðàêå, ïî-âèäèìîìó,
áûëè íå ñëèøêîì äðóæåñêèìè.
Â 1924 ãîäó Íèêîëàé íàêîíåö íàøåë ðàáîòó â Ìîñêîâñêîì èí-

ñòèòóòå ãðàæäàíñêèõ èíæåíåðîâ. Çäåñü îí ïîçíàêîìèëñÿ ñ êà-
çàíñêèì ìàòåìàòèêîì Í.Í. Ïàðôåíòüåâûì, ýòî áûëà åãî ïåðâàÿ

1Ìû ïðèâîäèì âûäåðæêó èç îðèãèíàëà ïèñüìà Í.Ã. ×åáîòàðåâà. � Ïðèì. ïåðåâ.
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ñâÿçü ñ Êàçàíüþ. Íèêîëàé áûë õîëîäíî ïðèíÿò ñâîèìè ìîñêîâ-
ñêèìè êîëëåãàìè; îí óçíàë, ÷òî çàíèìàåò äîëæíîñòü Ä.Ô. Åãîðî-
âà, è ÷åðåç ñåìü ìåñÿöåâ óâîëèëñÿ. Ä.Ô. Åãîðîâ, êîòîðûé îñíîâàë
ìîñêîâñêóþ øêîëó ÷èñòîé ìàòåìàòèêè âìåñòå ñî ñâîèì ó÷åíèêîì
Í.Í. Ëóçèíûì, áûë óâîëåí ïî ïîëèòè÷åñêèì ìîòèâàì. Â êîíöå
êîíöîâ îí áóäåò àðåñòîâàí êàê ¾ðåëèãèîçíûé ôàíàòèê¿ è îáú-
ÿâèò ãîëîäîâêó. Â 1931 ãîäó åãî ñìåðòåëüíî áîëüíîãî, äîñòàâèëè
â òþðåìíóþ áîëüíèöó Êàçàíè, ãäå æåíà Íèêîëàÿ ðàáîòàëà âðà-
÷îì [36]. Ïî ïðåäïîëîæåíèÿì, îí óìåð â äîìå ×åáîòàðåâûõ.
Âåðíóâøèñü â Îäåññó, Íèêîëàé ïîëó÷èë ïëîõî îïëà÷èâàåìóþ è

íåîïðåäåëåííóþ äîëæíîñòü ñåêðåòàðÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé
êàôåäðû ïðè Îäåññêîì èíñòèòóòå íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ. Åãî
ïîëîæåíèå íå ñòàëî áîëåå áëàãîïîëó÷íûì è â 1926 ãîäó, êîãäà
ó íåãî ðîäèëñÿ ñûí, íàçâàííûé ïî ñåìåéíîé òðàäèöèè Ãðèãîðè-
åì. Ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî, îí äîáèëñÿ ìíîãîãî. Òà-
ëàíòëèâûé ñåìíàäöàòèëåòíèé þíîøà Ìàðê Êðåéí, êîòîðûé ïðè-
åõàë â Îäåññó, íà÷àë ðàáîòàòü ïîä ðóêîâîäñòâîì Íèêîëàÿ è ñìîã
ïðèâëå÷ü äîñòàòî÷íî ñòóäåíòîâ äëÿ ñåìèíàðà ïî àëãåáðàè÷åñêèì
ôóíêöèÿì. Êîãäà Íèêîëàé â 1927 ãîäó ïîêèíóë Îäåññó, Êðåéí
ïðîäîëæèë ðàáîòó ñåìèíàðà è îñíîâàë øêîëó ïî ôóíêöèîíàëü-
íîìó àíàëèçó. Äî ýòîãî, â 1925 ãîäó, Íèêîëàþ óäàëîñü ñîâåðøèòü
ñâîþ ïåðâóþ íàó÷íóþ ïîåçäêó çà ãðàíèöó, íà ñúåçä Íåìåöêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (DMV) â Äàíöèãå, ãäå îí âñòðåòèëñÿ
ñ Ý. Íåòåð, Ãåíçåëåì è Õàññå, ó÷åíèêîì Ãåíçåëÿ. Îí îòïðàâèëñÿ
â Áåðëèí, ãäå ïîñåòèë È. Øóðà, è â Ãåòòèíãåí, ãäå âñòðåòèëñÿ ñî
ñâîèì çåìëÿêîì À.Ì. Îñòðîâñêèì. Êàê è Íèêîëàé, Îñòðîâñêèé
áûë ñòóäåíòîì Ãðàâå â Êèåâå. Ãðàâå îòïðàâèë åãî çà ãðàíèöó,
÷òîáû îí ñìîã ïðîäîëæèòü îáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó åâðåè íå ìîã-
ëè ïîñòóïàòü â àñïèðàíòóðó â öàðñêîé Ðîññèè. Íèêîëàé ïðîèçâåë
ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå íà Îñòðîâñêîãî, ïðåäîñòàâèâ îðèãèíàëüíîå
ðåøåíèå îäíîé èç åãî çàäà÷. Ìû îáñóäèì ýòî ÷óòü ïîçæå â äàííîì
ðàçäåëå.
Â 1927 ãîäó ×åáîòàðåâ íàêîíåö çàùèòèë â Óêðàèíñêîé Àêàäå-

ìèè íàóê äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ, îñíîâàííóþ íà åãî òåîðåìå
ïëîòíîñòè 1922 ãîäà. Ðàíåå Äåëîíå ïðèãëàøàë åãî çàùèòèòü äîê-
òîðñêóþ äèññåðòàöèþ â Ëåíèíãðàäå, íî ýòî óæå áûëî íåâîçìîæ-
íî: ïðèñóæäåíèå äîêòîðñêîé ñòåïåíè áûëî óïðàçäíåíî â Ðîññèè
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â 1926 ãîäó êàê áóðæóàçíûé ïåðåæèòîê. Âñêîðå ïîñëå ïîëó÷å-
íèÿ äîêòîðñêîé ñòåïåíè ×åáîòàðåâó ïðåäëîæèëè äîëæíîñòü êàê
â Ëåíèíãðàäå, ãäå óæå èìåëàñü ñèëüíàÿ ãðóïïà àëãåáðàèñòîâ, òàê
è â ïðîâèíöèàëüíîì ãîðîäå Êàçàíè, ïðèìåðíî â 800 êèëîìåòðàõ
ê âîñòîêó îò Ìîñêâû, ãäå åìó ïðåäñòîÿëî áû ñîçäàòü ñîáñòâåí-
íóþ øêîëó. Â òî âðåìÿ Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò ìîã ãîðäèòüñÿ
ñîáñòâåííûì æóðíàëîì, â êîòîðîì ×åáîòàðåâ óæå îïóáëèêîâàë
íåñêîëüêî ðàáîò, è áîãàòîé áèáëèîòåêîé. Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò
èìåë ìåæäóíàðîäíóþ èçâåñòíîñòü, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíî âðó÷àë
ïðåñòèæíóþ ïðåìèþ â îáëàñòè ãåîìåòðèè èìåíè Ëîáà÷åâñêîãî,
çíàìåíèòîãî ãåîìåòðà, ðàáîòàâøåãî â Êàçàíè â XIX âåêå. Ê ñî-
æàëåíèþ, ñàìîñòîÿòåëüíîñòü ïðîâèíöèàëüíûõ óíèâåðñèòåòîâ ïî-
ñòåïåííî ñòàëà ïîäàâëÿòüñÿ â ñòàëèíñêóþ ýïîõó, è ê 1945 ãîäó
æóðíàë è ïðåìèÿ áûëè óïðàçäíåíû, êàê è áîëüøèíñòâî íàó÷íûõ
êîíòàêòîâ ñ êàïèòàëèñòè÷åñêèìè ñòðàíàìè. Ïîñëå íåêîòîðûõ êî-
ëåáàíèé ×åáîòàðåâ âûáðàë Êàçàíü, ãäå åìó ñóæäåíî áûëî îñòàòü-
ñÿ íà âñþ îñòàâøóþñÿ æèçíü. Îí ïîêèíóë Îäåññó â äåêàáðå 1927
ãîäà. Åãî æåíà è ñûí ïîñëåäîâàëè çà íèì âåñíîé 1928 ãîäà. Ýòî
ñîáûòèå ïîëîæèëî êîíåö òðóäíîñòÿì ñîâìåñòíîãî ïðîæèâàíèÿ ñ
ìàòåðüþ Íèêîëàÿ, êîòîðàÿ ïåðååõàëà æèòü ê ñåñòðàì â Êðàñíî-
äàð. Îíà óìåðëà â 1939 ãîäó.
Â Êàçàíè ×åáîòàðåâó óäàëîñü ñîçäàòü ñîáñòâåííóþ àëãåáðàè-

÷åñêóþ øêîëó, à åãî ó÷åíèêè ïîëó÷èëè äîëæíîñòè â íåñêîëüêèõ
ñîâåòñêèõ óíèâåðñèòåòàõ. Âî âðåìÿ êàçàíñêîãî ïåðèîäà æèçíè åãî
äåÿòåëüíîñòü ïðèîáðåëà îáùåå ïðèçíàíèå â ÑÑÑÐ. Â 1929 ãîäó îí
áûë èçáðàí ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, à â
1934 ãîäó áûë ïðèãëàøåí âûñòóïèòü íà 2-ì Âñåñîþçíîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì ñúåçäå â Ëåíèíãðàäå. Â 1943 ãîäó îí ñòàë çàñëóæåííûì
äåÿòåëåì íàóêè ÐÑÔÑÐ. Îí áûë íîìèíèðîâàí íà Ñòàëèíñêóþ
ïðåìèþ â 1943 è 1946 ãîäàõ, îäíàêî ïîëó÷èë ýòó äîëãîæäàííóþ
ïðåìèþ ëèøü ïîñìåðòíî, â 1948 ãîäó. Îí áûë íàãðàæäåí çà ðàáî-
òó íàä òðèíàäöàòîé ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà î íåâîçìîæíîñòè ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ ñåäüìîé ñòåïåíè ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé äâóõ àðãóìåíòîâ. Â 1954 ãîäó âûÿñíèëîñü, ÷òî îäèí èç åãî
ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîé ïðîáëåìå áûë íåâåðíûì, êîíòðïðèìåð áûë
íàéäåí åãî ñûíîì Ãðèãîðèåì, êîòîðûé òàêæå ñòàë ìàòåìàòèêîì
[22].
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Èçâåñòíîñòü ×åáîòàðåâà íå îãðàíè÷èâàëàñü Ñîâåòñêèì Ñîþçîì.
Â 1932 ãîäó îí ïðèíÿë ïî÷åòíîå ïðèãëàøåíèå âûñòóïèòü íà ïëå-
íàðíîì çàñåäàíèè Ìåæäóíàðîäíîãî êîíãðåññà ìàòåìàòèêîâ â Öþ-
ðèõå. Åãî äîêëàä ¾Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé òåîðèè Ãàëóà¿ ([7], Ò.
3, ñ. 5�46) áûë ïîñâÿù¼í ñòîëåòèþ ñî äíÿ ñìåðòè Ýâàðèñòà Ãàëóà.
Íèêîëàé ïëîäîòâîðíî ðàáîòàë íà ïðîòÿæåíèè äâàäöàòè ëåò,

ïðîâåäåííûõ â Êàçàíè. Íàó÷íûå ðàáîòû â åãî ¾Ñîáðàíèè ñî÷è-
íåíèé¿ [7] ïîñâÿùåíû øèðîêîìó êðóãó ïðîáëåì � ìíîãèå ïî òåî-
ðèè ÷èñåë è ïî åãî ¾îôèöèàëüíîé¿ ñïåöèàëüíîñòè, òåîðèè Ãàëóà,
à òàêæå ïî ãðóïïàì Ëè, àáåëåâûì èíòåãðàëàì, òåîðèè ðàñïðå-
äåëåíèè êîðíåé ïîëèíîìîâ è òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Êðîìå òîãî,
îí ïîäãîòîâèë êóðñû ëåêöèé ïî âûñøåé àëãåáðå, âàðèàöèîííîìó
èñ÷èñëåíèþ è òîïîëîãèè. Åãî ó÷åáíèê ¾Îñíîâû òåîðèè Ãàëóà¿
âûøåë â äâóõ òîìàõ â 1934 è 1937 ãîäàõ âìåñòå ñ ìîíîãðàôèåé
¾Òåîðèÿ Ãàëóà¿ (1936), â êîòîðîé áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû ïî îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè Ãàëóà è òåîðèè ðåçîëüâåíò. Îòðå-
äàêòèðîâàííûé è ðàñøèðåííûé íåìåöêèé ïåðåâîä ïåðâîãî òîìà
ñ âêëþ÷åíèÿìè èç ìîíîãðàôèè ïîÿâèëñÿ â 1950 ãîäó ïîñëå äåñÿ-
òèëåòíåé çàäåðæêè, âûçâàííîé âîéíîé [9]. Èíòåðåñ ×åáîòàðåâà ê
ðåçîëüâåíòàì ïðèâåë åãî ê èçó÷åíèþ ãðóïï Ëè. Ðåçóëüòàòîì ýòîé
ðàáîòû ñòàëà åãî ìîíîãðàôèÿ ¾Òåîðèÿ ãðóïï Ëè¿, ïåðâûé ðóñ-
ñêèé ó÷åáíèê ïî ãðóïïàì Ëè, êîòîðûé óâèäåë ñâåò â 1940 ãîäó. Çà
íèì ïîñëåäîâàëà ïîñìåðòíî îïóáëèêîâàííàÿ ìîíîãðàôèÿ ¾Òåî-
ðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé¿. Êðîìå òîãî, ×åáîòàðåâ ïîòðàòèë
ìíîãî ñèë íà ðåäàêòèðîâàíèå ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Çîëîòàð¼âà.
Îí èíèöèèðîâàë èçäàíèå ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ãàëóà íà ðóññêîì
ÿçûêå â 1936 ãîäó, ïåðåâîä êîòîðîãî îñóùåñòâèë åãî ëþáèìûé
ó÷åíèê Í.Í. Ìåéìàí. Äðóãèå åãî ðàáîòû, òàêèå êàê ñîçäàíèå ýí-
öèêëîïåäèè ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, îñòàâàëèñü íåçàâåðøåí-
íûìè, êîãäà âåñíîé 1947 ãîäà ×åáîòàðåâ íà÷àë ñòðàäàòü îò ðàêà
æåëóäêà. Îïåðàöèÿ ñòàëà íåèçáåæíîé. Â èþíå 1947 ãîäà îí áûë
ãîñïèòàëèçèðîâàí â Èíñòèòóò Ñêëèôîñîâñêîãî â Ìîñêâå. Îí ïå-
ðåíåñ îïåðàöèþ, íî óìåð îò îñëîæíåíèé ÷åðåç îäèííàäöàòü äíåé,
2 èþëÿ.
Ñåìüÿ ×åáîòàðåâûõ èãðàëà âàæíóþ ðîëü â àêàäåìè÷åñêîé îá-

ùåñòâåííîé æèçíè Êàçàíè. Íîâàÿ ïðîñòîðíàÿ êâàðòèðà, êîòîðóþ
îí ïîëó÷èë â 1937 ãîäó, ñòàëà ìåñòîì âñòðå÷è ñòóäåíòîâ, ó÷åíûõ
è äðóãèõ ãîñòåé. Íèêîëàé èìåë ñâîå ðàáî÷åå ìåñòî â äîìå � ÷òî
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óäèâèòåëüíî, ýòî áûë íå ïèñüìåííûé ñòîë, à êðîâàòü, � è îá-
øèðíóþ áèáëèîòåêó ðåïðèíòîâ, ñîñòîÿùèõ â îñíîâíîì èç ìíîæå-
ñòâà ñòàòåé, êîòîðûå îí ðåöåíçèðîâàë äëÿ Zentralblatt. Âî âðåìÿ
âîéíû óíèâåðñèòåòû è îòäåëüíûå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ Ìîñêâû è
áëîêàäíîãî Ëåíèíãðàäà áûëè ýâàêóèðîâàíû â Êàçàíü, è çäåñü â
óíèâåðñèòåòå áûëî îãðîìíîå ñîñðåäîòî÷åíèå ó÷åíûõ. Ñ æèëüåì
áûëî ïðîáëåìàòè÷íî. Íåðåäêî â äîìå ×åáîòàðåâûõ íî÷åâàëî äî
äâàäöàòè ãîñòåé.
Íåñìîòðÿ íà ñâîþ íåïðèÿçíü ê àäìèíèñòðàòèâíûì îáÿçàííî-

ñòÿì, â 1943 ãîäó ×åáîòàðåâ ñìåíèë Í.Í. Ïàðôåíòüåâà íà ïîñòó
äåêàíà Êàçàíñêîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà 1. Â 30-å
ãîäû îí ÿâëÿëñÿ äèðåêòîðîì ÍÈÈÌÌ, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêî-
ãî èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ïðè óíèâåðñèòåòå. Ýòà äîëæ-
íîñòü âûçûâàëà ÷àñòûå ñïîðû ìåæäó Íèêîëàåì ×åáîòàðåâûì è
ðåêòîðîì óíèâåðñèòåòà. Âî âñåì îñòàëüíîì, êàê êàæåòñÿ, åãî ëåã-
êèé è áëàãîæåëàòåëüíûé õàðàêòåð è ÷óòêàÿ âåæëèâîñòü îáû÷íî
óäåðæèâàëè åãî îò êîíôëèêòîâ.
×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñòèëü ×åáîòàðåâà êàê ìàòåìàòèêà, ïðè-

âåäåì äâà åãî ðåçóëüòàòà, êîòîðûå åìó ñàìîìó îñîáåííî íðàâè-
ëèñü. Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåí-
íîé åìó Îñòðîâñêèì â Ãåòòèíãåíå. Äàííûé ðåçóëüòàò èìååò âàæ-
íûå ïðèëîæåíèÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå ñõî-
äèìîñòè íåêîòîðûõ ëàêóíàðíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ [32]. Ñàì ×å-
áîòàðåâ íàçûâàåò åãî ([8], c. 5-6) ¾î÷åíü ñêðîìíûì ðåçóëüòàòîì¿,
îäíàêî, óïîìèíàÿ î êîìïëèìåíòàõ ¾ìðà÷íîãî è óãðþìîãî¿ Îñò-
ðîâñêîãî ïî ïîâîäó ýòîãî ðåçóëüòàòà, îòìå÷àåò, ÷òî îí ¾îòâå÷àåò
òðåáîâàíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ýñòåòèêè¿.

Ç à ä à ÷ à. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è ζ ∈ C � ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè p èç åäèíèöû. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ìèíîðû îïðåäå-
ëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà |ζrs|p−1

r,s=0 îòëè÷íû îò íóëÿ.

Îñòðîâñêèé áåçóñïåøíî ïûòàëñÿ âûâåñòè ýòî èç èçâåñòíûõ
ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ è ïðîñòûõ îöåíîê íà ìîäóëè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Íîâèçíà æå ïîäõîäà ×åáîòàðåâà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå ìèíîðû, êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè p-êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ζ), íå îáíóëÿþòñÿ â p-àäè÷åñêîì

1Àâòîðû îøèáî÷íî óêàçûâàþò, ÷òî Í.Ã. ×åáîòàðåâ ñòàë äåêàíîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.
� Ïðèì. ïåðåâ.
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ïîïîëíåíèè Qp(ζ) ïîëÿ Q(ζ). Òàêæå êàê êàæäîå p-àäè÷åñêîå ÷èñ-
ëî èìååò p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, òàê è êàæäûé ýëåìåíò èç ïî-
ëÿ Qp(ζ) èìååò π-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, ãäå π = ζ − 1. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ èìååò ñëåäóþùåå ðàçëî-
æåíèå:

ζrs = (1 + π)rs = 1 +

(
rs

1

)
π +

(
rs

2

)
π2 + ... .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöàì, ìè-
íîð ïîðÿäêà n ìîæíî ðàñêðûòü êàê

M = |ζrisj |ni,j=1 =

∣∣∣∣∣∑
k≥0

(
risj
k

)
πk

∣∣∣∣∣
n

i,j=1

=

=
∑

k1,...,kn

∣∣∣∣∣∣
(
r1s1
k1

)
· · ·

(
r1sn
kn

)
... . . . ...(

rns1
k1

)
· · ·

(
rnsn
kn

)
∣∣∣∣∣∣ πk1+...+kn.

Îáîçíà÷èì âîçíèêøèå â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëèòåëè ÷åðåç
Dk1,...,kn. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî d ≤ n â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè k1, ..., kn íàéäåòñÿ õîòÿ áû d + 1 ÷ëåíîâ, ìåíüøèõ ÷åì d.
Òîãäà Dk1,...,kn = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû ñòîëáöà j ìàòðè-
öû, ñîîòâåòñòâóþùåé Dk1,...,kn, ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ri â
ìíîãî÷ëåí

(sjX
kj

)
ñòåïåíè kj, à ëþáûå d + 1 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

ìåíüøåé d ëèíåéíî çàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, Dk1,...,kn âñåãäà ðà-
âåí íóëþ ïðè k1 + k2 + ...+ kn < 0 + 1 + ...+ (n− 1) = n(n− 1)/2.
Â ñëó÷àå æå ðàâåíñòâà k1 + k2 + ... + kn = n(n − 1)/2 îïðåäåëè-
òåëü Dk1,...,kn ìîæåò áûòü íåíóëåâûì ëèøü ïðè ñîâïàäåíèè ìíî-
æåñòâ {k1, k2, ..., kn} è {0, 1, ..., n − 1}. Íî òîãäà Dk1,...,kn åñòü â
òî÷íîñòè îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Èòàê, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó
M = C · πn(n−1)/2 + O(π1+n(n−1)/2), ãäå êîíñòàíòà

C =
∑
σ

sign(σ)
s
σ(0)
1 s

σ(1)
2 ...s

σ(n−1)
n

0! 1! 2! ... (n− 1)!

∏
1≤i<j≤n

(rj − ri).
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Çäåñü σ ïðîáåãàåò âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà {0, 1, ..., n− 1}.
Ìû åùå ðàç óçíàåì îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ïîëó÷àÿ

C =

∏
1≤i<j≤n

(rj − ri)
∏

1≤i<j≤n
(sj − si)

0! 1! 2! ... (n− 1)!
.

Òàê êàê C � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p, òî îíî íå äåëèòñÿ
íà π, è ìû íàõîäèì, ÷òî π-àäè÷åñêîå íîðìèðîâàíèå ÷èñëàM ðàâ-
íî n(n−1)/2. Îòìåòèì, ÷òî ýòà íîðìà çàâèñèò òîëüêî îò ïîðÿäêà
ìèíîðàM . Â ÷àñòíîñòè,M 6= 0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Äàííàÿ çàäà÷à èìååò áîëüøîå ÷èñëî îïóáëèêîâàííûõ ðåøåíèé:

À. Äàíèëåâñêèé (1937), Þ. Ã. Ðåøåòíÿê (1955) è Ì. Íüþìàí
(1975) ïî-ñâîåìó âèäîèçìåíèëè äîêàçàòåëüñòâî ×åáîòàðåâà, â òî
âðåìÿ êàê Äüåäîííå íåçàâèñèìî äîêàçàë ýòó òåîðåìó â 1970 ãîäó
(ñì. [13]).
Âòîðàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû îáñóæäàåì, â âûñøåé ñòåïåíè êëàñ-

ñè÷åñêîé ïðèðîäû. ×åáîòàðåâ âçÿë åå êàê ïîäõîäÿùèé ïðèìåð
äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ñâîé ó÷åáíèê ïî òåîðèè Ãàëóà. Êàê â ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å è òåîðåìå ïëîòíîñòè, ×åáîòàðåâ ñ ïîìîùüþ ñóùå-
ñòâóþùèõ ìåòîäîâ ñìîã ¾êîïíóòü ãëóáæå¿ è îáíàðóæèòü òî, ÷åãî
íå çàìåòèëè äðóãèå. Íà÷íåì ñ íàáëþäåíèÿ, âîñõîäÿùåãî ê Ãèïïî-
êðàòó Õèîññêîìó (ïðèìåðíî 430 ãîä äî í.ý.). Ïóñòü òðåóãîëüíèê
ABC ðàâíîáåäðåííûé è ïðÿìîóãîëüíûé, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 1.
Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà ïëîùàäè çàòåíåííîé
ëóíî÷êè, îãðàíè÷åííîãî äóãîé AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè è äó-
ãîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ êàòåòîâ AC è BC. Äàííîå îòêðû-
òèå ïîçâîëÿëî êâàäðèðîâàòü íåêîòîðûå ëóíî÷êè, ÷òî áûëî ñ ýíòó-
çèàçìîì âñòðå÷åíî â Äðåâíåé Ãðåöèè, òàê êàê ýòî áûë ìíîãîîáå-
ùàþùèé øàã ê ðåøåíèþ çíàìåíèòîé çàäà÷è êâàäðàòóðû êðóãà.
Â îáùåì ñëó÷àå, ïóñòü m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è m > n.

Ðàññìîòðèì ëóíî÷êó, îãðàíè÷åííóþ äóãàìè AB îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðàìè â M è N , ïðè÷åì óãëû ∠AMB è ∠ANB îòíîñÿòñÿ
êàê m : n. Òàêèì îáðàçîì, íà ðèñ. 2, ãäå m = 3, à n = 2, èìå-
åì 2µ : 2ν = 3 : 2. Ïðîâåäåì m õîðä íà âíåøíåé äóãå è n õîðä
íà âíóòðåííåé äóãå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2: õîðäû AC, CD è
DB èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òàê æå êàê è õîðäû AE è EB.
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Âñå m + n óãëîâ, ñòÿãèâàåìûõ ýòèìè õîðäàìè â öåíòðàõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äóã, ðàâíû è, òàêèì îáðàçîì, m + n êðóãîâûõ ñåã-
ìåíòîâ, âûðåçàåìûõ ýòèìè õîðäàìè, ïîäîáíû äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ïëîùàäè âíåøíåãî ñåãìåíòà ê ïëîùàäè
âíóòðåííåãî ñåãìåíòà ðàâíî êâàäðàòó îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ äâóõ
äóã. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå îêàçàëîñü ðàâíûì n : m. Òî-
ãäà ñóììû ïëîùàäåé ñåãìåíòîâ íà âíåøíåé è âíóòðåííèõ äóãàõ
â òî÷íîñòè ðàâíû; íà ðèñ. 2 ñóììà ïëîùàäåé ñåãìåíòîâ AC, CD
è DB ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ñåãìåíòîâ AE è EB. Òàêèì îáðà-
çîì, ïëîùàäü ëóíî÷êè ðàâíà ïëîùàäè ¾ñïðÿìëåííîé¿ ëóíî÷êè,
ò. å. ìíîãîóãîëüíèêà (AEBDC íà ðèñ. 2), îãðàíè÷åííîãî m + n
õîðäàìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïëîùàäü åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïëî-
ùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ANBM , òàê êàê ñóììàðíàÿ ïëîùàäü m
òðåóãîëüíèêîâ ñ öåíòðîì M è îñíîâàíèÿìè íà õîðäàõ âíåøíåé
äóãè ðàâíà ñóììàðíîé ïëîùàäè n òðåóãîëüíèêîâ ñ öåíòðîì N è
îñíîâàíèÿìè íà õîðäàõ âíóòðåííåé äóãè. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ëóíî÷êà ÿâëÿåòñÿ êâàäðèðóåìîé.
Åñëè ñåðåäèíó AB îáîçíà÷èòü çà O è ïîëîæèòü OB ðàâíûì

åäèíèöå, òî ðàäèóñû MB è NB ðàâíû 1/sin ν è 1/sinµ. Ïîýòî-
ìó, åñëè ìû ïîëîæèì ν = mϑ è µ = nϑ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ëóíî÷êà ìîæåò áûòü êâàäðèðóåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(
sinmϑ

sinnϑ

)2

=
m

n
. (∗)
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Ìû ïîëó÷èëè àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x = cosϑ.
Åñëè ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîñòðî-
åí ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íà îñíîâå îòðåçêà åäèíè÷íîé
äëèíû, òî ìû ïîëó÷àåì ïðèìåð ëóíî÷êè, äëÿ êîòîðîé ñ ïîìî-
ùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìîæåò áûòü ïîñòðîåí êâàäðàò ðàâíîé
ïëîùàäè. Î÷åâèäíî, ÷òî âîïðîñ î êâàäðèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ëóíî÷êè çàâèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ m : n. Òîãäà çàäà÷à
î êâàäðàòóðå ëóíî÷åê ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â ñëåäó-
þùåì âèäå.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå òàêèå îòíîøåíèÿ m : n âçàèìíî ïðîñòûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî óðàâíåíèå (∗) èìååò ðåøåíèå x = cosw,
êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
íà îñíîâå îòðåçêà åäèíè÷íîé äëèíû.

Ïðèìåð íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ m : n = 2 : 1, êîòî-
ðûé èìååò ðåøåíèå x = 1/

√
2. Äëÿ îòíîøåíèÿ m : n = 3 : 2

íà ðèñ. 2, óæå èçâåñòíîìó Ãèïïîêðàòó, óðàâíåíèå (∗) ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî cosw è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëóíî÷êà
êâàäðèðóåìà. Êâàäðèðóåìàÿ ëóíî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòíîøå-
íèþ m : n = 3 : 1, òàêæå áûëà èçâåñòíà Ãèïïîêðàòó. Â 1840
ãîäó Êëàóçåí [10] îïóáëèêîâàë äîïîëíèòåëüíî åùå äâà ïðèìåðà
m : n = 5 : 1 è m : n = 5 : 3, íå çíàÿ ïðè ýòîì, ÷òî äâå èç åãî ¾÷å-
òûðåõ íîâûõ ëóíî÷åê¿ áûëè èçâåñòíû åùå Ãèïïîêðàòó, à äâå äðó-
ãèå � ìàòåìàòèêó 18 âåêà Ìàðòèíó Þõàíó Óèíêâèñòó (ñì. [19],
ñ. 200). Â çàêëþ÷åíèå ñòàòüè Êëàóçåí âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî äðó-
ãèõ ïðèìåðîâ êâàäèðóåìûõ ëóíî÷åê íå ñóùåñòâóåò:
Ich glaube schwerlich, daß sich die Gr�oßen, die die Winkel der andern

Verh�altnissen entsprechenden Ausschnitte bestimmen, geometrisch �n-
den lassen.
[Òðóäíî ïîâåðèòü, ÷òî âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå óãëû ñåãìåíòîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì îòíîøåíèÿì, ìîãóò áûòü íàéäåíû ãåîìåò-
ðè÷åñêè].
Íåêîòîðûå ïðîäâèæåíèÿ â ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

Êëàóçåíà áûëè ñäåëàíû Ëàíäàó (1903) è áîëãàðñêèì ìàòåìàòè-
êîì ×àêàëîâûì (1929-1930), êîòîðûé çàïèñàë óðàâíåíèå (∗) îò-
íîñèòåëüíîé íîâîé ïåðåìåííîé y = e2iθ â âèäå

F (y) = (ym − 1)2 − m

n
ym−n(yn − 1)2 = 0
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è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñìîã íàéòè ãðóïïó Ãàëóà íåïðèâîäèìûõ
ìíîæèòåëåé F íàä Q. Çàìåòèì, ÷òî F ðàâåí ðàçíîñòè êâàäðà-
òîâ â Q(

√
m/n), åñëè îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì, êî-

ãäà ðàçíîñòü m− n ÷åòíà. Ïóòåì èññëåäîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíà F , â ÷àñòíîñòè âåòâëåíèÿ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà F íàä Q, ×åáîòàðåâ â 1934 ãîäó ïîêàçàë (ñì. [6]), ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçà Êëàóçåíà âûïîëíÿåòñÿ. Îáùèé ñëó÷àé
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, ïîêà, íåçàäîëãî äî áåçâðåìåííîé êîí÷èíû
×åáîòàðåâà â 1947 ãîäó, åãî ó÷åíèê À.Â. Äîðîäíîâ íå çàêîí÷èë
ðàáîòó ó÷èòåëÿ, ïîëíîñòüþ äîêàçàâ ãèïîòåçó Êëàóçåíà (ñì. [15]).

1. Òåîðåìà ïëîòíîñòè

Òåîðåìó ïëîòíîñòè ×åáîòàðåâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîá-
ùåíèå òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåñèè (1837) è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà (1880; îïóáëèêîâàíà â
1896).
Òåîðåìó Äèðèõëå ëåãêî îòêðûòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Âûïèøåì

ïðîñòûå ÷èñëà ìåíüøèå 100, ñãðóïïèðîâàâ èõ ïî ïîñëåäíåìó ðàç-
ðÿäó:

1 : 11, 31, 41, 61, 71

2 : 2

3 : 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83

5 : 5

7 : 7, 17, 37, 47, 67, 97

9 : 19, 29, 59, 79, 89.

Íå óäèâèòåëüíî, ÷òî â òàáëèöå íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà,
îêàí÷èâàþùåãîñÿ íà 0, 4, 6 èëè 8, è ÷òî òîëüêî äâà ïðîñòûõ ÷èñëà
îêàí÷èâàþòñÿ ëèáî íà 2, ëèáî íà 5. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå
îêàí÷èâàþòñÿ íà 1, 3, 7, 9, ïðè÷åì îíè ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷-
íî ðàâíîìåðíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ýòî è â ñàìîì äåëå òàê; ýòî
÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèm = 10 ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé Äè-
ðèõëå (1805�1859) â 1837 ãîäó (ñì. [14]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(m)
÷èñëî íàòóðàëüíûõ x, ìåíüøèõ, ëèáî ðàâíûõ m è âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ íèì; òàê ϕ(10) = 4.



266

Ò å î ð å ì à Ä è ð è õ ë å. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî a òàêîãî, ÷òî ÍÎÄ(a,m) = 1,
ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p òàêèõ, ÷òî p ≡ amodm,
ðàâíà 1/ϕ(m).

Ìû ãîâîðèì, ÷òî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî S ïðîñòûõ ÷èñåë èìå-
åò ïëîòíîñòü δ, åñëè∑

p∈S

1

ps

/( ∑
p ïðîñòîå

1

ps

)
→ δ ïðè s ↓ 1.

Î÷åâèäíî, ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà 1.
Ïëîòíîñòü æå êîíå÷íîãî íàáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà 0, ò. ê. ðÿä∑
p

1
ps ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè m = 10 ¾èñêëþ÷èòåëüíî¿

ïðîñòûå ÷èñëà 2 è 5 íè÷òîæíû ñ òî÷êè çðåíèÿ âêëàäà â ïëîò-
íîñòü, à âñå îñòàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà �ðàâíîìåðíî� ðàñïðåäåëåíû
ìåæäû êëàññàìè âû÷åòîâ 1, 3, 7 è 9 ïî ìîäóëþ 10 â òîì ñìûñëå,
÷òî ïëîòíîñòè ýòèõ ÷åòûðåõ ìíîæåñòâ ðàâíû. Èñõîäíàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà òåîðåìû Äèðèõëå íå ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ î ïëîòíîñòè,
íî îíî íåÿâíî ïðèñóòñòâóåò â åãî äîêàçàòåëüñòâå.
Ââåäåííîå íàìè ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ÷àñòî íàçûâàþò àíàëèòè-

÷åñêîé ïëîòíîñòüþ èëè ïëîòíîñòüþ Äèðèõëå. Ñ èíòóèòèâíîé
òî÷êè çðåíèÿ, áûëî áû ëîãè÷íåå ñêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ïðî-
ñòûõ ÷èñåë èìååò ïëîòíîñòü δ, åñëè

#{p ≤ x : p ∈ S}
#{p ≤ x : p ïðîñòîå}

→ δ ïðè x→∞.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè, íàçûâàåìî-
ãî àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ, òåîðåìà Äèðèõëå òàêæå âåð-
íà, íî äîêàçàòåëüñòâî çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ, è áûëî âïåðâûå ïî-
ëó÷åíî äå ëà Âàëëå-Ïóññåíîì òîëüêî â 1896 ãîäó (ñì. [11]). Åñ-
ëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë îáëàäàåò àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíî-
ñòüþ, òî îíî îáëàäàåò è àíàëèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ, ïðè÷åì çíà-
÷åíèÿ ïëîòíîñòåé ñîâïàäàþò; îáðàòíîå æå íå âåðíî. Ðåçóëüòà-
òû, ïðåäñòàâëåííûå íèæå, òàêæå èçíà÷àëüíî áûëè äîêàçàíû äëÿ
àíàëèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè, ñ êîòîðîé ëåã÷å ðàáîòàòü. Îíè ñîõðà-
íÿþòñÿ è äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè, íî ïðè ýòîì íóæåí ðÿä
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äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, áîëüøåé ÷àñòüþ ïðèíàäëåæàùèõ
Ãåêêå [20].
Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà (1849-1917), îáîáùåííàÿ ×åáîòàðåâûì, çà-

ñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû áûòü èçâåñòíîé â áîëüøåé ìåðå, ÷åì ýòî
èìååò ìåñòî áûòü. Äëÿ ìíîæåñòâà ïðèëîæåíèé òåîðåìû ×åáîòà-
ðåâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ôðîáåíèóñà, êîòîðàÿ ñòà-
ëà èçâåñòíà ðàíüøå (1880) è äîêàçûâàåòñÿ ëåã÷å òåîðåìû ×åáî-
òàðåâà (1922).
Êàê è â ñëó÷àå ñ òåîðåìîé Äèðèõëå, òåîðåìó Ôðîáåíèóñà ìîæíî

îòêðûòü ýìïèðè÷åñêè. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f ñ öåëî÷èñëåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, ñêàæåì, f = X4 + 3X2 + 7X + 4, è ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ ðàçëîæèìîñòè f íàä êîëüöîì
Z öåëûõ ÷èñåë. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè f íà
ìíîæèòåëè ïî ìîäóëþ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p. Â íàøåì ñëó-
÷àå

f ≡ X · (X3 + X + 1) mod 2,

ãäå ìíîãî÷ëåíû X è X3 + X + 1 íåïðèâîäèìû íàä ïîëåì F2 =
= Z/2Z èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òèï ðàçëîæåíèÿ
f ïî ìîäóëþ 2 ðàâåí 1, 3. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
åñëè ìíîãî÷ëåí f ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòå-
ëè íàä Z, òî ðàçëîæåíèå òîæå áóäåò èìåòü òèï 1, 3: ëèíåéíûé
ìíîæèòåëü è íåïðèâîäèìûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Îäíàêî, ýòà
âîçìîæíîñòü íåñîâìåñòèìà ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïî ìîäóëþ 11 òèï
ðàçëîæåíèÿ ðàâåí 2, 2:

f ≡ (X2 + 5X − 1) · (X2 − 5X − 4) mod 11,

ãäå îáà ìíîæèòåëÿ íåïðèâîäèìû íàä F11. Èòàê, ìíîãî÷ëåí f
íåïðèâîäèì íàä Z.
À ìîæíî ëè ñóäèòü î ðàçëîæèìîñòè f òîëüêî ïî îäíîìó ïðî-

ñòîìó ÷èñëó? Ïî ìîäóëþ òàêîãî ÷èñëà ìíîãî÷ëåí f äîëæåí áûòü
íåïðèâîäèì, ò. e. èìåòü òèï ðàçëîæåíèÿ 4. Ñ ïîìîùüþ ëþáîãî èç
ïàêåòîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ëåãêî ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñ-
ïåðèìåíò. Åñòü òîëüêî 168 ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000. Ñðåäè
íèõ äâà ïðîñòûõ ÷èñëà p = 7 è p = 19 ÿâëÿþòñÿ îñîáåííûìè,
à èìåííî, ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî äàííûì ìîäóëÿì, ìíîãî÷ëåí f
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èìååò êðàòíûå ìíîæèòåëè:

f ≡(X − 3)2 · (X + 3)2 mod 7,

f ≡(X − 3)2 · (X + 9)2 mod 19.

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë êðàòíûå ìíîæèòåëè íå âîç-
íèêàþò, è ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå òèïû:

òèï 1, 3 : 112 ïðîñòûõ (67.5%),
òèï 2, 2 : 44 ïðîñòûõ (26.5%),

òèï 1, 1, 1, 1 : 10 ïðîñòûõ (6.0%).

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ñ òèïîì 1,
3 èìååò ïëîòíîñòü 2

3; ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ñ òèïîì 2, 2 èìååò
ïëîòíîñòü 1

4; íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ÷èñåë ñ òèïàìè 4 èëè 1, 1, 2;
è íàêîíåö, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíÿëàñü åäèíèöå, ìíî-
æåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ñ òèïîì 1, 1, 1, 1 äîëæíî èìåòü ïëîòíîñòü
1
12.
Â òàáëèöå íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà, ïðîâåäåííîãî íà íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè 4. Äëÿ
êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà f ïðèâåäåíà ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ
÷èñåë, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí èìååò óêàçàííûé òèï.

f 4 1, 3 2, 2 1, 1, 2 1, 1, 1, 1

X4 −X − 1 1
4

1
3

1
8

1
4

1
24

X4 −X2 + 1 0 0 3
4 0 1

4

X4 + X3 + X2 + X + 1 1
2 0 1

4 0 1
4

X3 −X2 − 1 1
4 0 3

8
1
4

1
8

X4 + 3X2 + 7X + 4 0 2
3

1
4 0 1

12

Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà ãîâîðèò, êàê ìîæíî ïîíÿòü ýòè äðîáè ïî-
ñðåäñòâîì ãðóïïû Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà.
Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ öåëî÷èñ-

ëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò ∆(f ) ìíîãî÷ëåíà f îòëè÷åí
îò íóëÿ, ò. e. f èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé α1, ..., αn â ïîäõîäÿùåì
ðàñøèðåíèè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. ×åðåçK îáîçíà÷èì ïî-
ëå, ïîðîæäåííîå ýòèìè êîðíÿìè: K = Q(α1, α2, ..., αn). Ãðóïïîé
Ãàëóà G ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàþò ãðóïïó G àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ
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K. Êàæäûé àâòîìîðôèçì σ ∈ G ïåðåñòàâëÿåò êîðíè α1, ..., αn
ìíîãî÷ëåíà f è, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé
ïåðåñòàíîâêîé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó G
êàê ïîäãðóïïó Sn. Åñëè ìû ðàçëîæèì ýëåìåíò σ ∈ G â ïðîèçâå-
äåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (âêëþ÷àÿ öèêëû äëèíû 1), è îñòàâèì
òîëüêî äëèíû ýòèõ öèêëîâ, òî ïîëó÷èì öèêëîâîé øàáëîí σ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàçáèåíèå n1, n2, ..., nt ÷èñëà n.
Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ∆(f ), òî ïî ìîäóëþ

p ìíîãî÷ëåí f ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ íåïðèâî-
äèìûõ íàä Fp ìíîãî÷ëåíîâ. Ñòåïåíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îáðàçóþò
òèï ðàçëîæåíèÿ f ïî ìîäóëþ p, è, â òî æå âðåìÿ, ýòî íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå ÷èñëà n. Åñëè ãîâîðèòü íåôîðìàëüíî, òî òåîðåìà Ôðî-
áåíèóñà óòâåðæäàåò, ÷òî ¾÷èñëî¿ ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàí-
íûì òèïîì ðàçëîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó σ ∈ G ñ òàêèì
æå öèêëîâûì øàáëîíîì.

Ò å î ð å ì à Ô ð î á å í è ó ñ à. Ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí f èìååò ôèêñèðî-
âàííûé òèï ðàçëîæåíèÿ n1, n2, ..., nt, ñóùåñòâóåò è ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ 1/#G íà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê σ ∈ G ñ öèêëîâûì øàáëîíîì
n1, n2, ..., nt.

Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå, â êîòîðîì âñå ni ðàâíû 1.
Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâ-
êà. À çíà÷èò, ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p, ïî ìîäóëþ
êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí f ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè,
ðàâíà 1/#G. Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà òàáëèöû âû-
øå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîðÿäêè ãðóïï Ãàëóà óêàçàííûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ðàâíû 24, 4, 4, 8 è 12 ñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, ýòè
ãðóïïû Ãàëóà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S4,
ãðóïïó Êëåéíà V4, öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó C4, ãðóïïó Äèýäðà D4 è
çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó A4. Óêàçàííûå âûøå ãðóïïû îáðàçóþò
ïîëíûé ñïèñîê âñåõ òðàíçèòèâíûõ ïîäãðóïï S4, à çíà÷èò, êàæäûé
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f èìååò òàêîé æå íàáîð ïëîòíîñòåé è
òèïîâ, êàê è îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ â òàáëèöå. Äëÿ ïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà f åñòü è äðóãèå âîçìîæíîñòè.
Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A4, ïîìèìî òîæäåñòâåííîé ïåðåñòà-

íîâêè, ñîäåðæèò âîñåìü ýëåìåíòîâ òèïà 1, 3 è òðè ýëåìåíòà òèïà
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2, 2. ×òî è â ñàìîì äåëå äàåò ïëîòíîñòè 8
12 = 2

3 è
3
12 = 1

4, êîòîðûå
ìû íàøëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà f = X4 + 3X2 + 7X + 4.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ýëåìåíòàìè òåîðèè ãðóïï, íåòðóäíî âûâåñòè

íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Ê ïðè-
ìåðó, åñëè ìíîãî÷ëåí f äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p èìååò êîðåíü
íàä Fp, òî ìíîãî÷ëåí f ëèáî ëèíåéíûé, ëèáî ïðèâîäèìûé. Êðîìå
òîãî, ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé f íàä Z ðàâíî ñðåäíåìó (â
åñòåñòâåííîì ñìûñëå) ÷èñëó êîðíåé f íàä Fp, ãäå p ïðîáåãàåò âñå
ïðîñòûå ÷èñëà. Ñ èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðàññóæäåíèÿ øëè â
îáðàòíîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçà-
íî Êðîíåêåðîì â 1880 ãîäó [23], à ïîòîì íà îñíîâå åãî Ôðîáåíèóñ
äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó; ïðè ýòîì òåîðèÿ ãðóïï áûëà èñïîëüçîâàíà
Ôðîáåíèóñîì, íî íå Êðîíåêåðîì.
×òîáû óâèäåòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó òåîðåìàìè Äèðèõëå è Ôðî-

áåíèóñà, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f = Xm − 1, ãäå ÷èñëî m íàòó-
ðàëüíî. Òàê êàê ∆(m) = (−1)m(m−1)/2mm, òî èñêëþ÷èì èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà m. Äëÿ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ
p íåòðóäíî íàéòè òèï ðàçëîæåíèÿ Xm − 1 ïî ìîäóëþ p, ïîëüçó-
ÿñü ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè êîíå÷íûõ ïîëåé (ñì. [25], òåîðåìà 2.47).
Òàê ïðèm = 12 ìû âèäèì, ÷òî òèï ðàçëîæåíèÿ çàâèñèò îò êëàññà
âû÷åòîâ p ïî ìîäóëþ 12:

p ≡ 1 mod 12 : 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
p ≡ 5 mod 12 : 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2,
p ≡ 7 mod 12 : 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2,
p ≡ 11 mod 12 : 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó òèïó ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò â òî÷-
íîñòè îäèí êëàññ âû÷åòîâ. Çíà÷èò, ïðè m = 12 òåîðåìà Äèðèõëå
âûòåêàåò èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Âïðî÷åì, ýòî âåðíî íå äëÿ âñåõ
m. Ê ïðèìåðó, åñëè ìû ðàññìîòðèì òèïû ðàçëîæåíèÿ ïðèm = 10,
òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

p ≡ 1 mod 10 : 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
p ≡ 3 èëè 7 mod 10 : 1, 1, 4, 4,

p ≡ 9 mod 10 : 1, 1, 2, 2, 2, 2.

È õîòÿ òèï ðàçëîæåíèÿ òàêæå çàâèñèò ëèøü îò êëàññà âû÷åòîâ p
ïî ìîäóëþ 10, òåîðåìà Ôðîáåíèóñà íå ðàçëè÷àåò êëàññû âû÷åòîâ
3 mod 10 è 7 mod 10. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìíîãî÷ëåíà f = Xm − 1



271

òåîðåìà Ôðîáåíèóñà âûòåêàåò èç òåîðåìû Äèðèõëå, à íå íàîáî-
ðîò.
Ìîæíî ïîëó÷èòü óñèëåííóþ âåðñèþ òåîðåìû Ôðîáåíèóñà, èç

êîòîðîé âûòåêàåò òåîðåìà Äèðèõëå ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà f = Xm − 1 . Äëÿ ýòîãî íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, íà
êîòîðûé íàâîäèò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òèïàìè ðàçëîæåíèÿ è öèê-
ëîâûìè øàáëîíàìè. À èìåííî, ìîæíî ëè êàæäîìó ïðîñòîìó p,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ∆(f ), êàêèì-íèáóäü åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü ýëåìåíò σp ∈ G òàêîé, ÷òî òèï ðàçëî-
æåíèÿ f ïî ìîäóëþ p ñîâïàäàåò ñ öèêëîâûì øàáëîíîì σp? Îòâåò
íà âîïðîñ ïî÷òè óòâåðäèòåëüíûé: ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñäå-
ëàòü ñ òîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî ýëåìåíò σp, òðàäèöèîííî íàçû-
âàåìûé ïîäñòàíîâêîé Ôðîáåíèóñà, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåíèÿ â G. À òàê êàê ñîïðÿæåííûå ïîäñòàíîâêè îáëàäàþò
îäèíàêîâîé öèêëîâîé ñòðóêòóðîé, òî íàñ ýòî âïîëíå óñòðàèâàåò.
Êàê òîëüêî ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà îïðåäåëåíà, ìîæíî ïîèíòå-
ðåñîâàòüñÿ ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ
σp ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G. Ýòî è ïðèâîäèò
íàñ ê æåëàåìîìó ñîâìåñòíîìó îáîáùåíèþ òåîðåì Ôðîáåíèóñà è
Äèðèõëå. Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû îíî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Ôðîáå-
íèóñîì è â êîíå÷íîì èòîãå äîêàçàíî ×åáîòàðåâûì.
Íåñêîëüêî òåõíè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ïîäñòàíîâêè Ôðîáåíèóñà ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé îòíîñèòåëüíî ìàëîé ïîïóëÿðíîñòè òåî-
ðåìû ×åáîòàðåâà çà ïðåäåëàìè àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Â
íàøåì èçëîæåíèè íåñêîëüêî ïðîñòî ôîðìóëèðóåìûõ ôàêòîâ ñ÷è-
òàþòñÿ îáùåèçâåñòíûìè.
Ôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p è çà Fp îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêîå

çàìûêàíèå ïîëÿ Fp = Z/pZ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðàáîòå
ñ êîíå÷íûìè ïîëÿìè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà Frob :
Fp → Fp, îïðåäåëÿåìîå êàê Frob(α) = αp. Ýòî îòîáðàæåíèå,
î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå, íî, ÷òî óäèâèòåëüíî, îíî ñî-
õðàíÿåò è ñëîæåíèå: ýòî àâòîìîðôèçì ïîëÿ Fp. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå Frob ïåðåñòàâëÿåò êîðíè êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà g ñ
êîýôôèöèåíòàìè â Fp. Òåîðèÿ Ãàëóà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî
öèêëîâîé øàáëîí îòîáðàæåíèÿ Frob, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ïå-
ðåñòàíîâêà êîðíåé g, ñîâïàäàåò ñ òèïîì ðàçëîæåíèÿ g íàä Fp.
Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp,
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êîòîðûé íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Íåñëîæíûìè ðàññóæäå-
íèÿìè äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà g, äëÿ êîòîðîãî îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.14 èç
[25]. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé g = (f mod p), ãäå ìíîãî÷ëåí
f òîò æå, ÷òî è ðàíåå.
Îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ Fp õàðàêòå-

ðèñòèêè p, â òî âðåìÿ êàê ïîäñòàíîâêå Ôðîáåíèóñà σp ñóæäåíî
áûòü àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè 0. ×òîáû ñâÿçàòü
ýòè äâà ïîëÿ, ìû ðàçðàáîòàåì ìåòîä ðåäóöèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ K = Q(α1, ..., αn) ïî ìîäóëþ p, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ¾êîðíè
(f mod p)¿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾(êîðíè f ) mod p¿.
Ïîä òî÷êîé ïîëÿ K íàä p áóäåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå ψ :

K → Fp∪{∞}, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(i) ψ−1Fp îáðàçóåò ïîäêîëüöî K è ψ : ψ−1Fp → Fp ÿâëÿåòñÿ

êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì;
(ii) äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî x ∈ K, ψ(x) = ∞ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ψ(x−1) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû õîòèì íàó÷èòüñÿ áðàòü ýëåìåíòû K ïî ìî-
äóëþ p, òî áåç äîáàâëåíèÿ ñèìâîëà ∞ íå îáîéòèñü: ðàçóìíî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû pmod p ðàâíÿëîñü íóëþ, íî òîãäà (1/p) mod p =
1/0 =∞.
Îòìåòèì ðÿä ïðîñòûõ ñâîéñòâ òî÷åê:
(a) òî÷êà ïîëÿ K íàä p ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p;
(b) åñëè ψ, ψ′ � äâå òî÷êè ïîëÿ K íàä p, òî ψ′ = ψ ◦ τ äëÿ

íåêîòîðîãî τ ∈ G;
(c) åñëè p íå äåëèò ∆(f ), òî ýëåìåíò τ ∈ G èç ï. (b) îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïàðå ψ, ψ′.
Â èñïîëüçîâàííîé íàìè ôîðìóëèðîâêå ýòè óòâåðæäåíèÿ òðóä-
íî íàéòè â èìåþùåéñÿ ëèòåðàòóðå. Çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ
ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü èõ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü ïðîñòîå ÷èñëî p íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ∆(f ) è

ïóñòü ψ � òî÷êà K íàä p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ψ(α1), ψ(α2), ...,
ψ(αn) � êîðíè (f mod p) â Fp. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà (b) è (c) ê îòîá-
ðàæåíèþ ψ′ = Frob ◦ ψ, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé K íàä
p (ñ÷èòàåì, ÷òî Frob(∞) = ∞), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò Frobψ ∈ G, äëÿ êîòîðîãî

ψ ◦ Frobψ = Frob ◦ ψ.
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Ïîëó÷åííûé àâòîìîðôèçì è áóäåò ïîäñòàíîâêîé Ôðîáåíèóñà.
Êàê ýëåìåíò G îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì

ψ(Frobψ(x)) = Frob(ψ(x)) ïðè âñåõ x ∈ K.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî Frobψ ïåðåñòàâëÿåò α1, α2, ..., αn òàêèì æå
îáðàçîì, êàê Frob ïåðåñòàâëÿåò êîðíè ψ(α1), ψ(α2), ..., ψ(αn) ìíî-
ãî÷ëåíà (f mod p). Òàêèì îáðàçîì, öèêëîâîé øàáëîí Frobψ äåé-
ñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ òèïîì ðàçëîæåíèÿ f ïî ìîäóëþ p.
Ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà Frobψ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò âû-

áîðà òî÷êè ψ íàä p. Â ñèëó ñâîéñòâà (b) ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà
íàä p èìååò âèä ψ ◦ τ , îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò Frobψ◦τ =
τ−1 ◦ Frob ◦ τ ; òàêèì îáðàçîì, åñëè ψ ïðîáåãàåò òî÷êè íàä ôèê-
ñèðîâàííûì ïðîñòûì p, òî Frobψ ïðîáåãàåò êëàññ ñîïðÿæåííîñòè
â G. Îáîçíà÷èì ïðåäñòàâèòåëÿ äàííîãî êëàññà ÷åðåç σp; îí îïðå-
äåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ è íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
Ôðîáåíèóñà ÷èñëà p.
×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü âûøåñêàçàííîå, ñíîâà ðàññìîòðèì

ìíîãî÷ëåí f = Xm−1. Â ýòîì ñëó÷àå K åñòü ïîëå äåëåíèÿ êðóãà,
ïîëó÷àåìîå ïðèñîåäèíåíèåì ê Q ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ζ ñòåïåíè
m èç åäèíèöû. Ãðóïïà ÃàëóàG èìååò ïîðÿäîê ϕ(m) è åñòåñòâåííî
èçîìîðôíà ãðóïïå (Z/mZ)∗ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z/mZ;
ïðè ýòîì τ ∈ G ñîîòâåòñòâóåò êëàññó (amodm) ∈ (Z/mZ)∗, åñëè
τ (ζ) = ζa. Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî p íå äåëèò m. Òàê êàê ãðóïïà
Ãàëóà G àáåëåâà, òî ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà σp îïðåäåëåíà îä-
íîçíà÷íî. ×òîáû âû÷èñëèòü åå, âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó ψ íàä
p. Òîãäà η = ψ(ζ) áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíèm èç åäè-
íèöû â Fp. Ïî îïðåäåëåíèþ σp ψ(σp(x)) = ψ(x)p äëÿ âñåõ x ∈ K.
Âçÿâ â êà÷åñòâå x ýëåìåíò ζ, à â êà÷åñòâå a òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ÷òî σp(ζ) = ζa, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ηa = ηp, îòêóäà
ñëåäóåò a ≡ pmodm. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p
íå äåëèò m, òî ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà σp åñòü â òî÷íîñòè òîò
ýëåìåíò G, êîòîðûé ïîä äåéñòâèåì åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà
G ∼= (Z/mZ)∗ ïåðåõîäèò â (pmodm).
Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó

Äèðèõëå ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f = Xm − 1 äëÿ íåêîòîðî-
ãî íàòóðàëüíîãî m, òî ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p,
äëÿ êîòîðûõ σp ðàâíî çàäàííîìó ýëåìåíòó G, ñóùåñòâóåò è ðàâ-
íà 1/#G. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàíîâêè Ôðîáåíèóñà ¾ðàâíîìåðíî¿
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ïðîáåãàþò ãðóïïó Ãàëóà, êîãäà p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êî-
òîðûå íå äåëÿòm. Òåîðåìà ×åáîòàðåâà ðàñøèðÿåò ýòîò ðåçóëüòàò
íà âñå ìíîãî÷ëåíû f .

Ò å î ð å ì à ï ë î ò í î ñ ò è × å á îò à ð å â à. Ïóñòü f � ìíî-
ãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ó êîòîðîãî ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ðàâåí 1, è C � íåêîòîðûé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè â
ãðóïïå Ãàëóà G ìíîãî÷ëåíà f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò
∆(f ) îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷è-
ñåë p, êîòîðûå íå äåëÿò ∆(f ) è äëÿ êîòîðûõ σp ïðèíàäëåæèò C,
ñóùåñòâóåò è ðàâíà #C/#G.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òåîðåìà ×åáîòàðåâà
íåíàìíîãî ñèëüíåå òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Åñëè ïðèìåíèòü ïîñëåä-
íþþ òåîðåìó ê õîðîøî ïîäîáðàííîìó ìíîãî÷ëåíó (èìåþùåìó òî
æå ïîëå ðàçëîæåíèÿ, ÷òî è f), òî ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèàöèþ òåî-
ðåìû ïëîòíîñòè, â êîòîðîé C ÿâëÿåòñÿ îòäåëîì G, âìåñòî êëàññà
ñîïðÿæåííîñòè; äâà ýëåìåíòà ãðóïïû G ïðèíàäëåæàò îäíîìó îò-
äåëó, åñëè ïîðîæäåííûå èìè öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû
â G. Â òàêîì âèäå òåîðåìà áûëà ïåðåôîðìóëèðîâàíà åùå Ôðîáå-
íèóñîì. Îäíàêî ðàçáèåíèå G íà îòäåëû, êàê ïðàâèëî, ìåíåå òî÷-
íî, ÷åì ðàçáèåíèå íà êëàññû ñîïðÿæåííîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà Ôðîáåíèóñà âñå æå çàìåòíî ñëàáåå òåîðåìû ×åáîòàðåâà.
Ê ïðèìåðó, êëàññû 3 mod 10 è 7 mod 10 ïðèíàäëåæàò îäíîìó îò-
äåëó ãðóïïû (Z/10Z)∗, è êàê ðàç ïîýòîìó â ðàññìîòðåííîì ðàíåå
ïðèìåðå òåîðåìà Ôðîáåíèóñà íå ìîãëà ðàçëè÷èòü ïðîñòûå ÷èñëà,
ïðèíàäëåæàùèå ýòèì êëàññàì.
Çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô òðåìÿ ïðîñòûìè ïðèëîæåíèÿìè òåî-

ðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàðåâà. Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü òåîðåìó ê ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûì ïîëÿì òàê æå, êàê
ìû ïîëó÷èëè òåîðåìó Äèðèõëå èç ðàññìîòðåíèÿ ïîëåé äåëåíèÿ
êðóãà.
Ïåðâîå ïðèëîæåíèå îòíîñèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë:

ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà öåëûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî
ïîëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ñðåäè êëàññîâ èäåàëîâ. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå Ãèëüáåðòîâà ïîëÿ êëàññîâ.
Âòîðîå ïðèëîæåíèå ñâÿçàíî ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè: ïëîò-

íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p, êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå p = 3x2 + xy + 4y2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëî÷èñëåííûõ x è y,
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îïðåäåëåíà è ðàâíà 1
5. Ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî òèïà îñíîâûâàþòñÿ

íà ðàññìîòðåíèè êîëüöåâîãî ïîëÿ êëàññîâ.
Ïîñëåäíåå ïðèëîæåíèå, êàê è ïåðâûé ïðèìåð, áóäåò êàñàòüñÿ

îñíîâàíèÿ 10: ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòî-
ðûõ ÷èñëî 1

p â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå èìååò ïåðèîä íå÷åòíîé äëèíû,

ñóùåñòâóåò è ðàâíà 1
3 (ñì. [31]). Èíòåðåñíî, ÷òî ðåçóëüòàò îïèðà-

åòñÿ íà ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãî÷ëåíîâ, à èìåííî
ìíîãî÷ëåíîâ âèäà f = X2k − 100 äëÿ âñåõ k ≥ 2.

2. Òåîðèÿ ïîëåé êëàññîâ è òåîðåìà ×åáîòàðåâà

Ñòàòüÿ, â êîòîðîé Ôðîáåíèóñ äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó è ñôîð-
ìóëèðîâàë ãèïîòåçó, ñòàâøóþ âïîñëåäñòâèè òåîðåìîé ïëîòíîñòè
×åáîòàðåâà, áûëà íàïèñàíà èì â 1880 ãîäó. Îí ïîäåëèëñÿ ïîëó-
÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè ñ Øòèêåëüáåðãåðîì è Äåäåêèíäîì, íî îò-
ëîæèë ïóáëèêàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò îïóáëèêîâàíà òåî-
ðèÿ èäåàëîâ Äåäåêèíäà. Ýòî ïðîèçîøëî â 1894 ãîäó, à â 1896 ãîäó
âûøëà ñòàòüÿ Ôðîáåíèóñà.
Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà Ôðîáåíèóñà îñòàâàëàñü íåäîêàçàííîé

â òå÷åíèè 42 ëåò, ïîêà ×åáîòàðåâ íå äîêàçàë åå â 1922 ãîäó. Â
òå÷åíèå ýòèõ ëåò àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë ñåðüåçíî ïðîäâè-
íóëàñü âïåðåä: Äåäåêèíä è Êðîíåêåð çàëîæèëè îñíîâû òåîðèè,
Ãèëüáåðò âûïóñòèë îáçîð Zahlbericht, Âåáåð è Ãèëüáåðò ñôîðìó-
ëèðîâàëè îñíîâíûå òåîðåìûòåîðèè ïîëåé êëàññîâ è, âñêîðå ïîñëå
îêîí÷àíèÿ Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû, ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê Òàêàãè
äîïîëíèë äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì (ñì. [18]).
Òåîðèÿ ïîëåé êëàññîâ ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå àáåëåâû ðàñøè-

ðåíèÿ çàäàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ. È õîòÿ ýòîìó
ðåçóëüòàòó óæå áîëåå 90 ëåò, òåîðèÿ ïîëåé êëàññîâ ñ÷èòàåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíîé òåîðèåé. Åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû çâó÷àò åñòå-
ñòâåííî, íî èõ äîêàçàòåëüñòâà äëèííû, èçâèëèñòû è íå îáúÿñíÿ-
þò, ïî÷åìó ýòè ðåçóëüòàòû âåðíû.
Êàê ìîæíî âèäåòü, òåîðèÿ ïîëåé êëàññîâ ïðåäîñòàâèëà ×åáîòà-

ðåâó ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî òåîðåìû. È â ñàìîì
äåëå, â ñîâðåìåííîì èçëîæåíèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïëîòíî-
ñòè ×åáîòàðåâà íåèçìåííî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëåé
êëàññîâ (ñì. ê ïðèìåðó [24], ãë. VIII, �4; [30], ãë. V, �6). Íî, êàê íè
óäèâèòåëüíî, ýòî íå îòíîñèòñÿ ê îðèãèíàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó.
Áîëåå òîãî, íà òîò ìîìåíò ×åáîòàðåâ íå áûë çíàêîì ñ òåîðèåé
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ïîëåé êëàññîâ è äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó ïî ñóùåñòâó ãîëûìè ðó-
êàìè. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, äîêàçàòåëüñòâî ×åáîòàðåâà îêàçàëî
áîëüøåå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè ïîëåé êëàññîâ, ÷åì òåîðèÿ
ïîëåé êëàññîâ ïîâëèÿëà íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ðàññóæäåíèÿ ×åáîòàðåâà îñíîâûâàëèñü íà èçîáðåòåííîì èì ìå-

òîäå ¾ñêðåùèâàíèÿ¿ ïðîèçâîëüíûõ àáåëåâûõ ðàñøèðåíèé ÷èñëî-
âûõ ïîëåé ñ êðóãîâûìè ðàñøèðåíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè ïðèñîåäè-
íåíèåì êîðíÿ èç åäèíèöû. Íå èñïîëüçóÿ íè÷åãî, êðîìå îñíîâ òåî-
ðèè Ãàëóà, ×åáîòàðåâ ïîêàçàë, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ñâîäèò îáùèé
ñëó÷àé åãî òåîðåìû ê ñëó÷àþ (îòíîñèòåëüíûõ) êðóãîâûõ ðàñøè-
ðåíèé. Ýòîò ñëó÷àé îí èññëåäîâàë ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íî ñòàí-
äàðòíûõ ðàññóæäåíèé, ïîõîæèõ íà òå, ÷òî èñïîëüçîâàë Äèðèõëå.
Äðóãèå äåòàëè ìîæíî íàéòè â ÿñíî íàïèñàííîì îáçîðå Øðåéåðà
[33], ñîâðåìåííèêà ñîáûòèé, à òàêæå â ïðèëîæåíèè ê íàñòîÿùåé
ñòàòüå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïëîòíîñòè áûëî îïóáëèêîâàíî ×åáîòà-

ðåâûì ñíà÷àëà íà ðóññêîì ÿçûêå â 1923 ãîäó [4] è çàòåì íà íåìåö-
êîì â 1925 ãîäó [5]. Â òî æå âðåìÿ, â 1923 ãîäó Àðòèí îïóáëèêîâàë
ñâîé çàêîí âçàèìíîñòè ([1], Satz 2). È õîòÿ â îñíîâîïîëàãàþùåì
òðóäå Âåáåðà è Ãèëüáåðòà íå áûëî íàìåêà íà ýòîò ðåçóëüòàò, â
íàøå âðåìÿ îí ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
ïîëåé êëàññîâ. Àðòèí íèñêîëüêî íå ñîìíåâàÿñü íàçâàë ñâîé çàêîí
òåîðåìîé, íî ïðè ýòîì óêàçàë, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî åìó íåèçâåñò-
íî. Òàêæå Àðòèí îòìåòèë, ÷òî èç åãî çàêîíà âçàèìíîñòè ìîæíî
âûâåñòè ãèïîòåçó Ôðîáåíèóñà ([1], Abschnitt 7). Â ïèñüìå ê Õàññå
îò 10 ôåâðàëÿ 1925 ãîäà Àðòèí ïèñàë ([16], ñ. 23):
Haben Sie die Arbeit von Tschebotare� in den Annalen Bd 95 gelesen?

Ich konnte sie nicht verstehen und mich auch aus Zeitmangel noch
nicht richtig dahinterklemmen. Wenn die richtig ist, hat man sicher die
allgemeinen Abelschen Reziprozit�atsgesetze in der Tasche. Das Studium
der Arbeit haben wir hier auf das n�achste Semester verschoben. Vielleicht
haben Sie sie schon gelesen und wissen also ob falsch oder richtig?

[Ïðî÷ëè ëè âû ñòàòüþ ×åáîòàðåâà â 95 òîìå Àííàëîâ? ß íå ñìîã
åå ïîíÿòü, à íåõâàòêà âðåìåíè íå ïîçâîëÿåò ïîêà âñåðüåç âçÿòüñÿ çà
íåå. Åñëè ñòàòüÿ âåðíà, òî èç íåå ëåãêî âûâîäèòñÿ îáùèé àáåëåâûé
çàêîí âçàèìíîñòè. Ìû îòëîæèëè èçó÷åíèå ñòàòüè äî ñëåäóþùåãî
ñåìåñòðà. Áûòü ìîæåò âû óæå ïðî÷ëè åå è ìîæåòå ñêàçàòü âåðíà ëè
îíà?]



277

Èíòóèöèÿ íå ïîäâåëà Àðòèíà. ×åáîòàðåâ ïèñàë ([7], ò. 3, ñ. 155�
156):

Ëåòîì 1927 ã., èçó÷àÿ òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ, ÿ ïðèøåë ê óáåæ-
äåíèþ, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü çàêîí Àðòèíà, âîñïîëüçîâàâøèñü ìîèì
ïðèåìîì ïðèñîåäèíåíèÿ ïîëåé äåëåíèÿ êðóãà. Êîãäà ó ìåíÿ óæå íà-
÷àëè íàìå÷àòüñÿ êîíòóðû äîêàçàòåëüñòâà, ïîêà åùå äîâîëüíî ñìóò-
íûå, ìû ïåðååõàëè ñ äà÷è â ãîðîä, è òàì ÿ ñåé÷àñ æå óâèäåë íà
áèáëèîòå÷íîé âèòðèíå òîìèê Hamb. Abh. ñî ñòàòüåé Àðòèíà �Beweis
des allgemeinen Reziprozit�atsgesetzes� ([2]). Ìîÿ äîñàäà áûëà ñðàçó
ñìÿã÷åíà, êîãäà ÿ óâèäåë, ÷òî Àðòèí óïîìèíàåò â íà÷àëå ñòàòüè, ÷òî
îñíîâíàÿ ìûñëü äîêàçàòåëüñòâà, ïðèñîåäèíåíèå ïîëåé äåëåíèÿ êðó-
ãà (Kreisk�orpererweiterung) áûëà èì çàèìñòâîâàíà èç ìîåé ðàáîòû. ß
áûë î÷åíü òðîíóò ùåïåòèëüíîñòüþ Àðòèíà â âîïðîñàõ öèòèðîâàíèÿ,
òàê êàê ìåæäó ñïîñîáàìè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðèñîåäèíåíèÿ ïîëåé
äåëåíèÿ êðóãà â îáåèõ ñòàòüÿõ èìååòñÿ ëèøü íåïîëíàÿ àíàëîãèÿ.
Àðòèí çàêîí÷èë ñâîå äîêàçàòåëüñòâî â èþëå 1927 ãîäà (ñì. [16],

ñ. 31�32), êîãäà ×åáîòàðåâ áûë óæå áëèçîê ê ýòîìó.
Òåõíèêà, ââåäåííàÿ ×åáîòàðåâûì, äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ íåîòú-

åìëåìîé ÷àñòüþ ñàìîãî èçâåñòíîãî äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà âçàèì-
íîñòè Àðòèíà (ê ïðèìåðó, ñì. [24], ãë. X, �2). Ìíîãèì ýòà òåõíèêà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñêóññòâåííîé è êîíòð-èíòóèòèâíîé, êàê è áîëü-
øèíñòâî äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè ïîëåé êëàññîâ. Íà ýòî ×åáîòàðåâ
ìîã áû ñêàçàòü, ÷òî ýòî íàøó èíòóèöèþ è ïñèõîëîãèþ ñòîèò âèäî-
èçìåíèòü, à íå åãî èäåàëüíî âûâåðåííûé è ýôôåêòèâíûé ìåòîä. È
íà ñàìîì äåëå, Íîéêèðõ â ñâîåì èçëîæåíèè òåîðèè [30] íàñòîëü-
êî òåñíî âïëåòàåò ïðè¼ì ×åáîòàðåâà, ÷òî ìîæíî ïîâåðèòü, ÷òî
êîãäà-íèáóäü îí áóäåò ÷àñòüþ íàøåãî îáðàçà ìûñëèòü î çàêîíå
âçàèìíîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèåì ×åáîòàðåâà èñ÷åç èç ñîâðåìåííûõ èç-

ëîæåíèé åãî òåîðåìû ïëîòíîñòè: êàê òîëüêî äîêàçàí çàêîí âçàèì-
íîñòè, ìû ìîæåì íàïðÿìóþ ðàáîòàòü ñ àáåëåâûìè ðàñøèðåíèÿ-
ìè, áåç àïåëëèðîâàíèÿ ê êðóãîâûì ðàñøèðåíèÿì. Òå æå, êòî ïðî-
÷òåò ïðèëîæåíèå ê ýòîé ñòàòüå, íàâåðíÿêà ñîãëàñÿòñÿ, ÷òî ýòîò
ïîäõîä, âîñõîäÿùèé ê Äîéðèíãó [12], âåñüìà åñòåñòâåíåí; íî â
íåì òåîðåìà ×åáîòàðåâà âûãëÿäèò òðóäíåå, ÷åì îíà åñòü â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè.
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Ïðèëîæåíèå

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ×åáîòàðåâà, êîòîðîå ñëåäóåò
åãî èçíà÷àëüíîé ñòðàòåãèè, åñëè è íå åãî òàêòèêå. Âñå ïðèâåäåí-
íûå íèæå ññûëêè îòíîñÿòñÿ ê [24]. Ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ó
÷èòàòåëÿ çíàíèé îñíîâ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, âêëþ÷àÿ îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà äçåòà-ôóíêöèé [VIII.1-3], íî íå òðåáóåì çíàíèÿ
òåîðèè ïîëåé êëàññîâ.
Ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé âàðèàíò òåîðåìû, â êîòîðîé â êà-

÷åñòâå îñíîâíîãî ïîëÿ âûñòóïàåò ïðîèçâîëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëîâîå ïîëå, à íå òîëüêî ïîëå Q. Êàê è â ñëó÷àå F = Q, íà ìíî-
æåñòâå ïðîñòûõ äèâèçîðîâ ïîëÿ F îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü [VIII.4].
Ïóñòü K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà ïîëÿ F ñ ãðóïïîé Ãàëóà
G. Òîãäà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ äèâèçîðîâ p ïîëÿ F , çà èñêëþ÷åíèåì
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ
îïðåäåëåíà ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà σp ∈ G.

Ò å î ð å ì à × å á î ò à ð å â à. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ñîïðÿ-
æåííîñòè C ãðóïïû G ïëîòíîñòü d(K/F,C) ìíîæåñòâà ïðîñòûõ
äèâèçîðîâ p ïîëÿ F , äëÿ êîòîðûõ σp ∈ C, ñóùåñòâóåò è ðàâíà
#C/#G.

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì àáå-
ëåâûõ ðàñøèðåíèé. Ôèêñèðóåì ýëåìåíò σ ∈ C è ïîëîæèì E =
{x ∈ K : σx = x}. Òîãäà K áóäåò ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ïîëÿ E ñ
ãðóïïîé Ãàëóà < σ >. Èñïîëüçóÿ íåñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì â [VIII.4, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10], ìû
âèäèì, ÷òî

(∗) çàêëþ÷åíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ K,F,C òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ K,E, {σ}.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà < σ > ïîëÿ K íàä E

àáåëåâà.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ êðóãîâûì ðàñøè-

ðåíèåì ïîëÿ F , ò. å. K = F (ζ) äëÿ íåêîòîðîãî êîðíÿ èç åäèíèöû
ζ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè F = Q ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Äèðèõëå, à
â îáùåì ñëó÷àå õîä ðàññóæäåíèé îïèðàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíè-
óñà ïðîñòîãî äèâèçîðà p çàâèñèò òîëüêî îò íîðìû p ïî ìîäóëþ
ïîðÿäêà ζ (ñì. [VIII.4, ïðèìåð]), äçåòà-ôóíêöèþ ζK(s) ïîëÿ K
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ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïîäõîäÿùèõ L-ôóíêöèé ïîëÿ
F . Ïîñëå ýòîãî, îáðàòèâ âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ïîëþñà â òî÷êå
s = 1, íåòðóäíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, âîñïîëüçîâàâøèñü
êëàññè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè, êàê â [VIII.4, ñëåäñòâèå ïîñëå òåî-
ðåìû 8].
×òîáû ïåðåéòè ê ïðîèçâîëüíûì àáåëåâûì ðàñøèðåíèÿì, óäîáíî

áûëî áû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àáåëåâûõ ðàñøèðåíèé ñîõðàíÿþòñÿ îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà êðóãîâûõ ðàñøèðåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü
âûøå. Îäíàêî ýòî íå òàê òî è ïðîñòî � äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ
óãëóáèòüñÿ â òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ. Ýòî ïðèâåäåò íàñ ê äîêàçà-
òåëüñòâó Äîéðèíãà òåîðåìû ×åáîòàðåâà [VIII.4, òåîðåìà 10].
Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì ×åáîòàðåâà, êîòîðûé íå òðåáóåò çíà-

íèÿ òåîðèè ïîëåé êëàññîâ. Ïóñòü K � àáåëåâî ðàñøèðåíèå Ãà-
ëóà ïîëÿ F ñòåïåíè n ñ ãðóïïîé Ãàëóà G. Ïóñòü òàêæå m � ëþ-
áîå ïðîñòîå ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèò äèñêðèìèíàíò ∆ ïîëÿ K
êàê ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ Q, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ ïðèìèòèâíûé êî-
ðåíü ñòåïåíè m èç åäèíèöû. Òîãäà ãðóïïà Ãàëóà H ïîëÿ F (ζ)
íàä F èçîìîðôíà (Z/mZ)∗, à ãðóïïó Ãàëóà K(ζ) íàä F ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ ãðóïïîé G × H. Åñëè äëÿ ïðîñòîãî äèâèçî-
ðà p ïîëÿ F îïðåäåëåíà ïîäñòàíîâêà Ôðîáåíèóñà (σ, τ ) ∈ G ×
H, òî â G åãî ïîäñòàíîâêîé Ôðîáåíèóñà áóäåò σ. Îáîçíà÷èì çà
dinf íèæíþþ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â îïðåäåëå-
íèè ïëîòíîñòè çàìåíèòü ïðåäåë lim íà íèæíèé ïðåäåë lim. Òî-
ãäà dinf(K/F, {σ}) ≥

∑
τ∈H

dinf(K(ζ)/F, {(σ, τ )}). Ôèêñèðóåì ýëå-

ìåíòû σ ∈ G è τ ∈ H, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî n äåëèò ïîðÿ-
äîê τ . Òîãäà ïîäãðóïïû < (σ, τ ) > è G × {1} ãðóïïû G × H
ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó. Ïîýòîìó äëÿ
íåïîäâèæíîãî ïîëÿ L ãðóïïû < (σ, τ ) > âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
L(ζ) = K(ζ), ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðåíèå L ⊆ K(ζ) ÿâëÿåòñÿ êðó-
ãîâûì. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçîáðàííûì ðàíåå ñëó÷àåì êðóãîâûõ
ðàñøèðåíèé, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü d(K(ζ)/L, {(σ, τ )}) ñóùåñòâóåò
è êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Â ñèëó (∗) òàêæå îïðåäåëåíà è ïëîò-
íîñòü d(K(ζ)/F, {(σ, τ )}), êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà 1/(#G ·
#H). Ïðîñóììèðîâàâ ïî τ ∈ H, ïîëó÷àåì, ÷òî dinf(K/F, {σ}) ≥
#Hn/(#G · #H), ãäå Hn � ìíîæåñòâî τ ∈ H, ïîðÿäîê êîòîðûõ
äåëèòñÿ íà n. Îòñþäà óæå ëåãêî âûâåñòè, ÷òî êîãäà m ïðîáåãàåò
âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå íå äåëÿò ∆, çíà÷åíèå äðîáè #Hn/#H
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ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê åäèíèöå (âîñ-
ïîëüçóéòåñü, ê ïðèìåðó, òåîðåìîé Äèðèõëå è â êà÷åñòâå m âîçü-
ìèòå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ nk äëÿ áîëüøèõ k). Òà-
êèì îáðàçîì, dinf(K/F, {σ}) ≥ 1/#G. Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåðõíÿÿ
ïëîòíîñòü dsup(K/F, {σ}) íå ïðåâîñõîäèò 1/#G. Ñëåäîâàòåëüíî,
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïëîòíîñòè ñîâïàäàþò è ðàâíû 1/#G, ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èñòî÷íèêè î æèçíè è òâîð÷åñòâå Í.Ã.×åáîòàðåâà

Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû ×åáîòàðåâà õîðîøî ïðåäñòàâëåíû â êíè-
ãàõ è ñòàòüÿõ, êîòîðûå ïîÿâèëèñü â òå÷åíèå åãî æèçíè èëè âñêîðå
ïîñëå åãî ñìåðòè. Ðóññêèå âåðñèè îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé ìîæíî
íàéòè â åãî ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé [7]. Êðîìå òîãî, ×åáîòàðåâ íà-
ïèñàë íåñêîëüêî îáçîðîâ ñâîèõ ðàáîò â òîìàõ, âûõîäèâøèõ ïîä
íàçâàíèåì ¾Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà ... ëåò¿, ñì. íàïðèìåð, [26].
Èçëîæåíèå åãî ðàáîò èìååòñÿ â êíèãå [21] è â ïîäðîáíîì îïèñà-
íèè òâîð÷åñòâà ×åáîòàðåâà è åãî êàçàíñêèõ ó÷åíèêîâ, ïðèíàäëå-
æàùåì åãî êîëëåãå è äðóãó Ìîðîçîâó [28].
×òî êàñàåòñÿ æèçíåîïèñàíèÿ ×åáîòàðåâà, òî çäåñü èíàÿ ñèòó-

àöèÿ. Â åãî ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé èìååòñÿ ¾ñëåãêà ñîêðàùåííàÿ¿
âåðñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àâòîáèîãðàôèè, íàïèñàííîé â 1927 ãîäó.
Îíà ñôîêóñèðîâàíà íà åãî ìàòåìàòè÷åñêèõ äîñòèæåíèÿõ è íà-
ó÷íîé êàðüåðå, êàê è, â íåñêîëüêî ìåíüøåé ñòåïåíè, íåêðîëîã â
¾Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê¿ [29]. Ìîðîçîâ íàïèñàë î ×åáî-
òàðåâå áèîãðàôè÷åñêèé î÷åðê ãîðàçäî áîëåå ëè÷íîãî õàðàêòåðà â
1963 ã., êîãäà ïðè ïðååìíèêå Ñòàëèíà Õðóùåâå íàñòóïèëà îïðåäå-
ëåííàÿ ïîëèòè÷åñêàÿ îòòåïåëü [27]. Ìîðîçîâ äâàæäû áåçóñïåøíî
ïûòàëñÿ îïóáëèêîâàòü ýòîò î÷åðê â æóðíàëå ¾Àëãåáðà è ëîãè-
êà¿, ïî ñëó÷àþ 20-é è 25-é ãîäîâùèíû ñìåðòè ×åáîòàðåâà. Êàê è
âîñïîìèíàíèÿ ñûíà ×åáîòàðåâà Ãðèãîðèÿ î æèçíè åãî îòöà [3], à
òàêæå íåêîòîðûå èçáðàííûå ðóêîïèñè ×åáîòàðåâà è Ìîðîçîâà [8],
î÷åðê Ìîðîçîâà äî ñèõ ïîð íå îïóáëèêîâàí1. Îäíàêî È.Ð. Øàôà-
ðåâè÷ ëþáåçíî ïðåäîñòàâèë íàì êîïèè ýòèõ äîêóìåíòîâ. Êîëè÷å-
ñòâî äåòàëåé, êàñàþùèõñÿ ñîáûòèé ïîëèòè÷åñêîãî ïðîøëîãî, âà-
ðüèðóåòñÿ â èñòî÷íèêàõ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè èõ íàïèñàíèÿ.

1Âîñïîìèíàíèÿ ñûíà ×åáîòàðåâà è î÷åðê Ìîðîçîâà áûëè îïóáëèêîâàíû â êí.: Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷
×åáîòàðåâ (1894-1947). � Êàçàíü: Èçä. Êàçàíñê. óí-òà, 1994. Ñì. ñíîñêè ê [3] è [27] èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Ýòè èñòî÷íèêè òàêæå âîñïðîèçâåäåíû â íàñòîÿùåì ñáîðíèêå. � Ïðèì. ïåðåâ.



281

Ìîæíî ñðàâíèòü îïèñàíèå ñîáûòèé â ¾ñîêðàùåííîé¿ àâòîáèîãðà-
ôèè â ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé 1949-50 ãã., â î÷åðêå Ìîðîçîâà 1963 ã.,
êîòîðûé âêëþ÷àåò îòðûâêè èç íåñîêðàùåííîé àâòîáèîãðàôèè, è
â íåäàâíèõ âîñïîìèíàíèÿõ [3].
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â
ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÅ

À.Í.Àáûçîâ, Þ.À.Àëüïèí, Ñ.Ì.Ñêðÿáèí, Ñ.Í.Òðîíèí

Êàçàíñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ øêîëà áûëà îñíîâàíà âûäàþùèì-
ñÿ ìàòåìàòèêîì, ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ Íèêîëàåì
Ãðèãîðüåâè÷åì ×åáîòàðåâûì, îí æå ðóêîâîäèë îñíîâàííîé èì â
1934 ã. êàôåäðîé àëãåáðû âïëîòü äî ñâîåé êîí÷èíû â 1947 ã. Íà
30-å è 40-å ãîäû ïðèõîäèòñÿ ïåðèîä ðàñöâåòà àëãåáðàè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé â óíèâåðñèòåòå, ïîñòåïåííî ïðåâðàòèâøèõ Êàçàíü â
îäèí èç ìèðîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåíòðîâ. Îñíîâíóþ ðîëü â ýòîì
èãðàë îðãàíèçîâàííûé Í.Ã. ×åáîòàðåâûì ñåìèíàð, ó÷àñòíèêàìè
êîòîðîãî áûëè, êðîìå Íèêîëàÿ Ãðèãîðüåâè÷à, åãî ïåðâûå êàçàí-
ñêèå ó÷åíèêè È.Ä. Àäî, Â.Â. Ìîðîçîâ, Í.Í. Ìåéìàí, ê êîòîðûì
ïîçäíåå ïðèñîåäèíèëèñü À.È. Ãàâðèëîâ, Â.Í. Öàïûðèí è À.Â. Äî-
ðîäíîâ. Èìåííî íà ýòîì ñåìèíàðå îïðåäåëèëèñü îñíîâíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè êîëëåêòèâà, ÷àñòü
èç êîòîðûõ ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå è
â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ðàññêàç îá îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ èññëåäîâà-

íèé â Êàçàíè íà÷íåì ñ èñòîðèè ðåøåíèÿ ×åáîòàðåâûì è åãî ó÷å-
íèêîì Äîðîäíîâûì îäíîé èç çíàìåíèòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷,
èçâåñòíîé ñî âðåìåí Äðåâíåé Ãðåöèè � çàäà÷è î ãèïïîêðàòîâûõ
ëóíî÷êàõ. Íàïîìíèì óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è. Ãèïïîêðàòîâû ëóíî÷-
êè � ýòî ñåðïîâèäíûå ôèãóðû, îãðàíè÷åííûå äóãàìè îêðóæíî-
ñòåé (ñì. ðèñ.).
Ëóíî÷êà îãðàíè÷åíà äâóìÿ äóãàìè � ïîëóîêðóæíîñòüþ ñ äèà-

ìåòðîì íà ãèïîòåíóçå ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC è äóãîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â C. Ïðè ýòîì ïëîùàäü
çàøòðèõîâàííîé ëóíî÷êè ðàâíà ïëîùàäè ABC. Êâàäðèðóåìîñòü
ëóíî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïîñòðîèòü
êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè ëóíî÷êè. Â äàííîì
ñëó÷àå ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ òðåóãîëüíèê � ïîëîâèíà êâàäðàòà.
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Ðèñ.

Ãèïïîêðàò íàøåë òðè êâàäðèðóåìûå ëóíî÷êè. Äàíèèë Áåðíóë-
ëè â �Ìàòåìàòè÷åñêèõ óïðàæíåíèÿõ� (1724) óêàçàë óñëîâèå, êî-
òîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðàè÷åñêè êâàäðèðóåìûå ëó-
íî÷êè, è ïðèâåë óðàâíåíèå, äàþùåå ÷åòâåðòóþ êâàäðèðóåìóþ ëó-
íî÷êó. Íåìíîãî ïîçäíåå (1766) ôèíñêèé ìàòåìàòèê Óèíêâèñò è
íåçàâèñèìî îò íåãî Ëåîíàðä Ýéëåð (1771) îáíàðóæèëè òó æå ÷åò-
âåðòóþ, è â äîïîëíåíèå ê íåé åùå îäíó, ïÿòóþ ëóíî÷êó. Â 1840
ãîäó Òîìàñ Êëàóçåí íåçàâèñèìî îáíàðóæèë è èññëåäîâàë òå æå
äâà íåãèïïîêðàòîâûõ òèïà êâàäðèðóåìûõ ëóíî÷åê. Áîëåå äåòàëü-
íî èñòîðèÿ çàäà÷è î ëóíî÷êàõ èçëîæåíà â êíèãå [7].
Ñîâðåìåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ëóíî÷êàõ, èñïîëüçóþ-

ùèé òåîðèþ Ãàëóà, áûë íàéäåí ×åáîòàðåâûì â 1930-õ ãîäàõ (ñì.
åãî êíèãó [91]).
Îïèøåì âêðàòöå èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ðåøåíèå çàäà÷è î ëó-

íî÷êàõ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà.
Íî èç òåîðèè Ãàëóà èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ìîãëè áûòü

íàéäåíû ïîñòðîåíèÿìè ïîñðåäñòâîì öèðêóëÿ è ëèíåéêè, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðóïïà Ãàëóà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èìåëà
ïîðÿäîê, ðàâíûé ñòåïåíè äâîéêè.
Ïóñòü a îçíà÷àåò äëèíó îáùåé õîðäû ëóíî÷êè, α è β � âåëè-

÷èíû öåíòðàëüíûõ óãëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì, îãðàíè÷èâàþ-
ùèì ëóíî÷êó. Òîãäà ïëîùàäü ðàöèîíàëüíî âûðàçèòñÿ ÷åðåç õîðäó
è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè óãëîâ α è β. Îòìåòèì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà α è β ñîèçìåðèìû, ò. å. α = mθ,
β = nθ, ãäå m è n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â êî-
íå÷íîì ñ÷åòå, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, âñå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
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íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ, ÿâíûé âèä êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [7].
Çàäà÷à î êâàäðèðóåìîñòè ëóíî÷êè òåïåðü ýêâèâàëåíòíà âîïðîñó
î òîì, êîãäà ãðóïïà Ãàëóà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà (èëè íåïðèâîäèìîãî
ìíîæèòåëÿ ëåâîé ÷àñòè) èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé ñòåïåíè äâîéêè.
À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó âîïðîñó: ïðè
êàêèõ êîìáèíàöèÿõ m è n òàêîå âîçìîæíî? Âñå èçâåñòíûå, íà÷è-
íàÿ ñ Ãèïïîêðàòà, ê ìîìåíòó íàïèñàíèÿ êíèãè ×åáîòàðåâà ñëó-
÷àè êâàäðèðóåìîñòè óêëàäûâàþòñÿ â îïèñàííóþ âûøå ñõåìó. Ýòè
ñëó÷àè ñëåäóþùèå (â òðåòüåé êîëîíêå � ðàçìåðû óãëîâ α è β):

m = 2, n = 1 (180◦ : 90◦);
m = 3, n = 1 (205, 6◦ : 68, 5◦);
m = 3, n = 2 (160, 9◦ : 107, 2◦);
m = 5, n = 1 (234.4◦ : 46.9◦);
m = 5, n = 3 (168.0◦ : 100.8◦).

Ïåðâûå òðè ñëó÷àÿ íàéäåíû Ãèïïîêðàòîì, îñòàëüíûå äâà ñëó-
÷àÿ âïåðâûå áûëè óêàçàíû â ñåðåäèíå XVIII âåêà Ýéëåðîì è Óèí-
êâèñòîì.
×åáîòàðåâ äîêàçàë, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ m è n êâàäðèðóåìûìè

ëóíî÷êàìè áóäóò òîëüêî òå, ó êîòîðûõ m = 3, n = 1, èëè m =
5, n = 1 ëèáî n = 3. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìîòðåë Äîðîäíîâ
[13]�[15]. Èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî α è β äðóãèõ êâàäðèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè ëóíî÷åê íå ñóùåñòâóåò.
Äîðîäíîâûì áûëà òàêæå (÷àñòè÷íî) ðåøåíà áîëåå îáùàÿ çàäà-

÷à, î êâàäðèðóåìîñòè ñ ïîìîùüþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé. Íà ÿçûê
òåîðèè Ãàëóà ýòà çàäà÷à ïåðåâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëóíî÷-
êè, êâàäðèðóåìûå ñ ïîìîùüþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþò
òåì çíà÷åíèÿìm è n, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà Ãàëóà ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî óðàâíåíèÿ, èëè êàêîãî-íèáóäü íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ åãî
ëåâîé ÷àñòè, èìååò ïîðÿäîê 2u3v.
Äîðîäíîâ, èñïîëüçóÿ ìåòîä ×åáîòàðåâà, íàøåë ïÿòíàäöàòü ñëó-

÷àåâ êâàäðèðóåìîñòè, âêëþ÷àÿ ïÿòü óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷àåâ
äëÿ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Âîò ýòè ñëó÷àè:
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m n m n m n
2 1 5 1 7 3
3 1 5 2 7 5
3 2 5 3 9 1
4 1 5 4 9 5
4 3 7 1 9 7

Â äàëüíåéøåì íåñêîëüêî íîâûõ ñëó÷àåâ êâàäðèðóåìîñòè ñ ïî-
ìîùüþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé îáíàðóæèë Ë.Ì. Áåðêîâè÷, ó÷åíèê
Äîðîäíîâà [8]. Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ×åáîòàðåâà
è Äîðîäíîâà ñîäåðæèòñÿ â 16-é ãëàâå êíèãè Ì.Ì. Ïîñòíèêîâà
[57].
Â êðóãå èíòåðåñîâ ×åáîòàðåâà áîëüøîå ìåñòî çàíèìàëè âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìîé Ðàóñà�Ãóðâèöà. Â ÷àñòíîñòè, àñïèðàí-
òó Ìåéìàíó áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îá R-ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíî-
ìîâ. Ïîëèíîì íàçûâàåòñÿ R-ïðîäîëæàåìûì, åñëè îí äîïóñêàåò
òàêîå äîïèñûâàíèå ñòàðøèõ ÷ëåíîâ, ÷òîáû ó ïîëó÷åííîãî ïîñëå
äîïèñûâàíèÿ ïîëèíîìà âñå êîðíè áûëè âåùåñòâåííûìè. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ R-ïðîäîëæà-
åìîñòè, íå âûðàæàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåðàâåíñòâ, íàëàãàå-
ìûõ íà êîýôôèöèåíòû, è ïîòîìó ïðîáëåìà ïðåäñòàâèëà îñîáóþ
òðóäíîñòü. Òåì íå ìåíåå Ìåéìàí ïðèäóìàë àëãîðèòì, ïîçâîëÿþ-
ùèé ðåøèòü çàäà÷ó êîíå÷íûì ÷èñëîì äåéñòâèé. Â ñâîèõ èññëå-
äîâàíèÿõ îí ðàññìàòðèâàë âûïóêëûå òåëà â ìíîãîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Çà ïðåäñòàâëåííóþ Ìåéìàíîì äèññåðòàöèþ åìó áûëà
ïðèñóæäåíà ñðàçó ñòåïåíü äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìà Ðàóñà�Ãóðâèöà ñîñòîèò â

íàõîæäåíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà, ïðè êîòîðûõ
åãî êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Ïîçäíåå â
ñâÿçè ñ íóæäàìè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è ðàäèîòåõíè-
êè âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé ïðîáëåìå Ðàóñà�Ãóðâèöà, ñòàë àêòóàëü-
íûì äëÿ êâàçèïîëèíîìîâ è öåëûõ ôóíêöèé âîîáùå. Â ýòîé îáëà-
ñòè ×åáîòàðåâûì è Ìåéìàíîì áûëè ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â êíèãå [92]. Âïîñëåäñòâèè Ìåéìàí ìíî-
ãî ñîòðóäíè÷àë ñ ôèçèêàìè (ñì. [6]). Çà ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáî-
òû, ñâÿçàííûå ñ ñîçäàíèåì àòîìíîé áîìáû, îí, ñîâìåñòíî ñ Ë.Ä.
Ëàíäàó è È.Ì. Õàëàòíèêîâûì, ïîëó÷èë Ñòàëèíñêóþ ïðåìèþ 2-é
ñòåïåíè.
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Èíòåðåñ ê òåîðèè ãðóïï Ëè, êîòîðûé ó ×åáîòàðåâà ïðîÿâèëñÿ â
1930-å ãîäû, äàë òîë÷îê ê ðàçâèòèþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â Êàçàí-
ñêîì óíèâåðñèòåòå.
Ïåðâûì êàçàíñêèì àñïèðàíòîì ×åáîòàðåâà áûë Àäî. Ðåçóëü-

òàòîì íàó÷íûõ èçûñêàíèé Àäî ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ òî÷íîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ó ëþáîé êîíå÷íî-
ìåðíîé àëãåáðû Ëè1 íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (äðóãèìè
ñëîâàìè, êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå
ïîäàëãåáðû ìàòðè÷íîé àëãåáðû Ëè). Ýòîò âîïðîñ âîçíèê åùå ó
Ñîôóñà Ëè â ñâÿçè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òàê íàçûâàåìîé òðåòüåé
(îáðàòíîé) ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì,
÷òî êàæäàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè åñòü àëãåáðà Ëè íåêîòî-
ðîé (ëîêàëüíîé) ãðóïïû Ëè. Îäíàêî Ëè îáîñíîâàë ñóùåñòâîâàíèå
òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà Ëè èìååò
òðèâèàëüíûé öåíòð, è â ïîëíîé îáùíîñòè âîïðîñ îñòàâàëñÿ îò-
êðûòûì 2. Òåîðåìà Àäî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òàêæå ãëîáàëüíûé
âàðèàíò òðåòüåé òåîðåìû Ëè, èçâåñòíîé êàê òåîðåìà Êàðòàíà.
Â áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå: êàòåãîðèÿ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ
ãðóïï Ëè ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ âåùåñòâåííûõ
àëãåáð Ëè.
Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ðåçóëüòàòû Àäî, îïóáëèêîâàííûå â [1], ïî-

ëó÷èëè âñåìèðíîå ïðèçíàíèå. Ïðè çàùèòå êàíäèäàòñêîé äèññåð-
òàöèè â 1935 ã. åìó áûëà ñðàçó ïðèñóæäåíà ó÷åíàÿ ñòåïåíü äîê-
òîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Âïîñëåäñòâèè áûëî äàíî íå-
ñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû Àäî ðàçíûìè ìàòåìàòèêàìè, à
ñàì Àäî âåðíóëñÿ ê ýòîé òåìå åùå ðàç â ðàáîòå 1947 ã. [2]. Ïîìè-
ìî ýòîãî, Àäî îïóáëèêîâàë ðÿä ñòàòåé î ñòðîåíèè àáñòðàêòíûõ
ãðóïï è ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïï, íî â äàëüíåéøåì ñîñðå-
äîòî÷èëñÿ íà ïðåïîäàâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.
Âëàäèìèð Âëàäèìèðîâè÷ Ìîðîçîâ, äðóãîé ó÷åíèê ×åáîòàðåâà,

èìåë ðàçíîñòîðîííèå ìàòåìàòè÷åñêèå èíòåðåñû, íî è åãî ãëàâíûå
íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ãðóïï è àëãåáð Ëè. Çà-
äà÷à, ïðåäëîæåííàÿ åìó ×åáîòàðåâûì, çàêëþ÷àëàñü â îïèñàíèè

1Òåðìèí �àëãåáðà Ëè� áûë ââåäåí â 1934 ã. Ã. Âåéëåì. Âìåñòî íåãî óïîòðåáëÿëñÿ òåðìèí �èíôèíèòåçè-
ìàëüíàÿ ãðóïïà Ëè�, ïðè÷åì ïåðâîå ñëîâî äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòî îïóñêàëîñü, õîòÿ èìåëèñü â âèäó èìåííî
àëãåáðû, à íå ãðóïïû Ëè.

2Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåé òåîðåìû Ëè áûëî ïðèìåíèìî íå âñåãäà. Ñàì Ëè
ïðèâåë äâà äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå íå îïèðàþòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè ìàòðèöàìè. Ðà-
çóìååòñÿ, â ôîðìóëèðîâêå Ëè ðå÷ü øëà íå îá àëãåáðàõ Ëè, à î íàáîðàõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, ñâÿçàííûõ
òîæäåñòâîì ßêîáè.



289

ïðèìèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòà çàäà÷à è ïîñëóæèëà ìî-
òèâàöèåé äëÿ îáåèõ äèññåðòàöèé Ìîðîçîâà.
Òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå íåêîòîðîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå íàçû-

âàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè ýòî ìíîæåñòâî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü íå-
òðèâèàëüíûì îáðàçîì â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîäìíî-
æåñòâ, ïåðåñòàâëÿåìûõ ìåæäó ñîáîé êàæäûì ýëåìåíòîì ãðóïïû.
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñòàáèëèçàòîðû òî÷åê ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Â ëîêàëüíîé ïîñòàíîâêå,
âîñõîäÿùåé ê Ñîôóñó Ëè, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäàëãåáð êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè1.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ìîðîçîâà îïóá-

ëèêîâàíû â ñòàòüå [46]. Â ýòîé ðàáîòå Ìîðîçîâ ïîëíîñòüþ èññëå-
äîâàë ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìèòèâíûì ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé
ïàðû (G,G1), ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè G è åå
ìàêñèìàëüíîé ïîäàëãåáðû G1, â ñëó÷àå, êîãäà G èìååò íåòðèâè-
àëüíûé ðàçðåøèìûé ðàäèêàë, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà G ïîëó-
ïðîñòà, íî íå ïðîñòà.
Ïðèíöèïèàëüíóþ òðóäíîñòü äîñòàâëÿåò ñëó÷àé ïðîñòîé àëãåá-

ðû Ëè. Çäåñü Ìîðîçîâ ïîëó÷èë îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåãóëÿð-
íûõ ïîäàëãåáð ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Íàïîìíèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé,
åñëè îíà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó èñõîä-
íîé àëãåáðû Ëè.
Ýòî áûëà ïåðâàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé äëÿ îïèñàíèÿ ïðèìèòèâ-

íûõ ãðóïï ïðèìåíåíà ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ àëãåáð Ëè, ñîçäàííàÿ
óñèëèÿìè Êèëëèíãà è Êàðòàíà. Â êîíöå ñòàòüè Ìîðîçîâ ïåðå÷èñ-
ëÿåò ïðèìèòèâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâ ðàçìåð-
íîñòè äî ÷åòâåðòîé âêëþ÷èòåëüíî. Â ñëó÷àå ïðÿìîé, ïëîñêîñòè
è òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ýòè ãðóïïû áûëè íàéäåíû åùå Ñî-
ôóñîì Ëè2. Ïåðå÷èñëåíèå ýòèõ ãðóïï äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà áûëî öåëüþ ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòû Ìîðîçîâà [45],
â êîòîðîé áûëè ïðèìåíåíû áîëåå ãðóáûå ìåòîäû. Êàê îòìå÷àåò
ñàì Ìîðîçîâ, â [45] îí èñõîäèë èç äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ïðèìè-
òèâíîñòè, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, è

1Íà ñàìîì äåëå òðåáóåòñÿ òàêæå ðåàëèçàöèÿ àëãåáðû Ëè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ò.å. èíôèíèòåçèìàëüíû-
ìè îïåðàòîðàìè â ñòàðîé òåðìèíîëîãèè, à óñëîâèå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû òî÷íîå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäàëãåáðà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàáèëèçàòîðó òî÷êè, íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ èäåàëîâ àëãåáðû Ëè.

2Ëè èññëåäîâàë òàêæå èìïðèìèòèâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, íî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïîëíîãî ñïèñêà
ýòèõ ãðóïï, ïî-âèäèìîìó, èì îïóáëèêîâàíî íå áûëî.
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ïðè ýòîì äâà òèïà ãðóïï îêàçàëèñü ïðîïóùåííûìè âñëåäñòâèå
îøèáîê âû÷èñëåíèé.
Çàáåãàÿ íà äâà äåñÿòèëåòèÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî èìïðèìèòèâ-

íûå òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ðàññìîòðåë ß.È. Çàáîòèí, îäèí èç ó÷åíèêîâ Ìîðîçîâà.
Â ñòàòüå [31] ïåðå÷èñëåíû ïîëóïðîñòûå èìïðèìèòèâíûå ãðóïïû,
à â [32] � íåðàçðåøèìûå èìïðèìèòèâíûå ãðóïïû, ïîäãðóïïû Ëå-
âè êîòîðûõ äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå òðàíçèòèâíî1. Ïî âñåé âè-
äèìîñòè, â ðàçìåðíîñòè 4 äîñòèãíóò ïðåäåë, ãäå ìîæíî ïûòàòüñÿ
îñìûñëèòü âåñü ñïèñîê ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.
Èòîãîâûì ðåçóëüòàòîì äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ìîðîçîâà ÿâè-

ëîñü ïåðå÷èñëåíèå, â âèäå ñåðèè òàáëèö, íåïîëóïðîñòûõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäàëãåáð âñåõ ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè. Äèñ-
ñåðòàöèÿ áûëà çàùèùåíà â 1943 ã., åùå äî òîãî êàê â îáèõîä âî-
øåë ÿçûê ïðîñòûõ êîðíåé è äèàãðàìì Äûíêèíà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ôîðìóëèðîâêà îòâåòà áûëà íå íàñòîëüêî ýëåãàíòíîé, êàê ýòî âïî-
ñëåäñòâèè áûëî ñäåëàíî Ô.È. Êàðïåëåâè÷åì [33]. Êëþ÷åâóþ ðîëü
â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè Ìîðîçîâà ñûãðàëà òåîðåìà ðå-
ãóëÿðíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ íåïîëóïðîñòàÿ ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäàëãåáðà ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè ðåãóëÿðíà, ò. å. ñîäåð-
æèò êàêóþ-íèáóäü êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó ýòîé àëãåáðû Ëè.
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðåãóëÿðíîñòè áûëî òåõíè÷åñêè
ñëîæíî, è òîëüêî â 1956 ã. Ìîðîçîâ ñóùåñòâåííî óïðîñòèë åãî [49].
Äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ Ìîðîçîâà íå áûëà îïóáëèêîâàíà, íî

çíàêîìñòâî ñ íåé ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ýêçåìïëÿðó äèñ-
ñåðòàöèè, ñîõðàíèâøåìóñÿ ó ðîäñòâåííèêîâ Ìîðîçîâà. Ñîäåðæà-
íèå äèññåðòàöèè îáñóæäàåòñÿ â êðàòêîì î÷åðêå Þ.Á. Åðìîëàåâà
[25], à â ñòàòüå Ý.Á. Âèíáåðãà è Ä.È. Ïàíþøåâà [121] ïðîàíàëè-
çèðîâàíû òàêæå äîêàçàòåëüñòâà ñîäåðæàùèõñÿ òàì ðåçóëüòàòîâ.
Êàê îòìå÷åíî â [121], íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ áûëè ïåðåîòêðûòû
è îïóáëèêîâàíû óæå äðóãèìè èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè ñïóñòÿ
ãîäû. Â ÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ, ïðàâäà áåç êàêîãî-
ëèáî îáîñíîâàíèÿ, òàáëèöû ïîëóïðîñòûõ ìàêñèìàëüíûõ ðåãóëÿð-
íûõ ïîäàëãåáð ïðîñòûõ àëãåáð Ëè. Êàê ïîäòâåðæäåíî ïîñëåäó-
þùèìè èññëåäîâàíèÿìè, ýòè òàáëèöû àáñîëþòíî òî÷íû. ×òî æå

1Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî Çàáîòèí, ñëåäóÿ òðàäèöèè, ïî ñóòè îòîæäåñòâëÿåò àëãåáðó Ëè ñ ãðóïïîé Ëè,
õîòÿ åãî ïóáëèêàöèè îòíîñÿòñÿ ê êîíöó 1950-õ ãîäîâ.
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êàñàåòñÿ íåðåãóëÿðíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäàëãåáð, òî îíè áûëè
îïèñàíû À.È. Ìàëüöåâûì [44] äëÿ êëàññè÷åñêèõ òèïîâ An − Dn

àëãåáð Ëè, à â îáùåì ñëó÷àå � Å.Á. Äûíêèíûì â ñòàòüå 1952 ã. [16].
Òåì ñàìûì ïåðå÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïîäàëãåáð áûëî çàâåð-
øåíî.
Íåñêîëüêî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ èç òåêñòà äîêòîðñêîé äèññåðòà-

öèè âñå æå áûëè îïóáëèêîâàíû ñàìèì Ìîðîçîâûì çà ãîä äî çàùè-
òû. Îäèí èç íèõ, èçâåñòíûé â íàøå âðåìÿ êàê òåîðåìà Äæåêîá-
ñîíà�Ìîðîçîâà1, óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé íèëüïîòåíò-
íûé ýëåìåíò ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè ìîæíî âêëþ÷èòü â òàê
íàçûâàåìóþ sl2-òðîéêó, ò. å. òðîéêó ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ñòàí-
äàðòíûé áàçèñ ïðîñòîé òðåõìåðíîé ïîäàëãåáðû. Èñïîëüçóÿ ýòîò
ðåçóëüòàò, Ìîðîçîâ ïîêàçàë â çàìåòêå [47], ÷òî êàæäàÿ ðàçðå-
øèìàÿ ïîäàëãåáðà S ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè L ïðèâîäèòñÿ ê
òðåóãîëüíîìó âèäó â òîì ñìûñëå, ÷òî íàéäóòñÿ êàðòàíîâñêàÿ ïî-
äàëãåáðà H è ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò h0 ∈ H òàêèå, ÷òî â òåðìè-
íàõ êîðíåâîãî ðàçëîæåíèÿ àëãåáðû L îòíîñèòåëüíî H âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

S ⊂ H +
∑

α∈R, α(h0)>0

Lα ,

ãäå R � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîðíåé. Ïî ñóùåñòâó, ýòî ðàâ-
íîñèëüíî óòâåðæäåíèþ î ñîïðÿæåííîñòè âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ðàç-
ðåøèìûõ ïîäàëãåáð2, èçâåñòíîìó êàê òåîðåìà Áîðåëÿ�Ìîðîçîâà.
Â 1960 ã. Ìîðîçîâ îïóáëèêîâàë íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

î íèëüïîòåíòíîì ýëåìåíòå [51]. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ Ìîðî-
çîâà ýòîò ðåçóëüòàò áûë òîëüêî âñïîìîãàòåëüíûì ñðåäñòâîì, èñ-
ïîëüçóåìûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðåãóëÿðíîñòè. Îäíàêî åãî
çíà÷åíèå âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè ýòîãî ïðèìåíåíèÿ. Òåîðåìà
Äæåêîáñîíà�Ìîðîçîâà ëåæèò â îñíîâå êëàññèôèêàöèè íèëüïî-
òåíòíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè (à òàêæå óíèïîòåíòíûõ
ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï), êîòîðîé çàíèìàëèñü ìíîãèå
ìàòåìàòèêè. Èçëîæåíèþ ýòîé òåîðèè ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [102].
Íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû íàøëè âàæíûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè

ïðåäñòàâëåíèé. Ñ êàæäûì ïðèìèòèâíûì èäåàëîì I óíèâåðñàëü-
íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ïðîñòîé àëãåáðû Ëè L ñâÿçûâàåòñÿ
àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå V (I), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

1Í. Äæåêîáñîí îáðàòèë âíèìàíèå íà ïðîáåë â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé òåîðåìû î íèëüïîòåíòíîì ýëå-
ìåíòå èç ðàáîòû [47] è ïðåäëîæèë ñîáñòâåííîå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî.

2Ìàêñèìàëüíûå ðàçðåøèìûå ïîäàëãåáðû ïðèíÿòî íàçûâàòü áîðåëåâñêèìè.
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çàìêíóòîå â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî ïîäìíîæåñòâî äâîéñòâåííî-
ãî ê L ïðîñòðàíñòâà L∗. Â ñèëó òåîðåìû, äîêàçàííîé À. Éîçåôîì
[115], ìíîãîîáðàçèå V (I) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îäíîé íèëüïîòåíò-
íîé îðáèòû äåéñòâèÿ ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû, ïðè îòîæäåñòâ-
ëåíèè L∗ ñ L, äîñòàâëÿåìîì ôîðìîé Êèëëèíãà. Òàêèì îáðàçîì,
êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäè-
ìîé äëÿ îïèñàíèÿ ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ.
Â ñòàòüå 1958 ã. [50] Ìîðîçîâ èçëîæèë êëàññèôèêàöèþ íèëü-

ïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè âïëîòü äî ðàçìåðíîñòè øåñòü íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì. Åãî ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé àáåëåâ
èäåàë íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ìîäóëåì äëÿ
ôàêòîðàëãåáðû ïî ýòîìó èäåàëó. Íàèáîëåå òðóäîåìîå ñëó÷àé, êî-
ãäà ìàêñèìàëüíûé àáåëåâ èäåàë 6-ìåðíîé íèëüïîòåíòíîé àëãåá-
ðû Ëè èìååò ðàçìåðíîñòü 4. Â ñòàòüå ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå àëãåá-
ðû Ëè íèëüïîòåíòíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 4-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè è ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû âñåõ
âîçìîæíûõ 6-ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè óêàçàííîãî òè-
ïà. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå èññëåäóåòñÿ, êàêèå ïàðû àëãåáð Ëè èç
íàéäåííîãî ñïèñêà èçîìîðôíû äðóã äðóãó.
Â êîíöå ñòàòüè Ìîðîçîâ ïðèâåë òàáëèöû 6-ìåðíûõ êîìïëåêñ-

íûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè èç ðàáîòû Ê.À. Óìëÿóôà 1891 ã.,
êîòîðóþ Ìîðîçîâ íàçâàë áèáëèîãðàôè÷åñêîé ðåäêîñòüþ. Â òàá-
ëèöàõ Óìëÿóôà àëãåáðû Ëè ðàçäåëåíû ïî ðàçìåðíîñòè öåíòðà,
òàê ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ê èõ ïåðå÷èñëåíèþ. Ñðàâ-
íèâàÿ ýòè òàáëèöû ñî ñïèñêîì Ìîðîçîâà, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â
íèõ ïðèñóòñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî èçîìîðôíûõ ïàð àëãåáð.
Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóð àëãåáð Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè áûëî ïðî-

äîëæåíî Ã.Ì. Ìóáàðàêçÿíîâûì è Ý.Í. Ñàôèóëëèíîé, ó÷åíèêà-
ìè Ìîðîçîâà. Â ñòàòüÿõ [52], [53] áûëè êëàññèôèöèðîâàíû âå-
ùåñòâåííûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè 4 è 5, à â [54] � âñå ðàç-
ðåøèìûå âåùåñòâåííûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè 6 çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ìàêñèìàëüíûé íèëüïîòåíòíûé èäåàë èìååò
ðàçìåðíîñòü 4. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèìûå â òîì ÷èñ-
ëå è ê îñòàâøåìóñÿ íåðàçîáðàííûì â [54] ñëó÷àþ, ïðèâåäåíû â
[55]. Íàêîíåö, â [59] ðàññìàòðèâàëèñü íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè
ðàçìåðíîñòè 7.
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Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè àëãåáð Ëè òðóäíîñòè èõ ÿâíîãî ïå-
ðå÷èñëåíèÿ íåñîèçìåðèìî âîçðàñòàþò, è ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî
ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñåìåéñòâàìè àëãåáð. Òåì íå ìåíåå ýòà òåìà-
òèêà ïðîäîëæàëà è äàëüøå èíòåðåñîâàòü íåêîòîðûõ ìàòåìàòè-
êîâ, õîòÿ â Êàçàíè ýòèì íèêòî áîëüøå íå çàíèìàëñÿ. Â 1989 ã.
òàáëèöû 7-ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè áûëè îïóáëèêîâà-
íû â ñòàòüÿõ [98], [127]. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ äâóõ ðàáîò
çàòðóäíèòåëüíî ââèäó òîãî, ÷òî â íèõ ïåðå÷èñëåíèå àëãåáð Ëè
îñíîâûâàëîñü íà ðàçíûõ íàáîðàõ èíâàðèàíòîâ, à ïðîâåðêà òàêæå
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé ââèäó áîëüøîãî ÷èñëà òèïîâ àë-
ãåáð è îòñóòñòâèÿ êàêîãî-ëèáî îáîñíîâàíèÿ. Â îáçîðå [107] Ì. Ãîçå
è Þ. Õàêèìäæàíîâ âûñêàçàëè ìíåíèå, ÷òî èìåþùèåñÿ òàáëèöû
7-ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ìîãóò ñîäåðæàòü ïîãðåø-
íîñòè.
Â 1950�60-å ãîäû Ìîðîçîâ ðàáîòàë ñî ìíîãèìè ñòóäåíòàìè è

àñïèðàíòàìè. Èññëåäîâàíèÿ Çàáîòèíà, Ìóáàðàêçÿíîâà è Ñàôèóë-
ëèíîé óæå áûëè óïîìÿíóòû. Â ñòàòüå [95] Ë.Ä. Ýñêèí, äðóãîé ó÷å-
íèê Ìîðîçîâà, óêàçàë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà íà
óíèìîäóëÿðíîé êîìïëåêñíîé ãðóïïå. Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè, ââå-
äåííîé È.Ì. Ãåëüôàíäîì, ïîä îïåðàòîðàìè Ëàïëàñà ïîíèìàëèñü
èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå
öåíòðàëüíûì ýëåìåíòàì óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â äðóãîé çàìåòêå Ýñêèíà [96]
áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óíèòàðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé êëàññà I îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû Ëîðåíöà. Â ïîñëå-
äóþùèå ãîäû Ýñêèí ïðèìåíèë ìåòîäû òåîðèè Ëè ê èññëåäîâàíèþ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Å.Ë. Ñòîëîâ, ó÷åíèê Ýñêèíà, òàêæå èçó÷àë ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ñâÿçàííûå ñ íèìè ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè. Â [75] èì íàéäåíû âûðàæåíèÿ, â âèäå èíòåãðàëîâ Ôó-
ðüå, ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè êëàñ-
ñà I ãðóïïû SL(2,C) íà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ ñ âåùåñòâåííû-
ìè ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå íàéäå-
íû ñòàðøèå ÷ëåíû èõ àñèìïòîòèê. Â [76], [77] èññëåäîâàëèñü ñïå-
öèàëüíûå ôóíêöèè, âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèé ãðóï-
ïû SO(n).
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Êàê ×åáîòàðåâ, òàê è Ìîðîçîâ èñõîäèëè èç êëàññè÷åñêîãî ïîíè-
ìàíèÿ òåîðèè Ëè, â ðàìêàõ êîòîðîãî èçó÷àëèñü ãðóïïû è àëãåá-
ðû, êîìïëåêñíûå èëè âåùåñòâåííûå. Íî ïîñëå òîãî êàê íåìåöêèé
ìàòåìàòèê Ý. Âèòò îáíàðóæèë1 ïåðâûé ïðèìåð ïðîñòîé àëãåáðû
Ëè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, íå èìåþùåé àíàëîãîâ ñðå-
äè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè â õàðàêòåðèñòèêå 0, àëãåáðû Ëè
íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ñòàëè ðàññìàòðèâàòü Í. Äæå-
êîáñîí è Õ. Öàññåíõàóç. Ïîñòåïåííî èìè ñòàëè èíòåðåñîâàòüñÿ
è äðóãèå ìàòåìàòèêè, ïðåèìóùåñòâåííî â ÑØÀ. Òàê ðîäèëàñü
òåîðèÿ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè, êàê åå ñòàëè èìåíîâàòü â áîëåå
ïîçäíåå âðåìÿ.
Ìîðîçîâ îñîçíàâàë ýòîò òðåíä â ðàçâèòèè ëèåâîé òåîðèè. Â

1952 ã. À.Â. Ñóëüäèí, åùå îäèí ó÷åíèê Ìîðîçîâà, äîêàçàë àíàëîã
òåîðåìû Àäî íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p [78]. Âïðî÷åì, ïðèî-
ðèòåò çäåñü ïðèíàäëåæèò íå åìó. ×åòûðüìÿ ãîäàìè ðàíåå ÿïîí-
ñêèé ìàòåìàòèê Ê. Èâàñàâà îïóáëèêîâàë íîâîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòî-
ðîì áûë ðàçîáðàí òàêæå ìîäóëÿðíûé ñëó÷àé [111]. Â äðóãîé çà-
ìåòêå 1954 ã. [79] Ñóëüäèí ïîêàçàë, ÷òî ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîìåðíîé ìîäóëÿðíîé àëãåáðû Ëè îãðà-
íè÷åíû íåêîòîðûì ÷èñëîì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò õàðàêòåðèñòè-
êè ïîëÿ è ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè. Áîëåå ãëóáîêî îáùèå ñâîéñòâà
ïðåäñòàâëåíèé ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè áûëè èññëåäîâàíû Öàññåí-
õàóçîì â ðàáîòå, îïóáëèêîâàííîé â òîì æå ãîäó [134].
Óïîìÿíóòûå âûøå ó÷åíèêè Ìîðîçîâà, çàùèòèâ êàíäèäàòñêèå

äèññåðòàöèè, ñî âðåìåíåì îòîøëè îò àëãåáðàè÷åñêîé òåìàòèêè,
íî ïðîäîëæèëè óñïåøíóþ êàðüåðó â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè-
êè. Òåì íå ìåíåå, ñ êîíöà 1960-õ ãîäîâ íà êàôåäðå àëãåáðû íà÷à-
ëà ôîðìèðîâàòüñÿ ãðóïïà ó÷åíûõ, îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì äåÿ-
òåëüíîñòè êîòîðîé ñòàëà òåîðèÿ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè. Êîñòÿê
ýòîé ãðóïïû ñîñòàâèëè À.Õ. Äîëîòêàçèí è Þ.Á. Åðìîëàåâ, òàê-
æå ó÷åíèêè Ìîðîçîâà. Ïîçäíåå ê èññëåäîâàíèÿì â ýòîé îáëàñòè
ïðèñîåäèíèëèñü Ì.Þ. Öåëîóñîâ, Ã.Î. Ýëüñòèíã, Í.À. Êîðåøêîâ
è Ñ.Ì. Ñêðÿáèí, ó÷åíèêè Äîëîòêàçèíà.
Ê ñåðåäèíå 1960-õ ãîäîâ áûëî èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ ïðî-

ñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè, íå ïîÿâëÿþùèõñÿ

1Ñîãëàñíî óñòíîìó ïðåäàíèþ ýòî ïðîèçîøëî ðàíåå 1937 ã.
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â õàðàêòåðèñòèêå 0, è êàçàëîñü, ÷òî ýòè ïðèìåðû íå ïîä÷èíÿ-
þòñÿ íèêàêîé çàêîíîìåðíîñòè. Ïåðåëîì íàñòóïèë, êîãäà ìîñêîâ-
ñêèå ìàòåìàòèêè À.È. Êîñòðèêèí è È.Ð. Øàôàðåâè÷ âûÿñíèëè,
÷òî âñå èçâåñòíûå íåêëàññè÷åñêèå ïðîñòûå àëãåáðû Ëè äîïóñêàþò
åäèíîîáðàçíîå îïèñàíèå êàê ìîäóëÿðíûå àíàëîãè ÷åòûðåõ ñåðèé
áåñêîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè Wn, Sn, Hn è Kn, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðèìèòèâíûì ïñåâäîãðóïïàì
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå áûëè êëàññèôèöèðîâàíû Ý. Êàðòàíîì
â íà÷àëå 20-ãî âåêà.
Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî íàáëþäåíèå êàñàëîñü òîëüêî òàê íàçûâàå-

ìûõ p-àëãåáð Ëè1, â êîòîðûõ ïîìèìî ëèåâñêîãî óìíîæåíèÿ èìå-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â p-þ ñòåïåíü. Íî â
ñòàòüå 1969 ã. âñå ÷åòûðå ñåðèè ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëÿðíûõ àë-
ãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà óæå áûëè ââåäåíû â îáùåì ñëó÷àå
[40]. Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ
ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-
òûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 5 ÿâëÿåòñÿ èëè êëàññè÷åñêîé
àëãåáðîé, èëè ôèëüòðîâàííîé äåôîðìàöèåé íåêîòîðîé ãðàäóèðî-
âàííîé àëãåáðû Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà2. Ïîä êëàññè÷åñêèìè àë-
ãåáðàìè ïîíèìàþòñÿ ìîäóëÿðíûå àíàëîãè ïðîñòûõ êîíå÷íîìåð-
íûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè âñåõ òèïîâ An − G2. Ñ ïîÿâëåíèåì
ãèïîòåçû Êîñòðèêèíà�Øàôàðåâè÷à çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðî-
ñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè ñòàëà íàèáîëåå àêòóàëüíîé â ìî-
äóëÿðíîé òåîðèè.
Àëãåáðû Ëè, ïîñòðîåííûå â [40], ñíàáæåíû ñòàíäàðòíûìè ãðà-

äóèðîâêàìè, è òåðìèí �ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè êàðòàíîâñêî-
ãî òèïà� ïîíèìàåòñÿ èìåííî â ýòîì ñìûñëå. Èõ ôèëüòðîâàííûå
äåôîðìàöèè áûëè îïèñàíû Â.Ã. Êàöåì [34] ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì êàê ïîäàëãåáðû â êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáðàõ Ëè îá-
ùåãî êàðòàíîâñêîãî òèïàW , íî õàðàêòåðèçóåìûå ñâîèì äåéñòâè-
åì íà ôîðìû îáúåìà, ãàìèëüòîíîâû è êîíòàêòíûå ôîðìû áîëåå
îáùåãî âèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû â [40].
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû áûëè âïîñëåäñòâèè óòî÷íå-
íû. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò áîëåå øèðîêèé êëàññ ìîäóëÿðíûõ

1Êàê ñèíîíèì óïîòðåáëÿþò òåðìèí �îãðàíè÷åííàÿ àëãåáðà Ëè�.
2Ýòî îáîáùåíèå ïåðâîãî âàðèàíòà ãèïîòåçû Êîñòðèêèíà�Øàôàðåâè÷à, â êîòîðîì ðå÷ü øëà òîëüêî î

ïðîñòûõ p-àëãåáðàõ Ëè.
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àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà, ñíàáæåííûõ ñòàíäàðòíûìè ôèëü-
òðàöèÿìè. Ýòè àëãåáðû âî ìíîãîì íåïîõîæè íà êëàññè÷åñêèå àë-
ãåáðû, è â òî âðåìÿ èõ ñâîéñòâà åùå íå áûëè õîðîøî èçó÷åíû. Ñ
ýòèì ñâÿçàíî åùå îäíî íàïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòè â ìîäóëÿðíîé
òåîðèè.
Ïîä âëèÿíèåì íîâûõ èäåé Ìîðîçîâ ïðåäëîæèë Äîëîòêàçèíó

çàíÿòüñÿ ìîäóëÿðíûìè àëãåáðàìè Ëè ðàíãà 1 (ýòî àëãåáðû Ëè,
ñîäåðæàùèå êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó ðàçìåðíîñòè 1)1. Ê òîìó
âðåìåíè È. Êàïëàíñêèé äîêàçàë â [116] ðÿä îáùèõ ôàêòîâ î êîð-
íåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lα àëãåáðû Ëè L îòíîñèòåëüíî 1-ìåðíîé
êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû H. Îïèðàÿñü íà íèõ Ð.Å. Áëîê óñòà-
íîâèë, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè p > 3 ëþáàÿ òàêàÿ àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 è ñ
íåâûðîæäåííûìè ñïàðèâàíèÿìè Lα × L−α → H, âîçíèêàþùèìè
èç ëèåâñêîãî óìíîæåíèÿ, ïðèíàäëåæèò èçâåñòíîìó êëàññó àëãåáð
Ëè, íàçûâàåìûõ àëãåáðàìè Àëáåðòà�Öàññåíõàóçà2 [101].
Â ñòàòüÿõ [11], [12] Äîëîòêàçèí îáîáùèë, òàêæå ïðè p > 3,

íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ Êàïëàíñêîãî íà ñëó÷àé, êîãäà [Lα, L−α] 6=0
äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ êîðíåé α, îòêàçûâàÿñü îò óñëîâèÿ íåâûðîæ-
äåííîñòè ñïàðèâàíèé ìåæäó Lα è L−α. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêîé
àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîðíè îá-
ðàçóþò àääèòèâíóþ ãðóïïó. Ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå
ýòèõ àëãåáð Ëè áûëî ïîëó÷åíî â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè ÿâëÿþò-
ñÿ öåëî÷èñëåííûìè êðàòíûìè îäíîãî êîðíÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ëþáàÿ p-àëãåáðà Ëè èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ëèáî òðåõìåð-
íà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì p-ìåðíîé àëãåáðû
Âèòòà è åå ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ.
Ïåðâûå ðàáîòû Åðìîëàåâà áûëè ïîñâÿùåíû ïðèâåäåíèþ ê êà-

íîíè÷åñêîìó âèäó ïàðû ôîðì [17], [18]. Îäíàêî â 1970-å ãîäû îí
ïðèñòóïàåò ê èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè.
Â [19] èì áûëî äàíî èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå àëãåáð Ëè ðàíãà 1
íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 2 â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî àëãåáðà Ëè ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì è ñîäåð-
æèò ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, âñå êîðíè êîòîðîãî ëåæàò â ïðîñòîì

1Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ìîäóëÿðíàÿ òåîðèÿ êàðäèíàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè â õàðàêòåðèñòèêå 0.
Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ìîæåò èìåòü êàðòàíîâñêèå ïîäàëãåáðû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.

2Âñå ýòè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè êàðòàíîâñêîãî òèïà.
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ïîëå èç p ýëåìåíòîâ. Â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Äî-
ëîòêàçèíûì, ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà íå
ïðåäïîëàãàëîñü äèàãîíàëèçèðóåìûì.
Âîïðîñ î ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè ðàíãà 1

îêàçàëñÿ âåñüìà òðóäíûì. Îí áûë ðåøåí ïðè p > 7 â ðàáîòå
Äæ.Ì. Áåíêàðò è Äæ.Ì. Îñáîðíà [100], ïðè÷åì èì ïîòðåáîâàëàñü
äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáð Ëè, íàéäåííûõ
Åðìîëàåâûì â óïîìÿíóòîé ñòàòüå [19].
Â ñåðèè ïóáëèêàöèé, îôîðìëåííûõ â âèäå êðàòêèõ ñîîáùåíèé,

Åðìîëàåâ ðàññìîòðåë êëàññ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè, íàçâàí-
íûõ èì ìîíîãåííûìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäûòîæåíû â
[24]. Â ýòîé ñòàòüå íàêëàäûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûå, ñ ïî-
çèöèé êëàññèôèêàöèè, óñëîâèÿ1 íà ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè
L =

⊕r
i=−q Li. Ïî êàæäîìó íàáîðó e = {e1, . . . , en} îäíîðîäíûõ

ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ ïîäàëãåáðû, íàòÿíóòîé íà êîìïî-
íåíòû Li ñòåïåíè i < 0, îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî

r0(e) =
n∑
i=1

si(p
mi − 1)− q,

ãäå si = − deg ei, à mi � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå,
÷òî ep

mi

i ëåæèò â öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû.
Ïóñòü r0 � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èí r0(e). Òîãäà r ≤ r0.
Ïðè p > 2 è íåçíà÷èòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñíèçó íà ñòåïåíè pmi,
â òåîðåìå 1, ñôîðìóëèðîâàííîé äëÿ ñëó÷àÿ q = 1, óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî L ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé êàðòàíîâñêîãî òèïà, åñëè r = r0, èëè
r = r0 − 1, èëè r = r0 − 2. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâà r0 − Pmin +
4 ≤ r ≤ r0 − 3, ãäå Pmin � íàèìåíüøåå ñðåäè ÷èñåë pm1, . . . , pmn,
âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò. Òåîðåìà 2 ñîäåðæèò ïîõîæèå óòâåðæäåíèÿ
äëÿ ñëó÷àÿ q = 2. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíû íå áûëè.
Ðåçóëüòàò òîãî æå òèïà äëÿ ïðîñòûõ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

Ëè L ãëóáèíû q = 1 ïðè p > 5 áûë îïóáëèêîâàí, òàêæå áåç ïî-
äðîáíûõ äîêàçàòåëüñòâ, Ýëüñòèíãîì [94]. Â òåîðåìå 1 ýòîé ðàáîòû
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ãðàäóèðîâêà àëãåáðû L ÿâëÿåòñÿ äëèí-
íîé, òî L èçîìîðôíà îäíîé èç ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè êàðòà-
íîâñêîãî òèïàW , S, èëè H. Ãðàäóèðîâêà áûëà íàçâàíà äëèííîé,

1Â ïåðâîíà÷àëüíîì îïðåäåëåíèè ìîíîãåííîé àëãåáðû, äàííîì â ïðåäøåñòâóþùèõ ñòàòüÿõ, òðåáîâàëàñü
íåïðèâîäèìîñòü L0-ìîäóëÿ Lr, à íå L−1, êàê â [24].
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åñëè r ≥ r0 − Pmin + 2, â îáîçíà÷åíèÿõ èç âûøåóïîìÿíóòûõ ðà-
áîò Åðìîëàåâà. Êàê ñëåäñòâèå, â ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîé òåîðåìû
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r ≥ r0 − 2.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèÿì, ïîñâÿùåííûì èçó÷åíèþ ìî-

äóëÿðíûõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå ïå-
ðåãðóæàòü èçëîæåíèå òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè, îãðàíè÷åíèÿ íà
õàðàêòåðèñòèêó p äàëåå óêàçûâàòüñÿ íå áóäóò.
Ì.Þ.Öåëîóñîâ äàë îïèñàíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé ãðàäóèðîâàí-

íûõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà [90]. Äëÿ âñåãî êëàññà àë-
ãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà ýòî áûëî ñäåëàíî çíà÷èòåëüíî ïîçæå
Ì.È. Êóçíåöîâûì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè êîèíäóöèðîâàííûõ
ìîäóëåé [42]. Ê ñîæàëåíèþ, Öåëîóñîâ òðàãè÷åñêè ïîãèá âñêîðå
ïîñëå íà÷àëà ñâîåé ðàáîòû íà êàôåäðå àëãåáðû.
Â [20], [21] Åðìîëàåâ íàøåë â ÿâíîì âèäå íåòðèâèàëüíûé öåí-

òðàëüíûé ýëåìåíò óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àëãåá-
ðû Âèòòà W1(1), à òàêæå ñîîòíîøåíèå öåëîé çàâèñèìîñòè íàä
p-öåíòðîì1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ýòîò ýëåìåíò. Â [22], [23] ýòè
ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà àëãåáðû Ëè W1(r), èçîìîðôíûå
àëãåáðàì Öàññåíõàóçà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ r íåòðèâèàëüíûõ
öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âìåñòå ñ p-öåíòðîì ïîðîæäà-
þò âåñü öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû. Êðîìå òî-
ãî, Åðìîëàåâ äàë îïèñàíèå ïîäàëãåáð èíâàðèàíòíûõ2 ýëåìåíòîâ
ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð ýòèõ àëãåáð Ëè.
Êîðåøêîâ ïðåäëîæèë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåðèé öåíòðàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ â óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáðàõ p-àëãåáð Ëè
êàðòàíîâñêîãî òèïà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèåâûõ Z-ôîðì ýòèõ àë-
ãåáð Ëè [38], [39].
Â ðàáîòå Ñ.Ì.Ñêðÿáèíà [131] áûëî äàíî îïèñàíèå ïîäàëãåáðû

èíâàðèàíòíûõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû ïóàññîíîâîé
p-àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè p2n. Òðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ p-å ñòåïåíè ýëåìåíòîâ. Âñÿ àëãåáðà èíâàðèàíòîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîðîæäàåòñÿ íàä ñâîåé òðèâèàëüíîé ÷à-
ñòüþ íàáîðîì èç pn îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì èíâàðèàí-
òû, ñòåïåíè íå äåëÿùåéñÿ íà p, èç ýòîãî íàáîðà ïîäíèìàþòñÿ äî
öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ â óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåá-
ðå, â òî âðåìÿ êàê ïðî äðóãèå èíâàðèàíòû ýòî íåèçâåñòíî. Â [131]

1Ïîä p-öåíòðîì óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(L) ìîäóëÿðíîé àëãåáðû Ëè L ïîíèìàåòñÿ
ïîäàëãåáðà â U(L), ïîðîæäåííàÿ öåíòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè èç p-îáîëî÷êè L.

2Èìåþòñÿ â âèäó èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè.



299

áûëè èññëåäîâàíû òàêæå èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ ïóàññîíîâîé àëãåáðû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû äëÿ ãàìèëüòîíîâîé àëãåáðû Ëè, öåí-
òðàëüíûì ðàñøèðåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâà àëãåáðà.
Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, èññëåäîâàííîãî Åðìîëàåâûì, äëÿ äðó-

ãèõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà äî ñèõ ïîð èìååòñÿ ìàëî èí-
ôîðìàöèè î öåíòðàõ èõ óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáð.
Èçó÷åíèå öåíòðîâ îñòàåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, ê ïîëíîìó ðåøåíèþ
êîòîðîé ïîêà åùå íå íàéäåíî ïîäõîäîâ.
Â ñâîèõ áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ Êîðåøêîâ çàíèìàëñÿ ïðåäñòàâëå-

íèÿìè ïðîñòûõ p-àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà è èõ ìàêñèìàëü-
íûõ ïîäàëãåáð ìèíèìàëüíîé êîðàçìåðíîñòè [35]�[37]. Íåïðèâîäè-
ìûå L-ìîäóëè âûñîòû 1, ò. å. òå, â êîòîðûõ ÷ëåí L1 ñòàíäàðòíîé
óáûâàþùåé ôèëüòðàöèè (Li) äåéñòâóåò íèëüïîòåíòíî, áûëè èñ-
ñëåäîâàíû ß.Ñ. Êðûëþêîì [41]1. Ïî÷òè âñå îíè èíäóöèðîâàíû2 ñ
íåïðèâîäèìûõ L0-ìîäóëåé, à íåáîëüøîå ÷èñëî èñêëþ÷èòåëüíûõ
ìîäóëåé âûäåëåíî äëÿ êàæäîãî êàðòàíîâñêîãî òèïà. Íåïðèâîäè-
ìûå L-ìîäóëè âûñîòû r > 1 òàêæå îêàçûâàþòñÿ èíäóöèðîâàí-
íûìè ñ ïîäàëãåáðû L0, åñëè r îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé,
çàâèñÿùåé îò L. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ
íåîäíîçíà÷íîé è íå ïîääàþùåéñÿ èñ÷åðïûâàþùåìó àíàëèçó, ÷òî
ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà÷èíàåò èãðàòü
äåéñòâèå â ìîäóëå öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåá-
ðû. Ïóòåì òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé Êîðåøêîâ èññëåäîâàë íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ p-àëãåáð Ëè H2 èW2. Â äåïîíèðîâàííûõ
ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå p-àëãåáðû Ëè Wn, Sn è Hn.
Â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ñêðÿáèíà, ïîäãîòîâëåííîé ïîä ðó-

êîâîäñòâîì À.È. Êîñòðèêèíà, áûë ðàçâèò òåîðåòèêî-êîëüöåâîé
ïîäõîä ê êëàññó àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà, îõâàòûâàþùå-
ìó êàê ìîäóëÿðíûé ñëó÷àé, òàê è àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Áûëè èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
ïðîñòîòó ýòèõ àëãåáð. Ïîçäíåå ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû â ïóá-
ëèêàöèè [128], ãäå äàåòñÿ îïèñàíèå èäåàëîâ àëãåáð Ëè èç ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êëàññà.

1Â ðåçóëüòàòàõ Êðûëþêà L � ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà, íî íå îáÿçàòåëüíî p-
àëãåáðà.

2Èìååòñÿ â âèäó óñå÷åííîå èíäóöèðîâàíèå, äàþùåå ôàêòîðìîäóëü ïîëíîãî èíäóöèðîâàííîãî ìîäó-
ëÿ, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû p-öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû äåéñòâóþò êàê ñêàëÿðíûå
îïåðàòîðû.
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Áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ãàìèëüòîíîâû ôîðìû ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â àëãåáðàõ ðàçäåëåííûõ ñòåïåíåé, è òåì ñàìûì ïîëó÷åíà
ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîñòûõ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè ãàìèëüòîíîâà
òèïà [72]. Íåðàçëîæèìûå ãàìèëüòîíîâû ôîðìû ðàçáèâàþòñÿ íà
êëàññû, îïðåäåëÿåìûå äîñòàòî÷íî ñëîæíûì äèñêðåòíûì ìíîæå-
ñòâîì ïàðàìåòðîâ. Êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ ñîäåðæèò ëèáî òîëü-
êî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû, ëèáî ñåìåéñòâî ôîðì, êëàññû ýêâè-
âàëåíòíîñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò îäíîãî ïàðàìåòðà èç îñíîâíîãî
ïîëÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ôîðìû â âèäå
ñóììû íåðàçëîæèìûõ ôîðì îò íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï ïåðå-
ìåííûõ åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ñëàãàåìûõ.
Êàê èçâåñòíî, ïàðàìåòðèçàöèÿ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè äðóãèõ

êàðòàíîâñêèõ òèïîâ íàìíîãî ïðîùå. Â ÷àñòíîñòè, âñå àëãåáðû Ëè
ñåðèéW èK îáëàäàþò ñòàíäàðòíûìè ãðàäóèðîâêàìè, ò. å. íåòðè-
âèàëüíûõ ôèëüòðîâàííûõ äåôîðìàöèé äëÿ ýòèõ òèïîâ âîîáùå íå
ñóùåñòâóåò. Ýòî íå îçíà÷àåò æåñòêîñòè ýòèõ àëãåáð ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîèçâîëüíûì äåôîðìàöèÿì (ñì. À.Ñ. Äæóìàäèëüäàåâ [10]).
Â ñòàòüå [129] áûëî çàâåðøåíî îïèñàíèå ôîðì ìîäóëÿðíûõ àë-

ãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûìè
ïîëÿìè. Èòîãîâûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè àëãåáðû ñàìè
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè êàðòàíîâñêîãî òèïà â ñìûñëå óæå óïîìÿíó-
òîãî òåîðåòèêî-êîëüöåâîãî îáîáùåíèÿ. Îíè ðåàëèçóþòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿìè êîíå÷íîìåðíûõ êîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ
àëãåáð, íå ñîäåðæàùèõ íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ, óñòîé÷èâûõ îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âñåé àëãåáðû Ëè. Òåì ñàìûì êëàññ ìîäó-
ëÿðíûõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà åùå áîëåå îáîáùàåòñÿ.
Ðàñùåïëåíèå àëãåáð ïðîèñõîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, íàä íåñåïàðà-

áåëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ, â ñèëó ÷åãî ñòàíäàðòíàÿ òåõíè-
êà íàõîæäåíèÿ ôîðì àëãåáð, îñíîâàííàÿ íà êîãîìîëîãèÿõ Ãàëóà,
çäåñü íåïðèìåíèìà. Áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíèêà ñòðîãî ïëîñêî-
ãî ñïóñêà, ÷òî ïîòðåáîâàëî ðàññìîòðåíèÿ àëãåáð Ëè, ïîëó÷àåìûõ
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ äî êàêîãî-ëèáî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà. Äî-
êàçàííàÿ â [129] òåîðåìà îá èçîìîðôèçìàõ ýòèõ àëãåáð Ëè êàð-
òàíîâñêîãî òèïà íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè èãðàåò êëþ÷å-
âóþ ðîëü. Èçîìîðôèçìû äàþòñÿ ñòàíäàðòíîé, â îïðåäåëåííîì
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ñìûñëå, êîíñòðóêöèåé, íî â õàðàêòåðèñòèêàõ 2 è 3 âîçíèêàþò èñ-
êëþ÷åíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áûëè ðàññìîòðåíû. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ñîñòàâèëè ñîäåðæàíèå äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè,
çàùèùåííîé â 1999 ã.
Çà èñòåêøèé ïåðèîä âðåìåíè îñíîâíàÿ öåëü òåîðèè ìîäóëÿðíûõ

àëãåáð Ëè áûëà äîñòèãíóòà. Ãèïîòåçà Êîñòðèêèíà�Øàôàðåâè÷à
äëÿ p-àëãåáð Ëè áûëà äîêàçàíà Ð.Å. Áëîêîì è Ð.Ë. Óèëñîíîì, ïî-
ñëå ÷åãî Õ. Øòðàäå â ñåðèè ðàáîò ñïðàâèëñÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè
àëãåáðàìè Ëè, à â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ À. Ïðåìåòà è Õ. Øòðà-
äå êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà
õàðàêòåðèñòèêè 5 è 7. Òðåõòîìíàÿ ìîíîãðàôèÿ Õ. Øòðàäå [132]
ïîäâåëà èòîã ýòîé äåÿòåëüíîñòè.
×òî êàñàåòñÿ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè õà-

ðàêòåðèñòèêè 2 è 3, òî çäåñü áûëè ñäåëàíû òîëüêî ïåðâûå øàãè, è
âîçìîæíîñòü ïîëíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ. Íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ Ñêðÿáèíà, öåëèêîì
ïîñâÿùåííûõ àëãåáðàì Ëè ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè, îïóáëèêîâàíû
â [73], [74], [130].
Ìîæíî áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ ñêàçàòü, ÷òî Ìîðîçîâ áûë îäíèì èç

èíèöèàòîðîâ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè â
íàøåé ñòðàíå, à ñîòðóäíèêè êàôåäðû âíåñëè áîëüøîé âêëàä â
åå ðàçðàáîòêó. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñàìèì Ìî-
ðîçîâûì, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äëÿ ìîäóëÿðíîé òåîðèè, ÷òî
äåìîíñòðèðóåò ñîâñåì ñâåæàÿ ðàáîòà À. Ïðåìåòà [122].
Â ïîñëåäíèå ãîäû Êîðåøêîâ çàíèìàëñÿ ïó÷êàìè àññîöèàòèâíûõ

è ëèåâûõ ñòðóêòóð, à Ñêðÿáèí ïåðåêëþ÷èëñÿ íà àëãåáðû Õîïôà.
Êîíêðåòíûå ïðèìåðû àëãåáð Õîïôà âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì â òåîðèè Ëè, è ïîýòîìó èçó÷åíèå àëãåáð Õîïôà â áîëåå îá-
ùåì êîíòåêñòå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçâèòèå òåîðèè Ëè
â èíîì íàïðàâëåíèè.
Â 2012 ã. çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó �Èí-

âàðèàíòû äåéñòâèÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Õîïôà íà àëãåáðàõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà� Ì.Ñ. Åðÿøêèí, ó÷åíèê Ñêðÿáèíà. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû â [26], [27], îòíîñè-
òåëüíî íåäàâíî îíè áûëè ñóùåñòâåííî óñèëåíû â [28], [29]. Åðÿø-
êèí èçó÷àë âîïðîñ î öåëîé çàâèñèìîñòè àññîöèàòèâíîé àëãåáðû,
óäîâëåòâîðÿþùåé ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó, íàä ïîäàëãåáðîé
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ýëåìåíòîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ êîíå÷íîìåðíîé
àëãåáðû Õîïôà.
Ðàçâèòèå êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé àëãåáðû, ïðåäñòàâëåííîå

â íàñòîÿùåì îáçîðå, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåò óòîí÷åííîå
èñïîëüçîâàíèå ìàòðè÷íîé òåõíèêè. ¾×ècòîé¿ òåîðèè ìàòðèö ïî-
ñâÿùåíà ðàáîòà Ìîðîçîâà [48]. Âïîñëåäñòâèè òåîðèåé ìàòðèö íà
êàôåäðå àëãåáðû çàíèìàëèñü Þ.À. Àëüïèí è Ñ.Í. Èëüèí. Èçó÷à-
ëàñü ïðîáëåìà îáðàòèìîñòè ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè, îïèñàíû
íîâûå îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èññëåäîâàíû
íîðìàëüíûå ôîðìû ñèñòåì ìàòðèö, ïðåäëîæåíû êðèòåðèè óíè-
òàðíîãî ïîäîáèÿ è óíèòàðíîé êîíãðóýíòíîñòè ìàòðèö, íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû òåîðèè Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàò-
ðèö îáîáùåíû íà ïîëóãðóïïû íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö [3]�[5].
Ïîëèàäè÷åñêèìè ÷èñëàìè çàíèìàëñÿ Å.Â. Íîâîñåëîâ, ó÷åíèê

Ìîðîçîâà. Ïîëèàäè÷åñêèå ÷èñëà âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå íå-
ìåöêîãî ìàòåìàòèêà Õ. Ïðþôåðà [124]. Êîíñòðóêöèþ ïîëèàäè÷å-
ñêèõ ÷èñåë ïðåäëàãàë òàêæå Äæ. ôîí Íåéìàí [120]. Êîëüöî ïî-
ëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîëåö öåëûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì. Íîâîñåëîâ îïðåäåëÿë
êîëüöî ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíûì ñïîñîáîì: ìíîæå-
ñòâî öåëûõ ÷èñåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå êîëü-
öî îòíîñèòåëüíî ìåòðèçóåìîé òîïîëîãèè, ïîëíàÿ ñèñòåìà îêðåñò-
íîñòåé êîòîðîé èìååò âèä n + mZ. Òîãäà êîëüöî ïîëèàäè÷åñêèõ
÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå ýòîãî òîïîëîãè÷åñêîãî êîëü-
öà. Èì áûëà èçó÷åíà àðèôìåòèêà êîëåö ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë è
ïîñòðîåíà òåîðèÿ ìåðû è èíòåãðàëà íà òàêèõ êîëüöàõ. Ðàçðàáî-
òàííóþ òåîðèþ Íîâîñåëîâ ïðèìåíèë â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåî-
ðèè ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè, èì áûëè èçó÷åíû ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ ðàñïðåäåëåíèåì çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå Íîâîñåëîâûì, ïîäðîáíî èçëîæåíû â åãî ìîíî-
ãðàôèè [56] è â êíèãå À.Ã. Ïîñòíèêîâà [58]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë èçó÷àþòñÿ Â.Ã.
×èðñêèì è åãî ó÷åíèêàìè. Êîëüöî ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë ïîä íà-
çâàíèåì êîëüöà öåëûõ óíèâåðñàëüíûõ ÷èñåë íàõîäèò ãëóáîêèå
ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (Ï.À. Êðûëîâ, À.À. Ôî-
ìèí).
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Ìîðîçîâ âñåãäà ñòðåìèëñÿ ðàñøèðèòü òåìàòèêó èññëåäîâàíèé.
Áëàãîäàðÿ åìó íà êàôåäðå àëãåáðû ïîÿâèëîñü íîâîå íàïðàâëå-
íèå � òåîðèÿ êîëåö è ìîäóëåé. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìàòèêà â îáëà-
ñòè èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé áûëà ñôîðìèðîâàíà
âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ ïðîãðàììå â îáëàñòè ãîìîëîãè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè êîëåö, âûäâèíóòîé â 1961 ã. Ë.À. Ñêîðíÿêîâûì [70],
[71]. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ïðîãðàììû � èññëåäîâàòü ñâÿçè ìåæäó
ñâîéñòâàìè êîëüöà è êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä íèì.
Â 1960 ã. Õ. Áàññ [99] ïîëó÷èë õàðàêòåðèçàöèþ êîëåö, íàä êî-

òîðûìè ïðîåêòèâíû âñå ïðàâûå ïëîñêèå ìîäóëè. Òàêèå êîëüöà
íàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííûìè ñïðàâà è èìåþò âíóòðåííåå îïèñàíèå,
à èìåííî, êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ñïðàâà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è åãî ðàäèêàë Äæå-
êîáñîíà T -íèëüïîòåíòåí ñïðàâà, ò. å. äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, . . . èç J(R) ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
akak−1 . . . a1 = 0. Â 60-å ãîäû È.È. Ñàõàåâ, ó÷åíèê Ìîðîçîâà, èçó-
÷àë êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé êîíå÷íîïîðîæäåííûé ïëîñ-
êèé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Òàêèå êîëüöà â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè S-êîëüöàìè. Êîëüöàì ýòîãî òè-
ïà áûëè ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè, ñòàòüè Ñ. Ýíäî
[104] è Â. Âàñêåíñåëîñà [136], ðàññìàòðèâàâøèõ êîììóòàòèâíûå
S-êîëüöà, ñòàòüè Ñàõàåâà [60], [65], Ñ. Éîíäðóïà [113], ñîâìåñò-
íûå ðàáîòû È.È. Ñàõàåâà, À. Ôàêêèíè è Ä. Õåðáåðû [105], [106].
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î S-êîëüöàõ Ñàõàåâ ïîëó÷èë ñ ïîìîùüþ
ðàçâèòîé èì òåõíèêè ðàáîòû ñ ðåãóëÿðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . ýëåìåíòîâ êîëüöà R íàçûâàåò-
ñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ai+1ai = ai äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . . Â 1965
ãîäó Ñàõàåâ óñòàíîâèë [60], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ïðî-
åêòèâíîñòü êàæäîãî n-ïîðîæäåííîãî ïëîñêîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ
ýêâèâàëåíòíà ñòàáèëèçàöèè âñÿêîé öåïî÷êè ïðàâûõ èäåàëîâ

A1Rn ⊆ A2Rn ⊆ . . . ⊆ AmRn ⊆ . . . ,

ãäå Am (m = 1, 2, . . .) � ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n × n
ìàòðèö íàä êîëüöîì R. Ó÷åíèê Ñàõàåâà Ã.Â. ×èðêîâ ïîñòðîèë
ïðèìåð êîëüöà, íàä êîòîðûì êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïëîñêèé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, íî íå âñÿêèé êîíå÷íîïîðîæäåííûé
ïëîñêèé ìîäóëü îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì [93].
Â 1974 ã. Ä. Ëàçàðîì â ñòàòüå [118] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà

î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè êàæäîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P, ó
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êîòîðîãî ôàêòîð-ìîäóëü P/PJ(R) êîíå÷íîïîðîæäåí. Äëÿ êîì-
ìóòàòèâíûõ êîëåö ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà ñàìèì Ëàçàðîì
[118]. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû äëÿ PI-êîëåö áûëà óñòàíîâ-
ëåíà Éîíäðóïîì [114]. Ñàõàåâ ïîêàçàë, ÷òî ãèïîòåçà Ëàçàðà ýêâè-
âàëåíòíà ïðîåêòèâíîñòè âñÿêîãî êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ïëîñêîãî
ïðàâîãî R -ìîäóëÿ P , ó êîòîðîãî ôàêòîð-ìîäóëü P/PJ(P ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì R/J(R)-ìîäóëåì [64]. Õ. Öåøèíãåðîì [135]
è íåçàâèñèìî Ñàõàåâûì [67] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R áûëà
óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) åñëè äëÿ ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ P ôàêòîð-ìîäóëü
P/PJ(R) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, òî ìîäóëü P êîíå÷íîïî-
ðîæäåí;

(2) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b èç êîëüöà R âûïîëíåíà èìïëè-
êàöèÿ
ab = 0 è 1− (a + b) ∈ J(R) ⇒ b(a + b)−1a = 0.

Â.Í. Ãåðàñèìîâûì è Ñàõàåâûì áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ïîëóëî-
êàëüíîãî êîëüöà, îïðîâåðãàþùèé ãèïîòåçó Ëàçàðà [9]. Ââèäó
ïðèíöèïèàëüíîé âàæíîñòè ýòîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì îñíîâíûå ýòà-
ïû åãî ïîñòðîåíèÿ. Ïóñòü R = F < x, y | yx = 0 > � àëãåáðà
íàä ïîëåì F , ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè x, y è c îäíèì îïðåäå-
ëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì yx = 0. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì φ :
R → F × F , ïðè êîòîðîì φ(x) = (1, 0), φ(y) = (0, 1). Ïóñòü Σ �
ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä R, ó êîòîðûõ îáðàç ïîä
äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà φ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è RΣ � óíè-
âåðñàëüíîå Σ-îáðàùàþùåå R-êîëüöî. Òîãäà RΣ � ïîëóëîêàëüíîå
êîëüöî áåç íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, RΣ/J(RΣ) ∼= F × F è
J(RΣ) = (1 − y1)RΣ ∩ RΣ(1 − x1), ãäå x1, y1 � îáðàçû ýëåìåí-
òîâ x, y ñîîòâåòñòâåííî â RΣ. Ïðè÷åì RΣ(1 − x1) è (1 − y1)RΣ

� åäèíñòâåííûå ìàêñèìàëüíûå äâóñòîðîííèå (è îäíîñòîðîííèå )
èäåàëû êîëüöà RΣ . Ýëåìåíòû x1, y1 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì: y1x1 = 0, 1 − (x1 + y1) ∈ J(RΣ) è x1(x1 + y1)−1y1 6= 0.
Èç ïîñëåäíèõ óñëîâèé è ðåçóëüòàòîâ Öåøèíãåðà è Ñàõàåâà ñëå-
äóåò, ÷òî êîëüöî RΣ ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ãèïîòåçå Ëàçàðà.
Áîëåå òî÷íî, Ñàõàåâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàä êîëüöîì RΣ ïðà-
âûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü P =

⋃∞
i=1(x1 + y1)−i−1x1(x1 + y1)iRΣ íå

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì ìîäóëåì è P/J(P ) � öèêëè÷å-
ñêèé ìîäóëü. Êîëüöî RΣ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàåòñÿ êîëüöîì
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Ãåðàñèìîâà�Ñàõàåâà [103]. Â ðàáîòå [105] ïîêàçàíî, ÷òî êîëüöî
RΣ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ñëåäóþùèì ãèïîòåçàì:

(1) åñëè P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è P/J(P ) � ïðîñòîé ìîäóëü,
òî P � ëîêàëüíûé ìîäóëü ([133]).

(2) åñëè P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è End(P ) � ïîëóëîêàëüíîå
êîëüöî, òî ìîäóëü P êîíå÷íîïîðîæäåí ([119]).

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðîåêòèâíûé
ìîäóëü ñ ïîëóëîêàëüíûì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ êî-
íå÷íîïîðîæäåííûì, áûëî íàéäåíî â ðàáîòå Õ. Ëîìïà, Ì.Ô. Íà-
ñðóòäèíîâà (ó÷åíèêà Ñàõàåâà) è È.È. Ñàõàåâà [43]. Â ñòàòüå [125]
Ã.Å.Ïóíèíñêèì íà îñíîâå òåõíèêè Ñàõàåâà è ðåçóëüòàòîâ Ôàêêè-
íè áûë ïîñòðîåí åùå îäèí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Ëàçàðà. Â ïî-
ñëåäíèå ãîäû ðåçóëüòàòû Ñàõàåâà ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Ôàêêèíè, Õåðáåðû, Ïóíèíñêîãî, Ïðèõîäû. Îòìåòèì íåêîòîðûå
èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Â ðàáîòå [103]
ïîêàçàíî, ÷òî RΣ � ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíîå êîëüöî, íàä êîòîðûì
êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
êîïèé ìîäóëåé P è RΣ . Íà îñíîâå òåõíèêè Ñàõàåâà â ðàáîòå
[106] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïëîñêèõ ìîäóëåé. Â ðàáîòå [123] Ïðèõî-
äà ïîêàçàë, ÷òî êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü P, ó êî-
òîðîãî P/J(P ) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, èìååò âèä P =

∑
i∈N piR,

ãäå p1, p2, . . . ∈ P è äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
pi+1 = pir(i ∈ N). Èç âûøåèçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî ïîëóëîêàëü-
íûå êîëüöà, ïîñòðîåííûå â ðàáîòàõ Ãåðàñèìîâà, Ñàõàåâà è Ïó-
íèíñêîãî, äàþò ïðèìåðû êîëåö, äëÿ êîòîðûõ íåâûïîëíèìû ðÿä
êëàññè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Ìåòîäû Ñàõàåâà ïîçâîëÿþò íàõîäèòü
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî.
Òåîðèè îïåðàä è èõ ïðèëîæåíèÿì ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ñ.Í. Òðî-

íèíà � ó÷åíèêà Ñàõàåâà. Òðîíèí ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñàõàåâà â
1989 ã. çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ �Î ðåòðàêöèÿõ ñâî-
áîäíûõ àëãåáð è ìîäóëåé�, ãäå â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèòûõ
èì îáùèõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ðåòðàêöèé ñâîáîäíûõ àëãåáð áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ðåòðàêò àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ (ò. å. ïðîåê-
òèâíàÿ àëãåáðà) íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü
Êðóëëÿ, ðàâíóþ äâóì, èçîìîðôåí êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ [80]. Ýòîò ðåçóëüòàò íå óëó÷øåí äî ñèõ ïîð. Â 1990-õ
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ãîäàõ. Òðîíèí ïîëó÷èë ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ àëãåá-
ðû. Â ÷àñòíîñòè, èì áûëà íàéäåíà êîíñòðóêöèÿ êàòåãîðèé ÷àñò-
íûõ, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì êîëåö ÷àñòíûõ Ãåðàñèìîâà è Ìàë-
êîëìñîíà [81]. Ñ êîíöà 1990-õ ãã. Òðîíèí çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíè-
ÿìè â îáëàñòè òåîðèè îïåðàä. Ïðåäëîæåííûé èì ïîäõîä îñíîâû-
âàåòñÿ íà áîëåå îáùåì îïðåäåëåíèè ñàìîãî ïîíÿòèÿ îïåðàäû, ïðè-
÷åì îáîáùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ãðóïï (÷òî èñïîëüçóåòñÿ â àáñîëþòíîì áîëüøèíñòâå äðóãèõ
èññëåäîâàíèé) áåðåòñÿ äåéñòâèå ìîðôèçìîâ îñîáûõ êàòåãîðèé,
íàçâàííûõ àâòîðîì âåðáàëüíûìè. Îäíèì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ ñ ìîðôèçìàìè � âñåâîçìîæíûìè êîíå÷íûìè
ïîäñòàíîâêàìè (ñëó÷àé òðàäèöèîííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàä).
Ïðè ýòîì äðóãèõ ïðèìåðîâ âåðáàëüíûõ êàòåãîðèé î÷åíü ìíîãî,
ïî êðàéíåé ìåðå, êîíòèíóóì. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä, áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ñ òî÷íîñòüþ
äî ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàä
íåêîòîðîé (îáîáùåííîé) îïåðàäîé. Âåðáàëüíûå êàòåãîðèè ïîç-
âîëÿþò äàòü íåêîòîðóþ êëàññèôèêàöèþ âñåõ âîçìîæíûõ òèïîâ
òîæäåñòâ â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå, ïðè÷åì ýòà êëàññèôèêàöèÿ íå
çàâèñèò îò âûáîðà ñèãíàòóðû. Â ÷àñòíîñòè, êëàññ ìíîãîîáðàçèé
ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ëèíåéíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàäàìè ñ
òî÷íîñòüþ äî ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëÿåìûõ ïîëèëèíåéíûìè òîæäåñòâàìè.
Èñïîëüçîâàíèå îïåðàä ïîçâîëèëî òàêæå ïîñòðîèòü îáùóþ òåîðèþ
(âñåõ âîçìîæíûõ) ñóïåðàëãåáð è èõ ïðåäñòàâëåíèé [82], [83]. Ïî
ðåçóëüòàòàì ýòèõ èññëåäîâàíèé â 2011 ã. Òðîíèíûì áûëà çàùè-
ùåíà äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ íà òåìó �Îïåðàäíûå è êàòåãîðíûå
ìåòîäû â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð� [84]. Â ïî-
ñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò Òðîíèí çàíÿëñÿ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè
àëãåáðàè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè.
Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ XX âåêà Ñàõàåâûì áûëî èíèöèèðîâàíî èçó-

÷åíèå ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé è, â ÷àñòíîñòè, êîëåö, íàä êîòî-
ðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì. Â ðàáîòàõ Õ.
Õàêìè, ó÷åíèêà Ñàõàåâà, áûëè èçó÷åíû ïðîåêòèâíûå ñëàáî ðåãó-
ëÿðíûå ìîäóëè è èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, èì áû-
ëè îïèñàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü
èìååò ñëàáî ðåãóëÿðíîå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ [108]. Ïðîáëåìà
îïèñàíèÿ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ
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ñëàáî ðåãóëÿðíûì, ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [85]�[88] è ìîíî-
ãðàôèÿõ [89], [112]. Åå ïîëíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â ðàáîòå À.Í.
Àáûçîâà, ó÷åíèêà Ñàõàåâà, è À.À. Òóãàíáàåâà [97].
Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ

ãîìîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîëåö, ò. å. èçó÷åíèå ñâÿçåé ìåæ-
äó ñâîéñòâàìè êîëåö è êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä íèìè. Àíàëîãè÷-
íûå çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òåîðèè ïîëóêîëåö
è ïîëóìîäóëåé. Èññëåäîâàíèÿì â ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåí ðÿä ðà-
áîò Ñ.Í. Èëüèíà. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [30] ïîëó÷åí ïîëóêîëüöå-
âîé àíàëîã òåîðåìû Êàïëàíñêîãî î êîììóòàòèâíûõ V -êîëüöàõ; â
ðàáîòå [109] ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäåíî âûñêàçàííîå Å.Á. Êàöîâûì
â ñòàòüå [117] ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè îäíîñòîðîííå ñîâåð-
øåííûõ ïîëóêîëåö, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîëüöàìè; â ñîâìåñòíîé ðàáî-
òå Ñ.Í. Èëüèíà è Å.Á. Êàöîâà [110] äàíî ðåøåíèå ïîëóêîëüöåâîãî
àíàëîãà èçâåñòíîé ïðîáëåìû Ñåððà î ñâîáîäíîñòè âñåõ ïðîåêòèâ-
íûõ ìîäóëåé äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ êîëåö íàä ïîëÿìè.
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íàäëåæàùèõ ê çàäàííîìó êëàññó ïîäñòàíîâîê. � Èçâ. Ðîñ. ÀÍ,
1923, ò. 17, ñòð. 205�250.
5. Der Hilbertsche Satz. � Bicti ÂÓÀÍ, 1923, ñòð. 3�7.

1924
6. Î ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-

íåíèé. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 2, 1924, ò, 24, âûï 1, ñòð. 1�6.
Ðåçþìå íà ôðàíö. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì. Ïîïðàâêà.
� Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1926, âûï. 1, ñòð. 146�148.
7. Î ïîâåðõíîñòÿõ ïåðåíîñà. � Ìàòåìàò. ñá., 1924, ò. 31, ñòð.

434�445. Ðåçþìå íà íåì. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â òåêñòå.
8. Î øèðèíå êîíòóðîâ è òåë. � Æóðí. í.-è. êàôåäð â Îäåññå,

1924, ò. 1, � 8�9, ñòð. 1�13. Ðåçþìå íà íåì. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì.
9. Eine Verallgemeinerung des Minkowski's chen Satzes mit Anwen-

dung auf die Betrach-tung der K�orperidealklassen. � Æóðí. í.-è.
êàôåäð â Îäåññå, 1924, ò. 1, âûï. 4, ñòð. 1�4. Ðåçþìå íà óêðàèí.
ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â òåêñòå.
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1925

10. Íîâîå îáîñíîâàíèå òåîðèè èäåàëîâ (ïî Çîëîòàðåâó). � Èçâ.
Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 2, 1925, ò. 25, ñòð. 1�14. Ðåçþìå íà ôðàíö. ÿç.
11. Die Bestimmung der Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen,

welche zu einer gegebenen Substitutionsklasse geh�oren. �Math. Ann.,
1925, Bd. 95, S. 191�228.

1926

12. Ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íàïåðåä
çàäàííîé ãðóïïîé. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1926, ò. 1, ñòð.
26�32. Ðåçþìå íà íåì. ÿç.
13. Îá îäíîì îáîáùåíèè ïîâåðõíîñòåé ïåðåíîñà. � Æóðí. í.-è.

êàôåäð â Îäåññå, 1926, ò. 2, � 3, ñòð. 1�12. Ðåçþìå íà íåì ÿç.
Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
14. Ïîïðàâêà ê ìîåé ñòàòüå �Î ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

èç òðàíñöåíäåíòíûõ óð-èé�. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1926, ò.
1, ñòð. 146�148. Ñì. Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 2, 1924, ò. 24, âûï. 1,
ñòð. 1�6.

1927

15. Studien �uber Primzahlendichtigkeiten. I. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ,
ñåðèÿ 3, 1927, ò. 2, ñòð. 14�20. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
16. Studien �uber Primzahlendichtigkeiten. II. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ,

ñåðèÿ 3, 1928, ò. 3, âûï. 1, ñòð. 1�17.
17. �Uber Fl�achen, welche Imprimitivit�atssysteme in Bezug auf eine

gegebene kontinuierliche Transformationsgruppe enthalten. � Ìàòå-
ìàò. ñá., 1927, ò. 34, âûï. 1, ñòð. 149�206. Ðåçþìå íà ðóññê. ÿç.
Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì. íà èíîñòð. ÿç.

1928

18. p' adischer Beweis des zweiten Hauptsatzes von Herrn Ore. �
Acta litt. ac sc. Sectio sc. math., 1928, t. 4, fasc. 1�2, 8. 56-57. [Ñîâ-
ìåñòíî ñ Ì.Áàóåðîì].
19. �Uber eine allgemeine Methode zur Bilduing von Di�erentialaus-

dr�ucken, die in Bezug auf eine kontinuier-liche Transformationsgruppe
invariant bleiben. � Çàï. ô.-ì. âiä. ÂÓÀÍ, 1928, ò. 3, âûï. 1, ñòð.
53�59. [Ñîâìåñòíî ñ Ä. À. Ãðàâå].
20. �Uber Drehungen von mehrdimensionalen Gittern. � Èçâ. Êàç.

ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1928, ò. 3, âûï. 2, ñòð. 70�76.
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21. �Uber die Realit�at von Nullstellen ganzer transzendenter Funktionen.
� Math. Ann., 1928, Âd. 99, s. 660�686. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð.
ïðèì.

1929
22. Î ïîëèíîìàõ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ. � Âåñòí.

ñòóä. ô.-ì. êðóæêà ÊÃÓ, 1929, � 3, ñòð. 16�25. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì. íà èíîñòð. ÿç.
23. Bemerkung �uber analytische Iterationen. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ,

ñåðèÿ 3, 1929-30, ò. 4, âûï. 1, ñòð. 49�50.
24. Bemerkung zur Theorie der schlichten Funktionen. � Jahresber.

D. M. V. 1929, Âd. 38, S. 244�247.
25. Beweis der Existenz einer Basis bei Abelschen Gruppen von

endlicher Ordnung. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1929-30, ò. 4, âûï.
1, ñòð. 47�48.
26. Zur Gruppentheorie des Klassenk�orpers. � J. reine angew. Math.

1929, Âd. 161, s. 179�193. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
1931

27. Ê òåîðèè óçëîâ. � Ó÷åíûå çàïèñêè ÊÃÓ, 1931, ò. 91, êí. 4.
Ìàòåìàòèêà, âûï. 1, ñòð. 9-23.
28. �Uber ein algebraisches Problem von Herrn Hilbert. Erste Abhan-

dlung. � Math. Ann., 1931, Âd. 104, s. 459�471. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì.
29. �Uber ein algebraisches Problem von Herrn Hilbert. Zweite Abhan-

dlung. � Math. Ann., 1931, Âd. 105, s. 240�255. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì.
30. �Uber eine Verallgemeinerung eines Cli�ord'schen Satzes. � Rendic.

Circ. Mat. Palermo, 1931, t 55, ð. 1�11.
31. Untersuchungen �uber relative Abelsche Zahlk�orper. J. Reine

angew. Math., 1931, Âd. 167, S. 98�121.
1932

32. Die Probleme der modernen Galoisschen Theorie. � Verh. intern.
Math. Kongr., 1932, Âd. 1, S.123�137. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð.
ïðèì.: 20 íàçâ. íà èíîñòð. ÿç.
33. �Uber das Klein-Hilbertsche Resolventenproblem. Èçâ. Êàç. ÔÌÎ,

ñåðèÿ 3, 1932-1933, ò. 6, ñòð. 5�22. Ðåçþìå íà ðóññê. ÿç. Áèáëèî-
ãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.



317

1934
34. Çàìåòêè ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë. � Ó÷åíûå çàïèñêè ÊÃÓ,

1934, ò. 94, êí. 7. Ìàòåìàòèêà, âûï. 2, ñòð. 3�16. Ðåçþìå íà íåì.
ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
35. Die Probleme der modernen Galoisschen Theorie. � Ñomm.

Math. Helv, 1934, vol. 6, S. 235�283. Áèáëèîãðàôèÿ: 92 íàçâ. íà
èíîñòð. ÿç.
36. �Uber quadrierbare Kreisbogenzweiecke. I. � Math. Zeitschrift,

1934, Âd. 39, S. 161�175. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
1935

37. Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé òåîðèè Ãàëóà. � Â êí.: Òðóäû âòî-
ðîãî Âñåñîþçíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà, ò. 1. Ïëåíàðíûå çàñå-
äàíèÿ è îáçîðíûå äîêëàäû. Ë.�Ì. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ. 1935,
ñòð. 164�205. Áèáëèîãðàôèÿ: 92 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
38. Kurzer Beweis des Diskriminantensatzes. � Acta Arithm, 1935,

Âd. 1, S. 78�82. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
1936

39. Î êâàäðèðóåìûõ ëóíî÷êàõ. � Â êí.: Òðóäû âòîðîãî Âñåñîþç-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà, ò. 2. Ñåêöèîííûå äîêëàäû. Ë.�Ì.
Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ, 1936, ñòð. 3.
40. Î R-ïðîäîëæàåìûõ ïîëèíîìàõ. � Â êí.: Òðóäû âòîðîãî Âñå-

ñîþçíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà, ò. 2. Ñåêöèîííûå äîêëàäû. Ë.�
Ì. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ. 1936, ñòð. 6�9. [Ñîâìåñòíî ñ Í. Í. Ìåé-
ìàíîì.]
41. Îá èíòåãðèðóåìûõ R-ïîëèíîìàõ. � Â êí.: Òðóäû âòîðîãî

Âñåñîþçíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà, ò. 2. Ñåêöèîííûå äîêëàäû.
Ë.�Ì. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ, 1936, ñòð. 4�5.
42. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ, ÷èñåë. � Â

êí.: Òðóäû ïåðâîãî Âñåñîþçíîãî ñúåçäà ìàòåìàòèêîâ. (Õàðüêîâ,
1930 ã.), Ì.�Ë. ÎÍÒÈ, 1936, ñòð. 224�230. Áèáëèîãðàôèÿ â òåêñòå.
43. �Uber F -Polynome. I. Allgemeines. � Èçâ. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ

3, 1936�1937, ò. 8, ñòð. 109-123. Ðåçþìå íà ðóññê. ÿç.
44. �Uber F -Polynome. III. �Uber M-integrierbare Polynome. � Èçâ.

Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ 3, 1936�1937, ò. 8, ñòð. 103�108. Ðåçþìå íà ðóññê.
ÿç.
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1937

45. Ïðî âèçíà÷åííÿ îáúåìó â ãðóïàõ Lie. � Çàï. í.-ä. ií-òó ìàò.
é ìåõ., ñåðèÿ 4, 1937, ò. 14, ñòð. 3�11. Òî æå íà íåì. ÿç., ñòð. 11�20.
Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì, íà èíîñòð. ÿç.
46. Ïðî âèçíà÷åííÿ ìiðè ãðóï Lie. Çàï. í.-ä. ií-òó ìàò. é ìåõ.,

ñåðèÿ 4, 1937, ò. 14, ñòð. 21�33. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.
47. �Uber die Massbestimmung von Lieschen Gruppen. � Çàï. í.-ä.

ií-òó ìàò. é ìåõ., ñåðèÿ 4, 1937, ò. 14, ñòð. 33-45.
48. �Uber verallgemeinerte Scieb��achen. � Â êí.: Òðóäû ñåìèíà-

ðà ïî âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó ñ èõ ïðèëîæåíèÿìè ê
ãåîìåòðèè, ìåõàíèêå è ôèçèêå. 1937, âûï. 4, ñòð. 348�350. Áèá-
ëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì. Òî æå íà ðóññê. ÿç., ñòð. 351�353.
49. Eine Aufgabe aus der algebraischen Zahlentheorie. � Acta Arithm.

1937, Bd.2, S. 221�229. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì.

1938

50. �Uber irregul�are Darstellungen von halbeinfachen Lieschen Grup-
pen. � Comp. Math., 1938, vol. 6, S. 103�117.

1940

51. Çàäà÷à èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. � Â êí.: Ñáîðíèê,
ïîñâÿùåííûé ïàìÿòè àêàäåìèêà Äìèòðèÿ Àëåêñàíäðîâè÷à Ãðà-
âå. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1940, ñòð. 283�290. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì.
52. Î ïðîäîëæàåìûõ ïîëèíîìàõ. I. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëå-

ìû. � Â êí.: Ñáîðíèê, ïîñâÿùåííûé ïàìÿòè àêàäåìèêà Äìèòðèÿ
Àëåêñàíäðîâè÷à Ãðàâå. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1940, ñòð. 268�
282.
53. Î ïðîäîëæàåìûõ ïîëèíîìàõ. VI. � Èçä. Êàç. ÔÌÎ, ñåðèÿ

3, 1940, ò. 12, ñòð. 183�195.
54. Beweis des Minkowskischen Satzes �uber lineare inhomogene

Formen. � Vierteljahrsschr. Nat. Ges. Z�urich, 1940, Bd. 85, Beiblatt
32, Festschrift Rudolf Fueter, S. 27�30. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð.
ïðèì.

1941

55. Ê ïðîáëåìå Ãóðâèöà äëÿ öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé.
� Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1941, ò. 33, � 9, ñòð. 483�486.
Áèáëèîãðàôèÿ: 5 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
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56. Î ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíîìîâ íà çàìêíóòûå êðèâûå. � Äî-
êë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1941, ò. 32, � 1, ñòð. 3�6. Áèáëèîãðà-
ôèÿ: 5 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.

1942
57. Îá îäíîì âèäîèçìåíåíèè ñïîñîáîâ Øòóðìà è Ôóðüå. � Äî-

êë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1942, ò. 34, � 1, ñòð. 3�6. Áèáëèîãðà-
ôèÿ: 4 íàçâ.
58. Îá îäíîì ÷àñòíîì âèäå òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. � Äî-

êë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1942, ò. 34, � 2, ñòð. 42�45. Áèáëèî-
ãðàôèÿ: 4 íàçâ.
59. Î öåëûõ ôóíêöèÿõ ñ âåùåñòâåííûìè ïåðåìåæàþùèìèñÿ êîð-

íÿìè. � Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1942, ò. 35, � 7, ñòð. 219�
222. Áèáëèîãðàôèÿ: 4 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
60. Îá îäíîì âèäîèçìåíåíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è Ãóðâèöà. � Äî-

êë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1942, ò. 35, � 8, ñòð. 251�254. Áèá-
ëèîãðàôèÿ: 6 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
61. Îá R-èíòåãðèðóåìûõ ïîëèíîìàõ. � Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, íîâàÿ

ñåðèÿ, 1942, ò. 35, � 3, ñòð. 67�69. Áèáëèîãðàôèÿ: 6 íàçâ. íà ðóññê.
è èíîñòð. ÿç.
62. A theorem of the Theory of semi-simple Lie groups. [Òåîðåìà èç

òåîðèè ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè]. � Ìàòåìàò. ñá., íîâàÿ ñåðèÿ 1942,
ò. 11, âûï. 3, ñòð. 239�244. Ðåçþìå íà ðóññê. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ â
ïîäñòð. ïðèì.
63. Notice on the theory of Algebras. � Ñîîáùåíèÿ Àêàäåìèè

íàóê Ãðóçèíñêîé ÑÑÐ, 1942, ò. 3, � 5, ñòð. 405�412. Ðåçþìå íà
ãðóç. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ: 3 íàçâ. íà èíîñòð. ÿç.

1943
64. Îá îäíîì îáùåì êðèòåðèè ìèíèìàêñà. � Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ,

íîâàÿ ñåðèÿ, 1943, ò. 39, � 9, ñòð. 373�376.
65. Î ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Lie, íå èìåþùèõ ìåðû. � Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, íîâàÿ ñåðèÿ, 1943, ò. 40, � 1, ñòð. 11�14. Áèáëèîãðàôèÿ: 5
íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
66. Ïðîáëåìà ðåçîëüâåíò è êðèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. � Èçâ.

ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 1943, ò. 7, � 3, ñòð. 123�146.
Ðåçþìå íà àíãë. ÿç. Áèáëèîãðàôèÿ: 7 íàçâ. íà èíîñòð. ÿç.

1944
67. Äîêàçàòåëüñòâî π-òåîðåìû. Ñîáð. ñî÷., ò. II, ñòð. 414�416.

Èç ïðîøëîãî êàçàíñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû (äîêëàä).
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1945
68. Ê ïðîáëåìå H-ïðîäîëæàåìûõ ïîëèíîìîâ. Èçâ. Êàç. ÔÌÎ,

13, 133�151, 1945; Ñîáð. ñî÷., ò. II, ñòð. 128�149.
69. Î êîðíÿõ êîíå÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Èçâ. Êàç.

ÔÌÎ, 13, 153�172, 1945; Ñîáð. ñî÷. ò. II, ñòð. 150�170.
1946

70. Íîâàÿ ðàçðàáîòêà äåñÿòè÷íîé êëàññèôèêàöèè áèáëèîòå÷-
íûõ êíèã ïî ðàçäåëó �Ìàòåìàòèêà� (ñîâì. ñ Å.Ñ.Øåñòàêîâîé).
Ó÷. çàï. ÊÃÓ 106, êí. 2, â. 4, ñòð. 149�160, 1946.

1947
71. Î âûðàæåíèè àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíê-

öèè. Óñï. ìàò. íàóê 2, â. 2, ñòð. 3�20, 1947; Ñîáð. ñî÷., ò, I, ñòð.
235�254.
72. Îá îáîñíîâàíèè òåîðèè èäåàëîâ ïî Çîëîòàðåâó. Óñï. ìàò.

íàóê 2, â. 6, ñòð. 52�67, 1947; Ñîáð. ñî÷., ò. I, ñòð. 71�86.
73. Ïðîáëåìà ðåçîëüâåíò. Þá. ñá. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1947, ñòð. 80�95;

Ñîáð. ñî÷., ò. I, ñòð. 327�340.
74. Àëãåáðà ïîëèíîìîâ è ïîëåé. Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà 30 ëåò,

ÎÃÈÇ, 1948, ñòð. 85�105.
75. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ àâòîáèîãðàôèÿ. Óñï. ìàò. íàóê 3, â. 4, ñòð.

3�66, 1948; Ñîáð. ñî÷. ò. III, ñòð. 92�163.

Ðóêîïèñè, ïîäãîòîâëåííûå ê ïå÷àòè
Çàäà÷à Ãóðâèöà äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé 2 ïå÷àò. ë.
Î êîðíÿõ êîíå÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Îêîëî 11

2 ïå÷àò.
ë.
Î ïðîáëåìå H-ïðîäîëæàåìûõ ïîëèíîìîâ. 1 1

4 ïå÷àò. ëèñò.
Íîâàÿ ðàçðàáîòêà äåñÿòè÷íîé êëàññèôèêàöèè áèáëèîòå÷íûõ

êíèã ïî ðàçäåëó �Ìàòåìàòèêà�. [Ñîâìåñòíî ñ Å. Ñ. Øåñòàêîâîé].
1 ïå÷àò. ë.

2. Ó×ÅÁÍÈÊÈ È ÌÎÍÎÃÐÀÔÈÈ
76. Êóðñ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ÷èòàííûé â Êàçàíñêîì ãîñ.

óí-òå â 1928�29 ãã. ñ ïðèëîæåíèåì ñòàòüè Ë.À. Ëþñòåðíèêà �Ïðÿ-
ìûå ìåòîäû â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè�. Êàçàíü, ñòóäåí÷. ôèç.-
ìàò. êðóæîê ïðè ÊÃÓ, 1929, 124 ñòð. Áèáëèîãðàôèÿ ïî ãëàâàì íà
ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
77. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ïî àëãåáðå. Êàçàíü, 1929. [Ñòåêëî-

ãðàô].



321

78. Êóðñ òîïîëîãèè. /Êàçàíü/, 1932, 123, (8) ñòð. [Ñòåêëîãðàô].
Áèáëèîãðàôèÿ ïî ãëàâàì.
79. Êóðñ òîïîëîãè. Õàðêiâ � Êèiâ, 1934.
80. Îñíîâû òåîðèè Ãàëóà. ×. 1. Ë.�Ì. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1934.

221 ñòð. Áèáëèîãðàôèÿ: ñòð. 213�216 íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç. ïî
ãëàâàì.
81. Îñíîâû òåîðèè Ãàëóà. ×. 2. Ë.�Ì. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1937.

158 ñòð. (Ìàòåìàòèêà â ìîíîãðàôèÿõ. Ïîä ðåä. àêàä. Ñ.Í. Áåðí-
øòåéíà, È.Ì. Âèíîãðàäîâà, Í.Ò. ×åáîòàðåâà è äð. Îñíîâíàÿ ñå-
ðèÿ, êí. 5). Áèáëèîãðàôèÿ: ñòð. 154�156 íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
82. Òåîðèÿ Ãàëóà. Ì.�Ë. ÎÍÒÈ. Ãë. ðåä. îáùåòåõíè÷. ëèò-ðû è

íîìîãðàôèè, 1936. 154 ñòð. (Ìàòåìàòèêà â ìîíîãðàôèÿõ. Ïîä ðåä.
àêàä. È.Ì. Âèíîãðàäîâà, ïðîô. À.Í. Êîëìîãîðîâà è äð. Ñåðèÿ
îáçîðîâ, êí. 1). Áèáëèîãðàôèÿ: 33 íàçâ. íà èíîñòð. è ðóññê. ÿç.
83. Òåîðèÿ ãðóïï Ëè. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1940, 396. ñòð.

Áèáëèîãðàôèÿ: ñòð. 385�392. Áèáëèîãðàôè÷. îáçîð ó÷åáíèêîâ è
ìîíîãðàôèé, àëôàâèòíûé óêàçàòåëü ëèò-ðû.

3. ÊÎÌÏÈËßÒÈÂÍÛÅ ÑÒÀÒÜÈ
(Îáçîðû, íåêðîëîãè è ò. ï.)

84. Ôîðìóëà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. � Âåñòí. ñòóä. ô.-ì. êðóæ-
êà ÊÃÓ, 1929, � 1, ñòð. 3�4.
85. Í.Í. Ïàðôåíòüåâ êàê äåÿòåëü íàóêè. � �Êðàñíàÿ Òàòàðèÿ�,

15 ôåâð. 1930 ã.
86. Äðîáè. � Â êí.: Áîëüøàÿ ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, ò. 23.

Äîäå-Åâðàçèÿ. Ì. �Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ�, 1931, ñòð. 475�477.
Áèáëèîãðàôèÿ â êîíöå òåêñòà.
87. Àëãåáðà. � Â êí.: Íàóêà â ÑÑÑÐ çà ïÿòíàäöàòü ëåò (1917�

1932). Ìàòåìàòèêà. Ì.�Ë. Ãîñòåõèçäàò, 1932, ñòð. 5�36. Áèáëèî-
ãðàôèÿ: Ðàáîòû, íàïèñàííûå ñîâåòñêèìè ìàòåìàòèêàìè çà îò÷åò-
íûé ïåðèîä.
88. Íàì íóæåí öåíòð íàó÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè. � �Êðàñ-

íàÿ Òàòàðèÿ�, 15 îêò. 1932 ã. [Ñîâìåñòíî ñ Í.Í. Ïàðôåíòüåâûì].
89. Î çíà÷åíèè ðàáîò Ëàãðàíæà ïî òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðå. � Â

êí.: Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 2. Ì.�Ë. ÎÍÒÈ, 1936, ñòð. 17�31.
Áèáëèîãðàôèÿ íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç. â ïîäñòð. ïðèì.
90. Àêàäåìèê Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Ãðàâå. (Ê 50-ëåòèþ åãî

íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.) � Â êí.: Óñïåõè ìàòåìàò.
íàóê, âûï. 3. Ì.�Ë., ÎÍÒÈ, 1937, ñòð. 222�233.
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91. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà. � �Êðàñíàÿ Òàòàðèÿ�, 6 ìàÿ
1937 ã.
92. Î çíà÷åíèè ðàáîò Ëàãðàíæà ïî òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðå. �

Â êí.: Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ. 1736-1936. Ñáîðíèê ñòàòåé ê 200-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ. Ì.�Ë. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ. 1937, ñòð.
85�103. Áèáëèîãðàôèÿ â ïîäñòð. ïðèì. íà èíîñòð. è ðóññê. ÿç.
93. Îá îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïåðåíîñà. � Â êí.: Òðóäû ïî

âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó ñ èõ ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåò-
ðèè, ìåõàíèêå è ôèçèêå. Ïîä. ðåä. ïðîô. Â.Ô. Êàãàíà, âûï. 4.
Ì.�Ë., Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1937, ñòð. 351�353.
94. Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ â ðàáîòå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è

ìåõàíèêè Õàðüêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � Â êí.:
Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 3. Ì.�Ë., ÎÍÒÈ, 1937, ñòð. 252�253.
95. Àëãåáðà. � Â êí.: Ìàòåìàòèêà è åñòåñòâîçíàíèå â ÑÑÑÐ.

Î÷åðêè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóê çà 20 ëåò.
Ì.�Ë., Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ, 1938, ñòð. 3�10.
96. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü â Êàçàíè. � Â êí.: Óñïåõè ìàòåìàò.

íàóê, âûï. 4. Ì.�Ë., ÎÍÒÈ, 1938, ñòð. 297�299.
97. Íåñêîëüêî çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îòäåëîâ àëãåáðû è òåîðèè

÷èñåë. � Â êí.: Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 4. Ì.�Ë., ÎÍÒÈ, 1938,
ñòð. 284�286. Áèáëèîãðàôèÿ íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç. ïî ãëàâàì. Òî
æå � ó÷åíûå çàïèñêè ÊÃÓ, 1938, êí. 7. Ñáîðíèê ñòóäåí÷åñêèõ
ðàáîò; âûï. 1, ñòð. 71-74. Áèáëèîãðàôèÿ Íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.
98. Àêàäåìèê Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Ãðàâå (1863�1939). � Â

êí.: Ñáîðíèê, ïîñâÿùåííûé ïàìÿòè àêàäåìèêà Äìèòðèÿ Àëåê-
ñàíäðîâè÷à Ãðàâå. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò, 1940, ñòð. 3�14.
99. Äèñêðåòíûå áåñêîíå÷íûå ãðóïïû è èõ ìåñòî â îáùåé òåîðèè

ãðóïï. � Â êí.: Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 8. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåî-
ðåòèçäàò, 1940, ñòð. 336-364. Áèáëèîãðàôèÿ: 42 íàçâ. íà ðóññê. è
èíîñòð. ÿç. â ïîäñòð. ïðèì.
100. Ìàòåìàòèêè. (Íàä ÷åì ðàáîòàþò íàøè ó÷åíûå). � �Êðàñíàÿ

Òàòàðèÿ�, 13 ñåíò. 1940 ã.
101. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà. � �Êðàñíàÿ Òàòàðèÿ�, 11 àï-

ðåëÿ 1940 ã.
102. Ñàìóèë Îñèïîâè÷ Øàòóíîâñêèé. (Ê 10-ëåòèþ ñî äíÿ ñìåð-

òè.) � Â. êí.: Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 7. Ì.�Ë., Ãîñòåõòåîðå-
òèçäàò, 1940, ñòð. 316�321.
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103. Ðàáîòû êàçàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ â ïîñëåðåâîëþöèîííûé ïå-
ðèîä (1917�1939). � Ó÷åíûå çàïèñêè ÊÃÓ, 1941, ò. 101, êí. 1, ñòð.
57�78. Áèáëèîãðàôèÿ: Ñïèñîê ðàáîò ñîòðóäíèêîâ êàôåäð ìàòå-
ìàòèêè è ìåõàíèêè ÊÃÓ, ñòð. 63�78.
104. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî è åå çíà÷åíèå â ñîâðåìåííîé íàóêå.

� Â êí.: Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé (1793�1856). Ñáîðíèê
ñòàòåé. Ì.�Ë. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ, 1943, ñòð. 56�82. Áèáëèîãðà-
ôèÿ: ñòð. 81�82.
105. Ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà è åãî ðîëü â ñîâðåìåííîì ðàç-

âèòèè ìàòåìàòèêè. � Â êí.: Èñààê Íüþòîí. 1643�1727. Ñáîðíèê
ñòàòåé ê òðåõñîòëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ. Ïîä ðåä. àêàä. Ñ.È. Âà-
âèëîâà. Ì.�Ë. Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑÐ, 1943, ñòð. 99�126. Áèáëèî-
ãðàôèÿ: 61 íàçâ. íà ðóññê. è èíîñòð. ÿç.

4. ÐÅÖÅÍÇÈÈ

106. Ñîâðåìåííûé ó÷åáíèê âûñøåé àëãåáðû. [Î êíèãå: Îêóíåâ,
Ë.ß. Âûñøàÿ àëãåáðà. Ì.�Ë. ÎÍÒÈ, Ãîñòåõòåîðåòèçäàò. 1937, 314
ñòð.] � Òåõíè÷åñêàÿ êíèãà, 1938, � 1, ñòð. 48�49.
107. Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï. [Î êíèãå: Áàóýð, Ý. Ââåäåíèå

â òåîðèþ ãðóïï è åå ïðèëîæåíèÿ ê êâàíòîâîé ôèçèêå. Ïåðåâ. ñ
ôðàíö. ïîä ðåä. ïðîô. Þ.Á. Ðóìåðà. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòèçäàò.
1937, 153 ñòð.] � Òåõíè÷åñêàÿ êíèãà, 1938, �4, ñòð. 19-20.
108. Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. [Î êíèãå: Ôðî-

áåíèóñ, Ô. Ã. Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Ïåðåâ.
ñ íåì. Õàðüêîâ, ÃÍÒÈ Óêðàèíû, 1937, 214 ñòð.] � Òåõíè÷åñêàÿ
êíèãà, 1938, � 5, ñòð. 32.
109. Âàí-äåð-Âàðäåí, Á. Ë. Ñîâðåìåííàÿ àëãåáðà, ÷. 2. Ïåðåâ.

ñ íåì. Ë.ß. Îêóíåâà. Ì.�Ë. Ãîñòåõòåîðåòàçäàò. 1937, 210 ñòð. �
Óñïåõè ìàòåìàò. íàóê, âûï. 6. Ì.�Ë. ÎÍÒÈ, 1939, ñòð. 297�298.

5. ÐÅÔÅÐÀÒÛ

110. Ëåäíåâ, Í.À.Î åäèíèöàõ îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëåé. (Ìàòåìàò. ñá., ò. 6 (48), � 2, 1939, ñòð.
227�261). � Ôèçèêî-ìàòåìàò. ðåôåð. æóðíàë, 1940, ò. 3, âûï. 5,
ñòð. 419.
111. Äðiíôåëüä, Ã. I. Ïðî îïåðàòîðè, ÿêi ïåðåñòàâëÿþòü iíòå-

ãðàëüíi iíâàðiàíòè íåïåðåðâíîi ãðóïè ïåðåòâîðåíü. I. (Îá îïå-
ðàòîðàõ, ïåðåìåùàþùèõ èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû íåïðåðûâíîé
ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. I.) (Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàò. ÀÍ ÓÑÑÐ,
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1940, � 4, ñòð. 157�163). � Ôèçèêî-ìàòåìàò. ðåôåðàò, æóðíàë,
1940, ò. 4, âûï. 6, ñòð. 556.
112. ×åòàåâ, Í.Ã. Õàðàêòåðèñòèêè Êðîíåêåðà, (Ó÷åíûå çàïèñêè

ÊÃÓ, 1938, ò. 98, êí. 9. Ìàòåìàòèêà, âûï. 3, ñòð. 3�41). � Ôèçèêî-
ìàòåìàò. ðåôåðàò, æóðíàë, 1940, ò. 4, âûï. 5, ñòð. 451.
113. ßêîâêèí, Ì.Â. Îá îäíîì êðèòåðèè íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî-

÷ëåíîâ. (Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1940, ò. 28. � 9, ñòð. 771�773). �
Ôèçèêî-ìàòåìàò. ðåôåðàò, æóðíàë, 1941, ò. 5, âûï. 4, ñòð. 345.
114. Äåëîíå, Á.Í., Ôàääååâ, Ä.Ê. Òåîðèÿ èððàöèîíàëüíîñòåé

òðåòüåé ñòåïåíè. (Òðóäû ìàòåìàò. èí-òà èì. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ,
1940, ò. XI, ñòð. 340). � Ôèçèêî-ìàòåìàò. ðåôåðàò, æóðíàë, 1941,
ò. 6, âûï. 1�2, ñòð. 1�2.

Zentralblatt f�ur Mathematik und ihre Grenzgebiete
1933

115. Bohlin, K. Sur la solution de l'�equation g�en�erale du cinqui�eme
degr�e reduite �a la forme libre. � Bd. 7, S. 290.
116. Carlitz, Leonard. On a theorem of higher reciprocity. � Bd. 6,

S. 292.
117. Sz. Nagy, Julius, v. �Uber einen Satz von Laguerre. � Bd. 6, S,

289.
118. Pascal, Ernesto. Una breve osservazione sul metodo per la

ricerca del limite superior delle radici reali di un'equazions. � Bd. 6,
S. 289.
119. Tôya, Tikara. Some remarks on Montel's paper concerning

upper limit of absolute values of roots of algebraic equations. � Bd.
7, S. 289.
120. Turkin, W.K. Au��osbarkeit der Gruppen der ungeraden Ord-

nung paqr. � Bd. 7, S. 291.
121. Zolotare�, J. I. Gesammelte Werke. Redig. von Steklo�s Phys.

� Math. Inst. Bd. 1. u. 2. � Bd. 6, S. 153.
1934

122. Anghelutza, Th. Una estenzione di un teorema di Hurwitz. �
Bd. 8, S. 101.
123. Chaundy, T.W. On the number of real roots of a quantic

equation. � Bd. 8, S. 387.
124. Grave, D. �Uber eine Verallgemeinerung des Satzes von Axel

Thue. � Bd. 8, S. 242.
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125. Gr�un, Otto. Zur fermatschen Vermutung. � Bd. 8, S. 242.
126. Krein, M. Zus Theorie der symmetrischen Polynome. � Bd. 8,

S. 1.
127. Sz. Nagy, Julius v. �Uber die Lage der nichtreellen Nullstellen

von reellen Polynomen und von gewissen reellen ganzen Funktionen.
� Bd. 8, S. 100.
128. Sz. Nagy, Julius v. �Uber die nichtreellen Nullstellen von reellen

ganzen Funktionen. � Bd. 8, S. 100.
129. Orlo�, Constantin. Application du calcul spectres aux probl�e-

mes sur les polynomes. � Bd. 9, S. 7.
130. Orlo�, Constantin. �Evalution des spectres math�ematiques �a

l'aide des relation de recurrence. � Bd. 9, S. 7.
131. Schumjagski, B. Schoiroschrechnung. � Bd. 8, S. 99.
132. Waerden, B.L. van der. Noch eine Bemerkung zu der Arbeit

�Zur Arithmetik der Polynome� von U. Wegner in Math. Ann. 105,
628�631. � Bd. 9, S. 4.
133. Waerden, B.L. van der. Die Seltenheit der Gleichungen mit

A�ekt. � Bd. 7, S. 391.
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134. Berg, Erik. �Uber die Existenz eines Euklidischen Algorithmus
in quadratischen Zahlk�orpern. � Bd. 12, S. 102.
135. Bohlin, K. Zus�atze und Erl�auterungen zur L�osung der algebra-

ischen Gleichung f�unften Grades auf Grundlage des Racinals. � Bd.
11, S. 337.
136. Brauer, Alfred und Brauer Richard. �Uber Irreduzibilit�atskrite-

rien von I. Schur und G. Polya. � Bd. 11, S. 387.
137. Brauer Richard. �Uber die Kleinsche Theorie der algebraischen

Gleichungen. � Bd. 10, S. 245.
138. Chaundy, T.W. On the number of real roots of a quintic

equation: Addendum. � Bd. 9, S. 389.
139. Chaundy, T.W. The generation function of symmetrical func-

tions. � Bd. 11, S. 49.
140. Cherubino, Salvatore. Sulla teoria delle equazioni algebriche.

� Bd. 12, S. 49.
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